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OZET

Uc boliim olarak hazirlanan bu calismanin ilk béliimiinde daha sonraki boliimlerde

isimize yarayacak on bilgilere yer verildi.

Ikinci boliimde co(E?), ¢(E?) ve lo(E?) sirasi ile interval degerli fuzzy sayilarinim
f’ya yakinsak, yakinsak ve sinirh dizi ctimlelerinin bazi topolojik ve cebirsel ¢zellik-

leri incelendi.

Uciincii boliimde Z = (zni), p. dereceden Zweier matrisi, v € w(E?) ve
ME?) € {{(E?),c(E?),co(E?)} olmak iizere Zu € M E?) olacak sekildeki,
sirasiyla (oo (E?, ZP), c(E?, ZP) ve co(E?, ZP) ile gosterilen dizi ciimleleri tanimla-

narak bu climlelerin baz1 topolojik, kapsama, v. s. 0zellikleri ele alind.

Anahtar Kelimeler: Interval degerli fuzzy say1, interval say1, fuzzy ciimle, fuzzy

say1, dizi uzayi, tam metrik uzay, matris doniigiimii, Zweier matrisi.
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ABSTRACT

This thesis consists of three chapters. In the first chapter some basic definitions and

theorems which will be used in the later chapters are given.

In the second chapter, some topological and algebraic proporties of spaces of c¢y(E?),
c(E?) ve £+ (E?) which are convergent to 6, convergent and bounded sequence spaces

of interval valued fuzzy numbers are given, respectively.

In the third chapter by taking a non-negative, regular Zweier matrix Z = (zu),
u € w(E?) and M\(E?) € {{(E?),c(E?),co(E?)}, and in for Zu € A\(E?), (o (E?, ZP),
c(E?, ZP) and cy( E?, ZP) sequence spaces are defined respectively. Finally some topo-
logical and inclusion problems of (o (E?, ZP), ¢(E? ZP) and cy(E?, ZP) sequence

spaces are investigated.

Keywords: Interval valued fuzzy number, interval number, fuzzy set, fuzzy number,

sequence space, complete metric space, matrix transformation, Zweier matrix.



SEMBOLLER VE ANLAMLARI

Dogal sayilarin ciimlesi

Reel sayilarin ciimlesi

Biitiin reel veya kompleks terimli dizilerin uzay1

Kapali ve sinirli birim interval say1

N

R

w

1

E Reel sayilar ciimlesi iizerindeki kapali interval sayilarin ciimlesi
F(X

) X evrensel ciimlesinin biitiin fuzzy alt ciimlelerinin ciimlesi

F2(X) | Interval degerli fuzzy ciimlelerin ciimlesi

E! Fuzzy sayilarin ciimlesi
E? Interval degerli fuzzy sayilarin ciimlesi
w(E) Interval sayilarmn biitiin dizilerinin uzay:

EY) Fuzzy sayilarin biitiin dizilerinin uzayi

(
w(E?) | Interval degerli fuzzy sayilarn biitiin dizilerinin uzay

l(E) | Interval sayilarm sinirh dizilerinin uzay:

c(E) Interval sayilarin yakinsak dizilerinin uzay1
d Iki interval say1 arasindaki uzaklik
d Iki fuzzy say1 arasindaki uzaklik
D Iki fuzzy say1 dizisi arasindaki uzaklik
D Iki interval degerli fuzzy say1 arasindaki uzaklik

D Iki interval degerli fuzzy say1 dizisi arasindaki uzaklik

18l Norm fonksiyonu

zZP p. dereceden Zweier matrisi
“A Bir fuzzy ciimlesinin - kesim ciimlesi
“t A Bir fuzzy ciimlesinin kuvvetli a- kesim ciimlesi

0; = [0,0] | Interval sayilarin toplamaya gore etkisiz elemani

0 = [0,,0,] | Interval degerli fuzzy sayilarm toplamaya gore etkisiz elemani




GIRIS

Bilindigi gibi bir¢ok matematiksel yapi reel ve kompleks sayilar iizerine inga edilmigtir.
Ancak son zamanlarda fuzzy sayr ya da interval sayi fikrinin ortaya atilmasiyla
bu matematiksel yapilar degisiklige ugramigtir. Fuzzy kiime fikri ilk olarak 1965
yilinda California Berkeley Universitesinden Zadeh tarafindan ortaya konulmustur.
Bundan sonra fuzzy climle teorisi iizerine yapilan aragtirmalar git gide g¢ogalmisg,
uygulamali matematikle beraber piir matematik alaninda da bir¢ok ¢aligmaya konu
olmustur. Ornegin; Matloka [14] fuzzy sayilarinin sinirh ve yakinsak dizilerini tanit-
mig, her yakinsak dizinin sinirh oldugunu sdylemigtir. Nanda [17], Matloka’nin ¢alig-
malarim referans alarak fuzzy sayilarin sinirh ve yakinsak dizilerinin tam metrik uzay
oldugunu gostermistir. Talo ve Bagar 24| fuzzy say1 dizilerinin klasik kiimelerinin du-
allerini belirleyip baz1 matris doniigiimlerini vermislerdir. Hong [9] ise fuzzy sayilarin

cekirdegini incelemigtir.

Aligilmis matematiksel yontemlerle kompleks sistemleri modellemek ve kontrol et-
mek zordur zira veriler tam olmalidir. Oysa fuzzy ciimle teorisi kigiyi bu zorunlu-

luktan kurtarir, her tiirli durumu degerlendirebilmemize olanak verir.

Uygulama alanlarinin ¢esitliligi nedeniyle de fuzzy ciimle teorisi bilimsel caligmalarda
onemli bir yere sahiptir. Ilk uygulama alani ise 1974 yilinda Mamdani’nin buhar
makinasi i¢in geligtirdigi kontrol sistemidir. Fotograf makinelerinden klimalara, asan-
sorlerden camasir makinelerine, havacilik endiistrisinden metro sistemlerinin kon-
troliine, motor sistemlerinden siipiirgelere kadar fuzzy ciimle teorisinin kullanildig:
bir¢ok alan bulunmaktadir. Ancak her ne kadar fuzzy ciimle teorisi aligilmig ciimle
teorisine gore bir cok karmagik durumu degerlendirebilmemize olanak verse de 6zel-
likle uygulama alanlarinda karsilagilan problemlemleri ¢ézmede yetersiz kalmigtir.

Bunun iizerine fuzzy ciimlelerinin iyi bilinen bir genellemesi olan interval degerli



fuzzy ciimle fikri Gorzalczany [6] ve Turksen |25] tarafindan ortaya konmugtur.

Son zamanlarda Chen [1] interval degerli fuzzy ciimleler arasindaki uzakhgi, Guijun
ve Xiaoping [8] de interval degerli fuzzy sayilar1 tanimlamigtir. Hong ve Lee [12],
Meenakshi ve Kaliraja [15] da interval degerli fuzzy sayilarin degigik ozellikleriyle

ilgili calismalar yapmiglardir.
Bu tezde interval sayi, fuzzy climle, fuzzy sayi, interval degerli fuzzy sayilar icin

yvapilan caligmalar incelenmis, interval degerli fuzzy sayilarin Zweier sinirh, Zweier

yakinsak ve Zweier null dizilerinin uzaylari insa edilerek bazi 6zellikleri aragtirilmigtir.

vii



BOLUM 1

INTERVAL VE FUZZY SAYILARIN DiZI UZAYLARI

Bu boliimde calismaya esas olacak hazirlik bilgileri verilecektir.
1.1 Interval Sayilar ve Interval Sayilarin Dizi Uzaylari

Reel sayilarin kapali ve sinirhi intervali a,b € R ve a < b olmak iizere
[a,b] ={r €eR:a <z <b}

bigiminde tanimlanan bir ciimledir, [14].

Caligmamiz boyunca reel sayilarin kapali ve sinirh intervallerini, interval say1 olarak
adlandiracagiz. R iizerindeki biitlin interval sayilarin climlesini E ile gosterelim.
E’nin herhangi bir elemanini Z seklinde gosterecegiz. Bir Z interval sayisini; ug (alt ve
list) noktalan sirasiyla ==,z olmak iizere, [¢~, 27| geklinde gosterecegiz.Herhangi

bir r reel sayisim [r, 7] bigiminde verilmig interval sayisi ile eg tutacagz.

Interval sayilarin ciimlesi, E, iizerindeki cebirsel islemler 7 = [z, 27],9 = [y, yT] €
E ve a € R igin;

{reR:xz”+y <z<zt+y'}
{reRiz—yt <z <zt -y},

1) z+y
(2) -y

ar”,ax’], a >0 ise;
(3) az = | ]

[axt, az™], a <0 ise.

(4) zy={zx e R:min{z"y , 27y aty ,27y"} <z <max{z "y ,z y" at
yo, oty

(5) Bir z interval sayisinin negatifi -7;

—z=—[v7, 2" =[-a", 2] = {-2: 2 € 1},

|~
8

|
=
8 =

(6) Sifir1 ihtiva etmeyen bir 7 interval sayismin = tersi; x €T} dur



(7) Bir z interval sayisinin ¢ interval sayisina bolimii 0 ¢ 3 olmak iizere T

seklindedir.

Q=

(8) T ve y interval sayilan esittir < 2~ =y~ ve z7 =y7 ise,
olarak tanimlidir.
Z ve y interval sayilarinin diger ilging iki 6zelligi de agagidaki gibidir.

(9) Z ve g interval sayilarmin kesigimi;
o]0 [y, ] = maxfe™,y~}, minfa*, )]
ve
27,2 N[y ,yT]= Do >y" yada y= > at,
(10) Z ve gy interval sayilariin birlegimi;
[z7, 2" Uy, y'] = [min{a™, y~}, max{z™, y"}],

olarak tanimhdir, [13].

Tanim 1.1z = [z, 27,y =[y ,yT| € Folsun. 2 <y <z <y ve z" <y"
ise, [14].

Tamm 1.2 7 = [z, "] intervali verilsin. Eger 2= = 2% = r € R ise T intervaline

dejenere interval say1 denir, [13].

Bu aslinda R de bir noktayi temsil eder. Buradan R deki her elemanin bir dejenere
interval say1 oldugunu, dolayisiyla reel sayilar ciimlesinin, interval sayilar ciimlesi

icine gomiilebilecegini soyleriz.

Ancak her ne kadar interval sayilarin ciimlesi reel sayilar ciimlesini kapsasa da R'nin
bircok ilging cebirsel ve topolojik 6zelligi interval sayilarin ciimlesi £’ de goriilmez.
Interval say1 ciimlelerinin cebirsel yapisini inceledigimizde monoid oldugunu goriiriiz.
Ancak interval sayilar climlesi toplama iglemine gore ters eleman 6zelligine sahip ol-

madigindan lineer uzay degildir.

Gergekten 7 = [z, 2], § = [y, y "] iki interval olmak iizere;
() z+7y = [z~ +y ,2t + yT] olup interval say1 tammindan z= < z7 ve
y~ < y* ifadelerini yazabiliriz. Bu iki ifade taraf tarafa toplanirsa 2= +y~ <

x4yt elde edilir. z—,y~, 2", yT birer reel say1 oldugundan 2~ +y~, xt+y*
2



toplamlar1 da birer reel sayidir. Boylece [z~ +y~, 2" + y ™| nin bir interval
say1 oldugu sonucuna variriz. O halde E, interval sayilar ciimlesi toplama
islemine gore kapalhdir.

(2) z € E, 0 reel sayilar ciimlesi iizerindeki toplama igleminin birim elemani
ve 0; = [0, 0] interval sayilarin toplama iglemine gore birim elemani olmak

lizere, T+ 6; = 0; + T = T dir. Gergekten T = [z7, 2] ve 0, = [0, 0] ise

T4+60;=[xz +0,27 +0]=[z",z7] (1.1)

0;+z=[0+2",0+2"] =[x,z (1.2)

oldugundan z + 60; = 0, + = = Z dir. Boylece (1) ve (2) den E, interval
sayilarin ciimlesi monoidtir. Fakat

(3) Vz € F i¢in £ + y = y + & = 6, olacak sekilde y € E mevcut olmadigindan
E toplama iglemine gore grup degildir.

Lemma 1.1. Biitiin interval sayilarin ciimlesi £, d : E X E — R ile tanimh

d(z,y) = max{|z™ —y~| . [a" —y" |} (1.3)

fonksiyonu ile beraber tam metrik uzaydir, [16].

Eger 6zel olarak = = [x~, 27| ve y = [y, y | olarak segilirse (1.3) de verilen d; R'nin

mutlak deger metrigine indirgenir.

Tanim 1.3.Bir interval say1 dizisi, tanim ciimlesi N ve deger ciimlesi £, kapal

intervallerin ciimlesi olan bir fonksiyondur, diger bir sdyleyisle

fN—= Ek— f(k)=1=o 1 = [x;,xlj]

fonksiyonuna interval sayilarmm dizisi denir, [2].

Biitiin interval sayilarin dizilerinin ciimlesini w(FE) ile gosterelim.

Tamim 1.4. (7)) = ([z,2;]) interval say1 dizisine simrhdir denir < Vk € N igin

z, > m ve z; < M olacak sekilde m, M € R var ise.

Tanim 1.5. (Zj) interval sayilarin bir dizisi ve Zy bir interval say1 olsun. Ve > 0 igin

ko € N dyleki Vk > ko igin d(Zy, To) < € oluyorsa (Zy) dizisi Ty’a yakinsaktir denir

3



ve
lillcrn T =To veya (Tg) — To (k— o0)

seklinde gosterilir, Yani;

. — _ = . - — . _l’__ +
lim 7, = 2o & limz, =z, ve khm T, =T
—00

k—o00 k—o00

dir, |2].

Interval sayilarin sifira yakinsak, yakinsak ve smirl dizilerinin uzaylari sirasiyla

asagidaki gibi tanimlanir,
co(E) = {(@) € w(B) :lim 2, = [0, 0] = 03},
c(E) ={(z) e w(E) : liénirk =Ty, Tp € E},
() = {(22) € w(B)  sup | o} < oo}

[20].

Interval sayilarin co(E), c(E) ve f(o(E) ciimleleri, V(%) (Uk) € loo(F)
(veya co(E),c(F)) olmak iizere;

d(Zk, Gr) = sup max{ |z, — |, [z} =yl l} (1.4)

ile tanuml d fonksiyonu ile beraber birer tam metrik uzaydir, [20].
1.2. Fuzzy Say1 ve Fuzzy Sayilarin Dizi Uzaylari

Bilindigi gibi alisgilmig climle teorisinde belirsizliklerle degil kesin verilerle c¢ahgilir.
Aligilmig ciimle teorisinde bir eleman icin sadece ciimleye ait olma ve ait olmama
secenegi varken fuzzy ciimlelerde elemanlar climleye kismen ait olabilmektedir. Za-
deh’in [27] yazdigi makalede belirsizlik kavrami ele alinarak kesin simirlara sahip
olmayan nesneler, fuzzy ciimle teorisi ile degerlendirilebilmigtir. Bu degerlendirme
ise iiyelik derecesi ile yapilir. Belirsizliklerede bir deger veren fuzzy ciimle teorisi bu
nedenle cok ilgi gérmiistiir. Uyelik derecesi temsili olarak u : X — [0,1] seklinde
tanimh {iyelik fonksiyonu ile 6lgiiliir. Fiziksel diinyamizda bir¢ok nesne tam olarak
belirli bir sinif icerisine dahil edilemeyip belirsiz bir konuma sahiptir. Ornegin kopek,
at, kug hayvanlar aleminin icinde, simiflandirilirken bakteri hayvanlar alemi icin be-

lirsiz bir konumda kalmaktadir. Yine giizellik gibi goreceli bir kavrami diigliniirsek

4



digeri icin ise orta derecede giizel olarak nitelendirilebilmektedir. Oyleyse giizellik,
uzunluk, biiyiikliik, kiiciikliik gibi kavramlar: da fuzzy ciimle teorisi baglig altinda

iiyelik fonksiyonuyla derecelendirebiliriz.

Tanim 1.6. X genel elemani x ile gosterilen bogtan farkli bir ciimle olsun. X’in bir
A fuzzy alt ciimlesi X’in herbir elemanim [0, 1] intervaline ait bir reel sayiya kargilik

getiren pa fonksiyonu ile karakterize edilir, [27].

pa fonksiyonu
pia s X — [0, 1] (1.5)
seklinde tamimlandigindan X’in A fuzzy alt ciimlesi
A ={(z,pa(z)) :z € X} (1.6)

biciminde yazilabilir. Genel olarak ;15 fonksiyonu, x € X’in iiyelik fonksiyonu olarak

.. R .. Coe .. . a;
isimlendirilir. X evrensel ciimlesi {izerinde tanimlh sonlu A fuzzy ciimlesini, —=

— 1
bigiminde de yazabiliriz. Burada > toplamay1 degil elemanlarin topluluguilzul, —
kesri degil a; ile z;” yi ayiran bir ayiraci gosterir. Eger X evrensel ciimlesi sayilabilir
sonsuz coklukta eleman ihtiva ediyorsa X iizerinde bir A fuzzy ciimlesi / %
seklinde ifade edilir, burada [ integral semboliinii degil, elemanlerm sonsii;Xtoplu—

lugunu ve — kesri degil A(z) ile 2’i ayiran bir ayirac1 gosterir. [11].
Bir fuzzy ciimle a- kesim ciimleleri yardimiyla i¢ ice ge¢mis intervallerin bir ailesi
olarak diisiiniilebilir. Ornegin, B.S. Butkiewicz [28] bu bagimtiy1 Fourier doniigiim-

lerini intervallere ve fuzzy sayilarina genigletmek icin kullanmigtir.

Ornek 1.1. X =R ve uy : R — [0, 1] fonksiyonu

0o , r <1 ise,
pa(e) =94 o , 1<z <100 ise, (1.7)
1, 100 < x 1se,

seklinde tamimlansin. (1.7) de tanimh iiyelik fonksiyonu R’nin bir A fuzzy alt ciim-

lesini "1 den biiyiik reel sayilarin ciimlesi" olarak belirler, [3].



Calgmamizda fuzzy ciimleler ya R'nin ya da R'nin alt ciimlelerinin fuzzy alt ciim-

leleri olarak g6z Oniine alinacaktir.

Bir X evrensel ciimlesinin biitiin fuzzy alt ciimlelerinin ciimlesi F(X) olsun. A €

F(X) olmak tizere A’ya bogtur denir < Vo € X igin pa(x) = 0 ise, [27].

A ve B € F(X) olsun. A’nin B’ye esit olmasi igin gerek ve yeter sart Vo € X igin
pa(z) = pp(x) olmasidir, |27].

A ve B € F(X) olsun. A’'min B’nin alt ciimlesi olmasi igin gerek ve yeter gart

Vo € X icin pa(z) < pg(z) olmasidir, [27].

Ornek 1.2.
X ={-1,1,2,3,4,5}

bir evrensel ciimle ve X iizerinde tanimhi A ve B fuzzy alt climleleri agsagidaki gibi

olsun:
a={eroapenf B={cLp.ap e
V€ X icin

paC-1) =0, ual) =2, 1a2) =1, #a(3) = pald) = pa(5) =0

7

pn(-1) =5, me(1) =15, kn()=1, pn(3) = pnd) = pm(3) = 0

dir. Vo € X icin pa(z) < pg(z) oldugundan A C B dir.

Fuzzy ciimleler iizerindeki tiimleme, birlesim ve kesigim tanimlar: agagidaki gibi ve-

rilir.

Uyelik fonksiyonu A = 1 — pa seklinde tanimlanan A’ ciimlesine A fuzzy ciim-

lesinin tiimleyeni denir, [27].

Ornek 1.3.

X ={-1,1,2,3,4,5}
6



evrensel ciimlesi lizerinde tanimh A fuzzy climlesi

A= {(—1,o>, (1.2).2.1).(3.0).(4.0) <5,o>}

olarak alinirsa A’'nin tiimleyeni, tanimdan dolay1

A= {(—1, 1.(1, ). 2,0).(3.1), (4.1). 5 1)}

olur.

A ve B € F(X) olmak iizere A ile B nin birlegimi

A UB = C = {(z,pauB=c(?)) : pauB=c(z) = max{ua(z), up(2)},z € X}

ve kesigimi

ANB=C = {(z,panB=c()) : parB=c(r) = min{ya(v), up(z)},z € X}

seklinde tanimlanir.
Eger A NB = () ise, A ve B fuzzy ciimlelerine ayrktir denir.

Ornek 1.4. X evrensel ciimlesini X = {—1,1,2,3,4,5} olarak alalim. X’in iki fuzzy

alt ciimlesi

A:{pumuémzm@ﬁm&m@mﬁ

B - {(—1, (L) 2,1), (3,00, (4.0), <5,o>}
AUB:{&L;AL%Mzm@ﬁM&WQQﬁ
AmB:{pmm¢L;41m@ny@mxam}

olur.

1.3. Fuzzy Ciimleler Uzerindeki Cebirsel i§lemler



Fuzzy climleler lizerinde temel cebirsel islemler agsagidaki gibi tanimlanir. A ve B

€ F(X) olmak iizere A ve B’nin A+B toplami,
A+B = {(z, pa1B(2)) : 0 < pa(z) + pp(2) < 1z € X}

ile tammh fuzzy climledir, [27]. Bu toplam pa () + up(z) < 1 esitsizligini saglayan

2’ ler icin anlamlidir.

Ornek 1.5. X evrensel ciimlesini ve X iizerindeki A ve B fuzzy ciimlelerini Ornek

1.4 deki gibi alirsak A ile B fuzzy ciimlelerinin A+B toplamu,

ALB = {(-1, %), (1,2), (2,2), (3,0), (4,0), (5,0)}

olur.

A ve B € F(X) olmak iizere A ve B'nin AB ¢arpimu,
AB = {(z,uaB(2)) : 0 < pa(z)pp(z) < 1,2 € X}

olarak tanimlanan ciimledir, [27].

Ornek 1.6. X evrensel ciimlesini ve X iizerindeki A ve B fuzzy ciimlelerini Ornek

1.4 deki gibi alirsak A ile B fuzzy ciimlelerinin AB ¢arpimi

AB — {(-1,0), (1,%), (2,1),(3,0), (4,0), (5,0)}

olur. Burada

ANB = {(—1,0), (1, %), (2,1), (3,0), (4,0), (5,0)}

oldugu goz 6niine alinirsa A.B C AN B dir. Bu kapsama herhangi iki A ve B fuzzy

climleleri i¢in her zaman gecerlidir.
Mutlak Fark:

A ve B fuzzy ciimlelerinin mutlak farki Vo € X i¢in
|A — B[ = [pa(z) — pp(7)] (1.8)

ile tanumlanir.

Fuzzy ciimle teorisindeki en 6nemli kavramlardan ikisi de a-kesim ciimlesi ve kuvvetli

a- kesim climlesi kavramlandir. a € [0, 1] olmak {izere R iizerinde tanimh bir A

8



fuzzy ciimlesinin *A ile gosterilen a- kesim ve T A ile gosterilen kuvvetli a- kesim

ciimleleri sirasiyla

“A={z:A(x) > a}, (1.9)

A ={z:Ax) > a} (1.10)

seklinde tamimlanirlar, [11].

a- kesim ve kuvvetli a- kesim kavramlar fuzzy climlelerle alisilmig climleler arasina
geciste temel bir role sahiptir, hatta "bu ki ciimle ¢esidi arasinda bir kopri vazifest
goriyor" denebilir. Cilinkii fuzzy ciimleler tizerindeki iki temel kavram "aritmetik ve
uzaklhik" kavramlar: bunlar vasitasiyla tanimlanir.

A € F(X) ve a € [0,1] olmak iizere;
ANA)={a:A(z) =a ,Vz € X} (1.11)

ile tammh ciimleye A fuzzy ciimlesinin seviye ciimlesi denir, [11].

Teorem 1.1. A, B € F(X) ve «, 3 € [0,1] olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler
mevcuttur, [11]:

(1) “TA C *A,

(2) a < PBise A DPA ve *FA DFTA,
3) “(ANB)="AN*Bve “(AUB) =“AU"B,
(4) *f(ANB)="TAN*B ve “"(AUB) =*“TAU*'B.
a- kesim ve kuvvetli a- kesim ciimlelerinin fuzzy ciimle teorisindeki temel rolleri,
fuzzy climlelerini temsil etmektir. Bir fuzzy climle onun a- kesim veya kuvvetli a-
kesim ciimleleriyle tek olarak temsil edilebilir. Bu temsillerin herbiri, bize aligilmig
cimle ozelliklerini genisleterek fuzzy ciimlelere kargilik getirmemize imkan verir.
Aligilmig ciimleler yardimi ile fuzzy climleleri aciklamanin iki yolu vardir. Basit bir
ornekle bunu agiklayalim: X evrensel ciimlesi X = {x1, 29, 3, x4, 5} olsun. X’in bir

A fuzzy alt climlesini
A=02/x;4+04/x9+0.6/x3+0.8/24 + 1/ x5
bigiminde tanimlayalim. A’y1 onun a- kesim ciimleleri ile

02N =1/my + 1/a9 + 1/z3+ 1 /24 + 1/ 25

0'4A = 0/1’1 +1/$2+ 1/LL’3+1/I4+1/JI5
9



O'GA = 0/1’1 +0/$2—|- 1/[E3—|—1/£L‘4—|—1/IE5
O'SA = 0/1'1 +0/[L‘2+0/ZL’3+1/J}4+1/ZL‘5

'A =0/x1 +0/2y +0/23 + 0/24 + 1 /25
seklinde yazabiliriz. Her bir z € X = {1, x2, 3, 24, x5} i¢in
oA(r) = a “A(z) (1.12)
esitligi mevcuttur, [11]. Buradan

00A = 0.2/a1 +0.2/a9 + 0.2/25 + 0.2/24 + 0.2/5
04A =0/x1+04/29+0.4/23+0.4/24 + 0.4/ 25
06A =0/x1+0/x2+0.6/23+ 0.6/24 + 0.6 /5
0sA =0/x1 4+ 0/x0+0/x5 +0.8/24 + 0.8/25
1A=0/x14+0/x2+0/x5+0/x4 4+ 1/25

olur. Boylece kolaylikla goriiliir ki yukaridaki bes fuzzy ciimlenin standart fuzzy

birlesimi tam olarak A fuzzy ciimlesidir. Yani;

A=A JoaAJosAJosAJA

dir. Burada fuzzy ciimleler a- kesim ciimleleriyle temsil edilmistir, [11].

Teorem 1.2. (Birinci Ayrigim Teoremi): F(X), X’in fuzzy alt ciimlelerinin ailesi

olmak iizere her bir A € F(X) i¢in

A= ] .A (1.13)

a€l0,1]

dir, burada ,A, (1.12) ile tamimli ve | J standart fuzzy birlegimidir, [11].

Ispat: Her bir z € X i¢in a = A(z) olsun. O zaman

U oA () = sup 4A(r) = max[ sup ,A(x), sup A(z)].

a€l0,1] ac[0,1] a€l0,a] a€(a,l]

Her bir « € (a, 1] i¢in A(z) = a < a dir ve buradan ,A(z) = 0 olur. Diger taraftan
10



her bir « € [0,a] igin A(z) = a > o dir. Buradan da ,A(x) = a olur. Boylece

U oA ()= sup a=a= A(z)

a€0,1] a€[0,q]
dir. Her bir x € X icin ayn1 durum gecerli oldugundan ispat tamamlanir. Simdi bu

teoremi bir 6rnekle aciklayalim.

Ornek 1.7. Bir A fuzzy ciimlesi asagidaki iiyelik fonksiyonu ile tanimlansin.

r—1 , xel[l,2] ise,
Alx)=4 3—a , x€[2,3] ise, (1.14)
0 , diger durumlarda,

Her bir « € (0,1] i¢in A fuzzy ciimlesinin a- kesim ciimlesi
“A=[a+1,3—aq],
seklindedir. Ayrica (1.13) de verilen 6zel fuzzy ciimle ,A

a , r€la+1,3—aqal ise,
oA = (1.15)
0 , diger durumlarda,
ile belirli iiyelik fonksiyonu ile tanimlanir. Birinci ayrigim teoremine gore her o €
[0,1] i¢gin A fuzzy ciimlesi, ,A ciimlelerinin standart fuzzy birlegimi alinarak elde

edilir.

Teorem 1.3. (Ikinci Ayrisim Teoremi): F(X), X’in fuzzy alt ciimlelerinin ailesi

olmak iizere her bir A € F(X) i¢in

A= ] oA (1.16)

a€l0,1]
dir, burada o1+ A, o+ A = a*TA(x) ile tamimh 6zel fuzzy ciimledir ve |J standart

fuzzy birlegimidir, [11].

Teorem 1.4. (Uciincii Ayrisim Teoremi): F(X), X'in fuzzy alt ciimlelerinin ailesi

ve A(A), A fuzzy climlesinin seviye ciimlesi olmak iizere A fuzzy ciimlesi igin

A= WA (1.17)
esitligi mevecuttur, [11].
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Tanim 1.7. A fuzzy ciimlesinin a- kesim ciimlesi V « € [0, 1] i¢in X’in konveks alt

ciimlesi ise X iizerinde tamimh A fuzzy ciimlesi konvekstir denir, [11].

Teorem 1.5. R iizerinde tanimh bir A fuzzy ciimlesi V x1, 25 € R ve A € [0, 1] igin

konvekstir < A (Az1 4+ (1 — N)xz) > min[A(xq), A(zz)], [11].

Burada suna dikkat etmeliyiz ki bir fonksiyonun konveksligi ile bir ciimlenin kon-

veksligi farkl kavramlardir.

Tanim 1.8.(Fuzzy Say1:) Fuzzy ciimleleri bir ¢ok bilim dalinda, elastiki yapilarindan
dolay1, ¢cok genis uygulama alanlaria sahiptir. Ancak bazi1 6nemli ve 6zel sonuclar
elde edebilmek icin fuzzy ciimleleri iizerine baz1 kisitlamalar yapilir. Agagida tanimini
verdigimiz fuzzy normal ciimle, fuzzy konveks ciimle gibi kavramlar bu kisitlamalar-

dan bazilaridir.

X =R, evrensel ciimle olmak iizere p : R — [0, 1] fonksiyonu;

FS1. p fonksiyonu normal, yani en az bir xy € R i¢in p(zg) = 1,

FS2. p fuzzy konvekstir, yani Va,y € R ve Vi € [0, 1] i¢in

pnz + (1 —n)y] > min{u(z), u(y)},

FS3. p iistten yar stirekli,
FS4. i° = {x € R : p(x) > 0} kompakttir,

sartlarini saglasin.

Tanim 1.9. FS1, FS2, FS3 ve FS4 sartlarim saglayan p : X — [0, 1] fonksiyonuna
bir fuzzy say1 denir. Biitiin fuzzy sayilarmin ciimlesi E! ile gosterilir. 7 : R — [0, 1]

fonksiyonu

1
0

, T =T 1ise,

, T Fr oise,

ile tammmlansin. 7 fonksiyonu FS1, FS2, FS3 ve FS4 sartlarini saglar. Dolayisi ile her
bir r € R reel sayis1 aslinda bir fuzzy say1 olarak tanimlanabilir. Bu gergek reel

sayilar ciimlesi, R'nin, £'’in icine gémiilebilecegini gosterir.

12



1.4. Fuzzy Say:1 Ciimlesi Uzerindeki Aritmetik Islemler

Teorem 1.6. (Fuzzy Sayilarin Temsil Teoremi): u € E' ve herbir a € [0,1] igin

“u = [u” (o), u(a)] olsun. O halde agagidaki sartlar saglanir:

1
2
3
4

u~ («); (0, 1] tizerinde smirli, soldan siirekli ve azalmayan bir fonksiyondur,
(

(1) u™(

(2) ut(«); (0, 1] iizerinde smirl, soldan siirekli ve artmayan bir fonksiyondur,
(3) u™ () ve u™ () fonksiyonlarl, & = 0 noktasinda sagdan siireklidir,
(4) u™(

~(1) < wt(1).

N

Eger, u ve 3 yukaridaki sartlar saglayan iki fonksiyon ise o zaman “u = [u(«), B(«)]
olacak sekilde bir tek v € E* vardir. u ve B’ya karsilik gelen u fuzzy sayisi;

u:R—1[0,1], u(z)=sup{p: pula) <z <p(a)}

olarak tanimlanir, [5].

a- kesim ciimleleri fuzzy cilimlelerle alisilmig ciimleler arasinda bir koprii oldugundan,
fuzzy ciimleler iizerindeki cebirsel iglemler a- kesim ciimleleri ile tanimlanir. Simdi
fuzzy sayilan iizerindeki cebirsel islemleri inceleyelim. Vu,v € E*, X € R ve her bir
€ [0,1] igin “u = [u™(a),u ()], v = [v™(a),v"(a)] olsun. u,v € E* eleman
¢iftinin
Toplami: *(u +v) = “u+ % = [u” () + v~ (@), v (@) + v (a)]
Farki:  “(u—v)=%u—""v=[u (o) —v(a),u(a) — v~ (a)]
A=, A*ut], A >0 ise;
Aut, A\*u~], A <0 ise.
Mutlak Degeri: “(|u|) = [max{0,u (a), —u™(a)}, max{|u~ ()|, |u ()| }]

Skalar ile ¢carpimi: (A\%u) = A\*u =

ile tanimlamir, [10].

Ornek 1.8. u, v fuzzy sayilarmin iiyelik fonksiyonlar1 asagidaki gibi tanimlansin.

0 , z< -1 ve >3 ise,
wr) =9 = pe(-1,1] ise, (1.18)
gz | z € (1,3] ise.

(1.19)
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0 , <1 ve z>595 1ise,
@)= =t we (1,3 ise, (1.20)

=, x € (3,5] ise.

wt

(1.21)
“u=[2a—1,3 —2al, “v=[2a + 1,5 — 2a] oldugundan

“(u+v)=[2a—-1,3—2a]+ 20+ 1,5 — 20q]

= [4a, 8 — 4a/]

olur. [2a + 3,8 — 3a]’ ya kargilik gelen fuzzy sayisi ise;

0 , <0 ve x>8 1ise,
(ut+v)(@)=< 2 | 2€(0,4] ise, (1.22)
gz x € (4,8] ise.
(1.23)

fonksiyonudur. Ve bu fonksiyon FS1 — FS4 sartlarini saglar.
“(u—v)=[2a—-1,3—2a] — 2a+ 1,5 — 2a]
= [4da — 6,2 — 40

olur. [4da — 6,2 — 4a) ya kargilik gelen fuzzy sayisi ise;

0 , 2<—6 ve x>2 1ise,
(u—v)(x) =4 =& z€(-6,-2] ise, (1.24)
e xr € (—2,2] ise.
(1.25)
fonksiyonudur. Ve bu fonksiyon FS1 — FS4 sartlarini saglar.
() [—4a® + 12a — 5,4a? — 16+ 15, « € (0,0.5] ise;
uw) =
[ — 40 — 1,40® — 16a + 15], a € (0.5,1] ise.
olur. *(uv)’ ya karsilik gelen fuzzy sayisi ise;
(
0 , < =5 ve x>15 ise,
1
w ; xr € [-5,0) ise,
(uwv)(x) = (o (1.26)
5 , xz €[0,3) ise,
1
\ [47(1;:”)?] , x € [3,15) ise.
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fonksiyonudur. Ve bu fonksiyon FS1 — FS4 sartlarini saglar.

Tanmim 1.10. u, v € E' ve V¢ € R icin u(t) = v(t) ise u ile v fuzzy sayilan esittir

denir ve u= v yazlir, [14].

Tanim 1.11. u € E! olsun. Eger x < 0 olan her z icin u(z) = 0 ise u fuzzy sayisina

negatif olmayan fuzzy sayisi denir, [18|.
Bilindigi gibi bir climle iizerinde bir uzaklik fonksiyonu tanimlandiginda analizin
onemli kavramlarina gegis yapilir. Bu nedenle fuzzy ciimle iizerindeki uzaklik tanimini

burada verecegiz.

Tanim 1.12. u, v EVin iki eleman1 olsun. u ve v arasindaki d(u,v) uzakligi,

d(u,) = sup max{u (@) = v (@) lu* (@) = v*(@)]} (1.27)

ile verilen

d:E'xE' —R (1.28)

fonksiyonu ile tanimlanir.

Lemma 1.2. Biitiin fuzzy sayilarin ciimlesi £, (1.27) de verilen d metrigi ile be-

raber tam metrik uzaydir, [14].

Teorem 1.7. u, v € E' olmak iizere

d(u,0) < d(u,0)d(v,0) (1.29)

dir, [24].
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Ispat Her A\ € [0,1] icin |u—()\)| < d(u,0) ve |ut(\)] < d(u,0) oldugu aciktur.

Buradan

d(uv,0) =

A€[0,1]

sup max{|(uv)” ()], |(u) (N[}

< sup max{fu”(A)[[v" (V)] [u” (W)[[v"(V)],

A€[0,1]

[ (M ™(W] [u™ (Mo (M)}

< sup max{d(u,0)|(v)” (M), d(u, 0)v* (A},

A€[0,1]

d(u, 0)[v= ()], d(u, 0)[v* (N[}

A€[0,1]

d(u,0)d(v,0)

olur. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Tanim 1.13.(Fuzzy Say1 Dizileri)

d(u,0) sup max{Jv=(A)], [v*(N)[}

f:N— E'k — f(k) = up,u = (ug) seklinde tamimlanan fonksiyona genel terimi

uy, olan fuzzy sayilarin bir dizisi denir, [14].

Ornek 1.9.

( e (z — 1)

) = { T
1
0

\

,  xel, ?”“T’l] ise,

.z € [3EEL ] ise,
55 5) (1.30)
e Bl B

, diger durumlarda.

ile tammh (uy) fuzzy sayilarin bir dizisidir.

Biitiin fuzzy sayilarinin dizilerinin ciimlesini w(E") ile gosterelim.

Tanim 1.14. Fuzzy sayilarin u = (ug) dizisi simirhdir < Vk € Nigin m < up < M

olacak gekilde iki m ve M fuzzy sayis1 vardir. Bu ise u; ve u; fonksiyonlarmin [0, 1]

iizerinde diizgiin sinirli olmas1 demektir.

Yani her a € [0,1] igin *m~ < u;, <M~ ve *m™ < uf <M dir, |24]. Boylece

bir u = (uy,) fuzzy say1 dizisinin sirhhg1 V & € Nigin sup max{|*u, |, |*u}|} < M

esitsizligine denktir.

a€l0,1]
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u = (u),v = (vy) € w(E") olmak iizere, u ve v arasindaki uzaklik;

D(u,v) = sup d(ug, vg) (1.31)
keN

olarak tanimlanr, [17].

Tanim 1.15.(Fuzzy Say: Dizisinin Limiti)

{u,} C E' ve ug € E' olsun. Eger Ve > 0 icin en az bir ny € N pozitif dogal sayis1 her
n > ng i¢in D(u,,ug) < € olacak gekilde bulunabiliyorsa (u,,) dizisi ug’a yakimsaktir
denir ve lim w, = uy veya u,, — uo(n — oo) biciminde gosterilir, [14].

n—oo

Ornek 1 da verilen fuzzy sayilarin (uy) dizisi

f(x—=1) , wzell,3] ise,
1 , =23 ise, (1.32)
Ug = .
—2(x=5) , ze(3,5] ise,
L 0 , diger durumlarda.

\ 4

0 1 3 5
Sekil 1.4

Teorem 1.8. Fuzzy sayilarin (u,) dizisi yakinsak ise sadece bir tek limit noktasi

vardir, [14].

Teorem 1.9. Vn > ng iken u,, < w, < v, olacak sekilde bir ny € N mevcut ve

lim u,, = limv,, = v ise o zaman limw,, = ug dir, [14].
Teorem 1.10. Yakinsak her fuzzy say1 dizisi sinirhdir, [14].
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Tamim 1.16. (u,) bir fuzzy say1 dizisi ve (ny) da dogal sayilarin artan bir dizisi

olsun. O zaman (u,, ) dizisine (u,) dizisinin bir alt dizisi denir.

Teorem 1.11. Bir fuzzy say1 dizisi yakinsak ise her alt dizisi de ayni1 noktaya yakin-

saktir, [14].

Teorem 1.12. u = (u,),v = (v,) € w(E"), liinun = o, lignvn =g ve k € R olsun.
O zaman agagidakiler mevcuttur:

(1) lim(u,, F v,) = up F vo,

2) lim(ku,) = kuo,

(2)
(3)1i
(4)

3

3

—p

m unvn) = Uy,

(
(=" =) = = (¥n €N igin v, # 0,00 # 0 igin),[14].
0

4 l

)_4

Fuzzy sayillarinin sinirli, yakinsak, sifira yakinsak dizilerinin ciimleleri, ki bunlar

w(FE?) nin baz 6zel altciimleleridir, sirast ile agagidaki gibi tanimlanir, [24]:

(oo (B = {(uk) cw(E"): ilelgd ug, 0 } (1.33)
c(E") = {(uk) cw(EY):Juy € E' > hm d(uk,uo) = O} (1.34)
co(EY) = {(uk) € w(E") : lim d(uy, 0) = o} . (1.35)

Nanda fuzzy sayilarin sinirh ve yakinsak dizilerinin uzay1 hakkinda caligmalar yap-
mig, [17] ve bu uzaylarin (1.31) metrigiyle beraber tam metrik uzay oldugunu goster-

migtir.
Bundan bagka fuzzy sayilarin £,(E") ciimlesi 1 < p < oo olmak iizere

(,(E) = {(uk) cw(EY) : Zc[(uk,(_))p < oo} (1.36)

ile tammlanir, [24].

Tanim 1.17. A(E') C w(E"), R" pozitif fuzzy sayilarin ciimlesi ve ||.||, A(E') den
RT ye tanmimh bir fonksiyon olsun. Asagidaki sartlar saglayan ||.|| : A\(E') — R
fonksiyonuna quasi modiil ya da quasi norm denir, [7].
FNL. ||[u]| =0 < u =10,
FN2.[|oul| = |af||ul|, a € RT,
18



FN3. [lu+v|| < ||u|| +||v]|. Eger ||.|| : A\(E') — G fonksiyonu FN1, FN2, FN3 sart-
larmi saghyorsa (A(E'),||.|]) ikilisine fuzzy sayilarin fuzzy modiil dizi uzay1 denir.
Ayrica A(E') ciimlesi fuzzy modiil ile beraber tam ise A(E?), tam fuzzy modiil dizi

uzay1 olarak adlandirilir.

Tamim 1.18. u fuzzy sayisinn fuzzy modiilii «'nun 0 fuzzy sifira olan uzakhg ile

tanimlanir. Yani;

|u|| g1 = s%p d(uy, 0)

dir, [23].

Tanim 1.19. (ux) € w(E') olsun. Zuk ifadesi fuzzy sayilarin serisi olarak ad-
k

n
landirilir. Her n € N i¢in s, = Zuk olsun. Eger (s,) dizisi uy fuzzy sayisina
k=0
yakinsak ise fuzzy sayilarin Zuk serisi de ug fuzzy sayisina yakinsaktir denir ve
k

Z uy = ug seklinde gosterilir. Yani, n — oo ve A € [0, 1] i¢in
k

serileri diizgiin yakinsaktir. Tersine, eger a € [0,1] ve uy = {(“u;,*u;) : a € [0,1]},

ciimlesi icin Zau,; = %y , 2:‘3‘11,;F = “ug serileri diizgiin yakinsak oluyorsa o
k k
halde uy = {(%ugy,%ug) : o € [0,1]} esitligi ug = Zuk olacak gekilde bir uy fuzzy
k

sayist tanimlar. Aksi takirde fuzzy sayilarin serisi iraksaktir denir, [24].
Tamim 1.20.(Cauchy Dizisi) (u,), bir fuzzy say1 dizisi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in

3 ng € N varsa oyleki ¥V n,m > ng i¢in D(u,,u,,) < € oluyorsa (u,) dizisine fuzzy

sayilarin Cauchy dizisi denir, [17].
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BOLUM 2

INTERVAL DEGERLI FUZZY CUMLELER

X evrensel ciimlesinin bir A fuzzy alt ciimlesini belirlerken, A ciimlesini olugturan
elemanlarin goriintiileri [0, 1] araligindaki bir reel say1 ile belirlenir. Fuzzy ciim-
lelerin belirlenmesinde kullandigimiz iiyelik fonksiyonlar1 X de alinan her elemana
[0, 1] arahiginda kesin ve tek bir deger kargilik getirir. Ancak iiyelik derecelerini kesin
bir degerle belirlemek yerine, bu elemanlara deger ciimlesinde birden fazla deger
kargilik getirilmesi fikrinin, fuzzy ciimlelerin cesitli uygulamalarinda , igleri cok daha
kolaylagtiracag goriilmiigtiir, [11]. Boylece fuzzy ciimlelerin bir genigletmesi olan ve

interval degerli fuzzy ciimle olarak adlandirilan yeni bir ciimle tanimi verilmistir,

[25,27].

Fuzzy ciimleleri giinliik konugmada kullanilan belirsiz kavramlari, 6rnegin iyi, kotii,
sicak, soguk, v.s tanimlamak i¢in inga edilmigtir. Mesela, biiyiikliik ve kiiciikliik
kavrami baz1 x degerleri i¢in kesin olarak kiiciik iken bazi degerler icin kesin olarak
biiyiik olabilmektedir. Peki ya kesin olmayip, biiyiikliigii ya da kiigiikliigiine tam
olarak karar veremedigimiz degerleri hangi kategoriye koymaliyi1z? Bir uzman her
zaman verilen bir x degerinin kii¢iik ya da biiyiik mii olduguna karar veremeye-
bilir ve iiyeliginin derecesini de dogru olarak saptayamayabilir veya elemanin bir
ciimleye iiyeliginin derecesini etkileyen bir cok faktor bir arada bulunabilir. Iste bu
problemlerden kurtulmak icin iiyelik derecelerinin hepsini ihtiva eden bir intervali
x elemaninin iiyeligi olarak ele alma diigiincesi geligmistir. Bu diigiinceden hareket-
le ortaya c¢ikan interval degerli fuzzy climle teorisi Ozellikle uygulamalarda aktif
olarak kullanilmigtir. Bir¢cok uygulama alaninda uzmanlarin taleplerini kargilama
noktasinda interval degerli fuzzy ciimlelerin aligilmig fuzzy ciimlelerden ¢ok daha
kullanigh oldugu tespit edilmigtir. C. Lynch, H. Hargas ve V. Callagan dizel marine
motorlarinin performansini artirmak icin interval degerli fuzzy ciimlelerini kullan-

miglardir, [28].
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Yine G.Prasad, P. Herman ve T. M. McGinnity interval degerli fuzzy ciimleler

tarafindan formiiliize edilen komutlarin kullanicinin beyin dalgalarini yorumlamada



ok kullanigh oldugunu gostermislerdir, [28]. Interval degerli fuzzy ciimleler bu 6zel-
likleriyle kullaniciya sadece diigiince yoluyla bilgisayar: kontrol edebilme yetenegi

kazandirmigtir.

Tanim 2.1. (Interval Degerli Fuzzy Ciimle): I = [0, 1] intervalinin kapali alt inter-
vallerinin ciimlesi [I] ve X de bir evrensel ciimle olmak tizere u : X — [I], = — u(z)

fonksiyonuna veya baska bir ifade ile
A={(z,|o1,00]) ;€ X,0< oy <ay <1}
ciimlesine X iizerinde interval degerli fuzzy ciimle denir, [25].

Vo € X icin a; = ap oldugunda interval degerli fuzzy ciimle bildigimiz klasik fuzzy

ciimleye doniisiir.

Interval degerli fuzzy ciimlelerde bir elemanin ciimleye iiyeliginin derecesi, fuzzy
climleler de oldugu gibi kesin degildir. Sekil 2.1. de bir interval degerli fuzzy ciimle
gosterilmigtir ve burada "a" elemaninin iiyeliginin derecesinin [a, a] oldugu goriilmek-

tedir. Bir X cilimlesi iizerindeki biitiin interval degerli fuzzy ciimlelerin ciimlesini

u(x)

u(x)

i (x)

| /]

/]

) a
Sekil 2.1 Interval degerli fuzzy cumle

F2(X) ile gosterelim. u € F?(X) elemani i¢in u™(z) = a; < ag = ut(x) oldugun-

dan, E' iizerindeki kismi siralama goz oniinde tutulursa, u(z) = [u™(x),u"(z)]
yazilabilir.
u = [u(z),u"(x)], v = [v7(x),v"(x)], X evrensel ciimlesi iizerinde iki interval

degerli fuzzy ciimle olsun. Her x € X icin;

(unw)(z) = [min(u(z),v (x)), min(ut(z),v"(x))]

(uUv)(z) = max(u (x),v (x)), max(ut(z), vt (z))]



’

w(z) =[1-ur(z),1—u ()]

seklinde tanimhdir, [4].

ORNEK 2.1. X evrensel ciimlesi
X ={-1,1,2,3,4,5}

olarak verilsin. v = [u™(x),u™ (x)], v = [ (x),v*(2)] iki interval degerli fuzzy climle

olsun. Burada u~, u™, v~ ,v" agagidaki sekildedir;

B 1
o ={10.0,5.20,6.0.0.0,6.0},

wt = {1055, 20,6.0.0.0,6.0}.

S e NCHNCUNCRINTRUNERU)S
vt = {(—1,0), (1,0), (2, ;), (3, %), (4,0), (5,0)},

{ (4,0), (5 0)},
min{u*, vt} — {(_1,0), (1,0, (2, %), (3,0), (4,0), (5,0)} |
{ (4,0), (5 0)},

<_17 %)’ (L 1)7 (27 1)7 (3’ 1)7

1 7 1

ma(ut, o) = {(+1,3). (115 221, (3:3). (4.0, 6.0},

olmak iizere u = [u™ (x),u™(z)] ile v = [v™(x),vT (x)] interval degerli fuzzy ciim-

lelerinin, u N v, kesigimi,

uNv=[min(u",v"), min(u",v")]
u U v birlegimi,
wUv = [max(u~,v”), max(ut,v")]

olur.



Fuzzy ciimlelerde oldugu gibi interval degerli fuzzy ciimlelerin kesim ciimleleri agagi-

daki gibi tanimlanir.

Tanim 2.2. u bir interval degerli fuzzy ciimle ve [o, 8] € [I] olsun.
@By ={zreX:a<u (z) ve B<ut(x)}
esitligine «’ nun [«, §]- kesimi denir. Burada
uwm={re X u(z)>a}, Put={zec X u(z)>p3}
ile tanimh ciimleler olup

esitligi mevcuttur, [19].

Agik olarak o = f3 ise [, (]- kesimi fuzzy ciimlelerdeki a- kesim tanimina indirgen-

mis olur.

Tanim 2.3.(Interval Degerli Fuzzy Say1)
u: R — [[]

fonksiyonu asagidaki IDFS1, IDFS2, IDFS3 ve IDFS4 sartlarini sagliyorsa u’ya interval
degerli fuzzy say1 denir, [12].

IDFS1. u fonksiyonu normaldir. Yani en az bir xy € R vardir oyleki u(zg) =
[u™(x0),u"(zo)] = [1, 1] dir.

IDFS2. u fonksiyonu fuzzy konvekstir. Yani Va,y € R ve u € [0,1] i¢in
wlpz + (1= p)y] = min{u(z), u(y)} dir.

IDFS3. u~ ve u™ iistten yar siireklidir.

IDFS4. {x e R:wu (x) > 0, ut(x) > 0} ciimlesinin kapanigi kompakttr.

Calismamiz boyunca biitiin interval degerli fuzzy sayilarinin ciimlesini E? ile gostere-
cegiz. Her bir u € E? igin u(z) = [u™(z),u"(z)] , v (x) < u'(z) ve z € R dir. O
halde

u (x):R—1T ve ut(z):R—1, (2.1)

R iizerinde iki fuzzy sayisim gostermektedir.



Simdi interval degerli fuzzy sayiya bir 6rnek verelim.

Ornek 2.2.

x—2, x € [2,3] z=l z € [1,3]
u = 4 —x, x € (3,4] ) 5_Tm7 z € [3,5]
0, diger durumlarda 0, diger durumlarda

Interval degerli fuzzy say1 tanimi goz oniine alindiginda, "u € E? & = € E' ut €

E' ise" 6nermesi gecerlidir, [26].
Tanmim 2.4. E? iizerindeki kismi siralama bagintist asagidaki sekilde tanimlanir:

u<veu,ut] <ot e u <vove ut <ot

Tanim 2.5. (Dejenere Interval Degerli Fuzzy Say1): u = [u™,u*] € E? olsun. Eger

u~ = ut ise o zaman u’ya dejenere interval degerli fuzzy say1 denir.

Teorem 2.1. Biitiin fuzzy sayilarin ciimlesi E', interval degerli fuzzy sayilarinin

ciimlesi, F?nin igine gémiilebilir, [21].

Tanim 2.6. u bir interval degerli fuzzy say1 olsun.

(1) Eger her bir x < 0 igin u™(x) = 0 ise u ya pozitif interval degerli fuzzy say
denir.

(2) Eger her bir > 0 i¢in u™(x) = 0 ise u ya negatif interval degerli fuzzy say
denir, [19].

u,v € E? olmak iizere iki interval degerli fuzzy say1 arasindaki uzaklik;

D(u,v) = max{ sup d(“u,*v7), sup d(“ut,*v") (2.2)
ael0,1] ael0,1]

ile verilir, [12].



Lemma 2.1. Biitiin interval degerli fuzzy sayilarin ciimlesi E?, (2.2) de verilen

metrikle beraber bir metrik uzaydir, [12].

2.1.Interval Degerli Fuzzy Say: Ciimleleri Uzerindeki Cebirsel i§lemler

u,v € E% ve X\ € R olmak iizere iki interval degerli fuzzy sayinin toplam,
utv=[u(2),u (@)] + v~ (2), 07 (@)] = [("u” +%07), ("u’ +"0T)], arpum,
U = [au—ja u—‘r] [av—7a U+] — [min{au—av—va u—av—i—7 ozu—&-ozv—’ au—i-av—i-},

max{*u"*v",*u”" ot *uT ", “uT "},

skalerle carpima,
(1) XA>0 igin u=[u (z),u"(2)] = A\u= [\ (z), \u’(z)]
(2) A< 0 icin u=[u (z),u"(2)] = \u=[M"(z), \u ()]
olarak tanimlanir.

Simdi iki interval degerli fuzzy sayinin toplamina bir érnek verelim.

Ornek 2.3. u = [u(2),u*(z)], v = [v™(x),v"(x)] € E? siras: ile asagidaki gibi

olsun:

r—2 , x€[23] ise, =, ze(l,3] ise,
u=u(x) = 4—z , x€(3,4] ise, 2z xe (3,5 ise, ;
0 , diger durumlarda. 0 , diger durumlarda.
(2.3)
r—6 , x€l6,7] ise, ==, xe[57] ise,
v=uov(x)= 8—x , xe (7,8 ise, ,{ 5L, wze(1,9] ise,
0 , diger durumlarda. 0 , diger durumlarda.
(2.4)
O halde
a(u + ’U) — [auf + a,Uf,aqu + av+]

= [[4a + 6,14 — 4a], [8 + 2c, 12 — 20



olur. w ve v interval degerli fuzzy sayilarinin u + v toplamina kargilik gelen iiyelik

fonksiyonu agagidaki gibidir:

=6 2 e6,10] ise, =2 1€ 8,10 ise,
(u+v)(z) = Hor oz e (10,14] ise, 9§ ZE , z€(10,12] ise,
0 , diger durumlarda. 0 , diger durumlarda.
(2.5)
u v utv

0 123456789 10 11 12 13 14

2.2. Interval Degerli Fuzzy Sayilarin Dizileri

Bu boéliimde interval degerli fuzzy sayilarinin dizileri tamimlanacak ve arkasindan
interval degerli fuzzy sayilarinin bazi 6zel dizi uzaylar1 tanitilacaktir.

Tanim 2.7.
w(E?) = {(u) = ([ug s uf]) s u: N — E* k — u(k) = [up ,ul] ve ug,ul € EYY

ciimlesine interval degerli fuzzy sayilarin dizilerinin ciimlesi denir, [21].

Tanim 2.8. u = (u;) € w(E?) olsun. w’ya sinirhdir denir < m,M € E*>Vk €N

icin m < uy, < M ise, [21].

Tanim 2.9. v = (uy) interval degerli fuzzy say1 dizisi, ug € E?’ ye yakinsaktir
< Ve > 0 i¢in m pozitif tamsayisi vardir 6yleki Vk > m igin 55(uk, up) < € ise. Eger

bu limit mevcutsa kisaca, liin ur = ug, seklinde gosterilir.

Bagka bir ifade ile eger Ve > 0 i¢in k£ > m olacak gekilde m € N mevcut 6yleki

D (uk, up) = supmax {d(uy , vy ), d(u;,v)} <e (2.6)
keN

ise interval degerli fuzzy sayilarin dizisi (ug), uo’ a yakinsaktir denir, [12].



Tanim 2.10. Interval degerli fuzzy sayilarmin u dizisine Cauchy dizisi denir <

Ve >0 ve ,j > k olacak sekilde i, j pozitif tamsayilar: i¢in 5(%, uj) < € ise, [21].
2.3. Interval Degerli Fuzzy Sayilarin Dizi Uzaylari

Interval degerli fuzzy sayilarinin, yakinsak, sifira yakisak ve sinirh dizilerinin uzay-

lar, sirasiyla c(E?), co(E?) ve lo(E?) ile temsil edilen; agagidaki bigimde tanimh

ciimlelerdir:
o(B?) = {u € w(B?) : limmax{d(uy, uy), d(uf, uf)} = 0}, (2.7)
co(B?) = {u € w(B?) : timmax{d(u,07), d(uf %)} = 0}, (2.8)
(ool B%) = {u € w(E”) : supma{d(u, 7). dluf 0) < o0) (2.9)

ile tanimh ciimlelerdir, burada 6 = [0—, 67] dir, [21].
Teorem 2.2. cy(E?) C ¢(E?) C l+(E?) kapsamalart mevcuttur, [21].

Teorem 2.3. Sifira yakinsak fuzzy sayilarin ciimlesi ¢o( E'), yakinsak fuzzy sayilarm
ciimlesi ¢(E') ve simirh fuzzy sayilarm ciimlesi (o, (E') srasiyla co(E?), c(E?) ve

loo(E?) ciimleleri igine gomiilebilir, [21].

Ispat: co(EY)(veya ¢(EY), ls(FEY)) dizi uzaylarmn biitiin elemanlari Tanim 1.23
ve Onerme 2 de goriilebilecegi gibi interval degerli fuzzy sayilarnin dejenere dizi

uzaylar1 olacagindan ispat agiktir.

Teorem 2.4. Her (uy), (vx) € w(E?) igin eger (ux) — wug, (k — o) ve (v) —
o, (k — 00) ise agagidaki ozellikler meveuttur, [21]:

(1) ug + v — o+ vg, k — 00,

(2) up — vp — ug — vg, k — 00,

(3) upvr — upvo, k — 0.

Teorem 2.5. u, v, w € c¢(E?), (veya co(E?),ls(E?)) ve p € R icin agagidakiler
mevcuttur, [21]:

D(u+w,v+w) <D(u,w) +D(w,v),



D(pu, pv) = |p|D(u,v),
D(u+v,w+ 2) <D(u,w) +D(v, 2) ve
D(uv,0) = D(u,0)D(v,0).

Ispat: (1), (2), (3) ve (4)’iin ispat1 birbirine benzediginden biz sadece (3) numaral

durumu ispatlayacagiz.
D(u+v,w+2) = sup max{d(u; + v, wy + 2z ), d(ui +vf wl + 25}
< supmax{(d(uy, wy ), duil, w)) + (d(vg + =), (ol + 20)}
< supmax{(d(wy, wy,), d(u, wi))} +sup max{(d(vg +z.), d(i + =)}

=D (u,w) +D(v, 2).



BOLUM 3

ZWEIER YAKINSAK INTERVAL DEGERLI FUZZY
SAYILARININ DiZiI UZAYLARI

Bu béliimde her terimi pozitif olan sonsuz bir matrisin etki alanindan faydalanarak

yeni interval degerli fuzzy say1 dizi climleleri insa edecegiz.
3.1. Bir Matrisin Etki Alam

A(E?) ve p(E?) interval degerli fuzzy sayilarn iki dizi uzay1 ve A = (a,1) da a,; reel
sayilarin sonsuz matrisi olsun, (n,k € N). Eger her bir u = (ux) € A(E?) i¢in v'nun
A altindaki resmi, Au = {(Au),} € u(E?) ise A’ ya A\(E?) den u(E?) ye bir matris

doniisiimii denir.

Interval degerli fuzzy sayilarim \(E?) dizi uzay1 verilsin.
A(E?) = {u=(u) € w(E?) : Au€ X(E?)} (3.1)

ile tanimh A4 (E?) ciimlesi, A matrisinin etki alani olarak adlandirlir. p # 1 olmak

iizere ZP;

b, n==k iS@,
ZP = (zak) =4 1—p, n—1=k; ise, (i,k € N) (3.2)
0, diger durumlarda.

seklinde tanimlanan sonsuz matrise Zweier matrisi denir. Eger A = Z olarak alinirsa

(3.1) ile tanimh ciimle genel Zweier matrisinin etki alam olarak adlandirilir.

Genel Zweier yakinsak interval degerli fuzzy sayilarin yakinsak, sifira yakinsak ve

sinirh dizi climleleri sirasiyla,

o(E* ZP) = {u = (w) € w(E?) : (ZPu) € c(E?)}, (3.3)
30



co(E?, ZP) = {u = (uz) € w(E?) : (ZPu) € co(E?)} ve (3.4)

loo(E?, Z7) = {u = (u) € w(E?) : (ZPu) € €5 (E?)} (3.5)

ile tammmlanir. Calismamizin bundan sonraki kisminda p = % alinacaktar.

u = (u;) dizisinin Z2- doniisiimii v = (v;) olsun, yani

1 1 1
v; = iul 4 5%’-1 = 5(% + u;_1) olacaktir. (3.6)

Teorem 3.1. ¢(E2,Z2),co(E2, Z32) ve l(E?, Z2) uzaylan siasiyla ¢(E2), co(E?)

ve (oo (E?) quasilineer uzaylarina lineer olarak izomorfiktir. Yani;
o(E?, Z2) 2 o(B%), co(E?, 22) = co( B?), oo B2, Z7) = loo( )

dir.

Ispat: Bunun icin ilk olarak (o (E?, Z%) ve (o (E?) uzaylan arasinda lineer, birebir,

orten bir doniigiimiin varhgini gostermeliyiz. Bu doniigiimii 7' ile gosterelim, yani;

T lo(E2 Z2) — U (E?), Tu=z,2 = (2), i €N,

1 1 1
zi = 5(%‘ +uii1) = 5([%—7“?] + [u,uy]) = 5[“? +ui g, uf 4 u ]

olsun. Oncelikle u, v € (oo (E?, Z2) olmak iizere;
(1) T(u+v) =Tu+Tv ve
(2) T(au) = aTu,

sartlarinin saglandigini gostermeliyiz.

(1) T(utv) = gl 0) + (g + i)

1
= gllud +oru o+ fuily + ol uty F o)

17

1
= gllud Fuilpuf + el ]+ o] el el o)

1 1
= 5(?14 + U1;1> + 5(% + Uz;l) =Tu+Tv.

(2)Eger a € R ise
1
T(afu,u]) = T(low;, auf]) = (low; auf] + lauiy, auly])

= oTuv dir.



(1) ve (2) den T doniisiimii lineerdir.
Simdi T : £oo(E2, Z2) — (oo(E?), Tu = v déniigiimiiniin birebirligini aragtiralim.

T(u;) = T(v;) = u; = v; midir? T(u;) = 1ui + lui,l,T(vi) = 1vi + %vi,l dir.
T(u;) = T(v;) ise ul + ul 1= UZ + vz 1 esitligi ¢ = 0 icin uo —vo = ug = v,
t = 1 igin %ul + §uo = 51)1 + 51)0 = uyp = vy dir. ¢ = r i¢in dogru oldugunu kabul
edelim. Yani u,, = v, olsun. Buradan %UT_H + %UT = %UT_H + %’UT = Upp1 = Upg1
oldugundan matematik indiksiyon prensibi geregince Vi i¢in u; = v; olur. O halde

T birebirdir. Son olarak T’nin 6rten olup olmadigim inceleyelim. v € (o (E?) igin

u; = 2 Z(—l)i_jvj,z’ € N dizisini g6z Oniine alalim.

: 1 z i—1—j
lim 2(U1+Uz 1) = —ZIEEOQZ ) 4 = hm 22(—1) 1y,

1—00 1—00

=0
= lim v; = u € loo(E?, Z7) dir. Yani (o(E?, Z2) = 0 (E?) dir.

1—00

1

Benzer olarak c(E2, Z2) = ¢(E2), co(E?, Z2) = ¢o(E2) oldugu goriiliir.

Teorem 3.2. (u,) fuzzy sayilarin bir dizisi olsun. Eger n — oo icin d(u,,ug) — 0
ise 0 zaman n — oo i¢in d(pu, + (1 — p)un_1,uo) — 0 dir. Yani Z2, Zweier matrisi

regiilerdir,'[21].

Ispat: Fuzzy sayilarn u,, dizisi ug fuzzy sayisima yakmsak olsun. O zaman Ve > 0 icin
bir ng pozitif tamsayis1 vardir dyleki Vn > ng icin J(un, ug) < 537 olur. J(Z%u, up) =
d(pyn+(1—p)tp_1,u0) < p d(tn, uo)+(1—p)d(tn_1,uy) yazlabilir. M = max{p, (1—
p)} olarak secilirse d(Zzu,uy) < € olur. Yani li;n(pun + (1 — plup—1) = up esitligi

saglanir.
3.2. Kapsama Bagintilar:
Teorem 3.3. cy(E2%, Z2) C o(E2, Z2) C {o(E?, Z7) kapsamalan gecerlidir.

Ispat: co(E2,Z2) C ¢(E?, Z2) oldugu aciktir. ¢(E2 Z2) C loo(E2,Z2) oldugunu

gosterelim:

ISilvermann Toeplitz sartlarim saglar.



Y

(ug) € ¢(E?, Z7) olsun. Bu lim max{d(Z2u; ,uy),d(Z2ui, u)} = 0 demek oldugun-
dan cZ(Z%u,;, Uy ) < €ve J(Z%u:, ugd) < e yazilabilir. Dolayisi ile (Z%u,;) € (B, Z3)
ve (Z2uf) € ¢(EY,Z2) olup ¢(E',Z2) C ls(E', Z2) kapsamasi mevcuttur. Su
halde (Z2u;) € loo(EY, Z2) ve (Z2u}) € loo(EY, Z2) yazmlabilir. Demekki (Z2u;) €
loo(E?, Z2) dir. Bu ise (uy,) € (oo (E?, Z2) olmas1 demektir.

Simdi bir u = (ug) € loo(E2, Z2) dizisini; eger k cift ise,

r—1, x€ll,2] ise 5, xe[0,2] ise
U = 3—x, ze€[2,3] ise ,§{ 5% wx€[2,5] ise
0, diger durumlar 0, diger durumlar
ve eger k tek ise,
r+3, x€[-3,-2] ise =5 re[-5,-2] ise
u = —1l—z, ze[-2,-1] ise ,{ 3% € [-2,0] ise
0, diger durumlar 0, diger durumlar

biciminde tamimlayalim. Acik olarak lillgnuk mevcut degildir. u = (uy) dizisinin -

kesimleri

“up = [[a+ 1,3 —a],[2a,5 —3a]], k tek ise,
auk - [[a - 37 —1— Oé], [3@ - 5, —204]]7 k Qlft ise

oldugundan vy, = Z2 (“u;) = 20 —2,2-2a], [5a—5,5—5a]] elde edilir. & = 0 i¢in
Ove = [[<2,2],[-5,5]] ve = 1 icin ‘v, = [[0, 0], [0, 0]] bulunur. Z2(*u;) ya karsihk

gelen iiyelik fonksiyonu agagidaki gibi verilir:

22w e [-2,0] ise ==t pe[-5,0] ise
v(z) = Z2u(x) = £r z2e(0,2] ise .q =E, x€l0,5] ise
0, diger durumlar 0, diger durumlar

Buise ¢(E2, Z2) C lo(E?, Z7) anlamina gelir. (u;) dizisinin terimleri ve Z2 doniisiimii



altindaki limiti agsagidaki sekil 3.1 de gosterilmigtir.

-5 -2 0 2 5 X
Sekil 3.1

Teorem 3.4. ¢(E?) C ¢(E2, Z2) ve co(E?) C co(E%, Z2) kapsamalari saglanir.

Ispat:c(E?) C ¢(E?, Z2) oldugunu gésterelim. z € ¢(E?) olsun. Z2’nin regiiler ol-
masindan dolay1 Z2x € ¢(E?, Z2) yazabiliriz. Bu ise z € ¢(E?%, Z2) olmasi demektir.

Buradan c¢(E?) C ¢(E2, Z2) kapsamast elde edilir.

3.3. Tamhk

Bu béliimde A(E2, Z3) € {co(E2, Z2), c(E?, Z2), lo(E*, Z2)} olmak iizere A(E2, Z32)
climlesi {izerindeki metrik ve bu metrige gore tamlik tizerinde durulacaktir.

u,v € M(E2,Z2) ise u ile v arasindaki uzakhk;

D i (u,v) = sgp max {U, V} (3.7)
seklinde tanimlanir.
Burada U = sup,ey d(Z2 (“uy), Z2(“vy)) ve V = sup,epy d(Z2 (“uf), Z7(“v]))

dir.
Lemma 3.1.|22]

loo(EY, 27) = {u = (w) € w(E") : (ZPu) € Lo (B}, (3.8)

o(EY, Z%) = {u= (u) € w(E") : (ZPu) € ¢(E")} (3.9)

co(E', Z7) = {u= (u) € w(E") : (Z’u) € co(E")} (3.10)



ile verilen (., (E', ZP),c(E', ZP) ve co(E', ZP) ciimleleri
|ullese (B2, 20) = lJtller,20) = Mullcor, 20y = 11270l |e(pr), (3.11)

burada || Z"ul|. g1y = supy, d(Z"u,0) dir, normuna gore tamdir.

Teorem 3.5. \(E2, Z2) € {co(E?, Z2),c(E?, Z3), s (E2, Z2)} olmak iizere A\(E2, Z3),

(3.7) de verilen D metrigi ile beraber tam metrik uzaydr.

2
1

Ispat:ispatlar birbirine benzediginden biz sadece (o (E?, Z7), D_1)’nin tam metrik

uzay oldugunu gosterecegiz.

(1) D,y (u,v) =0 u=vmidir? D_; (u,v) = supmax{ sup d(Z2( u,;),Z%(%,;)),

ozE[O 1]
71 1o
SUPqe(0,1] d(Z (“UD, (" ))} 0= ’Z (¢ Wk)_Z (“vg)l =0, |27 (Cuy)—

1 1 lia Lia
Z3 (o) = 0, |Z3(u) — Z3(° ;)|=0 Z2 (") = Z2(vf) =0 &

— 1 — l 1 1 14
(Cug,) = Z2("vg), Z2(%uy) = ( ) ZQ(“ek) ZQ(Wk) ZQ(U;FIQZ
(vh) €Y u, = v, W =2vf Su =v,, uf =v Su=v.

u,v) = sup max{ sup d(Z%( u,;),Zf( v )), sup d(Z%(auk*),Z%(%;))} =
k a€l0,1] a€[0,1]
supmax{ sup d(Z:(*v;), 73 (“u)), sup d(Z3 (), 23 (“uf))} = Dy (v,u)
k agl0,1] agl0,1] z2
oldugu mutlak deger tanimindan aciktir.

N

Z
Z
(2) D

N

Z%(

(3) D,y (u,v) <D 3 (u,w)+ D 3 (w,v) esitsizliginin saglandigini gosterelim.

Lo, — Lo — Lo —
D s 1 (u, ) —SUPmaX{ Sl[zpl]ﬂZQ( ug,) — 22 (“vg,) + 22 (“wy,) — 22 (“wy,)|,
ae



NI
NI

o, — Lia, — o, —
< supmax{ Sl[lopl}|Z (“ug,) — Z2(“wy,)| + 122 (“wy,) — 22 (“vy,)|,
aE

1

123 (up) = 23wl + 125w = Z5 )l

{ sup ’ZQ( ug,) — 22 (¢ ka)|+|ZQ< wy,) — Z7(“v)|,

a€l0,1]
1Z3(Cuh) = 22 Cul)l + 123 Cwl) - 25 vl |

_ 1 10 —
<supmax{ sup |Z (“ug,) — Z2(“wy,)|, |Z (“upy) — 22 ("w,y,)],

a€(0,1]
sup {124 (ui) = ZH w124 () = 2wl }+
agc|0,
L, — Loa — 1o — 1 _
s%pmax{ Slilp]\ﬁ( wy,) — Z2(“vg)|, 122 (Cw,) — Z2(Cv)l),
ael0,1

{ sup |Z3(“wy) — Z2 ("), |22 (Cwh) — Z2 (v}

a€l0,1]

=D 1(u,w)+ D 1 (w,v)

1\3

=D 1 (u,v) <D 1 (u,w) + D 1 (w,v)
dir. Boylece metrik sartlari saglanmig olur.
Varsayalim ki (uz’) = (ug’, ui’, us’, ...) herbir ¢ € N igin £ (E?, Z72) de bir Cauchy

dizisi olsun. O halde Ve > 0 icin en az bir ny dogal sayis1 vardir 6yleki her 7, 7 > ng

icin D3 (uy’, up’) < € dur. Yani

N

(“ui ), (3.12)

N

D %(uk,uk) —s%pmax{ sup d(Z2(“ul ), Z

a€0,1]
sup d(Z% ("), 25 (“ui") o <€
a€l0,1]
olur. Buradan;
A2 ("u), 23 (uf)) < € ve d(Z3 ("), 23 ("ul)) < ¢
oldugu goriiliir. Z2(*ui") ve Zz(*ui") dizileri ¢(E', Z2) de birer Cauchy dizisidir.
Lemma 3 den, ¢(E*, Z2) tam metrik uzay oldugundan
HmZ2 (“ul”) = ug ve imZ? (“uit) = u olacak sekilde uy ve ug limitleri meveuttur.

Her 7,7 > ny i¢in

lim D (uz,ui) =D

Jj—oo

ul, limul) = D s (ul, ug) < €
j—o0

oldugundan limu,’ = g dir. Diger taraftan ug € £oo(E2, Z2) oldugu aciktur.
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