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BAZI FARK DENKLEMLERININ COZULEBILIRLIGI
 VE COZUMLERININ DAVRANISLARI
(Yiiksek Lisans Tezi)

Miijdet GUNGOR

NEVSEHIR HACI BEKTAS VELI UNIVERSITES{
FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
Mayis 2017

OZET
Bu ¢ahsma dort boliimden olugmaktadir. Birinci bolimde fark denklemlerinin
snemi ve uygnlama alam ile ilgili genel bilgiler verilmistir. Tkinci bdliimde, bazi fark
denklemlerinin ve sistemlerinin ¢dziilebilirligi ve ¢dziimlerinin asiptotik davramglar:

hakkinda bilgiler verildi. Aynica fark denklemleri ile ilgili genel tamm ve teoremlere de

yer verildi. Uglinci boliimde, (a,), (5,) iki reel dizi ve x,x,,...,x, baslangi

xn—4 xn—an—é
KX -2 (an +bnxr)—3xrl—4xr;—5xp:-6

n—k*

sartlar1 reel sayiar olan x,= , neN,rasyonel fark

denkleminin ¢bziilebildigi gosterildi. Daha sonra (a,), (b,) dizileri sabit oldugu

x:r—4xn—5 xn—G

durumlar i¢in, yani a, =a, b, =b, lincer olmayan x, = .
xn—lxn—l (ﬂ' + bxn—3xn—4xn-5xn-6)

neN,, fark denkleminin ¢oziilebilir oldugu gdsterildi. Ayrica, ayn1 durumlar igin iyi

tamiml ¢oziimlerin davramiglar: incelendi. Son bsliimde ise elde edilen sonuglarin bazi

niimerik uygulamalari verildi.
Anahtar kelimeler: Fark Denklemi, Asimptotik Davranis, Peripodiklik.
Tez Damsmam: Dog. Dr. Yasin YAZLIK

Sayfa sayist: 62
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.- THEIR SOLUTIONS
(Ms Thesis)
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ABSTRACT i
This study consists of four sections. In the first section, the general information about
the importance of difference equations and its application areas is given. In the second
section, information about the solvability of some difference equtions and systems and
the asymptotic behaviour of the solutions was given. In addition, general definitions and

theorems for difference equations were given. In the third section, firstly, it was shown

X X X
n—4""n-5"n—6 ,HENO,

that the the rational difference equation x, =
xn—lxn—Z (an + bnxn—3xn—4x n—5xn—6)

where (a,)and (b,) are two real sequences and the initial values x g,x_,,:..,x_, are real
mumbers, can be solved. Later, it was shown that the nonlinear difference equation for

the case when (a,) and (b,) sequences are constant, that is a,=a, b,=b,

xn~4x nusx

= e » ne N, can be solved. Asymptotic bebaviour of
X xn—‘). (ar: + buxn—an—lixn»SxM)

-l

x?.l

well defined solutions for same cases is also investigated. In the last section, some

numerical applications of obtained results are given.
Keywords: Difference equation, Asymptotic behaviour, periodicity.
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1. GIRIS

Matematiksel hesaplamalar siklikla belirli bir deger kiimesinden bir fonksiyonun
degerini tekrar hesaplamamizi saglayan denklemlere dayanir. Boyle bir denklem, fark
denklemi veya rekiirans denklemi olarak adlandirihr[29]. Fark dénklemleri bazen
{irete¢ fonksiyonlarmdan bazen difereansiyel denklemlerin niimerik yaklasumlardan
dogabildigi gibi bazen de fiziksel bir olaym matematiksel modeli olarak ortaya
cikar[44].

Fark denklemleri, lineer ve lineer olmayan fark denklemleri olarak

smiffandirfabilir. Lineer fark denklemleri igin en klasik &rnekler iyi bilinen

{£}" ={01,1,2,35,7,.} Fibonacci dizisi ve {L,}° ={2,134,7,11,18..} Lucas

=0
dizileridir[31]. Lineer olmayan fark denklemlerinin teorik matematikte ve ilgili
alanlarda sayisiz uygulamalan vardir. Ornegin, Newton-Raphson yontemi kék bulma

algoritmasi olarak bilinir ve x,,, =x ——JM, ne N,, lineer olmayan fark denklemi,

4l T n f'(xn)
S (x)=0reel degerli fonksiyonun kklerini (sifirlarim) yaklagik olarak bulmak igin

kullanilir. Bagka bir 6rnek ise, iki boyutln linecer olmayan fark denklem sistemi

= x"

xn+] ? y (T

—-}:'L—,neNo, iki farkh rakip popiilasyonun bir jenerasyondan
a+y +

n n

digerine biiyiime kuralm gosterir. Burada x, ve y, faz defiskenleri n. jenerasyondaki
bityitme miktaridir. Belirtilen {(x,., )}:=u , popiilasyonun zamanla g@sil degistigini ve

poptilasyonlar arasi rekabeti tanimlar[33].

Fark denklemlerinin dogada biyoloji, ekoloji, epidomolojif31]; ekonomi[32] ve
fizik[7] alanlarmda da bolca uygulamalari vardir. Bilimdeki dneminden dolay: fark
denklemlerinin bilim adamlarmin &zellikle matematik¢ilerin-ilgisini ¢ekmeye devam
edecektir. Biiyiik ilgi yaratmasin difer sebepi ise, bu tip denklemlerin ¢oziimlerinin
davraniglarini anléméktéld zorluktur. Gergektende baza _ fark deﬁklemleri Easit
formlarda olsa da, ¢éziimlerin davraniglar bahsettifimiz gibi karmasik ve anlég;ﬂmas;

zordur[33].




II. BOLUM
2.1. Kaynak Arastirmasi -

Bu bslitmde fark denklemleri ve fark denklem sistemleri ile ilgili literatiir de

yapilmug olan ¢aligmalarindan bahsedilecektir.

Chatterjee, Grove, Kostrov ve Ladas (2003), “On the trichotomy character -of

__Ot¥%. 7 isimli galismalarinda
A+ Bx, +x, ,

-+

a+Yx, o
=_____L, neNﬂ’r
A+Bx, +x, ,

4l
ii¢iincii mertebeden rasyonel fark denkleminin ¢dzlimlerini, ¢oziimlerin smirhhigmi ve

periyodikligini incelemiglerdir. Burada «, v, 4 ve B parametrelerx,, x, x,

baslangi¢ sartlar1 negatif olmayan reel sayilardur.

. , . . X, v s 1t
Cmar (2004), “On the posive solutions of difference equation x,,, ZT—L isimli
+xnxm1
cahismasinda
X 1
X = 2l nelN,,
n+l 1 rXX 0

n~ -1

x_,, X, baglangi¢ kosullar1 pozitif reel sayilar olan ikinci mertebeden rasyonel fark

denkleminin ¢éziimlerini elde etmistir.

Cmar (2004), “On the positive solutions of the difference equettion x,',-“ =
I+ axnxrhf
isimli ¢calismasinda
xn+l =_x'?:£“~_’ ne NG’
1+ax,x

avn-1

X, %, baslangic kosullar: pozitif reel sayilar olan ikinci mertebeden rasyonel fai‘k

denkleminin ¢dziimlerini elde étmigtir. |

Andruch ve Migda (2006), “Further properties of the rational recursive sequence
_ %% 7 isimli galigmalarinda
b+ex,x,

u -1

x]H—] =

X . ”’




ax

X =
-+l
h+exx,

» neN,,

ikinci mertebeden rasyonel fark denkleminin ¢dziimlerini ve asimptotik davranigini

incelemiglerdir. Burada. a ve ¢ pozitif parametreler, b negatif parametre ve x, x,

baglangi¢ kogullar1 negatif olmayan reel sayilar olarak verilmigtir.

Karatag, ve Cmar 2007), “On the solutions of the difference equation

ax, ax
2E42 ST 2k42
X, = —%2:—)——” isimli calismalarmda x =%)—- (2k+3). mertebeden
—a+|]=x.. —a+][]x,.
=0 =0

fark denkleminin ¢&ziimleri ve ¢dziimlerinin ¢ekimliligi bakkinda ¢ahgmuglardir,

Elsayed (2009), “Dynamics of a rational recursive sequence” isimli ¢aligmasmda

x,
= ,neN,,
+1tx

X, T
n—Ixn—an—S

rasyonel fark denkleminin baglangic kosullarinin sifirdan farkh reel sayilar oldugu

durumlarda incelemis ve ¢8ziimlerini elde etmistir.

Ibrahim (2009), “On the third order vational difference equation

X X B .
x, =—222 isimli ¢aligmasinda

xn~l (a + bxrxxnf2 ) n

XX N
‘-r’n+l —— » RE a2
b
X, (a+bx,x, ;)

ficlincii mertebeden rasyonel fark denkleminin ¢éziimlerini ve ¢oziimlerin smrlihZm

incelemistir. Burada x, ¥, X, baglangic deferleri negatif olmayan reel sayilar ve

bx,x, #—a vex #0dw.

{'“"!’ U ety

Zayed ve ElMoneam (2009), “On the rational recursive sequence

Ax, + + v .
S p— (B, + ¥%,.0) isimli galigmalarinda
Bx +Cx, ,

Ax, + +
- x,, (ﬁxu 'Yxnfk ) , RE No ,
Bx, +Cx,

n+l




fark denkleminin ¢dziimiinii ve ¢Oziimiiniin davraniglarmt incelemiglerdir. Burada
Xps X gsen¥y  baglangic kosullar keyfi pozitif reel sayldar ve 4, B, C, § ve y

parametreleri pozitif sabitler iken % pozitif bir tam sayidir.

Berg ve Stevig (2011), “On some systems of difference equations” isimli

¢alismalarmda
)
— —_ H
i =T Yy =T REN,,
1+v, 1+u,
i
— n — M
uu+l"'1+u ’vn+1_1 "nEND’
n a
uﬂ vﬂ
u"+l=l+v ’vu+1:1 , neN,,

n n

fark denklem sistemlerinin Riccati denklemleri yardmmyla ¢oziimlerini elde

etmiglerdir. Burada u, ve v, baglangi¢ degerleri kompleks sayilards.

Stevig (2011), “On a system of difference equations” isimli ¢aligmasinda

cu:r#l (I‘y 7-1
Xy =S Yy =, nelN,
: (by r;xn—l + C) ' (any n-1 + Y) ’

rasyonel fark denklem sisteminin ¢Gziimlerini elde etmigtir. Burada a4, b, ¢, o, B, v

parametreler x_, x,, ¥_,, ¥, baglangi¢ sartlaridir.

Stevig (2011), “On the difference equation , —____ *»2 " isimli ¢gahgmasmnda
" (bu + cnxmlxml)

X,
——, N,,
xﬂ (bn+cnxn—lxn-2) e °
rasyonel fark denkleminin elde edilen formiillerinin baz1 uygulamalarm: verniigtir.
Burada neN, igin (b,) ve (c,) iki periyotlu dizi ve x,x, baglangic sartlar1 reel

saytlardir.
Raouf (20612), “Global behavior of the rational Riccaii difference equation of order
two: the general case” isimli ¢alismasinda

b ¢
—g+—t

xn xuxn—-l

xn+l

, nelN,,




fkinci mertebedeén Riccati fark denkleminin ¢dziimlerinin asimptotik” davramsi ve
kararhlik dzellikleri incelemistir. Burada parametreler a.b,¢ ve x,x, baslangw

kogullari reel sayilardir.

El-Metwally ve Elsayed (2012), “Qualitative study of solutions of some difference
equations” isimli gahgmalarmda baslangig kosullar reel sayilar olan

X X
xr;+1 = +’1!:_3 b4 HEN(}’
xn—l(— —xnxn—s)

rasyopel fark denklemlerinin ¢ozlimlerini elde - etmistir. Ayrica, ¢bziimlerin

davramslarmi inceleyerek sinirlilik, periyodikliklifini incelediler.

Touafek ve Elsayed (2012), “On the periodicity of some systems of nonlinear
difference equations” isimli ¢aligmalarnda baslangic kosullar: sifir olmayan reel

sayilar olmak iizere

_ Yn X,
x"H_xn_l(iliy")’ NO’

ikinci mertebeden rasyonel fark sistemlerinin ¢dzlimlerini incelemislerdir.

Stevig, Diblik, Iricanin ve Smarda (2012), “On the difference equation

X%, = XX ” isimli ¢aligmalarinda
Nt
xn—l:—!—l (a + bxnxnwk )
XX,
xJH—l = - € R{J’

R
xm.hl (ﬂ' + bxnxrz—k ) ’

rasyonel fark denkleminin ¢dziimlerini ve elde edilen formiilleri kullanarak fark

denkleminin ¢6ziimlerinin asimptotik davranigmi incelemigler.

Stevic (2012), ..“On some solvable systems of difference equations”  isimli

cahgmasinda

w
xn+1_1+v ] yn+1"_l+s 2 MGND.B

n n

v

Riccati fark denklem sisteminin ¢oziimlerini elde etmistir. Burada »,,v,, w,, 5,, X,

veya y, dizilerinden biridir.




Stevi¢c (2012), “On a solvable rational system of difference equations” isimli

¢alismasinda,

xny n—k ¥ nxn-k N
[E)

X = y = ne
n+l 3 il R ’
Y &+ (an + bnxuy m&) xn—k-ﬂ (Cn + dny n')"n—k )

Fark denklem sisteminin iyi tammlanmig ¢dzlimlerini elde etmistir. Elde edilen
¢oziimlerin asimptotik davramslarim incelemistir.

| Elsayed (2013), “Behavior and expression of the solutions of some rational diference
" equations” isimli gahgmasmda baslangi¢ kosullart sifirdan farkh reel sayrar olan

X X
Xy = n2et . peN
Fea | _|_1+ L
xml (— - xr:—2xr —4) ’

rasyonel fark denklemlerin ¢Sziimlerini ve ¢oziimlerinin davranigim incelemigtir.

Elsayed (2013), “Solution of a rational recursive sequences of order three” isimli
¢ahsmasmda

axrrxn—z

X

il .
x, ,(~b+ex,

;neNg,
X nvz) e ’
fark denklemini ¢iziimlerini tiimevarm metodunu kullanark elde etmistir. Burada a, b

ve ¢ pozitif reel sayilar ve baslangic kosular1 keyfi pozitif reel sayilardir.

Elsayed ve El-Metwally (2013), “On the solutions of some nonlinear sysiems of

difference equations” isimli ¢alismasmda

x _ X, r:y n—-2 y — y nxml
(33 s> Yo —
y::—l (il + xnyn-vz ) xn-l (il * J’nxnwz)

,nelN,,

rasyonel fark denklem sisteminin ¢oziimlerini elde etmigtir.

Tollu, Yazlik veTaskara (2013), “On the solutions of two special types of Riccati
difference equation-via Fibonacci numbers” isimli ¢alismalarinda,

1 1

X = sV =

1+x

" -1+ Ya
iki dzel Riccati fark denkleminin ¢éziimlerinin Fibonacci sayilariyla iligkili olarak elde

etmislerdir.




ibrahim ve Touafek (2013), “On a third order rational difference equation with
variable coefficients” isimli ¢aligmalarinda

anlxnuil
.
xn (an + bnxnflxnfz)

xn +1 =

eN,,
rasyonel fark denkleminin ¢6ziimlerini incelemiglerdir.

Yazlik (2014), “On the solutions and behavior of rational difference equations” isimli

calismasinda baslangig kosullar1 sifirdan farkli reel sayilar olan

T e
xnxn—l (i_l + xm2xm3xn~4)

, neNg,

x;u+l =

besinei mertebeden rasyonel fark denkleminin ¢oziimlerini ve ¢odziimlerin

davramslarmni incelemigtir.

Elsayed, El-Dessoky ve Alzahrani (2014), “The form of the solution and dynamics
of a rational recursive sequence ” isimli ¢cahsmalarinda

xn-an —4

Fra = x, (1t x,5x, )

nelN,,

rasyonel fark denkleminin ¢&ziimlerini ve ¢Oziimlerinin davranigim incelemiﬂcrdir;

Burada baslangic kosullan keyfi reel sayudir.

Elsayed (2014), “Solution for systems of difference equations of rational form of
order two” isimli ¢caligmasmda. - -

xny -2 y = y uxn72
Yaa (i 1+ xnyn—z) ™ Xpo (il + J’nxn-z)

fark denklem sisteminin ¢dziimlerini elde etmigtir. Ayrica sistemin ¢dziimlerinin

’ nENo,

xm—l =

periyodikligini de incelemistir.

Elsayed ve T.F Ibrahim (2014), - “Solutions and periodicity of a rational recursive
sequences of order five” isimli caligmalarinda

XX X

X, = L » neN,,
x, .x (ltxx .x_ )
1 n—_'i( nn—2" -4

rasyonel fark denkleminin ¢8zlimlerinin kararhlift ve periyodikligini incelemiglerdir.

Burada x_,, x_,, X.,, X ,, X, baglangi¢ kosullar1 sifirdan farkli reel saydardir.
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Elsayed, Mahmoud ve Ali (2014 ), “Expression and dynamics of the solutions of
some rational recursive sequences” isimli ¢aligmalarinda

X n—2xn—3 xn#l
+1+ ’
xn X, u—1 (— - xﬂ—2 xﬂ —an—4 )

ntl

neN,,

besinci mertebeden rasyonel fark denklemlerin ¢dziimlerini elde etmisler ve
¢Oziimlerin davramsm incelemiglerdir. Burada baglangic kogullar keyfi reel
sayilardir.

Tolln, Yazlik vev'.I'askara (2014), “On fourteen solvable systems of difference
equations” isimli ¢alismalarmda X, ve Y, baslangic kosullan sifirdan farkh reel
sayilar olmak iizere

1+p, 1+r

— —_ ]
=—" y =—2" nelN,,

Riceati fark denklem sistemlerinin 16 durumdan 14 tanesi ¢6ziilmiis ve bunlardan 12
tanesi Fibonacci sayilan ile iliskilendirmislerdir. Burada pu, gn, T» Ve Su, X VEYa Yn

dizilerinden biridir.

Stevig, Diblik, Iricanin ve Smarda (2014), “Solvability of nonlinear difference
equations of fourth order” isimli ¢alismalarinda

X

n=3 %

X, = it neN,,

n )
Xy (aﬂ +0,%, 0%, 3%, )

rasyonel fark denkleminin iyi tantmlanmig ¢iiziimlerini elde etmiglerdir. Ayrica elde

edilen ¢oziimlerin asimptotik davramglaring incelemislerdir.

Elsayed ve T.F Ibrahim (2015), “Periodicity and solutions for some systems of

nonlinear ratinol difference equations” isimli ¢aligmalarinda

x - x,-r*2y n-1 y _ yn;_z"x"-_-l, -
nel T » Kl T
’ yn (il * xn—Zyn—l) x,., (i] + yszx

n--1
tigiincii mertebeden lineer olmayan fark denklem sistemlerinin ¢oziimlerinin periyodik

),.ﬁeNo,

vapisini incelediler. Burada X, X5 X5 Y5, V.» Yo baglangic kosullan sifirdan farkls

reel sayilardir,




Yazlik, Tollu ve Taskara (2015), “On the behaviour of solutions for some systems of

difference equations™ isimli ¢aligmlarinda

y n—2xn~3y n—4 y — xn—2y n*-an—4
» ¥l —
y nxn-l (il * y n—2xn—3y n—4 ) xny n1 (il + 'xn—iy n—3xn—4 )

(%

fark denklem sistemlerinin ¢oziimlerini elde etmiglerdir. Ayrica bu sistemlerin

¢6ziimlerinin davraniglarmi da incelemislerdir.

Alzahrani, Fl-Dessoky, Elsayed ve Kuang (2015 ), “Solutions and properties of

some degernerate systems of dﬁerence- equations” isimli ¢ahigmalarinda

X —_ ynynd T xnxn-l e N
" xﬂ (iI + yr!yn—l) °

2 nt = > h
y] yn(ilixnxrkl)
rasyonel fark denklem sistemlerinin ¢6ziimlerini elde etmislerdir. Burada

X_;» Xg» V.35 Yo baslangi¢ kogullari pozitif reel sayilardur.

El-Dessoky, Elsayed ve Alghamdi (2015), “Solutions and periodicity for some

systems of fourth order rational difference equations” isimli ¢aligmalarinda

xnyn—3 y xﬂ{i
xn+ = s Yo = " s HE N
l yn—2 (il + xnyn»a ) y ' xn—Z (il i ynxn—:')) °

dordiineii mertebeden rasyonel fark denklem sistemlerinin ¢éziimlerini ve goziimlerin

periyodikligini incelemiglerdir.

Stevig, Iricanin v.e Smarda (2015), “On a close to symmetric system of difference

equations of second order” isimli ¢alismalarmda

y n—Iy =2 _ X n-l x n--2
3 y n - »
) Y-t (an + l}nxn—lxn—Z)

X, =
+5
xn—l (an nynflyn—z

rasyonel fark denklem sisteminin iyi tammmlanmig ¢oziimlerini elde etmislerdir. Elde -+ o

edilen ¢oziimlerin asimptotik davramslarini da incelemiglerdir. |

Khalig ve Elsayed (2016), “The dynamics and solution of some difference equations”
isimli galismalarmda x., x_,, X 5, X_,,¥,, X, baslangic kogullar1 pozitif reel sayilar olan

— xn—lxrki
il = » neNg,
+l+x ,x, <)
SN 3 5 P

altinct mertebeden rasyonel fark denkleminin ¢éziimlerini elde etmiglerdir.
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Ahmed ve Elsayed (2016), “The expressions of solutions and the periodicity of some
rational difference equations systems™ isimli galigmalarmda

xn—ly =2 y n—ixn—z

= > yn+l= b4 nENO’
Yo (_1 + xn—lxn—z) x, (il + Yoy o )

xn+l

figiincli mertebeden rasyonel fark denklem sistemlerinin ¢dziimlerini ve ¢tziimlerin
periyodiklii incelmislerdir. Burada baglangic kogsullar x_,, x,, x, ¥, v, ve ¥,
sifirdan farkli reel sayilardir. '

Elsayed (2016), “Expression and behavior of the ‘soltions of some rational recursive

sequences” isimli cahigmasinda

Xu-3%n 4
xn+1: +14 - L] HGNO,
Xa ('-l - xnﬁlxnfzxjuw?'xn—tl)

beginci mertebeden rasyonel fark denkleminin ¢8ziimlerim ve ¢dzlimlerinin

davramgm incelemistir.

El-Metwally ve Elsayed (2016), “Qualitative behavior of some rational difference
equations” isimli ¢aligmalarinda

- xn—lxn—4 ne N
= o3

X
Tt} b
xn—z (i I * xn—lxn—4)

besinci mertebeden rasyonel: fark denkleminin ¢Ozitmlerini ve ¢dztimlerinin

davranislarini incelemislerdir.

El-Dessoky (2016), “On a solvable for some systems of rational difference equations™

isimli calismasmda

xn—l - ¥ n-3 zn—} Irr—3

x = You= - Z = H =
n+k > S+l > “ntl * Tl
1z Y %, tHlExit, 2 .V, Ik, 2,5 Tz, v, X ol

L

dért boyutlu ddrdiincii mertebeden -fark denklem sistemlerinin  ¢dziimlerini ve

¢ozitmlerin periyodikligi ve sinwrhhigm incelemistir.

FIEEN

Stevic, Diblik, Iricanin ve Smarda (2016), “ On a fifth-order difference equation”

isimli ¢alismalarmda
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_ X n-3 xn—4x =5
X, = ,neN,
xn—lxn—2 (an + bnxn—sxn—‘txn—i )

besinci mertebeden rasyonel fark depkleminin iyi tanimlannng ¢dziimlerini elde

etmislerdir. Ayrica elde edilen ¢dziimlerin asimptotik davranisini incelemislerdir.

Stevie, Alghamdi, Alotaibi ve Elsayed (2017), “On a class of solvable higher-order

difference equations” isimli ¢alismalarinda baslangic sartlari reel sayilar olan

- xn—zxn—k—Z
X, = b .
xr!-.i: (au + nxn—2xn—]r—2)

neN,,

(k+2). Mertebeden fark denkleminin iyi tanmumlanous kapali ¢Oziimlerini elde

etmislerdir, Elde edilen ¢oziimlerin asimptotik davramgmi da incelemiglerdir.
2.2 On Bilgiler

Bu biliimde verilen temel bilgiler genel olarak [4], [10] ve [11] kaynaklarindan

almmugtir.
2.2.1. Fark denklemleri ile ilgili temel kavramlar

Tamm 2.2.1.1. (E operatérii (Kaydirma operatdrii)) x:N-»R tamml bir

fonksiyon olsun. E 6teleme operatorii
Ex(n)=x(n+1)

seklinde tanimlanir.

Tanmm 2.2.1.2. A operatirii (fleri fark operatérii) Bir x:N-»R fonksiyonu icin

A fark operatdrii veya x’ in birinci basamaktan farky

M) =x(rr)-x(s)

seklinde tanumlanar,

Tamm 2.2.1.3. (A" ters fark operatdril) nxn, igin AF(n)=f(n) olsun. Bu

durumda » > n, i¢in
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Al f(n)=F(n)+c
seklinde tamimlanan A™ operatoriine ters fark operatdrii denir ve F(n) fonksiyonuna
da f(n) * nin ters farks denir. Burada ¢ keyfi sabittir.

Teorem 2.2.14 Bir f (n) fonksiyonu n>n, icin tamimh ise bu durmda

u—1

K7 (n)=e+ 3 7()

=ny

dir. Burada ¢ keyfi bir sabittir.

Tanmm 2.2.1.5 (Fark Denklemi) ne ND bagmmsiz degisken ve x bilinmeyen
fonksiyon olmak iizere F (n,x(n),x(n+ 0),...,x(n+ k)) =0 esitligine Fark Denklemi

denir.

Tamm 2.2.1.6 (Lineer Fark Denklemi) g (n), a,(n),...,a,(n) katsayilan ile
g(n), n=n, icin tamimh reel degerli fonksiyonlar ve N, iizerinde a, (n)#0 olmak

iizere x,,, +a,(n)%,;4+...+a,(n)x,=g(n)
Bigiminde ki bir denkleme lineer fark denklemi denir. Aksi halde ki fark denklemine
lineer olmayan fark denklemi denir.

Lineer fark denklemleri katsayilan ve g(n) ‘nin durumuna gbre

smuflandirihilar.
i) Eger x,,, +a,(n)x,,, +...+a,(n)x,=g(n) denkleminde g(m)=0 ise

n+k

denkleme Lineer Homojen Fark Denklemi denir.

ii) Vie{l,2,...k}igin g (n)=a seklinde katsayilari sabit-iseler, denkleme -

Sabit Katsayii Lineer Fark Denklemi denir.
i) Jie{l,2...k}igin a,(n) katsayllarindan en az biri bagimsiz deZiskenin

fonksiyonu ise denkleme Degisken Katsayili Lineer Fark Denklemi denir.

o

Tamm 2.2.1.7 {x,} X1 = S (X0 %50 5%, ), BEN,, fark denkleminin bir

n=—k *

am s . b @ .. - as M M o @
¢Oziimii olsun. Bger {x,}"  ¢bzimil nz -k i¢in x,,, =x, sartmm safliyorsa {x,}"_,
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¢ozlimii p periyotludur denir. Bu sarti saglayan en kiigitk pozitif p sayisina da asal

periyot denir.

Teorem 2.2.1.8 acR\{0}, beR olmak iizere y,,, =aV,y,+¥# denkleminin

¢OzUmil
ut+l
aly, +plza , a#l
Wi 1 —da
¥, iE+(M+l)a!7, a=1
seklindedir.

Teorem 2.2.1.9 (a,) ve (b,) birer dizi olmak @izere ., = a,¥,(, y,, +5, denkleminin

¢cOziimil

Yo = (Hai in—k + Z(H a; }br
=0 r=0\j=r+l

seklindedir.

2.2.2. Algoritmalarin karsilastinimasy

Bu bsliimde verilen temel bilgiler P. Danzinger’ in Big O Notation isimli

cahsmasimdan ¢evrilmistir.

Genel olarak bir algoritmanin verimliligi, belli. bir biiyikiitkte girilen
fonksiyonun algoritrﬁadafne kadar siire aldigz ile degerlendirilir. Ornegin, bir graf
algoritmasmin verimliligi girilen grafin m kenarl: ve n kseli oldugunu belirten bir
fonksiyon ile dlciilebilir. Euler algoritmas: yaklagk olarak m adim sonunda, burada

girilen graftaki kenar sayisi, Euler devresini (circuit) bulur. Hamilton algoritmasi ise

kabaca »* adimda, % grafin maksimum derecesi sonucu elde eder.

Bir algoritmanm verimlilifini her zaman en kotii ihtimal dahilinde ele almr. Mesela

Hamilton devresinde problem kabaca #* adimda biltiin devreler gz Oniine alinrak

¢oziilebilir. Eger biiyitk »# degerleri igin £ (n) = g (n) ayn1 davramslar: gdsteriyor ise, f

ve g aym derecedir denir. f(n)=n" ve g(n)=r"+2n+3 fonksiyonlarm ele alalm .
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Tablo 2.1:n, #* ve n*+2n+ 3 fonksiyonlarmm derecelerinin kargiiagtirimast

n 1 10 20 56 100 200 300 400 500 1000

n 1] 100 400 2500 | 10000 | 40000 { 20000 | 160000 § 250000 1060000

2
W+2nt3l g | 123 ] 443 2603 | 10203 |* 40403 | 90603 | 160803 | 251003 | 1002003

2" 2 | 1024 | 1048576 | 10 10% 10% 2.10% | 25102 | 3.109 {ied

Acikea goriilir ki »#* ve n° +2n+3aym derecelidir. Fakat2” degildir.
2.2.2.1 Bityiik O notasyonu

Tanum 2.2.2.1 f:R — R bir fonksiyon veya f(rn)=a, bir dizi olsun.
1. ©(f) f'den daha bilyiik ya da f' ye esit fonksiyonlardwr. Yeterince bilyiik x

degerleri igin biitiin fonksiyoniar ] f (x)| degeri ile bazi sabitlerin ¢arpimmndan
bityiiktiir. (/)= {g(x)] Ad,aeR"’ ,A[f(x)l <lgx)]. Vx> a} .

2. O(f)- f'den kiigik ya da f~ ye esit fonksiyonlardir. Yeterince bilyiik x
degerleri i¢in biitiin fonksiyonlar | f (x)| degeri ile bazs sabitlerin carpimmdan
kiigitktiir. O(f) = {g()|F4,a € R* ,Jo(x)| < 4] f ()], Vx> a}

3. O(f) file aym derecedeki fonksiyonlardir. Yeterince biiyikk x deerleri i¢in
biitiin fonksiyonlar iki sabit ile ¢arpilmis | f (x)l degerleri arasindadir

8(x)= {é@p A, B,ae R, 4| f(x)] <12 < B f(x)], Vx> a}

4. o(f) f 'nin derecesinden kesinlikle kiigiik fonksiyonlardir. o(f) = O(f)~-6(f).
Eger g € O(f)ise g, f 'ninderecesindedir denir.
ko
Alternatif olarak, ' dereceyi bir+ degere - yaklagan dizilerin oranlarinn limiti

notasyonunu kullanarakta belirleyebiliriz.,

Tanm 2.2.2.2 f:1R — R bir fonksiyon veya f(#) = a, bir dizi olsun.

o},

g(x)

F(x)

lim

X0

1. Q) of )={g(X)
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2. O(f), - 0(f)= {g(x) lim gEx) }
3. @), o . O(f)= {g(x) hm ‘Jg-ixil L, 0<L<oo}
4. o), o(f)= {g(x) fim Jg,ﬁ ; 0}.

a) geQ(f) olmasi g' nin f'in derecesinden esit ya da daha biiylik oldugu

anlamma gelir.

b) g<eO(f) olmasi f ve g'nin kabaca aym biiyiiklik derecesinde oldugu
anlamma gelir. -

¢) g € O(f) olmasi g'nin f'nin bilyitkliigiinden az ya da esit olduBu anlammna
gelir. |

d) geo(f) olmasi g'nin biiyiikliigiiniin ' den az oldufu anlamuna gelir.

Biiyiikk O son zamanlarda en yaygm olarak kullanilir ve f € O(g) (fen cok
g derecesindedir) denildiginde ashnda f € ©(g) (f ve g aym derecededir) oldufu

kastederiz.

Ornek 2.2.2.3. 2" € 0(3") oldufunu gosteriniz.

limz— =lim (E) =0 drr. Dolayisiyla 2" € o{3") dir.

n—wo 3 el 3

H

(Ayrica hm—%v =lim ( 3) =oo dolayisiyla 3" € (2")dr.)

n-»e0i )

Teorem 2.2.34. f, g, h ve k aym negatxf olmayan reel sayilar kilmesinde tanimh
reel degerli fonksiyonlar olsun. . - :

1. Q)N Of)=0(f).

2.1 eQ(g) = g<0(f).

3.(0 igin yansima) f € O(f), feQ(f)ve fe0(f).

4. ( O igin gegisme) Eger f e O(g)ve g e O(h)ise f € O(h) olur.

. ;..,-: v trax e .
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5.Eger feO(g)ve c'éna\{o} o zaman ¢f (x)€ O(g).

6Eger feO(h)ve geO(k)ise, f()+g(0)eO(G®) o zaman
G(x) = max ([h()].[k)]) | | '

7.Eger f(x)e O(h)ve geO(k) ise o zaman f(g) g(x) e O(h(x)k(x)) dir.

8. Eger f c O(h)ve g e O(h)ise, f(x)+g(x)eO(h).

9.Eger f €o(g)ozaman g e Q(f)-0(f).

10. o(f) < O(¥)-
2.2.2.2 Derecenin tipleri -

Dereceler, kendi arasmda bir hiyerarsi olusturur. Mesela g hiyerarsideki
biiyiik iiyelere gére diigiik sradaki bir {iyeye dahildir. Asagidaki liste, yaygn (genel)
dereceler ve isimleridir.

Tablo 2.2: Yaygm olarak kullamlan derecelerin isimleri listesi

Gosterim Adr

O(1) Sabit

O(log (n)) Logaritmik

O(log (log (n)) Cift logaritmik

o(n) _ Alt Lineer

O(n) " | Lineer

O(n log (n)) Loglineer, Linearitmik, Quasilineer veya Supralineer
o(n*) Kuadratik

o) ' Kiibik _
o). { Polinom (her ¢ > 1 jgin )
oty Ustel  (herc>1igin)
o) | Faktbriyel

(") '
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Ornek 2.2.2.2.1
1. 2"+ * € O(2")

2. 2n* +3n% ~2n+5, O(n’) (Kiibik).

1
3. (27" +3n” =20+ 5}, O(n) (lineer).
Genellikle polinomlarin derecesi en yitksek dereceli terimden gelir.

Teorem 2.2.2.2.2 f fonksiyonu verilsin, eger x” f 'nin en biiyiik kuvveti ise,

i. Eger r < s ise 0 zaman f eo(x’) c O(x’).

ii. Eger r =5 isc 0 zaman f € @(x’ ) c Q(x’).

iii. Efer r > s ise /€ Q(x").
Ispat: 7, bir polinom ve en bilyiik kuvveti x” ve f(x)=ax"+ a_x"'+..+tax+a,
olsun. seR igin

» r-1
lim J(x) — fim +a_x +.tax+a,

5 5

_ 1 r—s r-1-s
=lima,x"" +a,_x

Fotax T rax’
I—0

0 r<s
=qd, F=S
oo F>5
dir.
Omek 2.2.2.2.3

1. 20 +3n" =2n+5¢ 30(113)

2. (10™)n’ —3670n+5€ o(r’)
3. 0,0000000017° € Q(r?)

2.2.2.3 Algoritma

Derece notasyonun bilgisayar bilimlerindeki esas kullanmm  algoritmalarin

verimliligini karsilagtwmak igindir. Biiyiik O notasyonu Ozellikle algoritmanmn

verimliligi analizinde ¢ok kullaniglidir. Bu durumda # girdinin biiyiikligii ve f(n)de
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girdinin biiyiikligline gdre algoritmanin ¢alisma siiresi oisun. Farz edelim ki bir
problemi ¢dzmek icin iki algoritmamiz var. Algoritmalarmn derecelerini karsilagtirarak
verimini gorebiliriz. '

Asagidaki tabloda lineer bir algoritmanm 1000 biyiikliikteki bir problemi 1 saniyede
yaptigini kabul edelim. Bunu bu algoritmanin ne kadar biiyiikk bir problem ile 1
dakikada ve | saatte basa ¢ikabilecegini hesaplayabiliriz. Ayrica verilen hiz ile birlikte
ne kadar biiyiikliikte bir problemi kontrol edilerck hesaplanacagmu bulabiliriz.

Tablo 2.3: Cahg;ina siiresinin problemi ¢dzme siiresi ile karsilastirilmas:

Caligma Stiresi Problemin maximum ¢dzme siiresi

1 saniye 1 dakika 1 saat
n . 1000 6.10° 3,6.10°
n log (n) 140 4893 2.10°
n 31 244 .

. 1897

" 10 39 153
2 | ? Is 21

Bir sonraki tabloda geleéek Jenerasyon bilgisayarlarin 10 kat daha hizli oldugunu
kabul ederek verilen hizda ne kadar bilyiikliikte bir problemi kontrol ederek

hesaplanacagim bulabiliriz.

Tablo 2.4: Caligma stiresinin 10 kat hizlanmasinm kargilagtirilmast _

(Calisma siiresi 10 kat hizlandiktan sonra
i =10

n log (n) =x10

" x3,16

P x2,15

o +3,3

Genel olarak bir algoritma polinom tipinde ise, yani ‘bazs k sabitleri igin O(n*) ise,
verimlidir. Tabi ki kug:uk n ﬂééeﬁ -igin bile iistel algoritma polinom tipinden daha iyi
performans gosterebilir. Tki problem verilsin, eger polinom tipindeki algoritma
problemdeki herhangi bir zamanda azaliyorsa ve aym sekilde degerinde de azalma
oluyorsa bu iki problemle polinom zamanh (tipinde) esittir denir. Ag¢ik olarak iki
problem polinom tipinde esit ise, ikisinde de polinom tipinde algoritma kullanilmigtr.
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Polinom tipinde algoritmalar kiimesi P ile gosterilir. Bagka bir algoritmalarm kiimesi

ise NP (nondeterministic polynomial) belirleyici olmayan algoritmalar kiimesidir.
P € NP oldugu bilinen bir gergektir fakat P = NP-olup olmadif1 heniiz tespit
edilememistir. NP iginde polinom tipinde esit (NP-complete) NP- tam algoritmalar

kiimesi vardir. NP-tam problemleri NP problemleri kadar zordur. Herhangi NP-tam

problemi igin polinom tipinde bir algoritma bulunur ise P=NP oldugu gdsterilmis olur.
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L BOLUM

X . e
31 x,= ot X5 ¥ng Fark Denkleminin Coziimii
xu—lxn—Z (an + b nx r:-er!-4er—5xr:—6
Bu bolimde (a,) o, Ve (bn)neﬂolkl reel dizi ve baglangie sartlar

XX geer X, €R olmak dizere

xﬂ~4xl)—5xn—6 (3 ]_ 1)
X —lxu-Z (ar: + bnx n—3xn—4xnr5xn—6)

n

rasyonel fark denkleminin ¢&zillebilir oldugu gosterilmigti. Bu alt boliimde

xﬂ'

¢bziimlerin  iyi tammh oldugu kabul edilmisti. Yani VreN, iin
x, X, ,(a, +bx, _.x, % _x, )+ 0 oldugu kabul edilmigtir.

; n'n—3

Teorem 3.1.1 (a,), . Ve (B,),,, ikireeldizi ve (x,). (3.1.1) denkleminin iyi

nelly

tanimlanmig bir ¢oziimi olsun. O zaman (x,) . . denkleminin ¢dz{imi

N

454 j-1 ds+j-L Astj-1 45+ j-2 454 j=2 45+j-2
l | Ay, HX X X X, Z by I I D2 I I Ty FX X X 8 5 2 by, I I ;i
i=l =06 i=I+l i=0 =0 =1+l
45+ ds5+jf 45+f 43¢ j-2 454 j-2 45472
- I |a3i +x_3x_4x_5x42b3,| Ia:u I I Aypn XX 5X X 4 Z by, l I i
% —x H =0 =0 =il ity =0 =1+l
12m43f — T3j-R2 n A5+ j-3 434 j-3  As+j-3
pok
Ay T X X X X g Z b, I I &
il -0 =151
45+ j-3 45+ j-3 4543
L I I Oy HX X X X Z by, I l P
J=0 =0 =21
{ Astf 4547 As+j As+j-2 As+j-2 4s+j-2 3
I Ia3i+x-3x—4x—-5x—6 barl Ia's; I [ Oy XX 5 X 4 Z by, I l e
i=0 1=0 i=H1 i=0 =0 J=i+L
45+ § As+] 45+ 45+ 51 455 j-1 As+j-1
" l Iaam'*“x—zx-sx—-ix—szbaml Iasm l I @y T X X X X z b, I I a5
=0 =8 putoy =0 =0 Jedtl
X, = - I l
12m43 4k x3]'” 0 ds+7-3 As+7-3 4s+7-3 - i
ot
I I Oy T XX X X 5 Z by I I LT
- j=0 =8 =kl
453 5=3 45+ j-3 45+ j-3
I I yppy FI X 5% 5% Z by I I D300
\ =0 1=0 i=l+1 A




{ ds+j 454 Astj 45+j-1 Astj-1 As+jl A

Hasm'i'x 2 X5 X 4 X zbynl—[asm H Ay XX X X g Z b, H ¥
i=0 i=lsl =1
45+ 4s+ F As+j A5+ j- 1 4s+ j— As+j-1
m H%nz +X_X 1x—axw42 3:+2Ha3;+2 H Ay, TX XX (X 5 Z by l l 301
- H 3 el .=
Xamiajra = X35-10 1 T a3 45273 A5+j-3
pol
H Ay T XXX X Z bz H ypey
i=0 1=0 il
45452 454 j-2 45+ j-2
ay +X X XX Z b, H a;
-0 o =1

Burada j €{2,3,4, 5} ve m=—1" dir.

RTH

Ispat. (3.1.1) denkleminde Vr>-3 igin, —1-—x X, % %, , deisken defistirmesi

E

yapilirsa (3.1.1) denklemi
1

1o 1 aen, (3.1.2)
i g a +h _1._ a,V, s +brr

" " y #-3
elde edilir. Buradan (3.1.2) denkleminin ¢arpma iglemine gore tersi ahnirsa iiciincii

mertebeden degisken katsayili lineer fark denklemi
yn= nynv3+b HEN (3.1.3)

n?

bulunur. (3.1.3) denklemi i €{0,1,2} i¢in

Yapy = aBrHin(r:—l)ﬂ + b3n+13 ne No’ (3 I. 4)
seklinde yazilabilir, Simdi (3.1.4) denklemine z’e{O,l,Z} ve Ynz-1 igin y,(,’ = Vapsi

déntisiimii uygulanmirsa birinci mertebeden degisken katsayth katsayil lineer fark

denklemi

yf:) = a3n+ryr(1b)l +b3i’1+l » HE NG’ (3~ 1 ¢5)

elde edilir. (3.1.5) denklemin ¢&ziimii Teorem 3.2.9” dan

yr(i:) "y-g)HaBjﬂ +Zb3l+:Ha3_;+l ) c- (3-1-6)
Jj=0 J= .

nz-1

bulunur. Yr2-1, ve ie {0 1 2} icin y() = ¥, doniistimii dikkate alnrsa (3;,,,;)

|
¢Ozimii

Vawi = yi-3Ha3j+i + Zb:m:' H &0, ME N,» (3.1.7)
0 PR |

elde edili. Ote yandan e€{0,1,2,3} ve Vnx>-3 igin, d ey X, X,
g

nn-i
n

ddniisiimiinden
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1

xdn-H‘l =
FTTE FIIENED FIERE S NP S
i

L o (.1.8)

Bl 1

Yany,

: Xansi~2Xan+i~3
Yansgr®ames-2%an s ~3%an i —4
_ Va1

- Xy (n—1)+}
y An+i

_ Yanri1 Yansi—s Yanvi—s

x .
4("—3)—!-11
Yanvi, Yinvi-4 Vaniy-s

bulunur. (3.1.7) ve (3.1.8) denklemlerinden, j e{2,3,4,5} ve ie{0,1,2} igin,

_ Yomizzi-1 Yizmajei-s Yiamiajei-g
Xizme3jei = Fa{m-iyed e
Viomeager Yizenajeica Nomaajiis

_ Yamagriat Vizmeapa-s Yomeajricg Vizmeajriad Yizmesjoicr Viamaji-n

(3.1.9)

12{m-2)+3j+i
Yiamiajei Vizmeajeima Yizonajri-g Yizmeajeiaz Viamesjri-te Vizmeajaizo

nt

Hy12s+3 i1 Pzseajuis Vizseajei-o

=X
s=0 Moasiajsi Viosesjeica Vissisjis

elde edilir. (3.1.7) ve (3.1.9) denklemlerinden, (x,) . fark denkleminin ¢6zimi

ds4j-1 g5 Is4j-1 4s1j-2 A51j-2 4saj-2
Yo I I Gyt E by I I Lpn Voo I I Ayt z by I | Aain
i=0 =) il =0 =% ful)e]
Tty ATy Tsrj-2 arj2 S5tj-2
- y—sl Iasi"' bsi'l Iay > [ I Oyt z bia I I LSTee)
N —x H =0 o ksl =0 =0 =r
12me3j 3j_u;—o 154j-3 f5+j-3  dstj-3
¥, l I a, + Z b, I I a5
ied) 1= =13l
454 j=3 ds+j-3 As+j-3
¥, l I Dint Z . I l D
\ =0 = =131
[ As+j—t 454 j~1 45451 45+ j-2 A54j-2 A5+j-2 A
I I Tpyy H XX 5T Xy Z byaa I I By540 I I i H XX ¥ X 5 Z by I I LL Y
i=0 =0 i=r =0 =0 i
45+j 45+ ds+j ds+j-2 45472 454 -2
" l Iaji+x-3x—lx—5’x-62b3ll Ia3i I I yppp T XX XX Z Dypys I l Tsi42
_ : i - = =i s =0 Jeind
_x3j-l2IFOI saj-3 . 4s4j-3 A543
l I Ay + XX XX g Z by, I I a;
i=2 = it
f5+j-3 - 454+ j-3 454 j-3
o H Ty T XX X g Z Biyn H Dy
L 1=0 : 1=0 =i /7
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m

:xs;-uH

5=0

x12m+3j+l

:-7“3,7-111_1

. 5=0

m
Xamaajez = X3jo10 I I
s=0

Ht
=X3;10 l I
=0

elde edilir.

As+f Asti  Astf 454+ -2 45+j-2 S5+ j-2 A
yal las;"'zbsrl Iaan Ya I I ay,p + Z by.s l I LT
i=I+t j=0 1=0 f=rsl
4s+J As+F 45+ -1 As5+7-1 4.t+1—l
yll |031+1 31+l| Ia3:+l Vs H a3l+ z b
i=0 =0 i=I+1 =0-- l—J'+l
45+ 4-3 434 -3 45+ j-3
Y, I I Tat Z by l I in
i=izl
4s+ jw3 4s+ j—3 As+j-3
i I I &+ Z by I l 22795}
i=l11 V,
ds+j ds+j  4dsij d54j-2 As+j-2 4542
I |a3,+x_3x_,x_5x_62b3,| Ia31 I I Byppn T XXX X z by, H L3iia
j=Q I Ja=l4l I=0 i=I+l
45+ Astj 45+ f 4:—:—;—1 454 j-1 45+j-1
l [a3m+x Zbyul Iasm I I ay, +X X X X ¢ 21: b, I I ay
i=0 =141 =0 =0 Pt}
4:41—3 A5+ -3 455 j-3 .
I ] Oy FX X 3 X X g E by I I &
i=I+l
4s+1—3 4s+]—3 4s+j-3
I I Ay HX X 53 X, z by, I I &50n
=0 =14l
454 As+j As+j ds+j-1 £5j-1  Asaj-1 3\
y—zllaam'*'zbamllasm Y I I as:"‘zbzr Il‘%
i=t+l 1=0 i=ri
4s+) 45+] As+j 4s+j l 4s+j-1 453 j-1
ygll I%uz'l'zbshzl |‘731+2 Yo l I gy z 5101 I [ &
=0 f=lel I=0 i=I+1
45453 4543 45+ -3
L l l Ayt z 3142 I I e
i=1+i
4s+J-2 45+j—2 4s5+j-2
Y3 I I a; + z by H (45
=0 i=I+1 7
43+] As+j A5+ ds+j-1 As+j-F  ds+j-1
I |a35+1+x—2x-3x-4 5Zb31+1l laam I I @y X X X X g Z by I i ay
i=0 P15l il
4s5+j 4s+_|' 4s+§ 4“_,.4 4s+j— 45+ j-1
I I Bypp T XXX X, Z by, I [ A2 I I LT +x 2 3x—4x 5 Z by, 509
i=0 = ) ) =141
4s1j-3 - 45153 2543
I I Bypyp + XXX Xy Z byia I l asn
i=¢ =]
45+ j~2 4s+j—2 45+ -2
I I By T XXX X g z b, I I a,
=0 I=0 i1l
[ A . ’ i
o A




: X X, X .
32 x,= axtno3Tne6 Fark Denkleminin Coziimii
Xo-1¥n2 (a + bx xn~4x xn_—ﬁ_)

n-1 -3 n-5 . .
Bu bilimde (3.1.1) denkleminde a,=a, b, =5, yani a ve b reel sabitler,

olmak iizere sabit katsayili lineer olmayan

X X, X
x” — n—4"—5"n-6 , HE Nﬂ: (3-2. 1)
xn—lxn—l (a + bx X, xﬂ—S xn—ﬁ )

w3V -4

rasyonel fark denkleminin ¢iziimii ve ¢Oziimlerinin asimptotik davranglary

incelenmistir. Bu alt bbélimde ¢bzimlerin Iyi tammli, yani VmeN, icin

x,,%, ,(a+bx

n-3

x, X, X, o) # 0, oldugu kabul edilmistir.

Teorem 3.2.1 (x,) (3.2.1) denkleminin ¢6ziimii, a=1 ve i=12,...,6 igin

nz—62

x_, # 0 olsun. Bu durumda (3.2.1) denkleminin ¢dziimii

m by x.x.x,+(l—a-bx_xx,x )a*" bxxx x +{l-a-bxx_ x x )a"
234 17 =234 Q=345 U R i L

X =X, | | - .
12m+3 =12 45+ j+1 As+ j-1
pler > e A +(1—a—bx_3x X 5X s)a by_x,x %, +(1—a—bx_‘x_2x_3x |)a

As+j-2
xbx_zx g +(l—a—bx ,x x x)a

. Ast+ -2
Bx %y x s +(1—a—bxx x x  )a

m bx_x XX +{1—a—bxx_ e x  )a* T bx x xx +(1-a—bx,x x x )att !

Mmeagr = X3 pu11 FPrs
T g By x % X +(1=a=bxx x x5 )a™ " bxox x x  +(l—a—bxx x x )a"

ey 45+ j—2
Bxx o yx +(1=a—bxx_x x )a

T PRy
bx_x,xx  +(1—a-bx_x % % )4

As+fE o 4s+j
m by % % X +(1—a—bxyx x x )a bxx_x gx +{(l—a—bx_x_ x x )a

X, ey =Xy H - =
1243+ 710 L5+ j+1 45+
w0 b ox x  +(l—a— b xx gx ) by x g% % H{1—a—bxx gx % }a

Ast+j-2
bx_x,xpx, +{1-a—~bx x % x )4

A5+ -1
brx_ x v +(l—a—-bx_x_x x )a

seklindedir. Burada j {23, 4,5}' dir.

ispat. (3.1.7) denkleminde Vne N, i¢in a,=a, b, =b almwsa (y,) , denkleminin

¢Gziimil
- 1—- am+l .
Vams = Via l”’“i: . (32.2)

seklinde olacaktir. Ote yandan (3.1.9) denklemi ve ., ={(x,xxx,) ,
Vo =2 ) ve ya=(%%,%%) esitklikleri dikkate ahnursa,

7 €42,3,4,5} i¢in (3.2.1) denkleminin ¢dztimleri
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b xLx gk, H(l—a=brxox gy )att bxx x s H(l-a— b,y x X sya*

Higmeny = Xs; .
12m+3j 31—i2H ds+j+l As+j-1
e by x_gx  H(1—a—bxx x x e bx_x,x x , +{1- a-—bx XX % )a

, A5 -2
bx 3 xx o +H{l—a—bx_x x X )a

454 j-2
B ,x x x  +H(l-a- bx_x_x_ % )a

As+j+H A5+ j-1
b x g% HI—a=brx X x g bx x,xx +(1—a—bx_x x_x_)a*

Xy =% I | ,
12m+43 j+1 J-1E 4s+j+1 45+ f
o bx o x s +(1—a—bxx x x )a brx x x  +H(l-a—bxx_x x )a

As+j-2
bx,x,x x5 +(1—a—bx x ¥ x )a

As4 j-2
b x,x x , +(1—a—bx_x,x x )

A5+ ) " ds+f
m B % +{l-a—bxx g x )a®t ! bex x x  +(l-a-br x x x)a

Xiameaje2 x:n—mH bx

As+f+l dstji
XX %, H(l-a-bx x,x x )a bxxx_x o +(1—a—bx X % % }a

A5+ j—2
xbx %%, HI—a—bx_x_x x )a

A5+ 71
bx x x  A(l-a-bxx x % )a

elde edilir.

Teorem 3.2.2 (xn) (3.2.1) denkleminin ¢oziimli, a=1 ve i=12,...,6 igin

n26?

x_, # 0 olsun. Bu durumda (3.2.1) derkleminin ¢3ziimii

N I”_'[ 1+ (ds+ )b g, L(ds+ j—1)bx,x x x, 1+ (4s+ j-2)bx x x %
tamias = B2 b L (ds+ D) B gx x g 1+ (4s+ j—1)bx o ox o0 1+ (A5 + j—2) b yx 5 %

m 14+ (ds+ )b 1+ (ds o~ Dbx xox ,x, 1+ (ds+7—2) br,x 3 X
o L+ (ds+ j ) b,x o x s 1+ (ds+ )b s 1+(ds+j— 2)Bx_ %X %,

Hiameajan = Xaj1

m 1+ (4s+ jH1)bx_x ,x X 14 {45+ j)bx_x X % 1+ (4s+ j—2)bx_x %
a1+ (s L) b x gy V(s + j)bxxpx s 1+ {(ds+j— 1)bx.. 3x_,x__,,x_6

Xizmeajez = x3j—10
seklindedir. Burada j €{2,3,4,5}" dir.

isﬁat. (3.1.7) denkleminde VneN, iin a,=1, b,=b almrsa (ya da Teorem
2.2.1.8°den) (y,),,_, denkleminin ¢&ziimii

Vamss = Yia H(m+1)b | (32.3)
seklinde olacaktr.* Ote yandan (3.1.9) denklemi ve y,=(x_,x,%,x L)
v, =(k,xax,xy)) - ve T ¥} =(x_3x - Xo%g) esitklikleri  dikkate  ahnrsa,
7€{2,3,4,5} igin (3.2.1) denklelnini;l

o L+ (As+ )b pox,, L (4sk j—1)bx,x x,x s 1+ (ds+ j=2)brx o

Xamay = X3 ul l

s 1+ 4S+_}+l)b X% % L+ (s j =1 by, 5, 1+ (ds+ j—2)brpx %

1+(4s+;+1)bx 3x_4x o5 1 (ds+ j— )b x,xx, 1+ (4s+j—2)bayx % X
L (as 4 )by, o, Lr(ds+ )b xsx, 1 (ds+j~2)br o3 %,

Kiamezga = Xapn I I

25




w1+ (454 1) bxx_x g D (ds+ f)Bx e x ox (4 + = 2)bx 3 o,

Tizmapiz =%j_mgl+(4s+ DB x w1+ (ds+ bR X% % P+ (4s+—1)Bx yx X sx

¢Oziimleri elde edilir.

Teorem 3.2.3: (x") (3.2.1) denkleminin étiziimii, a=-1, b0 ve i=12,...,6

u>—6

i¢in x_, # 0 olsun. Bu durumda (3.2.1) denkleminin ¢Gziimii

moobx x,x g (2B x X X _4)(—1)“” b x % g H(2—Bx,x 3 x ) (-1 less

. _ _
Hramsy =5 ug br_yx o px g +{(2-brgx x gx  )(=1 S e xxx +(2-bx x,x 5%, )(—1)45“_l

A5+ -2
bx ox % %o +(2—bax_x x )(-1)
X

B3 %, H(2—bxx gx 1 ) (1)

m bJ‘ch X% +H(2- b yx X X _6)(*1)4’” " bx_x X x +(2—hx_,x;2x X 4)(_1)4“;-1

X263 541 =x3j—lll I

50 by % % x5 +{2- B ,x % x ) (_1)4s+;+1 bx_x_yx_ox ¢ +{2— hx_;x_4 X%, (_1)4,+ y
X bx'zxv'a L (2 — bx—zx_;\x_:;x_s ) (_1)4“—}_2

bx_lxﬁzx,3x.4 + (2 et bx_lx_z XX ) (_1)43+J'“2

. _ 1Ebe_ZJA:_ax X H{2-bxx,x - )0 B (2 box 3 3 )(-1 ot
iz = Kl s=0 b xx g +{2—br_x,x ) (-1 I bx k% X +{2-bxyx5x x )1

A5+7

T g bx XX %, +(2—bx_,x_zx_gx.g)("’l)‘“j—z

bx_%_jx_gx g +(2—bx_3x s ) (=)

seklindedir. Burada j e {2, 3,4, 5}' dir.

ispat. Teorem 3.2.1°den ispat agiktir.

ne—6 >

Teorem 3.2.4 (x,) _ ., (3.2.1) denkleminin ¢bziimii, a#0, b=0 ve i=1,2,...,6 igin

m-+

x_, #0 olsun. Bu durnmda (3.2.1) denkleminin ¢dziimii xu"h; =51 dir Burada
, a

k=6,7,...,17 ‘dir.

Ispat. Varsayallm ki a#0 ve b=0 olun. Bu durumda Denklem

3.2.1)

X WX X Nl , o

— A n=5"n—0 - S
x, == (3.2.4)

axn—lxn—ll
sekline indirgenir. Ote yandan Teorem 3.2.1° de ki (x,) . ¢oziimlerinde =0
X, Xy, X,
_ Thay-l2 _ M . _ 73

alinrsa swrasryla Ko = et Yomspn = Ve Fomapa T olacaktir

Burada je{2,3,4,5} * dir. Bu ii¢ denklem tek bir denklem de yazilacak olursa
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k=6,7,...,17 olmak tizere Denklem (3.2.1y in ¢dziimii x,,,="22 seklinde

i+l

olacaktir.

o
i

Teorem 3.2.5: Varsayalim ki a#-1, b0 ve {xn}l _ (3:2.1) denkleminin iyi

tanumli bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda agagidaki ifadeler dogrudur:

a) Eger [a] >1, X% ,% %, ?&—-b—, X ,X X X ¢ ¢—b——, X X X X F . ise,

o zaman m —» oo ken x, — 07 dir.

. 1-a ) l—a .
b) Eger |a]>1, x_x,x x = KR ST KR E s,

— oo’ dir.

o zaman m—> o iken x,, ., ;>0 |x12m+3j+1 —> 0, lezmsju

©) Eger |a>1, x x % x, = XN K XK XN = e,

3 L]
O zZaman m —» @ lken Ix12m+3j - 00’ x12m+3j+l - 0’ [x12m+3j+2| —> ™ d]r'

a Es i -l 1-a —-a .
) Eger |a|>1, x_xx %, # e Xtk T XX Xt = se,
- 3
o zaman m —> o iken Ix]2m+3 | % ix12m+3j+1 >0, Xpypysien >0 dur.
l—-a l—a 1-a

e) Eger |a| >1, x ,x,x %, = XX X X s # 3 X X XX F 5 ise,

H >
0 zaman m —> o iken Xiame3j -0, Xl2m43 a1 —0, IxIZn&3j+2| —> oo’ dur.

o a 1-a a .
N Eger|a|>1, x x,x %, # s XX ST XK XN Ao ise,

. , s _
0 zaman m—» o iken x,, ... —>0, |xum+3 | ™0 Xigpease —> 07 dir.

3 : - - lI—a .
@) Eger ]al >1, x % ,% %, # 3 XX X X s ;ﬁ—b-, X X X X = > ise,

-0 dr.

o zaman m—> = iken [x12m+3 AP Xan =0, X

2352
h) Eper |a| <1 ise, Vi=0,L,...,11 igin (xy,,,), , dizileri yakmsaktur.,

. - 1-a .

i) Efer x X%, X, =X_,X X X =X ,X,X X, = yada a=0 ise,

Xipyey =¥, 4, dir. Burada meN, ve j=6,7,...,17" dir.
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j) Eger a=1 ise, 0 zaman m—> iken x, —0' drr.

fspat. m>—1, a=—1, b=0 ve Vje{23,4,5} icin w2, wi/" ve w¥'? ifadeleri

agafidaki gibi tamimlansm.

o Amty " o Anrg-1
y bpoxx H(lma=bnxx )at™ bxox x X H{l—a— b, x 4% % )@

w = ,
4m+j+H 4 ~i
bx % x X o +H(1—a—bx x_x x )a'™M bx x x x +(1-a—brxoxx, Yo"+

ni

(3.2.5)

dm+j-2
bxx xx o Hl—a—bxx 3 % )a

" Am+ j-2
bxxx x +(1—a—bx x_ x x)a

s A o1 e el
e bxx x x +{1-a—bx_x x x )a bx_x % %, +(l-a-bx_x,x x )4
ot

- At f+l Amj
bx,x x x +{l—a—bx_x x x )a bxox x gy +(l-a—bxx x x )a

bxx x g +(1—a—bx_x % % )a

FTSTa)
b x x x  H{l—a—bx_x % % )a

—y— ., dm3jil —_—— Anr+ j
e bxx x x  +H{i—a—bx,x X X )a bx x x ox  H(l-a—bxx x x )a

v b, ax, (- a- b x ) atm Y b e x (1 a - baax ) = 32.7)

At j—2
b, g% H(1—a-bx x X x )4

St -1
bxx x ox +(1—a-bx,x x x }a

. 1-a o 1-a 1-a
v 3 — — — 3 = — —. 2 — A u
(a): Varsayalim ki Iai>1 X X X X F 3 X oX X X F 7 XX X X o F

olsun. (3.2.5), (3.2.6) ve (3.2.7) denklemlerinden, Vj € {2, 3,4, 5} icin

limw? =L, fimw =L, limwi? =< (2.9
Hi—yot a m—yol a m—ra) a

elde edilir. Ote yandan Denklem (3.2.8), Teorem 3.2.1 ve |a|>1 ksbuliinden ispat
kolayca goriiliir.

. — 1-
(b): Varsayalun ki |a] >L X XX X S XX X X =1—ba—, XX X X g F ——bf— olsun.

(3.2.5), (3.2.6) ve (3.2.7) denklemlerinden, Vj € {2, 3, 4,5} i¢in

lim w/ =-1—, limw/" =a, imw)/?=a L (329
m—yeo a3 myo . : {nfno .

elde edilir. Ote yandan Denklem (3.2.9), Teorem 3.2.1 ve |al>l kabuliinden ispat
kolayca goriiliir.

(€)-(d)’nin ispat1 (b)’ nin ispatma benzer gekilde yapilur.
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{(e): Varsayahm ki |a] >1, x_ X% %, =l;_a X_,X X X F 1;“ ve

XXX X ¢—1—;—a-olsun. O zaman (3.2.5), (3.2.6) ve (3.2.7) denklemlcrinden,

Vj€{2,3,4,5} i¢in

lim w/ =—17, lim w2 =i2 lim w** = o (3.2.10)
n—w o m=3a & m—o

elde edilir. Ote yandan Denklem (3.2.10), Teorem 3.2.1 ve ]a| >1 kabiilinden ispat

kolayca goriiliir.

(H)-(g)’ nin ispat: (€)’ nin ispatma benzer sekilde yapilir.
(h) : xe(-¢,8) olmak iizere, (l+x)_1 :1~x+p(x2) asimptotik bagintis1 ve

Vj €{2,3,4,5} ve yeterince biiyiik m degerleri igin

W = b %% x H(l—a—bx_xx ox )a'™ baxx x; H1-a—bxx x x )at™
T bxx X H(lma—bex x x g )at™ ™ by xxx (1 a—bx XX gx )att
Aot -2
bx yx xx g +{1-a—bxx x x )a
Ams j-2
bxyx x_x s +{1—a-bx,x % x )a ,
(1 a—bx_x,x 3x_4)(a 1 L (1-a-bx x4 ,x. 5)(0 1 e (3.2.11)
bx_x_,x %, k a bx_,x X X ka
(1 a—bx_,x x, x—.s)( 1 aJa4m+J+0(a4m)
bx_yx_ ¥ x
aper | DXGX X X +(1-a- bx oy x_x g )a™ o b x_xx  +{1-a-bx x x x  )a"

T by gx g (L a—- by x g )atmt M b x o H(1-a=bagx xo g )a

>cbx X gt H(lea—bryxyx x Ya' ™
bx yxyx_x +(1—a—bx x ,x x )a'™ >
(I a—bx 3x-4115x4)1 1)a4m+j . (I a=bx lx—zx-3x—1)(l )04...}; (3.2.12)
bx_x_x_ % bx o x.x, \a &

1-a—bx X  x_x 1 .

( -3y 5)( —a a-ﬂm«}_p +O(a4m)
0:3 2 4 % a

aper DX X 2 H(lmam b XXX )& b yx_xx A {1-a=bxyx X ox )a'"

" berxgxH{l-a-bx lx2;1:3J|xcw,)a“""”"'i bx2x3x_4x_5+(l a—bx_,% ;X X, )a
¢ : : )

Am+j

4m+j—2
Branxax, +(1—a bx X% 3x4)a

A+ j—1
b x x x  +(1—a—bx_x x x )a

(I a—bx_x_ 3x_4xv5).{ ~1)a" + {ma-bxx x 5"—6)( ) (32.13)
by_x X x5 bx X X 5% g a

(1 a—bx 1xvzxf3xﬂ;)( 1 a)a-{m-}j _!_O(aqm)
bx_yx px 5%, a
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yazilabilir. Ote yandan (3.2.11), (3.2.12), (3.2.13) denklemleri, Ja|<1kabulii ve

(H ' ) , (HW?HJ P (Hufj”') , dizilerinin yakmsakligmdan
=0 mely mely ' :

s=0 mely ' s=0

Vi=01..,11i¢cin (x, ., dizilerinin yakmsak oldugu kolayca goriilir.
12m+i Fepy,

(i): Teorem 3.2.1° den ispat agiktir.

(): m2-1, a=1, b=0 ve je{2,3,4,5} olsun. O zaman

= ﬁ 1+ {45+ j)bx_x,xx, 1+(As+ j-1)bxx ox 3 1+(4s + j—2) b x X x4
1wy = 12 o L+ (As+ j+1) b yx x ox 1+ (4s+j—1)bx x x ox , 1+ (4s+ j—2)bx x 4% x

: (l i+ 1+ jbx % 5% % ] (1 " 1+ (J —1)bx % 5% % )

L Ashx % X %, Asbx_x % X
. oE=x ,
IEHZCE( 0)',=1_[+, I+ {(j+ Db x_ x % 1+ (j=1)bx_x 3 ,x
iy 1+ o i i e ] 1+ 1r=2""-3"4
4sb.xk3x X sX g Ashx_x_,% 3% 4

1+ l+(j —-2)bx_3x_4x_5x_6
45bx_yx % x

3.2.14
X[H_ l+(j—2)bx_2x_3x_4xw5] ( )

4shx X X X s

S E) ) C )

£ {-del)

=%y G (mn )‘3”".1

(25,3

=200 (mﬂ)e

n Lr{4s+ j+ Db x_x g Le{ds+ j—1)bx X %, 14+ (ds+j -2 bxx X X
so lr(ds+ j+1)bx,xx x s 1+(ds+) Yorox % x TH{ds+ j—2)bax xx

(l . 1+ (+ Db yx_x x ] (1 L (i-Dbx x,x,x, ]

Xiamaajat = Xajon

45bx X X .x Ashx_ X ,% X,

=x,. O {m,
v 1( O)Fl:bll 1+ l+(j+l)bx_1x_3x_¢x_5 1+ L+ jbx_yx % X
4sbx_,x X X o Ashx _,x X %

- 1+(F-2)bx_yx,x_gx g
Ashx_x % (%,

x 3.2.15
(H E+(F-2)Bx x X% ] L ‘ ¢ )

Asbx_x X % ,

1

s oo o)
Sl

=%, G (m, ye="

["i,:,%.(é*_"[:'f]]]

=X 5uCa (mo)e
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) ~x,0]1 1+(4s+ F+ 1) brxpx oo 1+ {(ds+ )b gx o x g 1+ (s + j—2) e x,x x
_ sz = a0 o L(As+ 7+ Db o x  Ve{ds + )b, x x s 1+ {(4s+j —1)dx % X X,

1+ (1) b X I+ 1+ jhx XX %
4sbx ,x % x4 4ghx_x x .x

=3, _0Ca (7
35103 ( 0),:1:,[41 - 1+ (j+ l)bx_]x_lx_ax 1+ 1+ jhx_x_x_ x4
4sbx x ,x 4sbx X ;X X ¢

[1 1 1+ (J - 2) BX_ X 5% 5% 4 J

Asbx_x ,x X,

b 3.2.16
[1+1+(j-—l)lzx_3x_4x_jx_6] ¢ )

4shx_,x x x

e e )
£ wiaof)

= x3j—10C3 (mo )ewl

Gie)

=%,50Cs (Mg ) € ‘

n

Ayrica m—> oo iken Y. 1 serisi waksak oldufundan, m—>o iken O(L)

s=n+ 5 Jemg+L SZ
serisi ise yakmsak olacaktwr. Ote yandan (3.2.14), (3.2.15) ve (3.2.16) ifadelerinde
m—» oo iken limit alindifinda x,, — 0 oldugu kolayhkla goriiliir.

Teorem 3.2.6: (x,) ., (3.2.1) denkleminin iyi tammlanmis ¢oziimii, a=—1, b=0,
i =12,...,6 igin x_, #0, ¢ e{l,2} ve i=0,1,2 igin N,=bx__x  ,x, %, ,—1 olsun.
Bu durumda aga@idaki ifadeler dogrudur.
a) Efer x_x,Xx %, =X ,X X X =X .X H,,‘x_;c > =—§- ise (xn) . dizisi 12 periotlu
¢oziimlere sahiptir.

o 2 . .
b) Eger x,x,x,x,=x.x x .x =% ve |N0| <l ise m—oo iken

|x12m+6r+2il__> ®©, Ve Xppigrmain —> 0 dir.

2

€) BEOr X,%px X5 = XXX X = Ve |No|>1 ise m—> o0 iken x, -0

2m+62+25§

ve |x12m+6l+2i+1|_)oo drr.

3




“ 2 .
d) Bfer x x ,x .x , =X X X X ; =3 ve INII <l ise m—>o0 Ken X,,.c00 >0

£)

h)

_k)

ve |x12m+61+2i+1 —> o0 dir.

x 2 .
Eer x ,x,x.x, =X X XX =3 ve ]Nl| >l ise m—oo  iken
[x12m+61+2il >0 V& Xy, caiy —> 0 dir

< 2 ..
Eger x_x ,x jx_, = X_,X X X g =2 ve |N2| <l ise m—> o0 kKen X5, 600000 —>0

ve |x12m+61+2i| —>®© dII'.

o ' 2 .
Bfer  XX,%o% =¥ ,%a% %5 =1 ve |N,|>1 ise m—>o iken

|x12m+61'+21'+1] >0 V€ Xpyigraz 7 0 dir.

o 1 2
Efer x_x ,x ,x_, ﬂg, X_pX. 3 X (X #E;, XX X X o # 5—, XX X X ¢ 9&3, ve

. 2 N, ) .
XX X X # 3 ve <1 ise m—>ow iken |x,2 +2s+1| 3o ve
; 2

Xiameares —> 0 dIr.

y 2 1 1
Efer X X ,X %, =—, XX X X  #F—, X X X X  #—, XX X X #*—, Ve
b b b b
X X X ;—*% ve A'T'—>l 1 m—>w iken 50 ve
X_gX 4 X X ¢ 5 5€ n Xyomr6r42it1
2
|x12m+61+21‘| —>® dl]f.

Eger x_,x,%.x, =%’ =1 ise (x,) . dizisi 12 periyotly ¢dziimlere

u=2—6

==

sahiptir,

Eger x ,x ,% %, ;%ve %c-l ise (x,) . dizisi 24 periyothy ¢oziimlere
2

sahiptir.
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- 2 I 1
) Efer x,x.x,x; =5 X_ X X X, ;t;, X_gX X X ¢ ;&3, X_ X X 5%, i})—,
1 ’ . .
X_gX_ (X X ¢ i; ve |N0N2| <l ise m—o>o iken X000 >0 ve
|x12m+6:+2fl =<0 dir.
< 2 1 1 .
m) Efer x_x_,Xx_x =5 X X X X, qtg, XX X X ;&3 ve |N0N2| >1 ise
m— o0 iken |xl2m+6!+2i+1| —>0 Ve x12m+61+2i - 0 dl’r‘
. 2 . . . -
n) Efer x,x.,%,%, =7 NN, =1 ise (x,)_, dizisi 12 periyotlu ¢dziimlere
sahiptir. -

o) Efer x,x  x X = 2 » NoN,=—-1 ise (x,)__ dizisi 24 periyotlu ¢dziimlere
2=3" 4V b

sahiptir.
" 2 1 1 o .
p) Efer x_,x ,x x =3’ XX, X X, aé})—, X_yX 5 X 4% s #-5, ve [—<1 ise
1
m—> 0 Ken X, 60000 —> 0 VE |x12m+61+2il_) oo dur,
. 2 1 1 o .
q) Efer x_x_x.x, =5 X X X X, F— 5’ X X X X g ;&3, ve |[—|>1 ise
1

n—» o0 1ken Ix12m+61+2i+1 —>®© Ve x12m+6!+2: _>0 d]r'

r) Eger x,x,x _4x5—% %_—1 ise (x,) -, dizisi 12 periyotlu ¢Oziimlere
sahiptir,
2 N, . o . -
s) Efer x,x X %= 7 -ﬁfz—l ise (x,),, . dizisi 24 periyotlu ¢Sziimlere

sahiptir.

Ispat. Varsayalm ki a=—i, b0 ve j=1,2,...,6 igin x, >0 ve i=0,1,2 icin
N, =bx__x_ ,x,x, ,—1 olsun. Bu durumda; |

-l —i-3

(a)’nm ispati; Teorem 3.2.5%in (i) dncilliinde a=-1 ahmrsa sonug agiktr.

.. . 2
(b)-(c)’ min_ispati; Varsayalm ki x_,x % X =X X % (% 4 =3 Ve X_ X ,X X, ;&Z

olsun. Teorem 3.2.3’ ten
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by x % gx, (2B x x )(-1)"
Hameaj = *3 .H!H
s b x o {2 - bx_x,x % ) (-1

K312 (3 21 7)

bt %o, + (2B ,x % )(-1) Y
Bx_xpx_x , +(2-bx X% x -1

454§

s lﬂ[ bx_x ,x %, +(2-bx X x % )(—1)“”-]
Femeag = Sy a0 b_x x x_ +(2-bx X% X 4)(_1)4“1.:

Xy (3.2.18)

bxflx,zx_3x_4 + (2 - b.)c.‘_l.)lf_2 X%, ) (_1) o2y
bx_xyxx +{(2— b x,xx ) (- 1)j~1

LY, 2% % S S (2 —bx X X X, ) (wl)»m -2
Xpymiajer = X J—IOH —
=0 b px y 5w+ (2 —bx % ,x %, ) (“1)

*35-10 (3.2.19)

bx_lx_zx_3x4 + (2 . bx—lx—j_x_gx_4 )(_ 1)j+l ]
b xoxax, + ( 2~ bx—lx—zx_ax_4) (_ l)j_2

yazilabilir, Ote yandan j € {2,3,4,5} oldugundan 7e{1,2} icin j=2t ve j=2f+]
donisiimleri (3.2.17), (3.2.18) ve (3.2.19) denklemlerinde yerine yazilwsa, swrastyla,

Xomier = o1 -7 = o — (3.2.20)
(bx_lxﬁlxax o H{(2-bxx,x )(—1)2’"' ] (Px_x,x 3x, — 1)

by x % %, H{2—bx X, x %, )(-1)"

X, Foi-
X mabraa = - N = " (3.2.21
bx X ,x x4+ (2 = bX_ X )X 3%, ) ("1) (M—l—-—}
Bt 3% g% (2 - b, x X % )(_1)2r+1 bX_lx_ZJT"_3X_4 2 !

X, X
Hiamebesl = — 2 Y = LS i (3.2.22)
B, % o (2= b %% ) (1) ( I ]
By %, {2 - b % x (1)) bx_x % 4% 41
Xy : X
Kiomerea = — T I (bx P x6' : —l)““ {(3.2.23)
bx_yx % +{2- b xx x4 )(—1) AL PRI
b_x,x %, {2 Bx_x % x _4)(—1)2' .
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X Yo
Xomisrez = = el VH - . il (3'2"24)
[ bx_yx o 4%y H{2— B, 250, ) (51)

- (Bx_yx % 5%, — 1)
Bx_x x5 +{2-bx_x % % )7

Xe1 S For 7 (3.2.25)

Hiamets = 2ien YL o+l
By 5% +(2— By px ,x, )(-1) [ 1 ]
B x Xy, +(2= b x X 0%, ) )" bx_yx %%, 1

elde edilir. (3.2.20)-(3.2.25) denklemlerinden (b)-(c) onciillerinin gegerlili3i kolaylikla

goriiliir,

(d)-(e) ve (N-(g)’nin ispats : (b)-(c)’ nin ispatina benzer sekilde yapilir.

(h)-(k)’ nin ispati: Varsayalm ki x_x_,x_,x_, =%, XX 3% X ¢ a&%, B % % 3 aﬁg

2 2 ,
ve X_oX_3X X g ;tg, b A % 3 ;tf; olsun. Teorem 3.2.3 ten
j-1 As£j-2
ey ﬁbxﬁzxﬂx s H(2— bk HEDTTT B xx + (2B ) (-] !
12m+3j T 73512 j+1 A4 j-2
R S b g% (2= B x (1) B sy e (2B a1 ) (-] i
*35-12

bx_yx_x_ox ¢ +{(2— bx_yx_x_sx _6)(—1)j ! Brx % x g +(2- B xx _4x_5)(— 1)’ 2\
bx_x_yx_sx o +(2—Bxyx % X _6)(—1)"_2

bx_,x x_x s +{2~bx,x 4% X )(—I)H 4

A5+ j+k b 45+ -2
X

b gxox {2 b gx_xx )~ 2%y 0 H(2—Bxxx o  H (D

45+

=X,.
Hams 31_”1:! bx,x 3 g% +{2—bx X x (AT bx e e H(2-bx x x (-]

Xyj11

by px % +{2—bx,xx x ) (-1 " by yx % g +(2—Bx 2 xx ) (1) "
b x_ X g+ (2= bx g% x g ) (- iy b yxgx ks H{2— b ) (1) 2

m b % x s+ (2 b xx 2 DT b o +(2-Bxx x x ) (- o7

Egmars =X —
B mg bx g% +(2- by YD) bk g + (2B ) (<1

A5+j

*3510

beBx--ftx—S-x—d +(2—'bx,3x456_5x _6)(-—1)"_1 " bxxx_x +{(2—Bxx % _4x_5)(_1)f il
by % (2B x ) (1) B gt gx  +(2— B x g  )(-1)

elde edilir. Ote yandan j e{2,3,4,5} oldugundan re{l,2} i¢in j=2¢ ve j=21+1

dontigtimleri yukaridaki X555 Xipme3 015 Xizmeazez denklemlerinde sirasiyla yazilirsa,
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Xarna
m m+l
e X x s H(2—bx o x ) (- )
b x_xgx g +H(2~bxux x x (1)

Xiomrsr = : ot
bx_yx_x g% o +(2—bx_x_x % )(=1)
b ,x % x5+ (2~ b Y1

Xsr-12

= - mtl
(bx_sx XX g -—IJ

bx_x x x  —1
Xer-9

]M[bx g+ (2 brxx e W-1) ]ﬂﬂ

Xiami6r3 = 2142
bx_x_x x o+ (2—53‘_33"_41-53‘—6)(_1)
bx_yx_x_ 5% +(2 =bx ;x X Sx—G)( 1)2’—1

bx 2% 3X Xt ( 2- bx—2x—3x—4x—5 ) (— 1)2‘

Xsr-a

= ni+l
[ hx ,x,x x  —1 J

bx x x x —1

xﬁr—ll

Kamrril = o oy
by % g +(2— bx_x x5 )(~1) b x5 o +(2—Br_x_x % ) (- 1)
2+ 22

bx_yx_x_gx g +(2-bx yx x x  )(-1) b ,xpx o +(2—bxx o x x ) (-1)

X111

= m+l
by ,x x x  —1
\Brpe x x  —1

xﬁf‘f
240 YHH 241 nt+l
J (bxsx % (22— b x_x J(-1) }

by px o x H{(2=Bx,x x x )(-1)

Xiomebres =
Bx_yx_yx_gx_s +(2— b x px_ % ) (-1

Bx_x o gx  +(2-brx_x x  )(~1)
K-

= m+l
3x XX 1)

XX 3% X —1

xﬁr—lo

Xamiorez = 201 2
bx_yx X 5% +(2 bx_yX_y X X g )( 1) B X X 4% +(2 bx X 5% X5 )(“1)
bx_yx X% X 4 +(2-bx_3x_4x_5x_ﬁ)(—1)

Bx_yx ox g +{2—bxyx gx o x (- 1)

Xer-10

m+k
bx jx X% x — 1)
bx S 1

xﬁl‘"?
n+k el m+l
] [bx X% (2B x ) (1) ]

x12m+61+5

bx % x_gx g +(2— b gx e o H-1)

Bxyxx g + (2= b x x ) (1) B x x ox o +(2-br e x x (-1

xﬁ!-v'.'

= i+l
( bx_x_x x5 — 1)

denklemlerinden (I1)-

bx_x x x —1
elde edilir. Xp,,,.60 Xiomssr1> Fiomiar2> Xizmeorsss Ximesreds izmagrs

(k) Onciillerinin gecerliligi kolaylikla goriiliiriir -
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(D-(0) ve (p)-(s)’nin ispats : (h)-(k)* nin ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 3.2.7 (x") 3.2.1) denkleminin iyi tanxmlaﬁmls ¢ozimil, a#0, b=0 ve

uz—6"’
i=1,2,...,6 igin x_, #0 olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler doBrudur.
a) Eger Ja|>1 ise m — o0 iken x, —>0 du.
b) Eger la|<lise m — oo iken |x,| >0 dur.

¢) Eger a=1 ise (x,)  dizisi 12 periyotludur.

d) Eger a=-1 ise (%), dizisi 24 periyotludur.

Ispat. Varsayalim ki a=0ve b=0olsun. Teorem 3.2.4> ten (x,) .’ nin ¢5zlimi

X . . . - .
Xpppir = a‘:ﬁ dir. Burada k=6,7,...,17 ‘dir. Teoremin ispatt (x,)_ .~ nin

¢ozlimiinden agiktir.
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4. NUMRIK UYGULAMALAR

Bu béliimde, iigiincii boliimde galisilan fark denklemi i¢in niimerik uygulamalar

verildi. : S _ _
Ornek 4.1: Agagida, Teorem 3.2.5.’nin a bir uygulamas: olarak (3.1) denkleminin
a=2,27 ve b=1,34 parametreleri icin %, =—15.71, x, =87,76, x, = 48.97, x, =12.23

x, =—0.45 ve x,=97.01 baglangi¢ kogularina karsilik gelen g¢oziimiiniin grafigi

verilmistir.
100~
80
60
= 40
0 ...
0 20 40 60 80 100 120

n

Grafik 4.1: Teorem 3.2.5’ in a Snciiliiniin bir uygnlamasi

Ornek 4.2; Asagida, Teorem 3.2.5.’nin b bir uygulamasi olarak (3.1} denkleminin
a=-26.2 ve b=5 parametreleri igin %, =1.25, x =0.4, x, =2.56, x; =425 x, =1.25
ve x, =2.25 baslangig kosularma karslik gelen ¢6zimiintin grafigi verilmigtir.
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Grafik 4.2: Teorem 3.2.5” in b nciiliiniin bir uygulamasi
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Ornek 4.3: Asagida, Teorem 3.2.5.’nin e bir uygulamasi olarak (3.1) denkleminin
a=-924 ve b=1.6 parametreleri igin % =025 x, =4, x, =40, x, =0.16, x, =2.18 Ve

~ x,=3.75 baglangi¢ kosularina karsilik gelen ¢oziimiintin grafigi verilmistif:
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Grafik 4.3: Teorem 3.2.5° in e dnciilintin bir wygulamas:

Ornek 4.4: Asagida, Teorem 3.2.5.’nin h bir uygulamasi olarak (3.1) denkleminin
a=05 ve b=2 parametreleri igin % =2.25 x =-0.64,x,=3.75,x, =-1.52,

x, =291 ve x,=3.64 baslangic kosularma kargihk gelen ¢dzimiinin grafigi

verilmistir.
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Grafik 4.4: Teorem 3.2.5” in h 6nciiliintin bir uygulamasi
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Ornek 4.5: Asagida,”Teorem 3.2.5.’nin i bir uygulamasi olarak (3.1) denkleminin
a=02 ve b=0.32 parametreleri i¢in x,=10,% =02, x,=1.25, %, =1 x, =10 ve

x; =0.2 baslangic kognlarma karsihik gelen ¢oziimiiniin grafigi verilmistir.
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Grafik 4.5: Teorem 3.2.5’ in i dnciiliiniin bir uygulamast

Ornek 4.6: Asagida, Teorem 3.2.5.’nin k bir uygulamas olarak (3.1) denkleminin
a=1 ve b=2 parametreleri igin ¥, =3.52, % =2.54, x, =—1.56, 1, =0.13, x, = 028

ve ¥ =—0.37 baslangic kosularmna karsilik gelen ¢dziimiintin grafigi verilmistir.
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Grafik 4.6: Teorem 3.2.5° in k 8nciiliiniin bir uygulamas:
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Ornek 4.7: Asagida, Teorem 3.2.6.’nin a bir uygulamasi olarak (3.1) denkleminin
a=-1 ve b=2 parametreleri i¢in x,=0.1,x =2, x,=5x=1,x,=0.1 ve x=2

baglangi¢ kosularina karsilik gelen ¢ziimiiniin grafifi verilmigtir. -
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Grafik 4.7: Teorem 3.2.6° m a dnciiliiniin bir uygulamasi

Ornek 4.8: Asafida, Teorem 3.2.6.°nin b bir uygulamast olarak (3.1) denklentinin
a=-1 ve b=2 parametreleri icin x,=0.1,x,=0.2,x,=0.5,x,=10,x,=1 ve

x, =02 baslangi¢ kosularma karsilik gelen ¢dziimiiniin grafigi verilmigtir.
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Grafik 4.8: Teorem 3.2.6° in b dnciiliiniin bir uygulamasi
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Ornek 4.9: Asagida, Teorem 3.2.6.’nin ¢ bir uygulamasi olarak (3.1) denkleminin
a=—1 ve b=2 parametreleri igin x,=4,x=0.25,%,=02,x%=10,x,=2 ve x,=0.25

baglangic kosularmna kargihk gelen ¢dziimiiniin grafigi verilmistir.
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Grafik 4.9: Teorem 3.2.6” m ¢ dnciiliinlin bir uygulamasi

Ornek 4.10: Asgagida, Teorem 3.2.6’nin k bir uygulamasi olarak (3.1)
denkleminin a=-1 ve b=4 parametreleri icin
x,=02,x=025x,=5x=2x=3 ve x=1 baslangic kosularmna karslik gelen

¢cbziimiiniin grafii verilmigtir.
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Grafik 4.10: Teorem 3.2.6° m k dnciiliiniin bir uygalamasi
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Ornek 4.11: Asagida, Teorem 3.2.6.’nin | bir uygulamasi olarak (3.1) denkleminin
a=-1 ve b=>5 parametreleri igin x,=0.8,x, =0.5,x,=10, %, =01 x,=05 v

x, =2 baglangig kosularma kargihk gelen ¢Sziimiintin grafigi verilmistir.
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Grafik 4.11: Teorem 3.2.6” in | dnciiliiniin bir uygulamasi

Ornek 4.12: Asagida, Teorem 3.2.6’nin m bir uygulamasi olarak (3.1)
denkleminin a=-1 ve b=2 parametreleri icin
%,=025,%=02,x,=2,%=10,x,=1 ve x,=02 baslangic kosularma kargilik

gelen ¢dziimiiniin grafigi verilmigtir.
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Grafik 4.12: Teorem 3.2.1’ in m 8nciiliiniin bir uygulamasi
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Ornek 4.13: Asagida, Teorem 3.2.6.°nin n bir uygulamasi olarak (3.1)
denkleminin a=-1 ve .- b=2 parametreleri icin
%, =025, %=5%x=2,x=04,x,=5 ve x =475 baslangic kosularma karsihk

gelen ¢dziimiiniin grafifi verilmigtir.
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Grafik 4.13: Teorem 3.2.6” n n nciiliiniin bir uygulamasi

Ornek 4.14: Asagida, Teorem 3.2.7.’nin a bir uygulamasi olarak (3.1) denkleminin
a=2 ve b=0 parametreleri igin x,=4,x =5,x, =3, x,=1,x,=10 ve x,=2 baglangic

kosularina karsilik gelen ¢dziimiiniin grafigi verilmigtir.
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Grafik 4.14: Teorem 3.2.7° in a nciiliiniin bir uygulamasi
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Ornek 4.15: Asagida, Teorem 3.2.7.°nin ‘b bir uygulamasi olarak (3.1)
denkleminin a=-3 ve =0 parametreleri i¢in x,=3,x,=2,x,=5x5=4,x=9 ve

x, =1 baslangic kosularma karsilik gelen ¢oziimiiniin grafigi verilmigtir. -~

10}
z [ t‘
3
0 ‘l 4 AVHJ\‘A‘J"‘“\_'V"

0 20 40 60 a0 100 120
n

Grafik 4.15: Teorem 3.2.7” in b 8nciiliiniin bir uygulamasi

Ornek 4.16: Asapida, Teorem 3.2.7.°nin ¢ bir uygulamasi olarak (3.1)
denkleminin a=1 ve b=0 parametreleri igin x, =2, x,=4,x, =, x,=-1,x,=6 ve

x, =4 baslangig kosularina kargilik gelen ¢oziimiiniin grafigi verilmigtir.
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Grafik 4.16: Teorem 3.2.7° in ¢ dnciiliintin bir uygulamasi
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Ornek 4.17: Asagida, Teorem 3.2.7’nin d bir uygulamas: olarak (3.1) denkieminin
a=-1 ve b=0 paramefreleri i¢in x, =3, % =5,x,=2,x,=-2,x,=8 ve x =3

baglangi¢ kosularina karsilik gelen ¢oziimiintin grafigi verilmigtir.
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Grafik 4.17: Teorem 3.2.7° in d 6nciiliiniin bir uygulamasi
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SONUCLAR VE ONERILER

4.1 Sonuglar

Bu ¢alismada x_, X, ¥, Xy, X5, X baslangi kosullar1 reel sayilar ve (a,)
ve (b,) birer dizi olmak iizere

xn—4 xn~5xn—6
b - E
X, n—lxn—-2 an + r:xn——3xn-4‘)'n—5 xn—é )

X =

n

nelN,,

rasyone! fark denkleminin iyi tammlanmig ¢dziimleri elde edilmigtir. Daha sonta

a,=a, b,=b olmak iizere sabit katsay1l: lineer olmayan

X X X
n=4""n=5""n4 GNO,

X = , 1
xn—lxn—2 (a + bx:l—3xn—4xn-5xﬂ -6 )

M

fark denkleminin ¢bziimleri ¢ ve b ‘nin durumlarma gére elde edilmis, elde edilen

¢bziimlerin asimptotik davraniglari incelenmistir.
4.2 Oneriler

Denklem (3.1.1)° i k. mertebeden bir denkleme genigleterek elde edilen

denklemin kapali formda gene! ¢oziimleri elde edilebilir.
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