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OZET

LAGUERRE OPERATORUNUN SPEKTRAL ANALIZi

ibrahim ERDEM
Nevsehir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Temmuz 2013
Tez Damismani: Yrd. Dog¢. Dr. Aytekin ERYILMAZ

Bu ¢alismanin girig béliimiinde Spektral teori ile ilgili bilgiler verilmistir. Daha sonra
spektral analizin temel tanim ve teoremleri verilmistir. Disipatif operatoriin tanimi
verilerek, bir disipatif operatdr kurmak i¢in gerekli tanim ve teoremler verilmis ve
kisaca diferansiyel operatorii ve diferansiyel denklemlerinden bahsedilmistir. Laguerre
sinir deger problemi ele alinmis ve bu probleme uygun maksimal disipatif operator
olusturulmustur. Laguerre sinir deger problemi ve disipatif operatoriin 6zvektorler ve

asosye vektorler sistemi incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Kendine es operator, disipatif operatdr, maksimal operator,

Laguerre diferansiyel operatorii.
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ABSTRACT

SPECTRAL PROPERTIES OF THE LAGUERRE
DIFFERENTIAL OPERATOR

ibrahim ERDEM
Nevsehir University, Graduate School of Natural and Applied Sciences
M.Sc. Thesis, July 2013
Thesis Supervisor: Assist. Prof. Dr. Aytekin ERYILMAZ

Introduction of in this study, it is given information related to Spectral Theory. Then
some basic definitions and main theorems of spectral analysis are given. In addition
essential definitions and theorems of a dissipative operator are given to construct
dissipative operator. Differential operator and differential equations are investigated. At
the end, Laguerre boundary value problem is studied and maximal dissipative operator
is constructed. Furthermore eigenvectors and associated vectors of the dissipative

operator and Laguerre boundary value problem are investigated.

Keywords: Selfadjoint operator, dissipative operator, maximal operator, Laguerre

operator.
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1. BOLUM

GIRIS

Dogada gergeklesen fiziksel olaylarin incelenmesi, fizik alaninda bilimsel gelismelere
yol agmustir. Fizik alanindaki bu bilimsel ¢aligmalar matematik biliminin gelismesinde
biiyiik dl¢tide etkili olmustur. Matematiksel fizigin ve miithendisligin pek ¢ok problemi
diferansiyel denklemlerden olusan sinir deger problemleri icermektedir. ik defa 1836
yilinda Charles Sturm ve Joseph Liouville tarafindan ortaya konulan, literatiirde Sturm-
Liouville problemi olarak adlandirilan smir deger problemi de bu problemlerden
birisidir. Baglangicta 1s1 iletimi problemlerine uygulanan Sturm-Liouville teorisi
glinimiizde bir c¢ok fiziksel problemin arastirilmasinda en etkin yontemlerden biri
olarak bilinmektedir. Genellikle kismi tiirevli denklemlerde degiskenlerin ayrilmasi
yontemi kullanildiktan sonra Sturm-Liouville denklemleri ile baglantili smnir deger

problemleri ortaya ¢ikmistir.

Smir sartlarinda spektral parametre bulunduran problemler matematiksel fizik ve
mekanik problemlerin ¢dziimiinde ortaya ¢ikmustir. ilk olarak Poisson bir mekanik
probleminin smir sartlarinda spektral parametre bulunduran sinir deger problemine
indirgemistir. Bundan sonra bu problemi Walter, Fulton, Russakovskii, Hinton,
Shkalikov yapmis olduklar1 ¢aligmalarda incelemislerdir [17]. Atkinson, A
parametresinin hem araligin u¢ noktalarinda verilmesi hem de araliin i¢indeki
stireksizlik noktalarinda verilmesi durumunu incelemistir [17]. Ayrica Altinigik, benzer
durumu doktora tezi olarak calismistir [14]. Kendine es olmayan operatorlerin spektral

analizini, Allahverdiev [2], Ongun [14], Toygandzii [17] yapmustir.

Sturm-Liouville problemlerinin yaninda Laguerre polinomlar1 olduk¢a sik kullanilir.

Ortogonal polinomlarin uygulama alani ise matematiksel fizik, miihendislik



ve bilgisayar bilimleri olup, matematigin de aktif bir arastrma alanidir. Bu alandaki
problemlerin matematiksel modelleri genellikle diferansiyel denklemler veya integral
denklemler olur. Bu tip denklemlerden bazilar1 elemanter metodlarla ¢oziilebilir; fakat
cogunun tam ¢Oziimiiniin bulunmasi ya ¢ok zordur ya da miimkiin degildir. O zaman
seri ¢oziimlerine basvurulur. Bunlardan birisi Laguerre diferansiyel denklemlerinin
coziimleri olan Laguerre polinomlarma dayali serilerdir. Bu serilerle ilgili ilk
calismalar1 Edmond Laguerre yapmistir. Laguerre, yaklasim metodlar1 {izerine ¢aligmistir.
En ¢ok Laguerre diferansiyel denklemlerinin ¢6ziimii olan 6zel fonksiyonlu Laguerre
polinomlariyla anilir. Bu ¢alisma, integralin x’ten sonsuza kadar oldugu yerleri arastiran

1879 yayimlanan ¢aligsmasiyla ortaya ¢ikti [16].

Laguerre polinomlariyla ilgili, Franzo ve Falquez, sayisal ¢6ziim yaklagimi ve sonsuzda
kosullarin davranisi i¢in kullanilan spektral yontemleri incelemislerdir. Bunlar 6zellikle
tau spektral ve pseudo-spektral yaklasimlaridir. Coulaud ise Laguerre polinomlarini

kullanan bir diger yaklasim olan Laguerre spektral yaklasimini incelemistir [16].



2. BOLUM

ON BIiLGILER

Tamim 2.1 : V # @ herhangi bir kiime ve K herhangi bir cisim olsun. Asagidaki sartlar

saglaniyorsa VV ’ye K lizerinde lineer uzay (vektor uzayi) denir.

a) (V,+) cebirsel yapisi1 degigsmeli bir gruptur. Yani,
1.Vx,y €V iginx +y € V ’dir.
2.Vx,y,z€Viginx + (y+2z) =(x+y)+ z dir.
3.Vx €V igin x+0=0+x =x €V olacak sekilde bir tek 0 € V
vardir.
4.Vx €V i¢in x + (—x) = (—x) + x = 0 olacak sekilde bir tek —x € V
vardir.

5.Vx,y €V iginx +y =y + x dir.

b) x,y €V ve a,f € K olmak lizere asagidaki sartlar saglanir.
1. ax € V ’dir.
2.a(x+y) = ax + ay *dir.
3. (@ + B)x = ax + Bx *dir.
4. (aB)x = a(Bx) *dir.
5. Vx €V icin 1V =V olacak sekilde 1 € K vardir. Burada 1, K

cisminin birim elemanidir.

K = R olmasi1 halinde V' ’ye reel lineer uzay, K = C olmas1 halinde V ’ye kompleks

lineer uzay denir [4].

Tanim 2.2 : Lineer uzaylarda tanimli doniisiimlere operator denir [13].

Tanmm 2.3 : K = R veya K = C olmak iizere X bir lineer uzay olsun.



(,.):XxX > K 2.1)

dontigiimii asagidaki 6zellikleri saglar ise (.,.) ’ye X tzerinde bir i¢ ¢carpim, (X, (.,.))

ikilisine de i¢ ¢arpim uzay1 (veya on Hilbert uzay1) denir [13].

i.Vx€eXigin(x,x) =>0ve(x,x) =0 x=0
ii. Vx,y € X icin (x,y) = (y,%)

iii. Vx,y € X vea € K i¢in (ax,y) = a(x,y)
iv.Vx,y,z€ X i¢in (x +y,z) = (x,2) + (y,2)

Tamm 2.4 : (X, (.,.)) bir i¢ ¢arpim uzayi ve x € X olsun. x vektoriiniin normu,

/
Il = 02 = (Sdg ) 22)

olarak tanimlanir. Bu norma gore (X, (.,.)) i¢ ¢arpim uzay1 bir normlu vektor uzayi olur

[11, 13].
Tamm 2.5 : Bir (X, (.,.)) i¢ ¢arpim uzayi,
llxll = (x, x)"/? (2.3)

normuna gore tam ise, yani (X, (.,.)) i¢indeki her Cauchy dizisi X in bir x, noktasina

yakinsak ise, bu i¢ carpim uzayina Hilbert uzayi denir [13].

Tanim 2.6 : H Hilbert uzaymin her hangi bir D € H lineer alt uzay1 ve bir L operatorii

i¢in,
L:DSH-H (2.4)

dontistimii verilsin. Eger her a4, a, € C ve her x4,x, € D i¢in,
L((lel + (szz) = 0(1Lx1 + 0(2Lx2 (25)
esitligi saglaniyorsa L doniisiimiine lineer operatdr, D’ye ise L operatoriiniin tanim

bolgesi denir ve D(L) ile gosterilir. L operatoriiniin deger kiimesi de Im(L) veya R(L)

ile gosterilir [13].



Tanmm 2.7 : K = R veya K = C olmak iizere X, K iizerinde bir vektor uzay1 olsun.

f1X>K (2.6)

operatoriine fonksiyonel denir. Eger f lineer ise f ’ye lineer fonksiyonel denir [13].

Tanim 2.8 : Lineer fonksiyoneller, lineer operator olarak sinirl ise yani,

lf )l < cllxl (2.7)
olacak sekilde ¢ > 0 reel sayis1 varsa f ye sinirl lineer fonksiyonel denir [13].

Tamm 2.9 : H Hilbert uzayinda tanimlanan bir lineer A operatorii i¢in, Vx € H olmak

lzere,

llAx]| < cllx]| (2.8)

olacak sekilde bir ¢ sayist varsa A ’ya sinrrli operatdr denir. Bu ¢ sayilarmin en

kiigligiine A smirli operatoriiniin normu denir ve ||A|| ile gosterilir.

|4 || = sup||4x| = supM (2.9)
bt b0 1]
esitligi yardimi ile A sinirl operatoriiniin normu hesaplanir [13].
Teorem 2.10 : Sinirl her lineer A operatorii siireklidir [13].
Tamm 2.11 : Vx € H i¢in (Ax,x) = 0 ise A ’ya pozitif lineer operatdr denir [13].
Tamim 2.12 : A, D(A) tanim bolgesinde sinirli lineer bir operator olmak tizere,
Ay =y (2.10)

esitligini saglayan y # 0 vektorii mevcut ise, A sayisina A operatoriiniin 6zdegeri, y

vektoriine ise 6zvektoru denir.



Tanim 2.13 : H Hilbert uzay1 ve A, H’de bir operator olmak iizere A’nin tanim kiimesi

D(A), H kompleks Hilbert uzayinda yogun, yani D(A) = H olsun. f € D(A) i¢in,

(Af,9) = (f,A9) (2.11)

esitligini saglayan A® operatoriine A’nin adjoint operatorii denir. Bu esitligi saglayan

g € H vektorler kiimesine A* *1n tanim kiimesi denir ve D (A4*) ile gosterilir [13].

Tanmim 2.13’ten asagidaki 6zellikler elde edilir.
(A" =A
i) (A+B)"=A"+B"
iii) (AB)" = B*A"
iv) (14)* = 14", 1 €K
v) 1A%l = [|All, (A smurli ise) (2.12)

Tanimm 2.14 : Eger A = A" ise A operatoriine self adjoint (kendine es) operatér denir

[11].
Tamim 2.15 : A:D(A) — H lineer bir operatér ve D(A) = H yaniD(A), H ’de yogun
olmak iizere her f,g € D(A) i¢in,

(4f,9) = (f,Ag) (2.13)

ise, A C A" ise A’ya simetrik operatdr denir. Adjoint operatér kapali oldugundan

A c A" bagmtis1 simetrik operatorii kapanabilir oldugunu ifade eder [13].
Tammm 2.16 : f € D(A) icin Af = Af ve D(A) > D(A) ise A operatdriine A
operatdriiniin genislemesi denir. A’ya ise A operatdriiniin kisitlamasi denir [13].

Tamim 2.17 : A, H Hilbert uzayinda simetrik bir operator, A keyfi bir kompleks say1, R,

ve Ry swrasiyla, (A — AI) ve (A — AI) operatérlerinin deger kiimesi olmak iizere,

N, =HOR, (2.14)

N =H OR; (2.15)



uzaylarma A operatoriiniin defekt uzaylari denir [13].

Lemma 2.18 : Bir A operatoriiniin maksimal simetrik olmas1 i¢in gerekli ve yeterli

kosul A operatoriiniin diger simetrik genislemelerinin bulunmamasidir [13].

Lemma 2.19 : Her self adjoint (kendine es) A operatorii maksimal simetrik operatordiir

fakat tersi dogru degildir [13].
Tanim 2.20 : ImA > 0 ve

m=dimw, (2.16)

n=dim ¥ (2.17)

olmak iizere, (m, n) ikilisine A operatoriiniin indis defekti ad1 verilir [13].

Lemma 2.21 : Bir kapali simetrik operatoriiniin kendine es (self-adjoint) olmasi igin

gerek ve yeter kosul bu operatoriin indis defektinin (0,0) olmasidir [13].

Tamim 2.22 : A lineer operatoriiniin D(A4) tanim kiimesi H Hilbert uzayinda yogun

olmak tizere her f € D(A) i¢in,

Im(Af,f) =0 (2.18)

ise, 4 operatoriine disipatif operator denir. Her f € D(A) igin,

Im(Af,f) <0 (2.19)
ise, A operatdriine akretif operator denir [12].

Tanmm 2.23 : Bir disipatif operatdriin diger disipatif genislemeleri yoksa maksimal

disipatif adin1 alir [9, 12].



3. BOLUM

STURM-LIiOUVILLE DIFERANSIYEL DENKLEMIi

3.1. Genel Simir Deger Problemleri

Sinir sartlar1 ile birlikte ikinci mertebeden degisken katsayili homojen ve lineer bir

diferansiyel denklem genel olarak,

ao(x)y" + a;(x)y" + a;(x)y = 0, (3.1)
y(a)cosa + y'(a)sina = 0, (3.2)
y(b)cosB + y'(b)sinf =0 (3.3)

seklindedir. Yukaridaki problemde (3.2)-(3.3) kosullarina ikinci mertebeden
diferansiyel denklem i¢in sinir kosullari; (3.1) denkleminin (3.2)-(3.3) kosullarini
saglayan c¢oziimiiniin bulunmasma ise bahsedilen denklem i¢in sinir deger problemi
denir. Burada aq(x) # 0 ve ag(x), a,(x), a,(x) fonksiyonlar1 a < x < b araliginda
sirekli fonksiyonlardir ve cosa, sina, cosf,sinf8 € R dir. Fakat bunlardan cosa ve
sina veya cosf ve sinf sayilarmin ayni anda sifir olmast miimkiin degildir. Ciinkii bu
durumda (3.1) denkleminin y(x) = 0 seklinde bir ¢6ziimii mevcut olup, buradaki amag
eger varsa sifirdan farkli bir ¢6ziim (asikar olmayan ¢oziim) bulmaktir. Simdi (3.1)
denklemini asagidaki sekilde goz Oniine alalim. ay(x),a;(x),a,(x) fonksiyonlari

periyodik olmak iizere

ao(x)y" + a;(x)y" + a(x)y =0,
y(a) = y(b),
y'(a) = y'(b)



olsun. Bu sekildeki probleme; kisaca periyodik problem denir. y;(x) ve y,(x)
fonksiyonlar1 (3.1)-(3.3) probleminin lineer bagimsiz iki ¢6ziimii olmak iizere boyle bir
sistemin genel ¢oziimii

y(x) = c1y1(x) + cz,(x)
seklindedir. Burada c; ve c, keyfi sabitlerdir.
3.2. Sturm-Liouville Problemi
Simir deger problemleri arasinda Sturm-Liouville probleminin 6nemli bir yeri vardir.

Genel olarak smir deger problemi denildigi zaman akla ilk gelen, Sturm-Liouville

problemidir. Simdi (3.1) denklemine benzer olarak

ao(x)y" +a;(x)y" +[A+az;(x)]y =0 (3.4)

denklemi gozoniine alinsm. Denklemin iki tarafi ay(x) # 0 ile boliiniirse,

a,(x) 'y A as(x)

@’ Taw? T aw? ="

yII +

ay
olur. Eger p(x) = efaodx olarak secilip denklemin iki tarafi p(x) ile ¢arpilirsa

)y +px) L2y = o (3.5)

ao(x)

. @, A
p(x)y +p(x)%y +oo?

elde edilir. Boylece (3.4) denklemi,

d d
@ Z]+a@y+army =0

olur. Burada q(x) = p(x) 3(x) , 7(x) = LICIN seklindedir. Bu denklemdeki p, g ve r
20 (®) 20(®) P-4

fonksiyonlar1 kapali [a, b] araliginda her x i¢in reel degerli, siirekli ve tiirevlenebilir
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fonksiyonlardir. Ayrica A, x ten bagimsiz ve [a, b] araliginda p,r = 0 dir. Simdi (3.2)
ve (3.3) sinir sartlar1 g6z oniine alinsin. (3.2) denkleminin iki tarafi sina # 0 ve (3.3)

denkleminin iki tarafi sinf8 # 0 ile boliniirse

cosa

y'(a) + . y(a)=0
ve
, cosf B
olur.

cosa

= cota = H,(H # 0) ve %=cotﬁ=h,(h¢0)

sina

ile gosterilirse, boylece

~[p(x)y'1+ [q() + r()ly = 0, (3.6)
y'(a) + Hy(a) =0, (3.7)
y'(b) + hy(b) =0 (3.8)

sistemi elde edilir ki boyle bir sisteme Sturm-Liouville problemi denir [3, 5, 10, 15].

Eger
L=2]p@ L]+ q00)

olarak alinirsa bu sekildeki L operatorii self-adjointtir. Eger p(x) ve r(x) fonksiyonlari
[a,b] arahiginda pozitif ise Sturm-Liouville denklemine [a,b] araliginda regiilerdir
denir. Eger aralik yar1 sonsuz, sonsuz veya p(x) ile r(x) ten biri araligin bir veya her
iki ucunda sifir ise Sturm-Liouville denklemine singiilerdir denir. Bundan sonraki

incelemelerde goz Oniine alimacak problemler singiiler olacaktir.
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Ornek 3.2.1
y'+y=0 (3.9)
y(0)=0,y(m) =0 (3.10)

seklindeki sinir deger problemi goz niine alinsin. Bu sekildeki bir denklemin ¢oziimii A

nin alacagi degerlere gore degisir:

(i) A=0 durumunda (3.9) denklemi

sekline indirgenir ve genel ¢oziimil

Yy =01t Cx (3.11)

olur. Simdi (3.10) sartlar1 (3.11) de yerine yazilirsa.

y(0)=0=>c¢,=0

\(

y(m)=0=>c¢, +c,m yada cm=0=>¢, =0

olur. Boylece (3.11) ¢ozlimiiniin (3.10) sartlarmi saglamasiicinc; = 0vec, =0
olmasi gerekir. Bu ise y = 0 demektir. Bu da demek oluyor ki; A = 0 iken verilen

denklemin tek ¢oziimii y = 0 asikar ¢oziimiidiir.

(ii) A < 0 durumunda (3.9) denkleminin karakteristik denklemi m? + 2 ve kokleri
++v—A dir. 1 < 0 oldugunda bu kdkler pozitif olduklarindan & = v—A denilerek (3.9)

denkleminin ¢oziimiinii

y=ce*”+ce ™ (3.12)
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oldugu goriiliir. (3.10) sartlarmni (3.12) a uygularsak,

y(0)=0=>ce®+ce’=0=>¢; +c, =0 (3.13)

y@m) =02 e + e =0 e + e =0 (3.14)

elde ederiz. Bu nedenle ¢; ve ¢, nin (3.13) ve (3.14) saglanacak sekilde belirlenmesi
gerekir. Yani (3.12) deki fonksiyonun (3.9) denkleminin bir ¢dziimii olmasi i¢in ¢, ve

C, Nnin

C1+C2=O

cie“" + e =0 (3.15)

denklem sistemini saglamasi gerekir. ¢; = 0 ve ¢; = 0 1n bu sistemin bir ¢oziimii
oldugu agikca goriiliir. Ancak, bu durumda y = 0 sifir ¢6ziimii bulunur ki bu sonucun
bir faydasi yoktur. Bu nedenle (3.13) ve (3.14) i saglayan sifirdan farkli ¢; ve ¢,
degerlerinin bulunmasi gerekiyor. Lineer cebirden hatirlanacagi gibi (3.15) denklem
sisteminin sifirdan farkli bir ¢6zlimiiniin olmasi i¢in katsayilar determinantinin sifir

olmasi gerekir. Yani,

1 1

ean e—an

|=0

olmasi gerekir. Bu ise e*" — e¢~*" = ( yani & = 0 olmasini gerektirir. ¢ = v—A4
oldugundan A = 0 olmasi1 gerekiyor. Halbuki A = 0 durumunda sadece y = 0 ¢dziimii

bulunabilmisti. O halde 4 < 0 ise (3.9) denkleminin sifirdan farkli bir ¢6ziimii yoktur.

(iii) A > 0 durumunda (3.9) denkleminin karakteristik denkleminin kokleri olan +v—24
degerleri birbirine eslenik +iv—A seklinde sayilar olduklarindan bu durumda (3.9)

denkleminin genel ¢oziimii

y = ¢;sinVAx + c,cosVAx (3.16)

seklindedir. (3.10) sartlar1 bu (3.16) ¢oziimiine uygulanirsa,
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y(0)=0=¢,=0
y(m) = 0 = ¢;sinVAm + c,cosvVAr = 0

bulunur. Fakat ¢, = 0 oldugundan,

clsin\//_ln =0

olur. Bu durumda ya c¢; = 0 ya da sinvAm = 0 dir. ¢; = 0 durumunda y = 0 sifir

¢Oziimii bulunur. Bunun da bir faydas1 yoktur. O halde

sinVAm = 0 (3.17)

dir. k =0 i¢cin sinkmr =0 & k, n=1,2,3, ... gibi bir pozitif tam sayidir. Bu nedenle

(3.17) nin saglanmasi i¢in VA = n, n = 1,2,3, ... olmasi gerekir. Bir baska ifadeyle
A=n% n=1.23, .. (3.18)
olmasi gerekir. Kisaca ozetlersek; 4 < 0 ise (3.9) ve (3.10) den olusan Sturm-Liouville
probleminin sifirdan farkli bir ¢éziimii yoktur. A > 0 ise sadece A nin (3.18) deki
degerleri icin sifirdan farkli ¢6ziim vardir. Gergekten A > 0 durumunda (3.16) dan
A=n? (n=123,..) ‘ekarsihk
y=cpsinnx (n=123..)
¢Ozlimii elde edilir. Burada c,, ler keyfi sabit sayilardir.
3.3. Ozdegerler ve Ozfonksiyonlar
Yukaridaki 6rnekte de goriildiigii {izere bir Sturm-Lioville probleminin asikar olmayan

yani sifirdan farkl bir ¢6ziimiiniin olmasi, diferansiyel denklemdeki A parametresine

baghdir.
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Tamm 3.3.1 : (3.6) diferansiyel denklemi ve (3.7) ve (3.8) sartlarindan olusan Sturm-
Liouville probleminin sifirdan farkli yani asikar olmayan ¢dzlimleri olacak sekilde

denklemdeki A lara karsilik gelen sifirdan farkli c¢oziimlere de problemin

0zfonksiyonlar1 denir.

Ly ty=0 (3.19)

y(0)=0, y(m) =0 (3.20)
Sturm-Liouville problemini ele alalim. Tanim (3.3.1) e gore bu problemin 6zdegerleri
A=n? (m=123..)
ve problemin bu 6zdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlar1 da
y=cpsinnx (n=123..)
dir. Burada c,, ler keyfi sabit sayilardir.

Ornek 3.3.1. 1 = 0 olmak iizere

d dy A
E(X;)-F;y— 0 (3.21)
y' (1) =0,y'(e*)=0 (3.22)

Sturm-Liouville probleminin A 6zdegerlerini ve 6zvektdrlerini bulunuz.

Coziim:
Burada;

a=0,b=€2n,A1=O,A2=1; Bl=1!BZ=O

A =0 ve A > 0 durumlar1 ayr1 ayr1 géz oniine alinsin; A = 0 ise (3.21) diferansiyel

denklemi
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sekline indirgenir. Bu denklemin genel ¢6ziimii
y =cIn|x| + c,

dir. Burada c; ve ¢, keyfi sabitlerdir. (3.22) sartlar1 bulunan bu ¢6ziime uygulanirsa

1
y'(l)=0$€11=0$C1=0

1
y’(eZ”)=OzcleTn=Ozc1=O

bulunur. Fakat (3.22) sartlar1 ¢, lizerinde herhangi bir kisitlama getirmiyor. Bu yiizden
A =0i¢in y = ¢, ¢dziimii elde edilir. Yani ¢, # 0 olmak suretiyle A = 0, problemin bir

0zdegeri olur. Buna karsilik gelen 6zfonksiyonlar ise y = ¢, olur.

A > 0ise x # 0 i¢in verilen denklem bir Cauchy-Euler denklemi olan

d? d
PR

Tx? Ix +Ay =0 (3.23)

denklemine indirgenir. Burada x = e® doniisiimii yapilarak
y(x) =y(e) =Y (0
dt 1
‘X)) =Yt ==y t)==>xy' =Y
Y@ =Y@O =y =xy

1 1
y'(x)=Y (t);—Y(t)szzy =Y"-Y

degerleri bulunur. Bu degerler (3.23) de yerlerine yazilirsa

2

d
W‘Fly =0 (3.24)
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bulunur. 4 > 0 oldugundan (3.24) denkleminin genel ¢6ziimii
Y = clsin\//_lt + czsin\//_lt
dir. Bu nedenle A > 0 ve x # 0 i¢in (3.24) denkleminin genel ¢oziimii
Y=¢ sin(\//_llnx) +c, sin(\//_llnx) (3.25)

dir. Simdi (3.22) sartlarini (3.25) deki fonksiyona uygulayalim

Y'(x) =c; gcos(\//_llnx) —C gsin(\//_llnx)

oldugundan
Vi Vi
Y(1)=0= cchos(\//_l. 0) —c, Tsin(\//_l. 0)

dan c,vA = 0 bulunur. Ancak A # 0,1 > 0 oldugundan ¢; = 0 bulunur. Benzer sekilde

y'(e?™) = 0 = ¢;VAe 2" cos(2nV1) — c;VAe " sin(2mvV2) = 0
= ¢; cos(2mV2) — ¢; sin(2nv2) = 0 (e™®™ #0,1#0)

Fakat dnceden ¢; = 0 bulundugundan

¢, sin(2mV2) = 0

2
olmas1 gerekir. Bu ise sadece n = 1,2,3, ... olmak iizere 2Vl =n yada A= n: olmasi

durumunda miimkiindiir. A nin bu degerlerine karsilik x # 0 icin ¢, keyfi sabit sayilar

olmak tizere
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nlnX)

y= cncos( > (n=123,..)

sifirdan farkli ¢6ztimler bulunur. O halde verilen problemin 6zdegerleri

25 n?
A, — s, —,

A=0, 2

’1’

| O

1
4

ve bunlara karsilik gelen 6zfonksiyonlar1 da, ¢; ler keyfi sabit sayilar olmak {izere

nx 3inx
Co, C1COS (T),czcos(lnx),c3cos( 5 ),...,

dir. Son iki 6rnekten elde edilen bazi1 gézlemler asagida verilmistir:

(i) Ornek (3.4) ve 6rnek (3.19) Sturm-Liouville problemlerinin her biri i¢in sonsuz
sayida 6zdegerler elde edildi. Yine bu iki 6rnekteki her iki problemin 6zdegerlerinin

sonsuz kiimesini A,, = oo0,n — oo i¢in olmak tizere
Al <Az <A3 < e

bigiminde monoton artan bir dizi olarak ifade edilebilir. Ornegin; rnek (3.4) deki

problemin 6zdegerleri
1<4<9<16< - ; limyopdy, =
bi¢iminde siralanabilir.

(ii) Her iki ornekteki problemlerin 6zdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlarin tek
parametreli bir ailesi mevcuttur ve ayn1 6zdegere karsilik gelen iki 6zfonksiyon sadece
bir digerinin sabit ¢arpimudir (Yani F; = dF,; d sabit). Mesela, 6rnek (3.4) de 1 = n?
Ozdegerlerine karsilik gelen tek parametreli 6zfonksiyonlar ailesi ¢, # 0 parametre

olmak tizere ¢, sinnx dir.
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Acaba bu son orneklerde gozlenen sonuglar herhangi bir Sturm-Liouville probleminde

gecerli olur mu? Bu sorunun cevabi da asagidaki teoremde verilebilir.

Teorem 3.3.1.
(i) p,q ve r; a < x < b reel araligindaki her x i¢in p nin tiirevi siirekli; p(x) > 0,
r(x) > 0 ve q ile r siirekli olacak sekilde reel fonksiyonlar, ayrica 4, x ten bagimsiz bir

parametre olmak {izere

df d
P [x%] + [q(x) + Aar(x)]y =0 (3.26)

diferansiyel denklemi ve

(ii) A4, A,, By ve B, A; ve A, nin her ikisi ve ayn1 anda sifir olmayan ve B; ile B, nin

her ikisi ayn1 anda sifir olmayan sabitler olmak iizere

Ay(a) +Azy'(@) =0
B,y(b) + B,y'(b) =0 (3.27)

sinir sartlar1 goz oniine almsm. Bu durumda asagidaki sonuclar saglanir;

1. Verilen problemin sonsuz sayida A4, 4,, 43, ..., 4, 0z degerleri vardir ve bu 4,, 6z

degerlerin — oo i¢in 4,, = oo olmak iizere
M <A <A<
seklinde monoton artan diziler olusturulur.
2. Her bir A,, 6z degerine karsilik ¢,, 6z fonksiyonlarmin her biri a < x < b araliginda

tanimlidir ve ayn1 6z degere karsilik gelen herhangi iki 6z fonksiyon lineer bagimlidir.

Yani ¢; = cg; (c #0) dr.
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3. 4, (=1273,..) 0z degerine karsilik gelen her bir ¢, 06z fonksiyonunun
a < x < b agik arahiginda (n — 1) tane kokii vardur.

Simdi tekrar

d?y
W+/1y—0

y(0)=0,y(mr) =0
ornegine geri doniilsiin. Bu problemin yukaridaki teoremin (1) ve (2) sonuglarini
sagladign daha once gosterilmisti. Yani (n = 1,2,3,...) i¢cin An = n? sonsuz sayidaki
Ozdegerler tarafindan
1<4<9<16<
seklinde monoton artan bir dizi olusturulur. An =n? o6zdegerlerine karsilik gelen
cpsinnx Ozfonksiyonlar1 da tek parametreli bir aile olusturur. Simdi (3) sonucu bu
ornek lizerinde goriilsiin. Yani An = n? ye karsilik gelen c,sinnx 6zfonksiyonunun

0 < x < m araliginda n = 1 tane kdke sahip olduguna bakilsin;

c,sinnx ve kokleri

Xy = — (k=0,+1,42,..)

dir. Bu koklerden 0 < x < m acik araliginda kalanlar

X1, Xy ey Xpn—q

dir. Bunlarm sayisi ise n — 1 tanedir. Yani teoremin (3) {incii sonucu saglanir.



4. BOLUM

SINIR KOSULLARINDA SPEKTRAL PARAMETRE BULUNDURAN BIiR
SINGULER NOKTAYA SAHIiP LAGUERRE PROBLEMIi

Bu bolimde, [0, o) araliginda, sonsuzda disipatif ve spektral parametrenin araligin sol
uc noktasinda Weyl limit-cember durumunda arastirilan sinir deger problemine uygun
olarak tanimlanan 6zel Hilbert uzaymda, verilmis smir deger problemi ile ayni

0zdegerlere sahip olan lineer operator olusturulmustur. Daha sonra operatoriin spektral

ozellikleri incelenmistir.

4.1 Probleme Giris
xy"+(1=x)y" +puy =0, 0<x <o (4.1)
Laguerre diferansiyel denklemi;

Y +52y +pzy =0, 0<x<oo (4.2)
biciminde yazilir ve

p(x) = e PIAx = ef%dx = M=% = xo=% (4.3)
integrasyon ¢arpant ile diferansiyel denklem carpilirsa ,

Sturm-Liouville tipi diferansiyel denklem ortaya ¢ikar [7].
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1(y) == (xe™¥y") + ey =0, x € R, := [0,00) (4.5)

diferansiyel ifadesini ele alalim.

1(y) = —(p()y'(®) +q(X)y(x), x € R, = [0,0)

diferansiyel ifadesinde [ diferansiyel ifadesinden operatore gecmek istersek;
(v,2) = foooy(x) z(x)dx (4.6)

ic carpimi saglayan foooly(x)l2 dx < 0 seklindeki biitiin kompleks degerli y
fonksiyonlarmmn olusturdugu L?(R,) Hilbert uzayr kurulmaldir. (4.5) ifadesiyle
gosterilen minimal simetrik operatoriin  kapanisint L, ile gosterelim. D,, L,
operatoriiniin tamim bdlgesi olsun. D ile L?(R,) Hilbert uzayindaki oyle y
fonksiyonlarmin olusturdugu kiime olsun ki, y’ lokal mutlak siirekli ve [(y) € L*(R,)

dir. D, maksimal L operatoriiniin tanim bdlgesi olup L = Lj dir [13-14, 17].

L, simetrik operatoriiniin defekt sayis1 defL, = defLy + def Ly — 2 formiilii ile ifade
edilir. b € (0, ) herhangi bir say1 olmak iizere, bu aralik (0,b) ve (b, ) bi¢iminde
parcalanabilir. L, operatoriinii olusturan ayni1 diferansiyel ifade ile, (0,b) araliginda L;
ve (b, ©) araliginda L} operatorleri olusturulur. Ly ve L§ operatorlerinin defekt sayilar
belirlenerek L, simetrik operatoriiniin defekt sayis1 hesaplanir. L, operatdriiniin indis
defekti (2,2) oldugunu kabul edelim. O halde defLy = 2 ve defL, = 2 olup defL{ =
2 olarak hesaplanir. Bu durum Weyl-cember durumudur, x = oo da smir kosullari
verilir [1-2, 13-14]. Bu sebeple, sifirda spektral parametre ve sonsuzda disipatif kosul

verilmesi durumu incelenecektir.
I(y) =0, x€eR, 4.7)
denkleminin

v.(c) =1, vi(c) =0, v,(c) =1, vy(c) =0, ¢ € (0,0) (4.8)
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baglangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimleri v,(x) ve v,(x) olsun. v,(x) ve v,(x)

fonksiyonlarmin lineer bagimsiz ve Wronskiyenlerinin 1 oldugu aciktir. Yani
Wvy, v,ly = (0103 —v1,) [y = W[vy, v2]c =1, x €Ry (4.9)
dir. L, operatoriiniin indis defekti (2,2) oldugundan v, (x), v,(x) € D dir.

Hery,z € D i¢gin

[ i»zdt - [ yl@) dt = Wy, 2], — Wy, 2], (4.10)
Green formiilii gegerlidir ve

Wy, Z)o = limy 0o Wy, Zlx, Wy, 2]o = lim,_o Wy, 2], (4.11)
limitleri var ve sonludur. Burada her y,z € D i¢in

Wy, zl, = Wiy, v Wz v,]x — Wy, v, Wz v1]y, x € Ry (4.12)
dir.
(0,00) araliginda verilen (4.5) diferansiyel ifadesi i¢in, sonsuzda disipatif, sol ug

noktada singililer ve spektral parametrenin araligin sol u¢ noktasinda verilmesi

durumunda agagidaki sinir deger problemini ele alalim:

I(y)=2y,y€eD, xe R, (4.13)
aWly,vilo — a;Wly, v2lo = A(ai Wy, vilo — a; Wy, v21o) (4.14)
Wiy, vilew — AW [y, v3]ee =0, Imh >0 (4.15)

burada A, kompleks spektral parametre, a4, &, a1, @3 € R = (—00,00) ve
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a;
! = a, —aya, >0

a, a
dir. Asagidaki kabulleri yapalim:

Roy) = ey Wy, v1]lo — aa Wy, v2lo
Ro) = aiWly,v1lo — a; Wy, v2lo
BP(y) =Wy, vl

By (y) =Wy, v;]w

BY(y) = Wy, v,

BY(y) = Wy, v;]o

R, (y) = B{°(y) — hBy (y)

Keyfi y, 2 € D icin Ry(2) = Ro(2), Ro(2) = Ry(2), B (2) = B (2), BS(2) = By (@)

olmak iizere
Wy, zlo = 2 [RoR; (@) — RyIR, (], (4.16)
Wly, zle = By (y)B3(2) — By’ (2) B3 (), (4.17)

dir [6, 8, 13-14, 17].

4.2 Verilmis Simir Deger Probleminin Hilbert Uzayinda Urettigi Lineer Operator

F,(x) € L*(R,),F, € C olmak iizere F = (

FlP(,x)) seklinde iki bilesenli elemanlarin
2

a .
H olmak iizere

/
1
/
2

lineer uzaymi H = L2(R,) @ C seklinde gosterelim. Eger a = Z o
2

a > 0 kabul edersek,

() 0= () e
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olmak iizere
(F,6)y = [ Fi(0).G, () dx + iFZG_z (4.18)
formiilii H lineer uzayinda bir i¢ ¢arpim tanimlar. Bu i¢ ¢arpima gore H lineer uzay1 bir

Hilbert uzayr olur. Bdylece verilmis smir deger problemine uygun Hilbert uzayi

tanimlanmis oldu. Verilen sinir deger problemine uygun olan

Ay:H—H
operatort,
D(A,) = {(12((;%) € H|F, € D,R,(F)) = 0,F, = R(’)(Fl)} (4.19)
S l
aF =1(F) =, O(fF))) (4.20)

seklinde tanimlansin.

Lemma 4.2.1. H = L?(R,) @ C Hilbert uzaymda (4.19) ve (4.20) esitlikleri ile taniml

Ay, operatorii i¢in

(AnF.G) — (F,AnG) = WIF, Gilo — WIFL, Gilo + = [Ro(FDRG(GY) —

Ry (F)Ro(G)] (4.21)
esitligi saglanir.

Ispat. Tanimlanan i¢ ¢arpimdan

~ A r _ 1 __
(AhF’G) = j(—(PFD' + qF,)G dx + EFsz
0
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[ee]

[ — _ 1
= —j(pF{)’Gldx+j qF1Gy dx + — G,
0 0

yazilabilir. Esitligin sag tarafindaki ilk iki integrale iki defa kismi integrasyon yontemi

uygulanirsa,
Al AY2E IAY Y ~N/ 2l 1 a2l
(AhF,G) = —(pF)G, + Fl(PG1)|0 _j Fi(pGy)'dx +] qF1Gydx +EF262
0 0

_ _ r _ 1
= ~GRDG; + B(E)IS + [ (061 + a6 Fdx +- R,
0
N~ PVAIA YL O A 1_ 1 2
= —(pF)G; + F1(pG))|¥ + (F,A,G) — EFZGZ + EFZGZ

bulunur ve buradan
5 A 7 A T N7 | 1 " _ T
(ALF,G) — (F,A,G) = F(pG]) — WFDGL|T + ~[F2G, — F,G,]
= W[Fer_l]OO - W[Fer_l]O

+2 [Ro (FORG(Gy) — Ry (F)Ro(Gy)]
elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.1. Aj, operatorii H de disipatiftir.
Ispat. y € D(A,) ve D(A,) = H igin (4.16), (4.17) ve (4.21) esitliklerinden

(A3, 9) — 3, Ar9) = Wy, V1l — Wy, ¥1lo + i [RO(M)R(’)(M)]

—Ro(y1)Ro(y1)
= W[YL 371]00
= BY (v)BS () — BY GBS (1)

olur ve R, (y;) = 0 iken B{°(y,;) = h = By°(y;) oldugundan
(An9.9) — (9, An9) = hBy (y1)B5* (37) — kB3 (37) B3 (1)
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= (h— h)By(y1)By (1)
= 2ilmh|BZ (y,)|? (4.22)

olur. Buradan

Im(A,9,9) = Imh|By (y)|> 2 0
bulunur. O halde, A;, operatérii H de disipatiftir.

4.3 Problemin Hilbert Uzayinda Urettigi Operatoriin Ozdegerleri ve Ozvektorleri

A € Cigin (4.13) denkleminin

]

Joo = (4.23)
B?(Q”A) = Wl vilo = a; — Aa;
Bg(ﬁl’l) = Wl v,lo = a3 — Aoz (4.24)

kosullarin1 saglayan ¢oziimleri ¢; ve x, olsun. (4.16) dan Ay(A) ile gosterilen x = 0

daki Wronskiyeni,
Do) = Wlxy, @alo = —Wlga, x1lo

= —é [Ro(@2)Ro(x2) — Ro(@a)Ro ()]

= —% [(e1BY (92) — a2 B2 (02)) (@1 B (x2) — 3 B3 (x2)) — (1 BY ()
- “232(401))(“13?(9@1) — a,B3 (XA))]
= [ BB (x) — a3 B (B ()
—a; ;B3 (9;3) B (x;) + aya;5B3 (9;) B3 (x;)
—a, a1 B (90)BY (x3) + aja, BY (92) B3 (x3)
+ay a5B3 (9;3) B (x;) — a5 B3 (9;3) B3 (x)]
=~ (@ ~ @@} (B (p)B(x) ~ B30 )BI ()]
= Bf(xa)(al — Aay) — Bg(xl)(ocz — Aay)
= a1 BY (x3) — a;B3 (x3) — A(a1 BY (x3) — a3 B3 (x2))
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= Ry(x3) — ARy (x)
ve (4.17) den, A, (1) ile gosterilen x = oo daki Wronskiyeni,

Ao (1) = Wixp 91lee = —Wlpp, x1]
= =By (9)By (x3) + B’ (x2) B3 (¢)
= hBy (¢2) — B ()
= —R.(@)

olarak hesaplanir.

Lemma 4.3.1. (4.13)-(4.15) smir deger problemlerinin 6zdegerleri ancak ve ancak
Ay(1) (A (A1) nin sifir yerlerinden olusur. Ay(4) veya A, (1) fonksiyonlarinin sifirlar:
A, (n=0,1,2,3,...) ile gosterilirse,

. ( ®a,, (%)

#n = Rc')(%n)) &Pl

vektorleri Ap @, = 1, @, esitligini saglar. Yani @, ler, A, operatoriiniin

ozfonksiyonlaridir [14, 17].

Tamim 4.3.2. Eger A, 6zdegerine karsilik gelen

L(yo) = AoYo
Ro(yo) — ARy (yo) = 0
Ri(yp) =0

L(ys) = Aoys —¥s-1 =0
RO(ys) - AOR(,)(ys) - R(,)(ys—l) =0
Ro,(y) =0, s=1,23,..,n (4.25)

sartlar1 saglaniyorsa, Y, Vq,...,Y, Vvektorler sistemine, (4.13)-(4.15) smir deger

probleminin 6z ve birlestirilmis (asosye) vektorler zinciri denir.
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Lemma 4.3.3. (4.13)-(4.15) sinir de8er probleminin 6zdegerleri ve A, disipatif
operatoriiniin  6zdegerleri cakisir. Yani, (4.13)-(4.15) smir deger probleminin A,
0zdegerine karsilik gelen her bir 6zvektorler zinciri ve birlestirilmis 6zvektorleri Ay,
disipatif operatoriiniin ayn1 A, O0zdegerine karsilik gelen yg,yy, ...,y birlestirilmis

vektorler ve 6zvektorler zincirine karsilik gelir. Bu durumda,

yk = (R(,)}(]};k))’k =0,1,23,..,n

esitligi saglanir.

Ispat. Eger,

Yo P 4.26
A9, =25, -
ise,
L(y)o = 4o¥, w

Rw(yo)_ﬂ“oR;o(yo) =0

esitlikleri saglanir. Yani (4.13)-(4.15) sinir deger probleminin 6zvektorii y, *dir. Tersine

olarak, eger (4.25) sartlar1 varsa,

( Yo ]:)A;o ED(Ah)

R, () (4.28)

Ahj}O = ﬂ“nfjo

dir. Yani 9,, A, operatoriiniin 6zvektoridiir. Ayrica, eger A, operatoriiniin A,
ozdegerine karsilik gelen y,,3,,V,,...,», birlestirilmis vektorleri ve 6zvektorler zinciri
ise,

P, e€D(4,) (k=0,1,2,..,n) (4.29)

\
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4,9, =49,
(4.30)
Ah-j)s:/loys-i_ys—] S:0,1,2,...,I’l

sartlar1 1ile birlikte (4.25) esitligini elde ederiz. Burada y,,,,),,...,», ler
Vos Vs Vyseersy, vektorlerinin birinci bilesenleridir. Eger, (4.35)-(4.37) problemine

karsilik gelen y,,),,),,...,», bilesenleri,

. Yy
Po=| eD(4,), k=0,12,..,n (4.31)
‘ (Rw(yk)) '

(4.24)’de yerine yazilirsa, (4.30) elde edilir.

Yani (4.13)-(4.15) smir deger probleminin 6zdegerleri ve A, disipatif operatdriiniin

Ozdegerleri cakisir.

4.4 Problemin Green Fonksiyonu

@, ve x, fonksiyonlari, (4.13) denkleminin (4.23) ve (4.24) kosullarin1 saglayan
coztimleri olsun. A € C parametresi, (4.13)-(4.15) probleminin bir 6zdegeri degilse,
A(A) # 0 dir. Buradan, ¢; ve x, fonksiyonlari, lineer bagimsiz olacagindan, (4.13)

denkleminin genel ¢oziimii

y(x, ) = c1(D@a(x) + ¢, (DX (x) (4.32)
seklinde diisiiniilebilir. Sabitlerin degisimi yontemi yardimiyla,

I(y) =2y —F(x) (4.33)
denkleminin genel ¢oziimii

y(x, 1) = ¢ (x, Dy (x) + cz(x, 1) X5 (x) (4.34)
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seklinde aransin. (4.34) ifadesinin x degiskenine gore tiirevi alinirsa,
y'(,2) = c1(6, Dpa(x) + ¢1.(x, V3 (x) + 2 (x, DX () + ¢ (r, DX (1)
olur. Burada c;(x, 1), i = 1,2 fonksiyonlarini 6yle secelim ki
1 (6, D () + c3(x, DX (x) = 0 (4.35)

esitligi saglansimn. y'(x, 1) ifadesinin bir kez daha tiirevi alnip [(y) = Ay diferansiyel

denkleminde yazilip diizenlenirse,
c1 (6, Dy () + ¢3(x, DX (x) = F(x) (4.36)

elde edilir (4.35) ve (4.36) ifadeleri, degiskenlerine gore lineer denklem sistemi gibi

diistiniilirse,

ci(x, 1) = — ﬁxa(X)F(x)

cy(x, 1) = ﬁﬁ”a(x)F(x)

olur. Buradan

0
c(x, ) = jx,l(x)F(x)dx +c,(A)

1
AQ)

c,(x, ) = ﬁj @, (x)F (x)dx + c, (1)
0

elde edilir. ¢;(x,1),i = 1,2 fonksiyonlar1 A nmn keyfi fonksiyonlar1 oldugundan

1

v ) = 15{0a(0) [ G EOFEE + 20 [y 92 (OF (e +
ci(D@a(x) + ¢, (D)X (x) (4.37)
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bulunur. Bu genel ¢6ziim, smir sartlarinda yerine yazilarak c;(1) fonksiyonlari

bulunabilir. (4.37) ifadesinin x degiskenine gore tiirevini alirsak,

Y/ (6 2) = (D@ + DX + 15 {0300 [ G (OF (©)de +

X300 J7 02 OF(©)de} + e (D pa () + ¢, (D)X (x) (4.38)
elde edilmis olur ve (4.14) sartindan

ctMDWlpn vilo(ay — Aag)} = Wy, va]o(ay — Aay)}
+o, (DWW [Xy, vi]o(ar — Aaq)} — {W X, vo]o(az — Aay)}

+ 305 Wloa vilo(e = Aa)}

— (Wl valo(az — A2ap)} [7 X3 (OF(§)dE =0

bulunur ve ¢,(1)Ay(1) = 0 olur. A, bir 6zdeger olmadigi i¢in Ay(A) # 0 olacagindan
¢, (1) = 0 olarak hesaplanir. (4.15) sartindan

ctDW@n,v1]le — AW @1, v2]0} + 2 (DIW[X, V1] — AW[X, v2]00}
1 (e}
+ o WXl = W1, w21} [ 92(©F©)dg = 0
X
yazilabileceginden ve —R, (X;) = 0 sartindan —c;(1)A, (1) = 0 ve A, bir dzdeger
olmadigindan A, (1) # 0 olacagindan c;(1) = 0 olur. Boylece (4.13) — (4.15) smnir

deger probleminin genel ¢oziimii

1

y(, D) = 55101 [ GOF O + 36 [ paOF ©dg}  (439)

olarak bulunur. Burada;
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|{§0/1(x)x/1(5) X< ¢
_ A T
G(x, &) = 4' X, (1) (8) j (4.40)
RO
olarak alinirsa, (4.37) esitligi
y0u ) = [ GG & DFEE = Ry (4.41)

0

seklinde yazilabilir. Boylece (4.13)-(4.15) sinir deger probleminin Green fonksiyonu
olusturulmus olur G(x,.,A1) fonksiyonu (4.13) denklemini ve (4.14)-(4.15) smr

kosullarini1 saglar.
4.5 Operatoriin Rezolventi
Ay, operatoriiniin rezolventini hesaplamak i¢in
(=49 =9 (4.42)

denklemi ele alinsin. Burada

o (1) ores- ()

olmak iizere, (4.42) denklemi, asagidaki sinir deger problemi seklinde yazilabilir:

Ap = () = y1(x) (4.43)
—ARy(¢) + Ro(@) =y, (4.44)

(4.43)-(4.44) probleminin ¢dziimii bulunsun. Tahmin edildigi iizere, bu problemin genel

¢oziimii (4.37) seklinde olacaktir. ¢ € D(A}) oldugundan ¢(x) fonksiyonu (4.14) ve
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(4.44) kosullarini saglar. (4.14) sart1 geregi, Green fonksiyonunun hesaplanmasindaki
yol, ayn1 sekilde takip edilirse,

(M) =0 (4.45)
olur. (4.44) sartindan da

ctMDWlpn vilo(ay — Aag)} = Wy, va]o(ay — Aay)}

0
1
o) W@z, vilo(as — Aay) — W(ey, v,]o(az — Aay) j 0 (OF(©)dE s = v,

elde edilir. Buradan c; (1)A,(1) = y, ise,

Y2

(1) = AD

bulunmus olur. Diger taraftan

Ry(G(x,.. ) = R (xﬂ(x)"’l(')> _ 6w %,00)

2 ) " ao Rolew) = 3oy @

olur. O halde, (4.43) ve (4.44) ifadelerini, (4.45) denkleminde yerine yazarsak,

0 X
Y2 1
R ¢A(x)JXA($)F($)d$+X,1(X)Oj40/1(5)F(5)d5

P(x, 1) =

X

= ja(x, EDF(E)dE + %yzRa(G(x, 3))

0

elde edilir. (4.18) i¢ carpim1 geregi

0206, 1) = (G2, 9) (4.46)
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olur. Burada

G(x,., 1)
. G(x,.,1) —
s = (ma(an ) = ok

dir. Boylece (4.42) ve (4.44) probleminin ¢dziimii

A ( <Gx,liy>

L 2T =R AR
R0<Gx,a,y)> "

seklinde bulunmus olur.

Teorem 4.5.1. Aj, operatdrii H de maksimal disipatif operatordiir.

(4.47)

(4.48)

Ispat. A, operatoriiniin H de maksimal disipatif operator oldugunu gostermek icin

(4.49)

sartinin saglanip saglanmadigina bakmak gerekir. (4.49) sartinin saglanmasi i¢cin F € H,

ImA < 0 igin (4.48) esitligini alahm. x - (G(x,., 1), y,) fonksiyonu I(y) — Ay = y;,
(x € R,) ve (4.14)-(4.15) smir kosullarmi saglar. Ayrica ek olarak F € H, ImA < 0
icin (A, — AI)f = y aliriz. Sonug olarak ImA < 0 igin, (A, — AI)D(A;,) = H olur.

Boylece Teorem 4.5.1. ispat edilmis olur.



5. BOLUM
TARTISMA VE SONUC

Bu ¢alismada, once sinir sartlarinda spektral parametre bulunduran tek singiiler noktaya
sahip Sturm-Liouville tipinde Laguerre problemi g¢aligilmistir. Bunun igin [0, o0)
araliginda sonsuzda disipatif ve spektral parametrenin araligin sol u¢ noktasinda Weyl

limit-gcember durumu verilmisken sinir deger problemi ele alinmistir.

Bu calisma [8], [14] ve [17] nin caligmalarina benzer olarak gelistirilmistir. [8],
calismasinda siirekli katsayili ikinci mertebeden regiiler Sturm-Liouville denklemi ile
ilgilenmis, buna bagl olarak, sinir sartlarda spektral parametre bulunduran sinir deger

probleminin tirettigi kendine es operatdriin spektral 6zelliklerini incelemistir.
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