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TESEKKUR

“Genellestirilmis Fuzzy Soft Kiimelerin Cebirsel Yapilar Uzerine Uygulamalar1”
konulu tez ¢alismam siiresince saglamis olduklar1 6grenim bursu icin TUBITAK’ a
tesekkiir ederim. Tez calismamin se¢iminde, yiiriitiillmesinde, sonuglandirilmasinda
destek ve yardimlarmi esirgemeyen degerli hocam sayin Do¢. Dr. Hact AKTAS’ a,
egitim hayatim boyunca benden maddi manevi destegini esirgemeyen sevgili aileme ve

Ozellikle agabeyime en igten tesekkiirlerimi sunarim.



GENELLESTIRILMIS FUZZY SOFT KUMELERIN CEBIRSEL YAPILAR
UZERINE UYGULAMALARI

Ozlem BULUT
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Yuksek Lisans Tezi, Temmuz 2012
Tez Danmismani: Dog¢. Dr. Hac1 AKTAS

OZET

Ekonomi, miihendislik, ¢cevre, sosyal ve tip gibi bilimlerde bir¢ok belirsizlik ifade eden
problemler vardir. Bu tiir problemler klasik metotlarla ¢dziilemez. Bu calismada
belirsizliklerin ¢ozlimii i¢in ortaya konan bulanik kiime teorisi, esnek kiime teorisi,
bulanik esnek kiime teorisi ve genellestirismis bulanik esnek kiime teorileri
incelenmistir. Bu kiimeler {izerinde tanimlanan cebirsel yapilar arastirilarak, bu kiimeler
tizerindeki cebirsel yapilarin gesitli 6zellikleri lizerinde durulmustur. Calismanin son
boliimiinde genellestirilmis bulanik esnek grup ve genellestirilmis bulanik esnek halka

cebirsel yapilar1 tanimlanarak bazi 6zellikleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Genellestirilmis bulanik esnek kiimeler, genellestirilmis bulanik

esnek grup, genellestirilmis bulanik esnek halka.
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ABSTRACT

In many sciences such as economy, engineering, environment, social and medical there
are various problems which state uncertainties. Classical methods are not able to solve
this kind of problems. In this work, fuzzy set theory, soft set theory, fuzzy soft set
theory and generalized fuzzy soft sets theories are investigated which has developed for
the solution of uncertaintes. Algebraic properties of these structure are mentioned by
studying algebraic structures defined on these sets. In the last part of this thesis,
algebraic structures that are generalized fuzzy soft group and generalized fuzzy soft

ring are defined and some properties of these structures are examined.

Keywords: Generalized fuzzy soft sets, generalized fuzzy soft groups, generalized

fuzzy soft rings.
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1.GIRIS

Bulanik Kiime kavrami ilk kez 1965 yilinda Zadeh[1] tarafindan tanimlanmistir. Zadeh,
bilinen olgularla ifade edilen klasik kiimeler yerine dereceli tyelik fonksiyonuyla ifade
edilen bulanik kiime kavramini1 6nerdi. Bulanik kiime kavrami, belirsizliklerin anlatimi
ve belirsizliklerle caligilabilmesi igin kurulmus kati bir matematik duzen olarak
aciklanabilir ve belirsizligin bir tiir bigimlenisi ve formiillendirilmesidir. Bir ¢esit ¢ok-
degerli kiime kuramidir. Fakat islemleri diger kiime kuramlarindan farklilik gdésterir.
Klasik kiimelerde, kiimeye ait olan elemanlar ve ait olmayan elemanlar vardir. Bulanik
kiime kavrami, ¢aligma yapilan alana ait her bir bireye matematiksel olarak kiimedeki
tiyelik derecesini temsil eden bir deger atayarak tanimlar. Bu deger elemanin bulanik
kiime tarafindan ifade edilen kavrama uygunluk derecesini belirtir. Bundan dolayi
elemanlarin kiimeye ait olmasi farklilagir. Elemanlarin iiyelik dereceleri 0 ile 1
arasindaki reel sayilarla temsil edilir. Tam {iye olma durumu ve iiye olmama durumu
bulanik kiimede sirasi ile 1 ve 0 degerleriyle karsilanir. Bundan dolayr da klasik kiime
kavrami bulanik kiime kavramimin bu iki degere kisitlanmis 6zel bir sekli olarak
goriilebilir. Bulanik kiime kavrami uygulamali bilimlerde kullanim alan1 buldugu kadar

teorik bilimlerde de kullanilmaktadir.

Bulanik kiime {izerinde ilk cebirsel yapi, iiyelik fonksiyonu kullanilarak, 1971 yilinda
A. Rosenfeld[2] tarafindan ‘fuzzy groups’ olarak yayimlanan makalesinde verildi.
Bulanik grup teorinin temel 6zellikleri klasik grup teorideki sonuglar kullanilarak elde
edilmistir. Bu giine kadar ¢ok sayida arastirmact cebirsel yapilarda bu yeni kavramin
ozelliklerini ¢calismiglardir. Bulanik gruplar kullanilarak daha karmagik bulanik cebirsel
yapilar olan bulanik halkalar ve bulanik idealler 1982 yilinda Liu[3,4] tarafindan
calistlmistir. 1992 yilinda Dixit ve arkadaslari[5] sonlu bulanik alt kiimeler {izerinde

bulanik alt halka ve bulanik idealler iizerine ¢calismalar yapmustir.



Belirsizliklerle ugrasmak muhendislik, ¢evre bilimleri, tip bilimi ve sosyal bilimler gibi
bircok alanda baslica problemdir. Bu tiir problemler klasik metotlarla ¢oziilemez.
Belirsizliklerle ugrasan olasilik teorisi, bulanik kiimeler teorisi, yaklagimli kiimeler
teorisi, aralik matematik teorisi gibi teoriler vardir. Bu teorilerin her biri kendi i¢inde
zorluklara sahiptir. Bu ylizden belirsizliklerin yol agtigi problemleri ¢ézmek igin
Molodtsov[6] esnek kiime teorisi olarak adlandirilan farkli bir yaklasim Onermistir.
Esnek kiime teorisi olarak adlandirilan bu yaklagim diger yaklasimlardaki zorluklardan
tamamen ayrilmistir. Esnek kiime teorisi ¢esitli alanlarda uygulamalar i¢in zengin bir
potansiyele sahiptir ve bunlarin bazilar1 Molodtsov’ un ¢alismalarinda gosterilmistir.
Daha sonra Maji ve arkadaslari[7] esnek kiimeler Uzerinde esnek kiimelerin birlegimi,
kesisimi, AND ve OR gibi ¢esitli kiime islemleri tanimlamiglardir. Esnek kiumeler
tizerinde yukaridaki islemler tanimlanarak teori ve uygulamada kullanilmasina imkan
saglanmis oldu. Buna gore esnek kiime kavrami ve esnek kiimeler iizerinde tanimlanan
kiime islemleri, tipta karar verme problemlerinde[8,9,10,11], bulanik kiimeler ve
yaklasimli kiimeler gibi belirsizlik belirten kiimelerle karsilastirilmasinda[12] ve

tizerinde cesitli cebirsel yapilarin tanimlanmasinda[13,14,15,16] kullanilmistir.

Esnek kiimeler iizerinde ilk cebirsel yap1 Aktas ve Cagman[12] tarafindan “soft sets
and soft groups” isimli makale ile tanimlamigs ve esnek gruplarin temel o6zellikleri
verilmistir. Ayrica bu ¢alismada bulanik kiimeler ve yaklasimli klimeler, esnek kiimeler
ile karsilastirmistir. Maji tarafindan bulanik esnek kiimeler BCK-BCI cebirleri izerine
uygulandi. Jun[13] bulanik esnek cebirleri ve bulanik esnek idealleri tanimladi ve temel
Ozelliklerini inceledi. Feng ve arkadaslari[ 14] esnek yar1 halka kavramini ifade ettiler ve
esnek kiimeler i¢in mevcut olan ozellikleri yar1 halka yapisina uyarladilar. Acar ve
arkadaglar1[15] esnek halkalar icin temel kavramlar1 verdiler. Ali ve arkadaslari[16]
esnek kiimeler icin bilinen birlesim ve kesisim gibi cebirsel yapilar1 yeniden

diizenleyerek esnek kiimelerde yeni ifadeler olusturdular.

2001 Yilinda Maji ve arkadaslari[17] bulanik kiime ve esnek kiimenin birlesimi olan
bulanik esnek kiime kavramimi tamimlamiglar ve uygulamalarini vermiglerdir.
Aygilinoglu ve Aygiin[18], Aktas ve Cagman[12] tarafindan tanimlanan esnek gruplarin
bir genellestirmesi olan bulanik esnek grubu tanimlayarak karakteristik ozelliklerini
incelemistir. Subramanian ve arkadaslari[19] ¢alismasinda bulanik esnek halka tanimini

vererek bulanik esnek halkalarin homomorfik goriintiisiinden bahsetmistir.



Genellestirilmis bulanik esnek kiime, Maji ve Arkadaslari[17] tarafindan tanitilan
bulanik esnek kiime kavraminin genisletilmesi ile Majumdar ve Samanta[20] tarafindan
calisilmistir. Bu c¢alismada esnek kiime derecelendirilerek veya kiimeye aitlik derecesi
verilerek bulanik hale doniistiiriilmiistiir. Genellestirilmis bulanik esnek kiime tanimu,
parametrelerin her bir degerine gore bir bulanik kiimenin se¢iminde belirsizlik
icerdiginden daha gercekeidir. Bu kavramin tanimlanmasiyla cesitli 6zellikleri galisildi
ve bir karar verme probleminin ¢6ziiminde bu kavram Majumdar ve Samanta[20]

calismasinda kullanildi.

Bu tez caligmasinda ilk bolim giris kismina ayrilmis ve bulanik kiimeler, esnek
kiimeler, bulanik esnek kiimeler, genellestirilmis bulanik esnek kiimeler hakkinda genel

bilgi verilmistir.

Ikinci boliimde ¢alismanin devaminda kullanilacak olan bulanik kiime teorisinin temel
kavramlarindan bahsedilerek bulanik cebirsel yapilarla ilgili tanimlar ve bazi 6zellikler

verilmistir.

Esnek klmelerle ilgili genis bir literatiir taramasi1 yapilarak arastirilmasi sonucunda
Uctinct bélimde esnek kimelerle ilgili temel kavram ve teoremlere hatirlatilarak Aktas
ve Cagman[12] tarafindan tanimlanan ve esnek kiimeler {izerinde ilk cebirsel yap1 olan
esnek gruplar arastirilmis ve temel ozellikleri incelenmistir. Ayrica esnek gruplarin
insasinda kullanilan mantik kullanilarak tanimlanan ve iki islemli cebirsel yapi olan

esnek halkalar galisilarak genel 6zellikleri verilmistir.

Dordiincii boliim genellestirilmis bulanik ensek kiimeler i¢in temel olusturan ve Maji ve
arkadaglar1[17] tarafindan tanimlanan bulanik esnek kiimelere ayrilmistir. Bu bélimde
bulanik esnek kiimelerin 6zellikleri incelenerek temel cebirsel yapilardan olan ve esnek
gruplarin bir genellemesi olan bulanik esnek grup ve bulanik esnek halkalarin temel

ozellikleri ¢alisilmustir.

Besinci boliimde bulanik esnek kiime kavramini derecelendirilerek veya bulanik esnek
kiimeye tlyelik degeri verilerek elde edilen genellestirilmis bulanik esnek kiime kavrami
ve lizerinde tanimlanan kiime islemleri ile bu islemlerin o6zellikleri ifade edilerek
ispatlanmistir. Ayrica genellestirilmis bulanik esnek kiimeler lizerinde tanimlanan

bagint1 kavrami tanitilmis ve ¢esitli uygulamalarina yer verilmistir.



Altinct bolimde yukarda caligilan genellestirilmis bulanik esnek kiimeler iizerinde
genellestirilmis bulanik esnek grup ve genellestirilmis bulanik esnek halka
tanimlamalar1 yapilmis ve bu kavramlara ait temel baz1 6zellikler verilerek ispatlar

yapilmustir.

Bu ¢aligmanin son boliimii olan yedinci boliim sonug ve oneriler kismina ayrilmistir.



2.BULANIK KUMELER VE BULANIK CEBIRSEL YAPILAR
2.1.Bulanik Kiimeler

Bulanik Kiime kavrami ilk kez 1965 yilinda Zadeh[1] tarafindan tanimlanan bir ¢esit
cok-degerli kiime kuramidir. Fakat islemleri diger kiime kuramlarindan farklilik
gosterir. Klasik kiimelerde, kiimeye ait olan elemanlar ve ait olmayan elemanlar vardir.
Bulanik kiime kavrami, ¢alisma yapilan alana ait her bir bireye matematiksel olarak
kiimedeki Uyelik derecesini temsil eden bir deger atayarak tanimlar. Bu deger elemanin
bulanik kiime tarafindan ifade edilen kavrama uygunluk derecesini belirtir. Bundan
dolay1 elemanlarin kiimeye ait olmasi farklilagir. Elemanlarin iyelik dereceleri O ile 1
arasindaki reel sayilarla temsil edilir. Tam {iye olma durumu ve iiye olmama durumu
bulanik kiimede sirasi ile 1 ve 0 degerleriyle karsilanir. Bundan dolayr da klasik kiime
kavrami bulanik kiime kavraminin bu iki degere kisitlanmis o6zel bir sekli olarak
goriilebilir. Bulanik kiime kavrami uygulamali bilimlerde kullanim alan1 buldugu kadar
teorik bilimlerde de kullanilmaktadir. Biz bu béliimde bulanik kiimeler ile ilgili temel

tanimlar1 vererek hatirlatma yapacagiz.

Tammm 2.1.1[1] X klasik anlamda evrensel kiime ve G, X’in alt kiimesi olsun. X’den

{0,1} kiimesine pg (x) karakteristik fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanir.

1, x€a
U (x) = { 0 X e G
Bu tamimda fonksiyonun deger kiimesini [0,1] kapali araligi alirsak G kumesi bir
bulanik kiime olarak adlandirilir. Burada ug(x) , x’in G’de Uyelik derecesidir. ug;(x)
1’e ne kadar yakin ise x’de G’ye o kadar ¢ok aittir. Uyelik derecesi sifir olan elemanlar

normalde kiimeye yazilmazlar.



X’in G bulanik alt kiimesi G = {(x, Ug (x)) tx €X,,us;(x) € [0,1]} seklinde ikililerden
olusur. Eger X kiimesi sonlu ise Zadeh [1] tarafindan Onerilen asagidaki gosterimle de
ifade edilebilir.

n
G = He(u) /s + -+ (i) [ 0 = Y 6 0x0) / %
i=1
Tamim 2.1.2[1] G, X’in bir bulanik alt kiimesi olsun. Eger Vx € X igin ugz(x) = 0 ise
G’ye bos bulanik kiime denir ve G = @ ile gosterilir.
Tamim 2.1.3[1] G, X’in bir bulanik alt kiimesi olsun. @ € [0,1] i¢in
Go={x€X:pc(x) =2 a}

kiimesine G’nin a seviyeli elemanlarmin kiimesi denir. G’nin glcll a seviyeli

elemanlarinin kiimesi ise
Gor ={x €X: g (x) >a}
seklinde tanimlanir.
2.2. Bulanik Kiimelerde Temel Islemler
Tamm2.2.1[21] G = {(x, uG(x)):uG(x) € [0,1]} ve
T = {(x, uT(x)):uT(x) € [0,1]} iki bulanik kiime olsun. Vx € X igin

pe(x) < pr(x)

oluyorsa G’ye T’nin bulanik alt kiimesi denir. G S T ile gosterilir.

Tanmm 2.2.2[1] G = {(x, uG(x)):uG(x) € [0,1]} ve T = {(x, uT(x)):uT(x) € [0,1]}

iki bulanik kiime olsun. Vx € X i¢in
e (x) = pr(x)
ise G bulanik kiimesi T bulanik kiimesine esittir denir. G = T ile gosterilir.

Tamim 2.2.3[1] G bir bulanik kiime olsun. G bulanik kiimesinin timleyeni ugz(x) =
1 — pg(x) olmak uzere



G ={(x,uc(x)): ps(x) € [0,1]}
seklinde taniml1 olup G ile gosterilir.

Tamm 2.2.4[1] G ve T, X’in iki bulanik alt kiimesi olsun. G ile T’nin kesisim kiimesi

Vx € X igin
tear(x) = min(ug (x), ur(x))
olmak lzere
G NT ={(x, ugnr(x)) : uenr(x) € [0,1]}" dir.

Tamm 2.2.5[1] G ve T, X’in iki bulanik alt kiimesi olsun. G ile T’nin birlesim kiimesi

Vx € X igin
teur(x) = max (Hc(x)'llr(x))

olmak tzere

G UT = {(x, ugur(x)): ueur(x) € [0,1]}" dir.
Tamm 2.2.6[1] G ve T, X’in iki bulanik alt kiimesi olsun. G ile T’nin fark kimesi
Vx € X igin

te-1(x) = penr(x) = min(,uG(x),yT(x))
olmak tizere

G —T = {(x, pg-r(x): pg—r(x) € [0,1])} " dir.

Tanmmm 2.2.7[1] X = U ve Vx € U i¢in ugz(x) =1 ise U evrensel kiimesi bir bulanik
kiimedir. U = {(x, uy(x)):x € U, uy(x) = 1} = U X 1 seklinde ifade edilir. G kiimesi
evrensel kiimenin alt kiimesi iken G, bulanik kiimesi U’nun alt kiimesi degildir. Fakat G

bir kartezyen ¢arpimin alt kiimesidir. Yani {(x, Ug (x)) EG X [0,1]} c U x [0,1] dir.
Bulanik kiimeler iizerinde temel islemlere 6rnekler asagida verilmistir.

Ornek 2.2.8[1] X = {x1,x,,x3,%4,xs} Kilmesi Uzerinde G ve T bulanik kiimeleri

asagidaki sekilde verilsin.



G ={(x1,0,1),(x;,0,3),(x3,0),(x4,1),(x5,0,8)}

T ={(x;,05),(x;,02),(x3,04),(x4,1),(x5,0,7)}

T ={(x,,0,5), (x5 ,0,8), (x3 ,0,6), (x4, 0), (x5 ,0,3)}
G—T={(x,01),(x,,03),(x3,0),(x4,0),(x5,0,3)}
GUT ={(x;,0,5),(x;,03),(x3,0,4),(x4,1), (x5 ,0,8)}
GNT ={(x;,01),(x,,02),(x3,0),(x4,1), (x5 ,0,7)}

2.3. Bulanik Kiimenin Ozellikleri
G, T ve K kiimeleri i¢in asagidaki 6zellikler saglanir.
i) GUG=G
i) GNG =G
i) GNWUx[01]) =G
iv) GUD =G
V) GNP =0
vi) GUUXx[01])=Ux[01]
vii) G U (Ux[01]) =U x [0,1]
vii) 6NT=TnNG
IX) GUT=TUG
X) (GNT)NK =GN (TNK)
Xi) (GUT)UK =G U (TUK)
i) GN(TUK)=(GNT)U(GNK)
Xiii) GU(TNK)=(GUT)N(GUK)

Xiv) G=G
Xxv) GNT=GUT
xvi) GUT=GnNnT

Burada klasik kiimelerden farkli olarak bazi o6zelliklerde U yerine U X [0,1]

kullanilmustir.



2.4. Bulanik Kiimelerin Cebirsel Carpim ve Toplam

Tamm 2.4.1[21] G ve T iki bulanik kiime olsun. G ile T bulanik cebirsel ¢carpimi xeU
icin  pugr(x) = ug(x). ur(x)olmak dzere G.T = {(x,ucr(x)):x € U} seklinde

tanimlanir ve G. T ile gosterilir.

Tamm 2.4.2[21] G ve T iki bulanik kiime olsun. G ile T bulanik cebirsel toplami
teor(x) = pg(x) + pr(x) — ug(x)ur(x) olmak tzere

GOT = {(x, ,uG@T(x)) X € U}
seklinde tanimlanir. GT ile gosterilir.
Ornek 2.4.3. G ={(x;,0,1),(x3 ,0,7), (x5 ,1),(x4,0)}
T ={(x1,04),(xz,03), (x5 ,1), (x4,0,2)}

bulanik kdmeleri verilsin.
G.T ={(x,(0,1).(0,4)),(x;,(0,7).(0,3)), (x5 ,(1). (1)), (x4, (0).(0,2))}

= {(x; ,0,04), (x; ,0,21), (x5 , 1), (x4, 0)}
GOT = {(x; ,0,46),(x, ,0,79), (x5 ,1),(x4,0,2)}
2.4.4. Cebirsel Carpim ve Toplamin Ozellikleri

G, T ve K bulanik kiimeleri i¢in asagidaki 6zellikler saglanir.

)  GU=G
i)  GOU=G
i) Go=0

iv) GOP =G

V)  G.T=T.G

Vi)  GO®T =T@&G

vii)  (G.T).K = G.(T.K)
viii)  (GOT)®K = GB(TOK)
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Cebirsel carpim ve toplamin dagilma 6zelligi yoktur. Kiime islemlerini ve cebirsel

islemleri ilgilendiren 6zellikler asagidaki gibidir.

i) G.(TNK)=(G.T)n(G.K)
i) G.(TUK)=(G.T)V (G.K)
i) GA(T NK) = (GBT) N (GHK)
iv) GB(TUK) = (GOT) U (GOK)

2.5. Bulamik Gruplar

Bulanik cebirsel yapilarla ilgili ilk ¢alisma 1971 yilinda A. Rosenfeld[2] tarafindan
yapildi. Rosenfeld[2] bulanik grup teorinin temel Ozelliklerini klasik grup teorideki
sonuglar1 kullanilarak elde etmistir. Bu boliimde bulanik grup tanimi verilerek bunlarla

ilgili baz1 teoremler verilecektir.

Tamim 2.5.1[21] X bir grup ve G, X’in bulanik alt kiimesi olsun. G’nin Qyelik

fonksiyonu p ile gosterilsin.

1) Vx,y € X icin pg(xy) = min{ug(x), ug ()}
i) Vx € Xicin ug(x™1) = ug(x)

Bu iki sart saglaniyor ise G’ye bulanik grup denir.

iii ) e, G’ nin birim eleman olmak iizere ug;(e) = 1 kosulu da saglanmiyor ise G’ye

standartlastirilmis bulanik grup denir.

Ornek 2.5.2[21] G bir bulanik kiime, (G,.) bir grup olsun.
G=1{1,-1,i,—i} ve 0 <ty <t; <t, <ty =1o0lmak lizere

e (1) =tg, ug(—1) = ty, ug(i) = ug(—i) = t, seklinde tanimlayalim.
i) Vx,y € G icin pg(xy) = min{ug(x), ug(v)}

He(1.=1) = pe(=1) = t; =2 minfus (), ue (=1} =t

pe(i.—i) = ug(1) = t3 = min{ug (i), ug (-0} = t;

pe(1.—0) = ug(=i) = t; =2 minfuc (1), uc (-0} = t;
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He(1.0) = pe(@) = t; = minfus(1), ug(D} = ¢,
te(—1.1) = pg(—i) = t; =2 min{us(—1), (D} =t
He(=1.-1) = pg(Q) = t; = minfus(=1), ue(=0} = t;
i) Vx € G igin pg(x™) = pg(x)

1€ G icin (™) = (1) =t; 2 us(1) = t5
—1€Gicin (=1 =pug(-1) =t; 2 ug(-1) =t
i € G igin pe (1) = pe (=) =t = pug(i) = t,
—i€Gigin ug(=iTH) = ug(D) =t 2 pe(=i) = t,

(1) ve (i1) sartlar1 saglandigindan, G bir bulanik gruptur.
Tamm 2.5.3[21] S bir grupoid olsun. Eger her x,y € S icin

u(xy) = min{u(x), u(y)}
ise u: S — [0,1] doniistimiine bir bulanik grupoid denir.

Onerme 2.5.4[21] Eger xi,x5,..,x, €S ise her bir u bulanik altgrupoidi igin

m(x1x5 oo x) = min{ u(x;) : 1 < i < n} esitsizligi saglanir.

Tanmm 2.5.5[21] G bir grup olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa u: G — [0,1]

doniistimiine bir bulanik alt grup denir.

i) Vx,y € G igin u(xy) = min{u(x), u(y)}
i) Vx € G icinu(x) = u(x™1)

Tamim 2.5.6[21] w, S’ nin bir bulanik altkiimesi ise herhangi bir t € [0,1] icin
Ar={x€S: ux) >t}
kimesi u niin level altkiimesi olarak adlandirilir.

Onerme 2.5.7[21] G birimi e olan bir grup olsun. Eger u, G’ nin bulanik altgrubu ise
Vx € G igin u(x) < u(e)’ dir.

Ispat. Tamm 2.5.5° den Vx € G icin u(e) = p(xx™1) = min{u(x), u(x=1)} = u(x)

bulunur.
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Bulanik normal altgrup tanimini vermeden 6nce iki lemma ispatlayalim.

Lemma 2.5.8[21] Eger u, sonlu bir G grubunun bir bulanik altgrupoidi ise u bir bulanik
altgruptur.

Ispat. x € G olsun. Once tiimevarimla ifadenin her k icin dogru oldugunu gésterelim.
k = 0 icin iddia Onerme 2.5.7° nin sonucudur. k > 0 ve iddia k — 1 i¢cin dogru olsun.
O zaman u(x*1) > u(x) olacagindan, u(x*) = u(xx*1) > min{u(x), u(x*1)} =
u(x) olur. Simdi G sonlu oldugundan x™ = e olacak bigimde n>1 tamsayis1 vardir.
Buradan u(x™1) = u(x™ 1) > u(x) bulunur. Ayrica (x~1)" = e oldugundan, benzer

bicimde u(x) = u(x~1)’ dir. Dolayisiyla u(x) = u(x~1) ve u bir bulanik alt gruptur.

Lemma 2.5.9[21] wu bir G grubunun bulanik alt grubu ve x € G olsun. Bu takdirde
Vy € G icin u(xy) = u(y) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul p(x) = p(e) olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki Vy € G icin u(xy) = u(y) olsun. Bu takdirde y = e secersek
u(x) = u(e) elde ederiz.

Tersine kabul edelim ki u(x) = u(e) olsun. Bu takdirde Onerme 2.5.7° den Vy € G
icin u(y) < u(x) dir. u(xy) = min{u(x), u(y)} oldugundan

Vy € G icin p(xy) = u(y) 1)

dir. Diger taraftan u(y) = u(x~1xy) = min {u(x), u(xy)} ve Vy € G icin u(x) = u(y)
oldugundan min {u(x), u(xy)} = u(xy) bu yizden

vy € Gigin u(xy) < u(y) 2)
elde ederiz. (1) ve (2) esitsizliklerinden istenen elde edilir.

Sonug 2.5.10[21] Lemma 2.5.9” un hipotezi saglansin. u(x) = u(e) ise Vy € G igin
p(xy) = p(yx)’ dir.

Tamm 2.5.11[21] u bir G grubunun bulanik alt grubu olsun. Eger Vx,y € G icin
u(xy) = u(yx) ise u ye bulanik normal alt grup denir.

Teorem 2.5.12[21] Bir G grubunun y bulanik alt grubunun normal olmasi igin gerek ve

yeter kosul ¢’ niin, G’ nin eslenik siniflar1 tizerinde sabit olmasidir.
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Ispat. Kabul edelim ki p bir bulanik normal alt grup olsun. Bu takdirde Vx,y € G igin
u(y~txy) = u(xyy™") = u(x) olur.
Tersine kabul edelim ki u, G nin eslenik siniflar1 iizerinde sabit olsun. Bu takdirde

Vx,y € G icin u(xy) = u(xyxx™1) = u(x(yx)x™1) = u(yx)dir. Dolayisiyla Tanim
2.5.11” den y, G’ nin bulanik normal alt grubudur.

2.6. Bulanik Halkalar

Bulanik gruplar kullanilarak daha karmasik bulanik cebirsel yapilar olan bulanik
halkalar ve bulanik idealler 1982 yilinda Liu[3] tarafindan ¢aligilmigtir. 1992 yilinda
Dixit[5] sonlu bulanik alt kiimeler tizerinde bulanik alt halka ve bulanik idealler lizerine

caligmalar yapmistir. Bu béliimde bulanik halka ve bulanik idealden bahsedecegiz.

Tamim 2.6.1[5] Bir R halkasinin bir ¢ bulanik alt kiimesi verilsin. Eger Vx,y € R igin

(i)  ulx—y)=min k), u®))
(i)  ulxy) = min (u(x), ()

kosullar1 saglaniyorsa u bulanik alt kiimesine R’ nin bulanik alt halkas: denir.

Tamim 2.6.2[5] Bir R halkasinin bir ¢ bulanik alt kiimesi verilsin. Eger Vx,y € R igin
) plx—y) = min (ux), p))
(i) u(xy) = max (u(x), p()

kosullar1 saglaniyorsa u bulanik alt kiimesine R’ nin bulanik ideali denir.

Lemma 2.6.3[5] Bir R halkasinin herhangi bir bulanik alt halkasi (bulanik ideali) u
olsun. Eger x,y € R icin u(x) < u(y)ise ulx —y) = u(x) = u(y — x)’ dir.
Ispat. u bir bulanik alt halka oldugundan ve lemmanm hipotezinden u(x —y) >

min(u(x), u(y)) = u(x) = min(u(y), u(x))’ dir.

Eger u, R’ nin herhangi bir bulanik alt halkasi (bulanik ideali) ise her bir u, level

altklimesi u; > 0 olmak (izere R’ nin bir alt halkasi (ideali)’ dir.

Tamim 2.6.4[5] u, bir R halkasinin herhangi bir bulanik alt halkas1 (bulanik ideali) ve
0< t < u(0) olsun. y, alt halkas1 (ideali) y’ niin bir level alt halkas1 (level ideali)’ dur.
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W niin level alt halkalarinin ailesi {y; : t € Im u }’dir. Ayrica Im u = {ty, ty, ..., t,},
tO > tl > > tTl’ l’l'to c l’l'tl c. C l’l'tn = R, dlr.

Tamim 2.6.5[5] X bir cisim ve F, X’in bir bulanik kiimesi olsun. F’nin Gyelik

fonksiyonu uy ile gosterilsin. Eger

) Vx,y €Xicin pp(x+y) = min {up(x), up(y)}

i) VxeXicin up(—x) = pp(x)

i) Vx,y € Xicin pp(x.y) = min{up(x), ur(y)}

iv) Vx € Xicin x # 0 olmak tUzere pp(x™1) = up(x)

V) up(0) =1 ve pp(1) =1
kosullar1 saglaniyorsa F’ye X’de bir bulanik cisim denir.
Onerme 2.6.6[5] F’ nin X’de bir bulanik bir cisim olmas1 igin gerek ve yeter kosul
) Vx,y € X icin up(x —y) = min {up(x), ur(y)}
i) Vx,y € X ve y # 0 icin pp(xy™") = min { pp (), ur ()}
olmasidir.

Onerme 2.6.7[5] X ve Y cisim, £, X’den Y’ye bir homomorfizma olsun. F, Y’de bir

bulanik cisim olmak iizere F’nin ters goruntiisti f ~1[F], X de bir bulanik cisimdir.

ispat. f: x — y bir homomorfizma olmak iizere
) VY € XiGin ppa g (= y) = pup(fx — ) = ur(F () = £(3))
> min {up(f (), up (f )}
= min {'“f‘l(F)(")’ “f‘l(F)(y)}

i) Vx,y € X i¢in pe-1my(xy™) = pe(flxy™)) = e (fF ™)
> min{ur (£ (), ur(f )}

= min {,Llf—1(p)(x), Hf—l(p)(y)}
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Onerme 2.6.8[5] Eger F, X cismi iizerinde bir bulanik cisim ise Vx € X igin

pp(—x) = pp(x) dir. Ayrica 0 # x € F icin up(x™1) = pp(x) dir.



3. ESNEK KUMELER VE ESNEK CEBIRSEL YAPILAR
1.Esnek Kiimeler

Belirsizliklerle ugrasmak miihendislik, ¢evre bilimi, tip bilimi ve sosyal bilimler gibi
bircok alanda baglica problemdir. Bu tiir problemler klasik metotlarla ¢oziilemez.
Belirsizliklerin yol ag¢tigi problemleri ¢ézmek icin Molodtsov[6] esnek kiime teorisi
olarak adlandirilan farkli bir yaklasim onermistir. Esnek kiime teorisi ¢esitli alanlarda
uygulamalar i¢in zengin bir potansiyele sahiptir ve bunlarin birkagi Molodtsov’ un
caligmalarinda gosterilmistir. Molodtsov’ un ¢alismalarinin ardindan esnek kiimeler ile
ilgili farkli uygulamalar da incelenmistir. Daha sonra Maji ve arkadaslari[7] esnek
kiimeler tizerinde ¢esitli islemleri tanitmistir. Bu bélimde esnek kiime ile ilgili temel

tanim ve teoremler verilecektir.

Tanmim.3.1.1[7] U evrensel kiime, E parametrelerin kiimesi, A c E olsun. P(U) da U’
nun kuvvet kiimesi olsun. F: A —» P(U) bir doniisiim olmak tizere (F, A) ikilisine esnek
kiime denir. Baska bir ifadeyle esnek kiime, U evrensel kiimesinin parametrelestirilmis
alt kiimesidir. € € A icin F(g), (F,A) esnek kimesinin &- yaklasimli elemanlarinin

kiimesi olarak goz oniine aliabilir. Yani bir esnek kiime, kiime degildir.

Ornek 3.1.2[7] Kabul edelim ki U gdz 6niine alinan sartlar altindaki arabalarin kiimesi

ve E, parametrelerin kiimesi olsun. Her bir parametre bir kelime ya da bir ciimledir.
E ={ pahal1, giizel, ahsap, ucuz, bahgeli, bakimli, bakimsiz }

olsun. Bu durumda bir esnek kiime tanimlamak; giizel evleri, pahali evleri ve digerlerini
belirtmek anlamina gelir. (F,E) esnek kimesi, Mr. X’ in satin alacagi evlerin

cekiciligini aciklar.

Kabul edelim ki U = {hy, hy, h3, hy, hs, he} 6 evi gostersin.
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e; ‘pahal’’ parametresini

e, ‘guzel’ parametresini

ez ‘ahsap’ parametresini

e, ‘ucuz’ parametresini

es ‘bahceli’ parametresini

gostermek lizere E = {e4, e,, e3, €4, e<} seklinde verilsin.

Kabul edelim ki F(e;) = {hy, hy}, F(ey) = {hy, hs}, F(e3) = {hs, hy, hs}, F(e,) =
{hy,h3, hs}, F(es) ={hy} olsun. (F,E) esnek kumesi, U evrensel kiumesinin alt
kiimelerinin {F(e;),i = 1,2,3,...,8} parametrize edilmis bir ailesidir ve bir nesnenin
yaklasik tanimlarinin koleksiyonunu bize verir. Burada gz oOniine aldigimiz F
dontigimii “ (. ) evler ” seklindedir. Buradaki ( . ) e € E parametreleri tarafindan
doldurulmaktadir. Buradan F(e,)’ in fonksiyonel degeri {h,, h,} kiimesi olan “pahali
evler” anlamina gelir. Boylece (F,E) esnek kiimesini asagidaki gibi yaklasimlarin bir

koleksiyonu olarak gosterebiliriz.

(F,E) ={ pahali evler= {h,, h,}, glzel evler= {hy, h3}, ahsap evler= {hg, hy, hs}, ucuz
evler= {hy, h3, hs}, bahceli evler= {h,}}.

Her bir yaklasim igin iki kisim s6z konusudur.

) Bir tahmini p

i) Bir v yaklasik deger kiimesi (veya kisaca deger kiimesi)
Ornegin, pahal1 evler= {h,, h,} yaklasim i¢cin asagidaki 6zellikleri verebiliriz.

) Tahmini isim pahali evler

i) Yaklasik deger kiimesi veya deger kiimesi {h,, h,}’ dir.

Tamm 3.1.3[7] Bir U evrensel kiimesi zerinde (F, A) ve (G, B) iki esnek kiime olsun.
i)Ac Bve

ii)Ve € A icin F(e) ve G(&) 6zdes yaklagimlar
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ise (F,A), (G, B)’ nin esnek alt kiimesidir ve (F,A) € (G, B) ile gosterilir. Eger (G, B),
(F,A)’ nin esnek alt kiimesi ise (F,A)’ ya (G,B)’ nin esnek Ust kiimesi denir ve
(F,A) 5 (G, B) ile gosterilir.

Tamm 3.1.4[7] (F,A) ve (G,B), U evrensel kimesi (zerinde iki esnek kiime olsun.
(F,A), (G, B)’ nin esnek alt kiimesi ve (G, B), (F, A)’ nin esnek alt kiimesi ise (F, A) ve

(G, B) esnek kiimeleri esittir denir.

Tammm 3.1.5[7] Kabul edelim ki E = {eq, e, ..., e, } parametrelerin kiimesi olsun. E’
nin degilinin kiimesi |E ile gosterilir.]E = {]ey, Je, ..., e, }.Burada Vi icin ]e;, e;’nin

degili demektir.
Simdi asagidaki sonuglar1 verebiliriz.

Sonug 3.1.6[7]

1) 1(04) =4
2) [(AuB) =]AU]B
3) [(AnB)=]AN|B

Tamim 3.1.7[7](F, A) esnek kiimesinin timleyeni (F, A)¢ olarak gosterilir ve (F,A)¢ =
(F€,1A)’ dirve

F¢:]A - P(U)
seklinde gosterilir. Va €]A i¢in F¢(a) = U — F(Ja)’ dir.
F’in esnek timleyen fonksiyonu F€ olmak tizere (F€)¢ = F ve ((F,A)¢)¢ = (F,A)’ dir.

Tamim 3.1.8[7] U lzerinde (F,A) esnek kiime olsun. Eger Ve € A igin F(e) = @ ise

(F,A)’ ya bos esnek kiime denir ve @ ile gosterilir.

Tamim 3.1.9 [7] U lzerinde (F, A) esnek kiime olsun. Eger Ve € A icin F(e) = U ise,
(F, A)’ya mutlak esnek kiime denir ve A ile gosterilir. A¢=®, ®°=A4 dur.

Asagida iki esnek kiime Uzerinde “ve”, “veya” operatorlerini verecegiz.
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Tamim 3.1.10[7] (F,A) ve (G, B), U Uzerinde iki esnek kiime olsun. (F, A)A(G, B) ile
gosterilen “(F, A) ve (G, B)” islemi (F,A) A (G,B) = (H, A X B) ile tanimlanmaktadir.
Burada V(a,B) € AX Bicin H(a, ) = F(a) N G(B)’ dir.

Tamim 3.1.11 [7] (F, A) veya (G, B) ,U lzerinde iki esnek kiime olsun. (F.A) v (G, B)
ile gosterilen “(F,A)veya (G,B)” islemi (F,A)v (G,B)= (H,AxB) ile
tanimlanmaktadir. Burada V(a, ) € A X B icin H(a, ) = F(a) U G(B) dir.

Esnek kiimelerde Demorgan kuralinin oldugunu da gorebiliriz.

Onerme 3.1.12[7]  i)((F,A) v (G,B))" = (F,A)A (G, B)*
i) (F,A) A (G,B))" = (F,A)°V (G, B)*

Ispat. i) Varsayalim ki (F,A) v (G,B) = (0,A x B) olsun.
((F,A) v (G,B)) = (0,AxB)¢ = (0%](A X B))
J(x,y) = FE(x) N G°(¥) oldugu igin
(F,A)°A (G, B)°= (F¢,14) A (G, 1B)
= (J,14 X]B)
= (,1(4 x B))
(la,18) € (1A X|B) alalm.
0°(la, 18) =U — 0(a,B)
=U-[F(@ UGB
=[U—-F@]n[U-G(E]
= (F°(l) N G°(18)
=J (la, 18)
elde edilir. Dolayistyla 0°ve J esit olup

((F,A) v (G,B)) = (F,A)°A (G,B)* "dir.
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ii) Varsayalim ki (F,4) A (G,B) = (H,A x B) olsun.
((F,A) A (G,B)) = (H,Ax B) ¢ = (H%,](A X B))
K(x,y) = F¢(x) U G¢(y) oldugu igin

(F,A)v (G, B)*=(F*,14) v(G*,1B)

= (K,14 x]B)

= (K,1(A x B))

(1,18) € (JA xX]B) alalim.

H(la, 18) = U — H(a,B)

=U - [F(a) N (G,p)]
=[U-F@]U[U-G(p)]

= (F(lo) v (1)

=K (la, 18)

Buradan H¢ = K’ dur.

Oyleyse ((F,A) A (G,B)) = (F,A)°v (G,B)*

Tammm 3.1.13[7] (F,A) ve (G,B),U uzerinde iki esnek kiime olsun. Bu esnek
kiimelerin birlesimi (H, C)’dir. Burada C = AU B ve Ve € C i¢in

F(e) eger e€ A—B
H(e) = G(e) eger e€ B—A
F(e) U G(e) eger e€EANB

ile tanimlanmustir. Bu ifadeyi (F,A) U (G, B) = (H, C) biciminde yazariz.

Tamm 3.1.14[7] (F,A) ve (G,B),U luzerinde iki esnek kiime olsun. Bu esnek
kiimelerin kesisimi (H,C)’dir. Burada C = An B ve Ve € C i¢in H(e) = F(e) veya
H(e) = G(e) (her ikisi de aymi kiime oldugunda) ile tanimlanir. Bu ifadeyi (F,A) N
(G,B) = (H, C) seklinde yazariz.
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Onerme 3.1.15[7]

)] (F,A)U (F,A) = (F,A)

i) (F,A)Nn (F,A) = (F,A)

i) (F,A)U® =® (Burada ® bos esnek kiimedir.)
iv) (F,LANDO =0

V) (F,A) U A = A (Burada A mutlak esnek kiimedir.)
vi)  (F,A)T A= (F A

Onerme 3.1.16[7]

i) ((F,A) T (G,B)) = (F,A)¢ T (G,B)*

i) ((F.4) 7 (6,B)° = (F,A)F° A (G B)

Ispat. i) Kabul edelim ki (F,A) U (G,B) = (H,A U B) olsun. Bu durumda

F(a) egera € A/B
H(a) =< G(a) egera € B/A
F(a) U G(a) egera€ ANB

dir. Buradan  ((F,A) U (G,B)) ¢ = (H, AU B)*
= (H®,1A U]B)dir.

elde edilir. Dolayisiyla V] € |JAU|B i¢in HC (Jo) = U — H () “dir.

Fe(lo) eger |a €]|A—|B
Buradan H¢ (o) = { G (o) eger | €|B—]A
F(lJ@) U G°(Ja) eger e €E]AN]B

olup (F,A)° T (G,B)¢ = (F,]14) U (G%,1B) = (K,]A UIB)’ dur.

Fe(la) eger |a €]A—]B
Burada K(Ja) = { G (o) eger |a €|B—]A
F(J) U G°(Ja) eger |a €E]AN]B

dir. Dolayisiyla H¢ ve K esittir.

Sonug olarak ((F,A) U (G,B)) = (F,A) U (G, B)° “dir.
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i) Kabul edelim ki ((F,A) & (G,B))° = (H,An B) olsun,

((F,A) A (6,B))° = (H 1A n1B)
ve
(F,A)° 7 (G,B)° = (FS,14) A (G51B) = (K,]A n1B)

olsun. Burada v ] - € (JA N1B) igin
K(la) = F°(Ja) veya G°(]@)

—F(o)veyaG(a) (a€ANB)

= H(a)

= He(la)
dir.Dolayisiyla K ve H esittir. Sonug olarak ((F, A) i (G,B)) = (F,A)* & (G, B)°
“dir.

Onerme 3.1.17[7] (F,A),(G,B) ve (H,C),U uzerinde U¢ esnek kiime olsun. Bu

durumda asagidaki esitlikler vardir.

i)  (F,A)U ((G,B)T (H,0))= ((F,A)T(G,B))T (H,0)
iv) (F,A)d ((G,B)A (H,0))= ((F,A)N(G,B))A (H,C)
V) (F,AU ((6,B)A (H0O)= (F,ATGB)A(F,AT (H0)
vi)  (F,AN ((G,B)T (H,0) = ((F,AA(GB)T((F,AN (H0)

Ispat. Tanim 3.1.13 ve Tanim 3.1.14” den kolayca yapilabilir.

Onerme 3.1.18[7] (F,A),(G,B) ve (H,C),U lzerinde ii¢ esnek kiime olsun. Bu
durumda asagidaki esitlikler vardir.

iy  (F,A)v((GB)v(HC)= ((F, A)v (G,B)) v (H,C)

i) (F,A)A ((G, B) A (H,C)) = ((F,A) v (G,B)) v (H,C)

i) (F,A)v((GB)A(HC) = ((F,A)v(GB))A ((F, A)v (H,0)
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iv)  (F,A)A(GB)vHC)=(FAAGB)v ((F, A) A (H,0)
Ispat. Tanim 3.1.10 ve Tanim 3.1.11" den kolayca yapilabilir.

3.2 Esnek Gruplar

2001 yilinda, Maji[7] ve diger bilim adamlar1 bulanik esnek kiime kavramini 6nermis,
daha sonra da uygulamalarimi vermistir. Aktas ve Cagman[12] ¢alismalarinda esnek
gruplar1 tanimlamis ve bu gruplarin temel o6zelliklerini vermistir. Bu bolimde esnek

grup kavrami verilmekte, bunlarin 6zellikleri ve uygulamalar1 gosterilmektedir.

Ayrica bu bolimde G bir grup ve A bostan farkli bir kiime olarak alinacaktir. R, A
kiimesinin bir elamaniyla G grubunun bir elemani arasindaki keyfi bir bagintiyr temsil

etsin. A’ dan G’ ye bir R bagintisi
R={(x,y)eAXG: yeF(x)}
ile tanimlansin. F: A —» P(G) kiime degerli doniistimii
F(x) ={yeG: (x,y)eR,xcAvey€G}

seklinde tanimlansin. Burada (F, A) ikilisi G Uzerinde esnek kiimedir. (4, G, R) Uclusu

yaklasim kiimesi olarak ifade edilir.

Tamim 3.2.1[12] (F,A),G Uzerinde esnek kiime olsun. Vx € A i¢in F(x) < G ise
(F,A)’ ya G uzerinde esnek grup denir.

Asagidaki 6rnegi kullanarak bu tanimi agiklayalim.
Ornek 3.2.2[12] G = A = S5 = {e, (12), (13),(23), (123), (132)} ve

F(x) ={yeG: xRy © y = x", nelN}seklinde bir kiime degerli fonksiyon
tanimlayalim. Bu durumda (F, A) esnek grubu, G’nin alt gruplarinin bir koleksiyonunu
veren {F(x):xeA} alt kimelerinin parametrelendirilmis bir ailesidir. Yani
(F,A) esnek kiimesini, F doniistimii ile tamimlanmis G’nin asagidaki alt gruplarinin bir

koleksiyonu olarak diisiinebiliriz.

F(e) = {e}

F(12) = {e,(12)}
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F(13) = {e, (13)}
F(23) ={e, (23)}
F(123) = F(132) = {e, (123), (132)}

Vx e Aigin F(x)’ler G grubunun alt grubu oldugu i¢in(F,A), G Uzerinde bir esnek

gruptur.
Tablo 1.
« y

e (12) (13) (23) (123) (132)
e 1 0 0 0 0 0
(12) 1 1 0 0 0 0
(13) 1 0 1 0 0 0
(23) 1 0 0 1 0 0
(123) 1 0 0 0 1 1
(132) 1 0 0 0 1 1

Ornekteki esnek grubu temsil eden esitlikler yukaridaki Tablo 1°de verilmistir.

y=x" ve n€N ise, burada (x,y) ikilisi 1 sayis1 ile belirtilir. y # x™ ise bu
durumda (x, y) ikilisi O sayist ile belirtilir. Hesaplama amaciyla herhangi bir esnek grup
Tablo 1’deki gibi bir tablo formunda niimerik olarak gosterilebilir. Her esnek kiime icin

bir esnek grup iiretilemeyecegini biliyoruz.

Omek 3.22° de x € Gnin mertebesi o(x) olmak Ulzere G =S; ve

H(x) ={yeG:xRy<o(x) =0(y) }icin (H,G), G lizerinde esnek grup degildir.
Rosenfeld’in[22] de tanimladig1 bulanik grup, esnek gruplarin 6zel bir durumudur.

A, G’de bir bulanik grup ve u,, A’nin iyelik fonksiyonu olsun. u,:G — [0,1] olmak

Uzere Va €[0,1] icin F(a) = {xeG : py (x) = o} tarafindan verilen p,, fonksiyonu
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icin G’nin alt gruplarinin a-level alt kiimesinin ailesini diistinelim. F ailesi igin

asagidaki p, fonksiyonunu

ta (x) =sup {a: x € F(a)}

seklinde tanimlayalim. Rosenfeld’in A bulanik gruplarmin ailesi (F,[0,1]) esnek

grubuna esittir.

Teorem 3.2.3[12] (F,A) ve (H,A), G Uzerinde iki esnek grup olsun. (F,A) n (H,A) ,

G Uzerinde bir esnek gruptur.

Ispat. Tanim 3.1.14." den (F,A) N (H,A) = (U,C) yazanz. Burada C = ANA ve
Vx € C icin U(x) =F(x) ya da U(x) = H(x)’ dir. U:A - P(G) tammlanir. Bu
nedenle (U, A), G lzerinde bir esnek kiimedir. (F,A) ve (H,A), G Uzerinde iki esnek
grup oldugundan Vx € 4 i¢in U(x) =F(x) <G ya da U(x) =H(x) <G’ dir. O
halde (F,A) n (H,A) = (U, C), G lzerinde bir esnek gruptur.

Teorem 3.2.4[12] (F,A) ve (H,B),G tlizerinde iki esnek grup olsun. Eger ANB =@
ise (F,A) U (H,B), G lzerinde bir esnek gruptur.

Ispat. Tanim 3.1.13.” den (F,A) U(H,B) = (U,C) vyazabilirizz. AnB=0
oldugundan Vx € Cicin x € A— B yada x € B— A ’dir.

Egerx € A— B ise U(x) = F(x) < G’ dir.
Egerx € A— B ise U(x) = H(x) < G’ dir.
Dolayisiyla (U, C) = (F,A) U (H,B), G Ulzerinde bir esnek gruptur.

Teorem 3.2.5[12] (F,A) ve (H,B), G lzerinde esnek iki grup olsun. (F,A) A (H,B),G

Uzerinde bir esnek gruptur.
Ispat. Tanim 3.2.14°den (F,A) A (H,B) = (U, A x B) yazabiliriz.

ae€A ve feBicin F(a) ve H(B),G’ nin alt grubu iken F(a) N H(B)’da G’nin alt
grubudur. V(a,B) € AXx B i¢in U(a,B) = F(a) N H(B), G’nin bir alt grubudur.

Sonug olarak (F,A) A (H, B), G Uzerinde bir esnek gruptur.
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Tamim 3.2.6[12] (F, A), G Uzerinde bir esnek grup olsun. G’nin birim eleman1 e olmak

Uzere Vx € Aigin F(x) = {e} ise (F,A)’ ya G Uzerinde birim esnek grup denir.

Teorem 3.2.7[12] (F,A),G Uzerinde bir birim esnek grup ve f, G’den K’ya bir
homomorfizm olsun. Eger Vx € A i¢in F(x) = Kerf ise (f(F), A), K Uzerinde birim
gruptur.

Ispat. e,G’nin birim elemam olmak iizere (F,A),G (izerinde birim esnek grup
oldugundan Vx € A igin F(x) = {e}’dir. K’nin birim eleman1 e, olmak lizere Vx € A

icin f(F(x)) = e’ dir. Tamm 3.2.6°dan (f(F), A), K Uzerinde birim esnek gruptur.

Tamm 3.2.8[12] (F,A), G Uzerinde bir esnek grup olsun. Vx € A i¢in F(x) = G ise
(F,A)’ ya, G uzerinde bir mutlak esnek grup denir.

Teorem 3.2.9[12] (F,A),G uzerinde bir mutlak esnek grup ve f,G ’den K’ya bir

homomorfizm olsun. ( f(F),A ), K Uzerinde mutlak esnek gruptur.

Ispat. (F,A),G (zerinde mutlak esnek grup oldugundan Vx € A icin F(x) = G’dir.
Vx € A igin f(F(x)) = f(G) = K’dir. Tanim 3.2.8.’den (f (F), A), K Uzerinde mutlak

esnek gruptur.
Tamim 3.2.10[12] (F, A) ve (H,K), G Uzerinde iki esnek grup olsun. Eger

i) KcA
ii) Vx € K icin H(x) < F(x)

bu iki sart saglaniyor ise (H, K)’ ya (F,A)’ nin esnek alt grubu denir ve (H, K) < (F,A)

ile gosterilir.
Ornek 3.2.11[12] G = S; = {e, (12), (13), (23), (123), (132)}
A=S;={e (12),(13),(23),(123),(132)}
K = A; = {e, (123), (132)}

gruplarimi  goz Oniine alalim. F(x) ve H(x) fonksiyonlarini asagidaki sekilde

tanimlayalim.

F(x) ={y€S;:xRy o y=x",neN}
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Hx)={y€ESs:xRyoy=<x>}
F(e) = {e}

F(12) = {e, (12)}

F(13) = {e, (13)}

F(23) ={e, (23)}

F(123) = {e, (123), (132)}

F(132) = {e, (123), (132)}

H(e) = {e}

H(123) = {e, (123), (132)}

H(132) = {e, (123), (132)}

Vx € A icin H(x) < F(x) ve A3 < S5 oldugundan (H, K) < (F, A)’dur.
Teorem 3.2.12[12] (F, A) ve (H, A), G Uzerinde iki esnek grup olsun.

1) Vx € A igin F(x) € H(x) ise (F,A), (H, A)’nin esnek alt grubudur.

2) E = {e} ve (U,E) ve (F,G), G Uzerinde iki esnek grup ise (U,E), (F,G)’nin

esnek alt grubudur.

Tamim 3.2.13[12] (F, A) ve (H, B) sirastyla G ve K Uzerinde iki esnek grup olsun.
f:G - K, g:A - B iki fonksiyon olsun. Eger

i) f, G’den K’ya bir homomorfizm

i) g, A’dan B’ye bir doniisim

i) vx € A icin f(F(x)) = H(g(x))
kosullar1 saglaniyorsa (f, g)’ ye esnek homomorfizm denir. Ayrica (F,A) ve (H, B)’ye

esnek homomofriktir denir ve (F, A)~(H, B) ile gosterilir.
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Bu tanimda eger f,G’den K’ya bir izomorfizm ve g, A’dan B’ye bir 1-1 doniisiim ise

(f, g) esnek izomorfizm denir. Ayrica (F, A), (H, B)’ye esnek izomorfiktir denir ve
(F,A) = (H,B) ile gosterilir.

Ornek 3.2.14[12] (Z, +) ve (Z,,,, ®) gruplarimi gz niine alalim.

Z’ den Z,,,;” e bir homomofizm tanimlayalim. keZ icin £ (k) = k olsun.

Z*’dan Z,,’e bir g déniisimii tammlayalim. g: Z* — Z,, ve k € Z%icin g(k) = k

olsun.

F:Z* > P(Z)veF(x)={y€Z:y=5kx,k €Z}olsun.

H:Z, > P(Z,)veHu)={y€Z, :y=uk,k €5Z}olsun.

F(x) = 5xZ ve H(w) = {ku: k € 5Z} elde edilir.

Sonug olarak (F,Z*) ve (H, Z,,) sirasiyla Z ve Z,,lizerinde esnek gruplardir.

f(F(x))={5xk :k€Zz} ve H(g(x))={xs:s€5Z} oldugundan f(F(x))=
H(g(x))’ dir. Buradan (f, g) bir esnek homomorfizmdir ve (F, Z*), (H,Zy)’e esnek

homomorfiktir.

Tamim 3.2.15[12] (F,A),G Uzerinde bir esnek grup, (H,B)’de (F,A)’nin esnek alt

grubu olsun.

Vx € B igin H(x) < F(x) , yani H(x),F(x)” in normal alt grubu ise (H, B)’ ye (F,A)’

nin normal esnek alt grubu denir ve (H, B) < (F, 4) ile gosterilir.

Teorem 3.2.16[12] (F,A), G Uzerinde bir esnek grup olsun. (F,A)’nin normal esnek

gruplarinin bir ailesi i € I i¢in (H: K;) olsun.

1) Nie; (H;, K;), (F, A)’nin bir normal esnek alt grubudur.
2) nier (H; ,K;), (F, A)’nin bir normal esnek alt grubudur.

3) Vvijel icin K;NK; =0 ise vig(H;,K;), (F,A)’mn normal esnek alt

grubudur.
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Tanmmm 3.2.17[12] (F,A) ve (H,B) swrasiyla G ve K Uzerinde iki esnek grup
olsun. (F,A) ve (H,B) esnek gruplarmnin carpimi V(x,y) € A X B i¢in U(x,y) =
F(x) x H(y) olmak uzere (F,A) x (H,B) = (U, A X B) olarak tanimlanir.

Teorem 3.2.18[12] (F,A) ve (H,B) sirasiyla G ve K Uzerinde iki esnek grup olsun.
(F,A) x (H, B) ¢arpimu1 G X K Uzerinde bir esnek gruptur.

Ispat. Tanim 3.2.17° den (F,A) x (H,B) = (U,A x B)’ dir. Bu durumda V(x,y) €
AXB icin U(x,y) = F(x) Xx H(y)” dir. F(x) ve H(y), swrasiyla G ve K’ nin alt
gruplar1 olduklarindan F(x) X H(y) de G X K’ nin alt grubudur. O halde (F,A) X
(H, B) ¢arpim1 G X K Uzerinde bir esnek gruptur.

3.3. Esnek Halkalar

Acar ve arkadaslar[15] ¢alismalarinda esnek halkalar i¢in temel kavramlar1 verdiler. Bu

bolumde R degismeli halkasi {izerindeki biitiin esnek kiimeleri g6z 6niine alinacaktir.

Tamim 3.3.1[15] (F, A), R halkasi iizerinde bostan farkli bir esnek kiime olsun. Vx €
R icin F(x), R’nin alt halkas1ise (F,A)’ ya R (zerinde esnek alt halka denir.

Ornek 3.3.2[15] R=A4, Z, ={0,1,2,3,4,5 } olsun.

F:A — P(R) fonksiyonunu goz oniine alalim.

F(x) ={y € R: x.y = 0} seklinde bir kiime degerli fonksiyon tanimlayalim.
F(0)=R,F(1) ={0}, F(2) ={0,3},F(3) ={0,2,4} , F(4) = {0,3}, F(5) = {0}.
Vx € Zg icin F(a), R’ nin alt halkasi oldugundan (F, A), R {izerinde esnek halkadir.
Teorem 3.3.3[15] (F,A) ve (G, B), R Uzerinde esnek halka olsun.

1) (F,A) A (G, B) bostan farkl: ise R iizerinde bir esnek halkadir.
2) (F,A) 0 (G, B) bostan farkl: ise R iizerinde bir esnek halkadir.

Ispat: 1) Tamim 3.1.10” dan (F, A) A (G, B) = (H, C) yazabiliriz
Buradan C = A X B ve V(a,b) € C icin H(a,b) = F(a) n F(b)’dir. H(a,b) = F(a) N
Gb)+ @ ‘dir. (F,A) ve (G,B), R ‘nin esnek alt halkalar1 oldugundan F(a) ve
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G(b),R’ nin alt halkasidir. R’nin herhangi sayidaki alt halkalarinin kesisimi de R’nin
bir alt halkasi oldugundan H(a, b) = F(a) n G(b) de R’ nin bir alt halkasidur.
Sonug olarak (H, C) de R tizerinde bir esnek halkadir.

2) Tanim 3.1.14" den (F,A) N (G,B) = (H, C) yazabiliriz.

Bazi x EANB igin H(x) =F(x) N G(x) # @ dir. Burada H(x) = @ ve F(x) ile
G(x), R’ nin alt halkasidir. R’ nin herhangi sayidaki alt halkalarinin kesisimi de R’nin
bir alt halkas1 oldugundan H(x) = F(x) N G(x) de R’ nin bir alt halkasidir. Sonug
olarak (H,C) = (F,A) N (G, B) bostan farkli ise R’ nin bir esnek alt halkasidur.

Tamm 3.3.4[15] (F, A) ve (G, B), R Uzerinde esnek halka olsun. Eger
)BcA

i) Vx € supp(G,B) igin G(x), F(x)’ in alt halkas1

ise (G,B)’ ye (F,A)’nin esnek alt halkas1 denir.

Ornek 3.35[15] R=A=2Z ve B=6Zc A olsun. F:A - P(R), G:B - P(R)
fonksiyonlarin1 g6z Oniine alalim. F(x) = {nx:n € Z}, G(x) = {5nx:n € Z}olacak
sekilde kiime degerli fonksiyonlar1 tanimlayalim.

Vx € B i¢in G(x) = 5xZ, F(x) = xZ nin alt halkasidir. Boylece (G, B), (F,A)’nmn
esnek alt halkasidir.
Teorem 3.3.6[15](F, A) ve (G, B), R lzerinde iki esnek halka olsun. (F,A) n (G,B),
(F,A) ve (G, B)’ nin bir esnek alt halkasidir.

Ispat. Tanim 3.1.14." den (F,A) N (G, B) = (H, C) yazabiliriz.
ANB cAicin H(x) = F(x) N G(x), F(x)’in alt halkasidur.

Boylece (H,C), (F,A)’ nin esnek alt halkasidir. Ayrica ANB c B i¢in H(x) =
F(x) N G(x), G(x) ‘in alt halkasidir. Buradan (H, C), (F, A)’ nin esnek alt halkasidur.

Ornek 3.3.7[15] R=2, A=2Z ve B=3Z olsun. F:A—- P(R) , G:B - P(R)

fonksiyonlar1 asagidaki sekilde tanimlanmis olsun.

F(x)={2nx:n € Z} = 2xZ
G(x)={3nx:n€Z}=3xZ
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(F,A) 0 (G,B) = (H,C) seklinde tanimlansm. Burada C = ANB =627’ dir. Vx € C
icin H(x) = F(x) N G(x) = 6xZ olup H(x) F(x)’in ve G(x)’in alt halkasidir. Sonug
olarak (F, A) ve (G, B) sirastyla (F, A)’nin ve (G, B)’nin esnek alt halkasidir.



4. BULANIK ESNEK KUMELER VE BULANIK ESNEK CEBIiRSEL YAPILAR

2001 Yilinda Maji ve arkadaslari[17] bulanik kiime ve esnek kiimenin birlesimi olan
bulanik esnek kiime kavramini tanimlamiglar ve uygulamalarini vermislerdir Bu
bélimde bulanik esnek kiime kavrami verilmekte, bu kavramin bazi 6zellikleri ve

uygulamalar1 gosterilmektedir.

4.1. Bulanik Esnek Kiimeler

Tanim 4.1.1[17] U evrensel kiime, E parametrelerin kiimesi ve A c E olsun. U’ nun
bulanik alt kiimelerinin kuvvet kiimesini I* ile gosterelim. f:4 —» I* tanimh bir
dontisim olmak t{izere (f,E) ikilisi U iizerinde bir bulanmk esnek kiimedir.
Bagka bir ifadeyle bulanik esnek kiime, esnek kiimelerde parametrelerden aldigi

elemanlar1 U’ nun kuvvet kiimesi yerine bulanik kiimeye gotiiriir.

Ornek 4.1.2[17] Kabul edelim ki U gbz 6niine alinan sartlar altindaki evlerin kiimesi ve
E parametrelerin kiimesi olsun. Burada her bir parametre bir bulanik kiime ya da
bulanik kiimeler iceren cimlelerdir.

E ={pahali (eq), glzel (e,), ahsap (e3), ucuz (e,), bahgeli (e5)} . Bu durumda bir
bulanik esnek kiime pahali evler, giizel evler ve digerlerini belirtir. Burada
(f, E) bulanik esnek kiimesi Mr. X.” in alacagi evlerin gekiciligini gostersin.

Kabul edelim ki

f(e1) = {(hy,0,5), (hz, 1), (h3,0,4), (hy, 1), (hs, 0,3), (he, 0)}

f(ez) = {(hy,1), (hz,0,4), (hs, 1), (hs, 0,4), (hs, 0,6), (hs, 0,8)}

f(e3) ={(hy,0,2), (h3,0,3), (h3, 1), (hs, 1), (hs, 1), (he, 0)}

f(es) = {(hy,1), (h2,0), (h3, 1), (hy, 0,2), (hs, 1), (he,0,2)}

f(es) = {(h1,0,8), (h,0,1), (h3,0,5), (hs, 0,3), (hs, 0,5), (he, 0,3)}
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olsun.(f,E) bulamk kiimesi {f(e;),i = 1,2,3,...,8}’in bir parametrize edilmis bir
ailesidir ve bir nesnenin yaklasik tanimlarinin koleksiyonunu bize verir. Bu drnekte goz
oniine aldigimiz f doniisimi “ ( . ) evler ” seklindedir. Buradaki ( . ) e €E
parametreleri tarafindan doldurulmaktadir. Pahali evler anlamina gelen F(e;)’ in
foksiyonel degeri {(hq,0,5), (h,,1), (hs3,0,4),(hy, 1), (hs,0,3), (he,0)} dir. Boylece
(f,E) esnek kiimesini asagidaki gibi yaklasimlarin bir koleksiyonu olarak
gosterebiliriz.

pahali evler = {(hy,0,5), (hy, 1), (h3, 0,4), (hy, 1), (hs, 0,3), (he, 0)},

guzel evler = {(hy, 1), (h;,0,4), (h3, 1), (hy, 0,4), (hs,0,6), (he, 0,8)},

ahsap evler = {(hy,0,2), (hz,0,3), (h3, 1), (hy, 1), (hs, 1), (he, 0)}

ucuz evler= {(hy, 1), (hy, 0), (hs, 1), (hy,0,2), (hs, 1), (he, 0,2)},

bahgeli evler= {(hy, 0,8), (h,,0,1), (h3,0,5), (h4, 0,3), (hs,0,5), (he, 0,3)}.

Her bir yaklasim igin iki kisim s6z konusudur.

iii) Bir tahmini p

iv) Bir v yaklasik bulanik deger kiimesi (veya kisaca deger kiimesi)

omegina pahah eVler: {(hlr 0;5)1 (hz, 1)) (h3r 0;4)) (h4r 1): (h5, 0,3), (hGI 0)} Yakla$1m1

i¢cin asagidaki ozellikleri verebiliriz.
iii) Tahmini isim pahali evler

iv) Yaklasik deger kiimesi veya deger kiimesi

{(hll 0,5), (hZJ 1)) (h3l 0,4), (h4, 1); (h5, 0,3), (hﬁl 0)}1 dlr

Tamim 4.1.3[17] (f,A) ve (g,B), U evrensel kiimesi iizerinde iki bulanik esnek kiime
olsun.
)] A c Bve
i) Ve € Aicin f(g), g(€)’ nin bulanik alt kiimesi ise
(f,A), (g, B)’ nin bulanik esnek alt kiimesidir.

Ornek 4.1.4[17] (f, A) ve (g, B), U iizerinde iki bulanik esnek kiime olsun.

Burada A = { glizel, ucuz, bahceli } ve B = { giizel, ucuz, bahgeli, bakiml1 }.
f (guze|)= { (hlr 0’4)r (h2r 016)1 (h3r 0’5)’ (h4-1 018)1 (hSI 1)}!
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f (ucuz) = {(hy, 1), (hy,0,5), (h3,0,5), (hy, 1), (hs, 0,7)},

f (bahgeli) = { (hy,0,5), (hy, 0,6), (h3,0,8), (hy,0,8), (hs, 0,7)},
g(guzel) = { (hy,0,4), (hy,0,7), (h3,0,6),(hs,0,9), (hs, D},
g(ucuz)= {(hy, 1), (hy, 0,6), (h3,0,5), (hs, 1), (hs, 1)},
g(bahgeli)= {(h4,0,6), (h,, 0,6), (h3,0,6), (hy,0,5), (hs, 1)}
g(bakimli)= {(h4, 0,4), (hy, 0,6), (h3,0,5), (hy, 0,8), (hs, 1)}.
Yani (f,A) € (g, B)’dir.

Tamm 4.1.4[17] (f,A) ve (g,B), U evrensel kiimesi lizerinde iki bulanik esnek kiime
olsun. (f,A), (g, B)’ nin bulanik esnek alt kiimesi ve (g, B), (f, A)’ nin bulanik esnek

alt kimesi ise (f, A) ve (g, B) bulanik esnek kiimeleri esittir denir.

Tamim 4.1.5[17] (f,A), U evrensel kiimesi tzerinde bulanik esnek kiime olsun. (f, A)
bulanik esnek kiimesinin timleyeni (f, A)¢ olarak gosterilir ve (f,A)¢ = (f¢,]4)’ dir.
Burada f€:]A = I* seklinde gosterilir. Ya €]A i¢in f¢(a), f(Ja)’ nin bulanik

timleyenidir.

Tamim 4.1.6[17] (f, A) bir esnek kiime olsun. Ve € A i¢in f(&), U’ nun bos bulanik

kiimesi ise (f, A) bos bulanik esnek kiimedir ve @ ile gosterilir.

Tamim 4.1.7[17] (f, A) bir bulanik esnek kiime olsun. Ve € A icin f(&) = U ise (f,A)

mutlak bulanik esnek kiimedir ve A ile gosterilir. A€ = @ ve ¢ = 4.

Tammm 4.1.8[17] (f,A) ve (g,B), U uzerinde iki bulanik esnek kime olsun.
(f,A)A(g, B) ile gosterilen “(f,A) ve (g,B)” islemi (f,A) A (g,B) = (h,A X B) ile
tanimlanmaktadir. Burada V (a, 8) € A X B icin h(a,B) = f(a) 0 g(B)’ dir ve N iki

bulanik kiimenin bulanik kesisim operatoriidiir.

Tamm 4.1.9[17] (f, A) veya (g, B) , U lzerinde iki bulanik esnek kiime olsun. (f,A4) v
(g,B) ile gosterilen “(f,A)veya (g,B)” islemi (f,A)v (g,B) = (h,AXB) ile
tanimlanmaktadir. Burada V(a, ) € A X B icin h(a,B) = f(a) U g(B)’ dir ve U iki

bulanik kiimenin bulanik birlesim operatoriidiir.

Bulanik Esnek kiimelerde Demorgan kuralinin oldugunu da gorebiliriz.
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Onerme 4.1.10[17] i)((f,A) v (g,B) )" = (f,A)°A (g, B)*
i) (F, ) A (9.B))" = (f,A)°v (g,B)°

Ispat . (i) (f,A)v (g9,B) =(0, AXB) olsun. Tanim 4.1.9° dan o(a,fB) =
f(a) U g(p) yazabiliriz.

(£, A v (g.B)) = (0,AxB) = (0%]A%|B)

Tanim 3.1.5” den ](eq,e;) = (Jes, ]ez) ve (4, B) = (JA,|B) yazabiliriz. « €14 ve
B € ]B olsun.

o¢(a, ) = (f(@ T g(B))" = fe(@) 7 g°(B) dir.
(f, AN (g, B) = (f514) A (g 1B) = (h,]A X ]B) olsun.
Burada h(a, B) = f°(a) A g°(B) = 0°(a, p)’ dir.
Boylece 0° ve h esittir. Yani ((f,4) v (g B)) = (f,A)°A (g, B)’ dur.

(ii) (f,A) A (g,B) = (h, AXB) olsun. Tanim 4.1.8” den h(a,B) = f(a) 0 g(B)’ dir.
((F, A A (g,B)) = (hAXB) = (h']Ax1B)

yazabiliriz. Simdi « € 4 ve B € B olsun.
he(a, B) = (F(@ T g(B))" = (@) T g(B)’ dir.
(f, AV (g,B) = (f514) v (g1B) = (0,14 X |B) olsun.
o(a,B) = f(a) U g°(B) = h(a, B)’ dir.
Boylece h® ve o esittir. Yani ((f,4) A (g,B))" = (f,A)°v (g,B)°’ dur.

Tamim 4.1.11[17] (f, A) ve (g, B), U evrensel kiimesi tizerinde iki bulanik esnek kiime
olsun. (f,A) ve (g, B) bulanik esnek kiimelerinin birlesimi (h, C) ile gosterilir.

Burada C = AU B ve Ve € C igin
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f(e) eger e€ A—B
he) = g(e)~ eger e€EB—A
f(e)Ug(e) eger e € ANB

(h,C) = (f,A) U (g, B) yazabiliriz.

Tamim 4.1.12[17] (f,A) ve (g, B), U Uzerinde iki bulanik esnek kiime olsun. Bu esnek
kiimelerin kesisimi (h, C) esnek kiimesidir. Burada C = AN B ve Ve € C icin h(e) =
f(e) n g(e) ile tammlanir. (h,C) = (f,A) 0 (g, B)’ dir.

Onerme 4.1.13[17]

i) (£, DT, A= (4

i)  (f,ANE,A=(4

iii) (f,A)U® = ® (Burada @ bos bulanik esnek kiimedir)
V) (fLAAND=0

V) (f,A) U A = A (Burada A mutlak bulanik esnek kiimedir)

vi)  (FLANA=(f,A)

Onerme 4.1.14[17]

i) (£, T (g,B) = (f,A)° T (g,B)"

~

i) (4 7 (9.B)° = (f,A° 7 (g,B)

Ispat.
i) (h, AU B) = (f,A) U (g, B) olsun.

f(e) eger e EA—B
g(e) eger e EB—A

h(e) = ~
f(e)Ug(e) eger e €EANB

olup ((f,4) T (g,B)) ¢ = ((h, AU B)) = (h%,]14 U]B) olur. Ayrica

f€(le)'nin bulanik tiimleyeni eger le €]A—|B
g€(Je)'nin bulanik tiimleyeni eger |e €|B—]A

h(le) =
(Ie) f<(e) U g¢(Je)'nin bulanik tiimleyeni  eger ]e €]4A N]B
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(f, ¢ 0 (g,B) = (f14) A (¢%1B) = (k,14 U]B)’ dir. Burada
f€(]e)'nin bulanik tiimleyeni eger |e €]A—]B

k(le) = g¢(Je)'nin bulanik tiimleyeni eger le €|B—]A
f€(0e) U g€(Je)'nin bulanik timleyeni  eger e €]A N]B

~

h ve k fonksiyonlar esittir. Oyleyse ((f,A)) U (g,B))c = (f,A)¢ U (g,B)¢ ’dir.

i) (f,A) 0 (g,B) = (h,An B) olsun.

(0T (g,B) =((hAUB)) = (n%14Nn1B).
Burada h°(]e) = f°(Je) yada g(Je). Simdi
(f,A)¢ A (g,B)° = (f¢,14) A (g¢,1B) = (k, 1A U]B)’ dir. Burada e € 14 n |B"dir.
k(le) = f°(le) yada g°(Je) olur.
he ve k fonksiyonlar esittir. Oyleyse ((f, 4) T (g,B))¢ = (f,A)° 7 (g,B)° "dir.

4.2. Bulanik Esnek Gruplar

Bu bolimde Aktas ve Cagman[12] tarafindan tanimlanan esnek gruplarin bulanik
kiimeler tiizerindeki uygulamasi olan Aygiinoglu ve Aygiin[18] tarafindan calisilan

bulanik esnek grup kavrami ve temel 6zellikleri verilecektir.

Tanmmm 4.2.1[18] X bir grup ve (f,A) X Uzerinde bir bulanik esnek kiime olsun.
Va € A veVx,y € X igin

O faley) 2min(f(0), f,())

2 fax™H = fal0)

sartlar1 saglaniyorsa (f,A) bulanik esnek kiimesine X iizerinde bulanik esnek grup

denir.

Onerme 4.2.2[18] (f,A) bir bulanik esnek kiime olsun. Va € A ve Vx,y € X icin
faGe.y™) = min (f,(x), f,(y)) olmasi igin gerek ve yeter sart (f,4)’ min bulamk

esnek grup olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki (f, A) bulanik esnek grup olsun. Vx,y € X icin
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faCe.y™) 2 min (f(0), fa(37))

oldugunu géstermeliyiz. Va € A ve Vx,y € X igin

fale.y™ 2min(f(0), fuy™) = min(fo(x), fa(y))’ dur.
Tersine Vx,y € X igin f,(x.y™) = min (f,(x), f,(¥)) olsun.
Vx € X vee, X’ in birim elemani olmak tzere
fa(@) = fole.x™) 2 min(f (x), fu(x™1)) 2 min(fo(0), f,(x)) = fo (0.
Aynica fo(x7) = fo(e.x™) 2 min(f,(e), f2(x)) = min(fo (), (X)) = fo (0.
Va € A veVx,y €X icin
faey) = fole. ™) 2 min(fo(x7™), ™) 2 min(fa(x), fa ().
Buradan (f, A) bulanik esnek gruptur.

Onerme 4.2.3[18] (f, A) bir bulanik esnek grup ve e, X’ in birim elemani olsun.

Va € A ve Vx € X igin asagidaki esitlikler saglanir.
1) fa(x_l) = fa(x)
(2) fa(e) = fa(x)

Ispat. (1) vx € X icin fo(x) = fo((x™)™) = fo(x™).
@ vxeXicin fole) = fulx.x™) 2 min(fo(x), fu(x™) = min(fo(x), fo(x)) =
fa ().

Ornek 4.2.4[18] Tiim dogal sayilarin kiimesi N olsun ve Vn € N i¢in f(n) = f,: R > |

ve f: N — IR olmak iizere asagidaki sekilde tanimlayalim.

1
- , 3k ez, = k2"
fn(x): n x

0 , diger durumlarda

xy = k2™ olsun. f,(xy) = % > min {% ,O} =0 > min{f(x), f(y)}.
Burada Z tiim tamsayilarim kiimesidir. (f, N) ikilisi R {izerinde bir bulanik esnek kiime

formundadir. (f, N) bulanik esnek kiimesi R (izerinde bulanik esnek gruptur.

Teorem 4.2.5[18] (f,A) ve (g,B), X uzerinde iki bulamik esnek grup olsun.
(f,A) 0 (g, B) kesisimi X iizerinde bulanik esnek alt gruptur.

Ispat. (f,4) n (g,B) = (h,C) olsun. Burada C = ANB, Vx € Xve Vc € C igin
he = f; Age Ve he(x) = f.(x) rg.(x)’ dir . Keyfi bir ¢ € C ve Vx € X igin
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feCe.y) = min(f.(0, £.(0) , fe(x™) = fo(x) ve

gc(x.y) = min(g.(x), 9.(»)) . gc(x™1) = g ().
Buradan

() (fe ~g)(x.y) = fo(x. YA ge(x.y) = min (f(x), f:(3)) Amin (gc(x), 9. ()
= min (fc(x)/\ gc (), fe (A gc()’))

= min (fc/\ gc)(x)r (fen gc)()’))
(i) Vx € X ve Vc € Cigin (fon go)(x™Y) = (fon go)(x)’ dir.

(i) ve (ii) sartlar1 saglandigindan (f, A) N (g, B) kesisimi X {izerinde bulanik esnek alt
gruptur.

Teorem 4.2.6[18] (f, A) ve (g, B), X Uzerinde iki bulanik esnek grup olsun. AN B = @
ise (f,A) U (g,B), X iizerinde bulanik esnek alt gruptur.

Ispat. AnB =0 ve (f,A) U (g,B) = (h,C) olsun.
VceCicince A—Bveyac € B— Adr.

c € A—Bise h, = f,, X’ in bir bulanik alt grubudur.

c €EB—Aise h, = g, X’ inbir bulanik alt grubudur.
Buradan (f,A) U (g, B), X lizerinde bulanik esnek alt gruptur.

Tamim 4.2.7[18] (f, A), X lizerinde bulanik esnek kiime olsun. X, = {x € X : f,(x) =

a, Va € A} alt kiimesine bulanik esnek level alt kiimesi denir.

Teorem 4.2.8[18](f,A), X flizerinde bulanik esnek grup olsun. Bu takdirde X, level

kiimesi X'in bir alt grubudur.

Ispat. e € X ve Va € A icin f, bulamk grup oldugundan f,(e) > a dolaysiyla e € X,.
Yani X, #0 dir. Vx,y €X, olmak Ulzere xy !€ X, oldugunu gosterelim.

Va € A igin f, bulanik grup oldugundan
fa(xy_l) = min{ f,(x), fa()}
>{a,a} =a

oldugundan xy~! € X, dir. Sonug olarak X,, X'in bir alt grubudur.
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4.3.Bulanik Esnek Halkalar

Subramanian ve arkadaslari[19] calismasinda bulanik esnek halka tanimini vererek
bulanik esnek halkalarin homomorfik goriintiisiinden bahsetmistir. Bu boliimde bulanik

esnek halkalar ve bazi 0zellikleri verilecektir.

Tamim 4.3.1[19] U evrensel kiime ve E parametrelerin kiimesi olsun, (f,A), bir R
halkas1 lizerinde bostan farkli bulanik esnek kiime olsun. (f,A4), R iizerinde bulanik

esnek halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Va € A ve Vx,y € R igin

i) fa(x +y) 2 min{ fo(x), fa(¥) }
i) fa(=x) = fo(x)
i) faCxy) Zmin{ fo(x), fa(¥)}

olmak tzere f(a) = f,’ nin R’ nin bulanik alt halka olmasidir.

Tanmmm 4.3.2[19] (f,A), U iizerinde bulanik esnek kiime olsun. Va € [0,1] icin

(f,A)g ={(f1)a : a € A}, a —level esnek kiime olarak tanimlanir.

Tamim 4.3.3[19] A ve B sirasiyla X ve Y kimeleri igin parametreler kimesi olmak
Uzere p: X - Y ve Y: A = B iki fonksiyon olsun. (¢, {r) bulanik esnek fonksiyon olarak

tanimlanir.

Tanmim 4.3.4[19] (¢, ) bulanik esnek fonksiyon altinda (g,B)’ nin ters gorlntisu
(o, W)~ ile gosterilir ve (o, W)™t (g,B) = (¢™*(9), ¥~*(B)) tarafindan tanimlanan

bulanik esnek kiimedir.

Tanim 4.3.5[19] (¢, ) : X = Y bulanik esnek fonksiyon olsun. Eger ¢, X = Y bir
homomorfizm ise (¢,y) bulanik esnek homomorfizmdir. Eger ¢, X - Y bir

izomorfizm ve 5, A’ dan B’ ye 1-1 doniistim ise (¢, {r) bulanik esnek izomorfizmdir.

Tamim 4.3.6[19] f,, R’ de bulanik esnek halka ve 8: R — R ' bir doniisiim olsun. Bu

durumda £,2: R - [0,1] ve £f (x) = f,(6x) olarak tanimlanur.

Onerme 4.3.7[19] R ve R ' iki esnek halka ve 8: R — R ' bir esnek homomorfizm

olsun. f;, , R’ nin bulanik esnek halkasiise 871( ;) de R’ nin bulanik esnek halkasidir

Ispat. R "’ nin bulanik esnek halkasi f;, ve x,y € R olsun.
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i) to-1(r(x +¥) = pup,0(x +y)
=z, (6x + 0y) = min{ug, (6x), us, (6y)}

> min { () €% }

Ho-1(ry Ho-1(ry)

i) G, = a0 2, 6=

i) % =, 00) = g, ((0x)(6Y)) = min{ug, (6x), uy, (67))

(x) o)
071 H 0—1(fb)}

i), i) ve iii) sartlar1 saglandigindan 8~1( f;) R’ nin bulanik esnek halkasidur.

= min {u

Onerme 4.3.8[19] £, R’ de bulanik esnek halka ve 8: R — R ' bir esnek homomorfizm

olsun. £f = {(x, £9 (x)) 1 X € R} bulanik esnek kiimesi R’ nin bulanik esnek alkasidir.

Ispat. x,y € R olsun.

) fP+y)=fa0(x+y)
= fo(6x + 6y) = min{f,6 (x), f,6(»)} = min{ff (x), £Z (N}
i) A0 = f(00-0) = fo(6(0) = fE ()
i) [ (xy) = f,0(xy) = £,((6x)(6y)) = min{f,(6x), f,(6¥)}
> min{ff (x), f2 ()}

i), ii) ve iii) sartlar1 saglandigindan £,? , R'nin bulanik esnek halkasidir.

Onerme 4.3.9[19] £, U’ da bulanik esnek kiime olsun. £, U’ da bulanik esnek halka
olmasi igin gerek ve yeter sart Va € A ve keyfi bir a € [0,1]i¢in (f)e # 0, (f)« »

a —level esnek kiimesi U uizerinde bulanik esnek halka olmasidir.

Ispat. f,, U iizerinde bulanik esnek halka olsun. Va € A igin f;, U’ nun bulanik alt
halkasidir. Keyfi bir & € [0,1] i¢in (f,), # 0. Kabul edelim ki x,y € (f,), i¢in
fa(x) Z ave fo(y) = a.
i) (fda (x +y) =2 min{(fo) o (%), (f)a )} = min{f,(x), fa(¥)}
> min{a,a} > a
x+y € (fada
i) (e (=0 2 (o (0) 2 fo(x) 2
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—X € (fa)a
i) (f)a (xy) 2 min{(fo)a (x), (fa)e (N} = min{fy(x), f2(¥)}

> min{a,a} = a .Burada xy € (f,),’ dir.



5. GENELLESTIRILMiS BULANIK ESNEK KUMELER

Genellestirilmis bulanik esnek kiime kavrami Maji ve Arkadaslari[7] tarafindan tanitilan
bulanik esnek kiime kavraminin genisletilmesi ile Majumdar ve Samanta[20] tarafindan
calisilmigtir. Bu caligmada esnek kiime derecelendirilerek veya kiimeye aitlik derecesi
verilerek bulanik hale doniistiiriilmiistiir. Genellestirilmis bulanik esnek kiime tanimi
parametrelerin her bir degerine gore bir bulanik kiimenin sec¢iminde belirsizlik
icerdiginden daha gergekeidir. Genellestirilmis bulanik esnek kiime kavramin
tanimlanmasiyla gesitli 6zellikleri ¢alisildi ve bir karar verme probleminin ¢éziiminde

bu kavram [20] ¢alismasinda kullanildi.
5.1. Genellestirilmis Bulanik Esnek Kiimeler

Tanmmm 5.1.1[20] U = {x;,x5,...,x,} evrensel kime ve E ={ej, e, ...,e,}
parametrelerin kiimesi olsun. Burada (U,E) ikilisi esnek kimedir. F:E — I* ve
w:E - 1=1_0,1] tanimhi doniisim olsun. Burada I*, U’ nun biitiin bulanik alt

ktmelerinin koleksiyonudur. F,: E — I* X I doniisiimii asagidaki gibi tanimlanan bir

fonksiyondur. f, € I* olmak uizere F,(e) = (f,, u(e))’ dir.

E,’ ye (U, E) esnek evrensel kiimesi iizerinde genellestirilmis bulanik esnek kiime denir.

Burada her e; parametresi icin F,(e;) = (fei,u(el-)) , sadece U’ nun elemanlarinin f,,’

deki tiyelik derecesini belirtmez, aynm zamanda u(e;) ile gosterilen boyle bir aitligin

mumkin olma derecesini belirtir.

Ornek 5.1.2[20] U = {x;, x5, x3} ii¢c gdmlegin kiimesi ve E = {e,, e,, e3} gomleklerin
niteliklerini gosteren parametrelerin kiimesi olsun. Burada e, = parlak , e, = ucuz ,
e; = renkli’ dir. F:A - I* ve u, E’ nin bulanik alt kiimesi olmak tizere u: £ = I =

[0,1] asagidaki sekilde tanimlansin

I’l'(el) = 0;1 ’ ﬂ(ez) = 0,4' y ,u-(e3) = 0,6 .
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E,: E - I* X I fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlansin.

F,(e1) = ({(x1,0,7), (x2,0,4), (x3,0,3)},0,1)

F.(e2) = ({(x1,0,1), (x2, 0,2), (x3,0,9)},0,4)

F.(e3) = ({(x1,0,8), (x2,0,5), (x3,0,2)},0,6)

O halde F, , (U, E) iizerinde genellestirilmis bulanik esnek kiimedir.

Tamm 5.1.3[20] F, ve G, (U,E) iizerinde iki genellestirilmis bulanik esnek kiime

olsun. Eger

(i) W, 6’ nin bulanik alt kiimesi
(i) Ve € Eigin f,, g.’ nin bulanik alt kiimesi

sartlar saglaniyorsa  F,’ ye Ggs’ nin genellestirilmis bulanik esnek alt kiimesidir denir

ve F, C Gs ile gosterilir.

Ornek 5.1.4[20] Ornek 5.1.2. de (U,E) Uzerinde verilen F, genellestirilmis bulamk
esnek kumesi verilsin. (U,E) Uzerinde Gg genellestrilmis bulanik esnek kiimesi

asagidaki sekilde tanimlansin. Burada & € I£” dir.

Gs(e1) = ({(x1,0,2), (x2,0,3), (x3,0,1)},0,1)

Gs(e2) = ({(x1, 0), (x2,0,1), (x3,0,7)},0,3)

Gs(e3) = ({(x1,0,7), (x2,0,3), (x3,0,1)},0,5)

E,(e) = (f;,,u(e)) ve Gs(e) = (ge,(S(e))’ dir. Ve € E icin u(e) = §(e)’ dir. Ayrica
Ve € E ve Vx € U igin f,(x) = g.(x) oldugundan g, §’ nin bulanik alt kiimesi ve f,
ge’ min bulanik alt kiimesidir. O halde G5, F,’ niin genellestirilmis bulanik esnek alt
kumesidir.

Tamm 5.1.5[20] F, ve Gs, (U,E) iizerinde iki genellestirilmis bulamk esnek kiime
olsun. Eger Ve € E icin §(e) = u(e) ve g, = f,“ ise G5’ ya E,” nuin tiimleyeni denir

ve F,© = Gy ile gosterilir.

Tamm 5.1.6[20] F, ve Gs, (U,E) iizerinde iki genellestirilmis bulamk esnek kiime

olsun. F, ve Gs kiimelerinin birlesimi H,: E > I* x I, H,(e) = (h,, v(e)) olmak Uzere
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F, U Gs = H, ile tanimlanir. Burada h, = max{f, ,g.} ve v(e) = max{u(e),(e)}’
dir.

Tamm 5.1.7[20] F, ve Gs, (U,E) iizerinde iki genellestirilmis bulamk esnek kiime

olsun. F, ve Gs kimelerinin kesisimi

Hy:E - [* X1, Hy(e) = (he,v(e))
olmak (zere F, N Gs = H,ile tammlanir. Burada h, = min{f,,g.} ve v(e) =

min{u(e),5(e)}’ dir.

Ornek 5.1.8[20] Sirasiyla Ornek 5.1.2. ve 6rnek 5.1.4." de tanimlanan E, ve G

genelestirilmis bulanik esnek kiimelerini gdz 6niine alalm. F, U Gs = H,, olsun.

u
Burada H,: E - I* X1 , H,(e) = (he,v(e)) ile tanimli donistimdiir. Ayrica h, =

max {f,,g.}ve v(e) = max {u(e),5(e)} dir.

H(e) = max{fe ) ge} = max {{(xli 0'2)' (x2i 0,3), (X3, 0,1)}, {(xll 0;7); (le 0r4):
(.X'3, 0,3)}, {(xlf 0,7), (xZI 0,4‘), (.X'g, 0,3)}} Ve v(e) = max {,u(e) ’ 6(6)} = {0,1 ’ 0,1} =
0,1’ dir.

07 04 03 01 02 03 01 01
FMUG(5=<0,1 02 09 0,4) F#ﬁG(gz( 0 0,1 0,7 0,3)

08 05 02 06 07 03 01 05

Tamm 5.1.9[20] ®g:E > [“ X1 ve ®y(e) = (9,,0(e)) ile tanimlansin. Burada
Ve€e€Eicin f,=0 ve 6(e)=0 ise genellestirilmis bulanik esnek kiimeye

genellestirilmis bos bulanik esnek kiime denir ve @y ile gosterilir.

Tamm 5.1.10[20] A, :E > 1* %1 ve A, (e) = (A, a(e)) ile tanimlansin. Burada
Ve€Eicin A, =1 ve a(e)=1 ise genellestirilmis bulamk esnek kiimeye bir

genellestirilmis mutlak bulanik esnek kiime denir ve A4, ile gosterilir.

Onerme 5.1.11[20] F,, (U,E) iizerinde genellestirilmis bulamk esnek kiime olmak

tizere agagidaki dnermeler dogrudur.

O FR=FRUER
(i) FRNOF=FH
(i) F,U®,=E,
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Ispat.

(i)  F,UE, = H,olsun. H,(e) = (he,v(e)) ve Ve € E igin

he = max{f. , f.} = fo ve v(e) = max{u(e),u(e)} = u(e)’ dir.
O halde E, UE, = F,

(i) F, A F, = H,olsun. H,(e) = (he,v(e)) ve Ve € E igin

he = min{f, , f.} = fo ve v(e) = min{u(e),u(e)} = u(e)’ dir.

O halde Elﬁ'b]leu.

(iiiy F, U®y = H,olsun. H,(e) = (he,v(e)) ve Ve € E igin

h, = max{f, ,p(e)} = max{f,,0} = f, ve
v(e) = max{u(e),0(e)} = max{u(e), 0} = u(e).

O halde H, = F, oldugundan F, U ®4 = F,’ dir,

(iv) E, A ®y = H,olsun. H,(e) = (he,v(e)) ve Ve € E igin
h, = min{f, ,p(e)} = min{f,,0} = 0 ve

v(e) = min{u(e),0(e)} = min{u(e), 0} = 0.

O halde H, = @4 oldugundan F, N ®y = @4’ dir.

(v) E, U4, =H,olsun. H,(e) = (he,v(e)) ve Ve € E icin

he = max{f, , 4.} = max{f,, 1} = 1 ve

v(e) = max{u(e),a(e)} = max{u(e), 1} = 1’ dir.

O halde H, =4, oldugundan F, U A, =4, dir.

(vi) E, A4, =H,olsun. H,(e) = (he,v(e)) ve Ve € E igin

h, = min{f, ,4,} = min{f,, 1} = f, ve

v(e) = min{u(e) ,a(e)} = min{u(e),1} = u(e)’ dir.

O halde H, = F, oldugundan E, N 4, = F,’ dir.
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Onerme 5.1.12[20] Asagidaki 6nermeler dogrudur.

a) F, 0 F;lc, A, ’ nin esnek alt kiimesi genellestirilmis bulanik esnek alt grubudur.
F,°’ nin esnek alt kiimesidir.

b) @, E, A

ispat. @) E, U FE‘°=H,olsun. H,(e) = (h,v(e)) ve Ve€E icin

h, = max{f, ,f.°} < 1vev(e) = max{u(e),u(e)} < 1’ dir.
O halde H,, A, mn genellestirilmis bulanik esnek altkiimesidir.
b) F, A F,¢ = H, olsun. H,(e) = (h,, v(e)) ve Ve € E igin

h, = min{f, ,£.°} = 0 ve v(e) = min{u(e) ,u(e)} = 0’ dur.

O halde , @y, H,,’ nin genellestirilmis bulanik esnek alt grubudur.

Onerme 5.1.13[20] F, , Gs ve H;, (U,E) iizerinde ii¢ genellestirilmis bulanik esnek

kiime olmak iizere asagidaki 6nermeler dogrudur.

() FUGs=G,0E,
(i) E fGs=GsAE,
(i) F, U (Gs UHy) = (E, UGs) UH,
(iv) FE, N (GsNHy) = (FNGs)NH,

ispat. (i) F, U G5 = Hyve Gs UF, =K, olsun. Hy(e) = (he,A(e)) ve K,(e) =
(ke,v(e))olarak tanimlanir. Ve € E igin h, = max{f,, g.} = max{g.,f.} = k. ve
A(e) = max{u(e),8(e)} = v(e). Burada H; = K,, oldugundan F, U G5 = G5 U F,’ dir.

(i) E, A Gs=Hyve GsNE =K, olsun. Hy(e) = (he,A(e)) ve K,(e)=
(ke,v(e))olarak tanimlanir. Ve € E i¢in h, = min{f,, g.} = min{g., f.} = k. ve
A(e) = min{u(e),8(e)} = v(e). Burada H; = K,, oldugundan F, N Gs = Gs N\ F,’ dir.

(iii) ve (iv) Tanim 5.1.6. ve Tanim 5.1.7. kullanilarak benzer sekilde yapilir.
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5.2. Genellestirilmis Bulanik Esnek Kiimeler Uzerinde Baginti

Tamim 5.2.1 [20] F, ve Gs, (U, E) esnek evrensel kiimesi (izerinde iki genellestirilmis
bulanik esnek kiime ve C € E? olsun. F,” den G5’ ya bulamk esnek bir R bagintisi

R:C—>I*xIve V(e f)€C icin R(e, f)=F,(e) NGs(e) ile tammlansm. R(e,f)

ifadesine F,” den Gs’ ya bir bulanik esnek bagint denir.
R(e, f) bagintis1 agsagidaki tanimla genellestirilebilir.

Tamm 5.2.2[20] A bir indis kiumesi olmak tzere (e;,e;, e, )€C igin F =

{ fﬂii ,1E A}, (U, E) tzerinde genellestirilmis bulanik esnek kiimenin bir koleksiyonu ve
C < E™ olsun.

Bu takdirde R: C —» I* X I’ ya R(eil, ein, .. ein) =Nj_, f,fl. (el-j) olarak tanimlanir.

Genellestirilmis bulanik esnek baginti g¢esitli karar verme problemlerinde kullanilir.

Buna ornek olarak agagidaki problem verilebilir.

Kabul edelim ki evrensel kiime xy, x,, x5, x, gibi 4 makine, yani U = {x, x, 3 x,} ve
U¢c parametre eq,e,,e; bu makinelerin belli 6zel gorevlerine gore onlarin
performanslarin1 gostersin. Buna gore E = {eq,e,,e3} olsun. Bir firma makinelerin
sadece iki ozelligine bagli olarak makineleri satin almak istesin. F, ve Gs sirasiyla A ve

B uzmanlan tarafindan iki gézlem olsun. Bunlarin tiyelik matrisleri F,ve Gs asagidaki

sekilde verilsin.

04 02 01 06 0,5
Fuz(F,y)z(OJ 08 05 04 O,6>

06 04 05 06 08

04 06 05 03 05
G§=(G,M)=<O,8 04 09 06 0,7)

01 02 01 04 03

F, ve Gs arasinda R: C — I* X I’ ya genellestirilmis bulanik esnek bagint1 verilsin.
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R X1 X X3 X4 A
(ever) (04 02 01 03 g5
(e,e2) 04 02 01 (06) o5
(ees) 01 02 01 (04) 03
(ez,e1) 04 (06) 05 03 0,5
(e e5) (0,7) 04 05 04 0,6
(e;,e3) 01 02 01 (04) 03
(es,e;) 04 04 (05 03 05
(ese,) 06 04 (05 06 07
(€3, €3) 0,1 0,2 01 (04) 0,3

Burada en iyi makineyi belirlemek icin ilk olarak, son sttun hari¢ her bir satirdaki en
yiiksek aitlik derecesini (parantezle belirlenen) isaretleyelim. Simdi makinelerin her
birinin skoru, her bir satirdaki en yiiksek deger ile A degerinin carpilmasiyla elde

edilecektir. Buna gore skoru en yiiksek olan makine istenilen makinedir.

Bu tabloda (e;, e;), i = 1,2,3 giftlerinin degerlerini géz 6niinde bulundurmuyoruz. Buna

gore skor tablosu asagidaki seklindedir.

R (e, e)) (ene) (ene3) (exe1) (eyey) (e2e3) (e3,61) (e3€2) (ese3)

X Xy X4 X4 X2 Xq X4 X3 X3 X4
skor X 0,6 0,4 0,6 X 0,4 0,5 0,5 X
A 0,5 0,3 0,5 0,3 0,5 0,7

Bu tabloya gore firma en yiiksek skorlu makineyi segecektir. Dolayisiyla x; makinesini

satin alacaktir.



6.GENELLESTIRILMIS BULANIK ESNEK CEBIRSEL YAPILAR

Rosenfeld[2] tarafindan bulanik gruplar kavraminin, Aktas ve Cagman[12] tarafindan
esnek gruplar kavramlarimin tanimlanmasi ve bu kavramlarin gesitli arastirmacilar
tarafindan calisilmasi ile bulanik kiimeler ve esnek kiimeler iizerinde bir¢ok cebirsel
yap1 tanimlanarak bu yapilarin 6zellikleri incelenmistir. Bu boliimde Majumdar ve
Samanta[20] tarafindan tanimlanan genellestirilmis bulanik esnek kiimeler kullanilarak
genellestirilmis bulanik esnek grup ve bulanik esnek halka kavramini tanimlayacak bazi

Ozelliklerini inceleyecegiz.
6.1 Genellestirilmis Bulanik Esnek Gruplar

Tamm 6.1.1 F, , (U, E) esnek evrensel kiimesi iizerinde genellestirilmis bulamk esnek

kiime olsun. Eger Ve € E igin u(e) > 0 ve

(i) Ve € E icinve Vx,y € U icin f,(xy) = min{f,(x), f.(y)}
(i) vx e Uicin f,(x) = f,(x™1)

sartlar1 saglaniyor ise F,’ ye (U,E) esnek evrensel kiimesi iizerinde genellestirilmis

bulanik esnek grup denir.

Ornek 6.1.2 U = {e,a, b,ab}, Klein’m 4-li grubu olmak Uzere E = {e;, e, e3} Ve

u: E — I = [0,1] fonksiyonu

.u(el) = 011! l'l'(eZ) = 0r4l ‘Ll(eg) = 016

olarak tanimlansin.
fe,(ab) = 0,4, f.,(a) = 0,4, f,,(b) = 0,6, f,(e) = 0,5

fe,(ab) = 0,5, f,,(a) = 0,6, f,,(b) = 0,5 f,(e) =1
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fe,(ab) = 0,8, f,,(a) = 0,9, fo,(b) = 0,8, fo,(e) = 0,6
olarak tanimlansin ve Vx € U icin x% = e olsun.

Ve € E igin u(e) > 0 olmali. u(e;) =0,1=>0, u(e;) =04=>0, ules) =06=>0

oldugundan bu sart saglanir.

(1) FE,’ niin genellestirilmis bulamk esnek grup olmasi igin Ve € E ve Vx,y € U igin

fo(xy) = min{f,(x), f,(y)} oldugunu géstermeliyiz. e; € E ve
a,b € Uigin f, (ab) = 0,5 = min{f;, (a),f.,(b)} = min{0,4,0,6} = 0,4.
a,e € Uigin f, (ae) = f,,(a) = 0,4 = min{fel(a),fel(e)} = min{0,4,0,5} = 0,4.
b,e € Uicin f, (be) = f, (b) = 0,6 = min{f,, (b), f.,(e)} = min{0,6,0,5} = 0,5.
ab,a € U icin f, (aba) = f, (aab) = f, (a®*b) = f, (b) = 0,6 =

min{fe1 (ab), fe, (a)} = min{0,4,0,4} = 0,4.
ab,b € Uicin f, (abb) = f, (ab*) = f, (a) = 0,4 >

min{f,, (ab), f.,(b)} = min{0,4,0,6} = 0,4.

e,Ve e; parametreleri i¢in de bu sartin saglandig1 benzer sekilde gosterilebilir.

(i) Klein’in 4-1i grubunda her elemanin tersi kendisine esit oldugundan Vx € U igin
£.(x) = f,(x~1) sart1 da saglanir.

O halde (i) ve (ii) sartlar1 saglandigindan F, = ( fe y(e)) genellestirilmis bulanik esnek
gruptur.

Teorem 6.1.3 F, ve Gs, (U, E) lizerinde iki genellestirilmis bulanmk esnek grup olsun.

Bu takdirde F, N G5, (U, E) lizerinde genellestirilmis bulanik esnek gruptur.

Ispat. F, ve Gs, (U,E) uzerinde iki genellestirilmis bulamk esnek grup oldugundan
Ve € E icin u(e) > 0ve §(e) > 0’ dir. F, N Gs = H,, olsun.

(i) Buna gore H,, = (he, v(e))’ dir. v(e) = min{u(e),6(e)} > 0’ dir.
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Ayrica Ve € E  ve Vx,y € U icin h,(xy) = min{f,(xy),g.(xy)}’ dir. f, ve g,
bulanik grup olduklarindan

he(xy) = min{f, (xy), g (xy)} = min{min{f, (), £, ()}, min{g. (), g. ()3} =
min{min{f, (x), g ()}, min{f, (), ge ()3} = minfhe (x), he(y)} elde edilir.

(i) vx € Uigin h,(x) = h,(x™") oldugunu géstermeliyiz. h, = max{f, ,g.} ve F,
Ve G iki genellestirilmis bulanik esnek grup oldugundan

he(x) = max{fe(x) , ge(x)} = max{fe(=x) , ge(=x)} = he(—x) olur.

O halde (i) ve (i) sartlar1 saglandigindan F, N Gs, (U, E) lizerinde genellestirilmis

bulanik esnek gruptur.

Tanmm 6.1.4 F, ve Gs, (U,E) esnek evrensel kiimesi tlizerinde iki genellestirilmis

bulanik esnek grup olsun. Eger

M U, 6’ nin bulanik alt kiimesi

(i) Ve € E i¢in f,, g.’ nin bulanik alt grubu
ise F,” ye G5’ nmin genellestirilmis bulanik esnek alt grubu denir.

Ornek 6.1.5 Ornek 6.1.2" de (U, E) (izerinde verilen F, genellestirilmis bulanik esnek

grubu verilsin. (U,E) Uzerinde Gg genellestirilmis bulanik esnek grubu asagidaki

sekilde tanimlansin

6(e;) = 0,5, 5(ey) = 0,7, 5(e3) = 0,9 olarak tanimlansin.
ge,(ab) = 0,5, g, (a) = 0,5, ge, (b) = 0,7, ge,(€) = 0,6
ge,(ab) = 0,7, g.,(a) = 0,8, g¢,(b) = 0,7, ge,(e) =1
ge,(ab) =09, g..(a) = 0,9, g, (b) =1, g,(e) =08

(i) u, 6’ nmin bulanik alt kiimesi oldugunu gostermeliyiz. Ve € E  igin
6(61) = 015 2 .u(el) = 011! 6(62) = 017 2 .u(eZ) = 014! 6(63) = 0r9 = .u(e3) = 016
oldugundan y, §” nin bulanik alt kiimesidir.

(ii) Ve € E ve Vx € U icin g, (x) = fe, (x) oldugu da goriilebilir.



53

O halde (i) ve (i) sartlar1 saglandigindan F,, G5’ min genellestirilmis bulanik esnek alt

grubudur.

Tamm 6.1.6 A,:E > I* x [ ve A, (e) = (A, a(e)) ile tanimlansin. Burada Ve €
Eicin A, = 1 ve a(e) =1ve A, bir bulanik grup ise A, “ ya genellestirilmis mutlak

bulanik esnek grup denir.

Onerme 6.1.7 F, (U,E) iizerinde genellestirilmis bulanik esnek grup ve

A, genellestirilmis mutlak bulanik esnek grup olmak iizere asagidaki ©nermeler

dogrudur.
(1) E, 0\ E, , E,’ nin bir genellestirilmis bulanik esnek alt grubudur.
(2) F, N A, , F,’ nlin bir genellestirilmis bulanik esnek alt grubudur.
(3)F, U A, genellestirilmis bulanik esnek gruptur.

Ispat. (1) F, A E, = H, olsun. H,(e) = (he,v(e)) ve Ve € E icin h, = min{f, , f,} =
f. ve v(e) = min{u(e) ,u(e)} = u(e)’ dir. Ve € E igin

(i) Ve € E icin u(e) = u(e)’ dir.
(i) Ve € E igin f,, f,’ nin bulanik alt grubudur.

O halde (i) ve (i) sartlar1 saglandigindan F, N F, ,F,” niin bir genellestirilmis bulanik

esnek alt grubudur.

(2) E, 04, = H,olsun. H,(e) = (he,v(e)) ve Ve € E icin h, = min{f, ,A.} =
min{f,, 1} = f, ve v(e) = min{u(e),a(e)} = min{u(e),1} = u(e)’ dir. Ve € E icin

(i) Ve € Eicina(e) =1 = u(e)’ dir.
(i) Ve € Eicinf,, A, nin bulanik alt grubudur.

O halde (i) ve (i) sartlar1 saglandigindan F, n E, A, nin bir genellestirilmis bulamk

esnek alt grubudur.
(3) Tanim 5.1.6 ve Tanim 6.1.1 kullanilarak kolay bir sekilde ispatlanr.

Tamm 6.1.8 (U, E) birim esnek grup ve F,, (U,E) iizerinde genellestirilmis bulanik

esnek grup ise F,” ye genellestirilmis birim bulanik esnek grup denir.
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6.2. Genellestirilmis Bulanik Esnek Halkalar

Tamm 6.2.1 F,, (U,E) evrensel kiimesi iizerinde genellestirilmis bulanik esnek kiime

olsun. Eger Ve € E igin u(e) > 0 ve

iv)  Vx,y €Rigin fo(x —y) 2 min{ fo(x), fa(¥) }
V) Vxy €Rigin fo(xy) = min{ fo(x), fo(¥)}

sartlar1 saglamyor ise F,’ye (U,E) esnek evrensel kiimesi iizerinde genellestirilmis

bulanik esnek halka denir.

Ornek 6.2.2 Z; = {0,1,2 } halkas1, E = {e;, e,, e3} parametrelerin kiimesi ve u: E —
I = [0,1] fonksiyonu

u(e;) = 0,5, u(ez) = 0,3, ules) =0,7
olarak tanimlansin.
fe,(0) =04, f,(1) =03, £,(2) =03
fe,(0) = 0,5, f,(1) = 0,2, £, (2) = 0,2
fe;(0) =1, f,(1) = 0,8, f,(2) = 0,8
olarak tanimlansin.

Ve € E icin u(e) > 0 olmal. u(e;) =0,5>0, u(e;) =03=>0, u(es) =0,7=0

oldugundan bu sart saglanir.

(i) F,’ niin genellestirilmis bulanik esnek halka olmasi i¢in Ve € E ve Vx,y € U

icin £,(x — y) = min{f, (x), f,(»)} oldugunu gostermeliyiz. e, € E ve

0,1 € Uigin

fo, (0—1) = f, (1) = f,,(2) = 0,3 = min{f,, (0), f,,(1)} = min{0,4, 0,3} =0,3.
1,0 e Uicin f, (1-0) = f, (1) = 0,3 = min{f,, (1), f,(0)} = min{0,3,0,4} = 0,3.
0,2 € U igin

fo,(0—2) = f, (=2) = f, (1) = 0,3 = min{f,, (0), f,,(2)} = min{0,4,0,3} = 0,3.
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2,0 e Uigin

fe, (2—0) = £, (2) = 0,3 = min{f,,(2), f,,(0)} = min{0,3,0,4} = 0,3.

1,2 € U igin

fo,(1=2) = f, (1) = £, (2) = 0,3 = min{f,, (1), f,,(2)} = min{0,3,0,3} = 0,3.
2,1 €eUicin

fo,(2—1) = f, (1) = 0,3 = min{f, (2), f,,(1)} = min{0,3,0,3} = 0,3.

e, Ve e; parametreleri i¢in de bu sartin saglandig1 benzer sekilde gosterilebilir.

(i) Vvx,y €R icin fo(xy) = min{ fo(x), fo(¥) } oldugunu gostermeliyiz. e, € E

ve

0,1 € Uicin £, (0.1) = £, (0) = 0,4 = min{f, (0), f,, (1)} = min{0,4, 0,3} = 0,3.
1,0 € Uigin f, (1.0) = £, (0) = 0,4 = min{f., (1), f,,(0)} = min{0,3,0,4} = 0,3.
0,2 € Uicin f, (0.2) = f,,(0) = 0,4 = min{f, (0),f,,(2)} = min{0,4,0,3} = 0,3.
2,0 € Uigin f, (2.0) = f,,(0) = 0,4 = min{f, (2),f,,(0)} = min{0,3,0,4} = 0,3.
1,2 € Uigin f, (1.2) = f,,(2) = 0,3 = min{f,, (1), f,,(2)} = min{0,3,0,3} = 0,3.
2,1 € Uicin f, (2.1) = £, (2) = 0,3 = min{f, (2), f,,(1)} = min{0,3,0,3} = 0,3.
e,Ve e; parametreleri i¢in de bu sartin saglandig1 benzer sekilde gosterilebilir.

(i)ve (ii) sartlar1 saglandigindan f, , genellestirilmis bulanik esnek halkadir.

Teorem 6.2.3
Bu takdirde F,

F, ve Gs, (U, E) lizerinde iki genellestirilmis bulanik esnek halka olsun.
N Gs, (U, E) iizerinde genellestirilmis bulanik esnek halkadir.
Ispat. E, ve Gg, (U,E) iizerinde iki genellestirilmis bulanik esnek halka oldugundan

Ve € E icinu(e) > 0ve 6(e) > 0 dir.
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F, 0§ Gs = H, olsun. Buna gére H, = (he,v(e))’ dir. v(e) = min{u(e),5(e)} > 0’
dir.

(i) Ve € E ve Vx,y € U igin h,(x — y) = min{h,(x), ho(y)} oldugunu gostermeliyiz.
he(x) = min{f,(x),g.(y)} ve f, ve g, bulanik grup olduklarindan

he(x - y) = min{fe(x - y)rge(x - }’)} =
min{min{f, (x), f, ()}, min{g. (x), g. (V)}} =
min{min(f, (x), g0 ()}, min{fs (), g ()3} = minfh, (x), h, ()} elde edilir

(ii) Ve € E ve Vx,y € U igin h,(xy) = min{h,(x), h.(y)} oldugunu géstermeliyiz.

he (xy) = min{f, (xy), g (xy)} = min{min{f, (x), f. )}, min{g, (x), g (M} =
min{min{f, (x), g (O}, min{f, (), ge (W)} = minfhe (x), he ()} elde edilir.

(i) ve (ii) sartlar saglandigindan F, N Gs, (U,E) tizerinde genellestirilmis bulanik
esnek halkadir.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu calismada ekonomi, mihendislik, c¢evre, sosyal ve tip gibi bilimlerde birgok
belirsizlik ifade eden problemlerin ¢6zimi icin ortaya konan bulanik kiime teorisi,
esnek kiime teorisi, bulanik esnek kiime teorisi ve genellestirismis bulanik esnek kiime
teorileri incelenmistir. Bu kiimeler Uzerinde tanimlanan cebirsel yapilar arastirilarak
cesitli 6zellikleri Uzerinde durulmustur. Calismanin 6. Bélimde genellestirilmis bulanik
esnek grup ve genellestirilmis bulanik esnek halka cebirsel yapilari tanimlanarak bazi
Ozellikleri incelenmistir. Daha sonraki calismalarda bulanik esnek kiimeler (zerinde 6.
Bolimde verilen cebirsel yapilarin 6zellikleri daha genis bir sekilde ele alinabilir. Cisim

gibi diger cebirsel yapilar da bu kiimeler Uzerinde insa edilebilir.
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