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OZET

Bu tez calismasinda oncelikle konunun tarihsel gelisimi anlatilmistir. Daha sonra
spektral analizin temel tanim ve teoremleri hatirlatilmis ve sinir kosullarindaki disipatif
g-fark operatoriiniin tanim1 verilerek, bir disipatif operator kurmak i¢in gerekli tanim ve

teoremler verilmis ve kisaca g-fark operatorl ve fark denklemlerinden bahsedilmistir.

g-fark operatoruniin smir deger problemi ele alinmis ve bu probleme uygun maksimal
disipatif operator olusturulmustur. g-fark operatoriinin sinir deger problemi ve disipatif

operatdrin d6zvektorler ve asosye vektorler sistemi incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Kendine es operator, disipatif operator, q-fark operatorl, maksimal

operator



SPECTRAL ANALYSIS OF gq-DIFFERENCE OPERATOR

Unal KAYA
Nevsehir University, Graduate School of Natural and Applied Sciences
M.Sc. Thesis, February 2012
Thesis Supervisor : Assist. Prof. Dr. Aytekin ERYILMAZ

ABSTRACT

In this thesis study, firstly the historical progress of the subject is considered. Then some
basic definitions and main theorems of spectral analysis are recalled. In addition
essential definitions and theorems of conditional of boundary a dissipative g-difference
operator are given to construct dissipative operator. g-difference operator and difference

equations are investigated.

At the end, boundary value problem of g-difference operator is studied and maximal
dissipative operator is constructed. Furthermore, eigenvectors and associated vectors of
the dissipative operator and boundary value problem of g-difference operator are

investigated.

Keywords: Self-adjoint operator, dissipative operator, g-difference operator, maximal

operator
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1.BOLUM
GIRIS
Ayrik zamanlarda meydana gelen doga olaylarini formiile eden bagintilar olarak ortaya
cikan fark denklemleri, diferansiyel denklemlerin ayrik benzeri (discrete analojisi)
bicimindedir. Eski zamanlardan beri fark denklemlerinin (Adi fark ve g-fark
denklemlerinin) incelenmesine matematikgiler ve fizikgiler tarafindan biiytk ilgi
duyulmaktadir. Adi fark i¢in, Atkinson 1964, Kelley and Peterson 1991, Elaydi 1996 ve
g-fark icin Jackson 1910, Carmichael 1912, Mason 1915, Adams 1928/29, Trijitzinsky
1933, Bohner and Peterson 2001, Kac and Cheung 2002, Gaspard Bangerezako 2008 vb.

gibi kaynaklarda bu denklemler son zamanlarda cesitli uygulamalarindan dolay1 daha

yogun bir sekilde incelenmeye baglanmistir.

g-fark denklemleri bir taraftan diferansiyel denklemleri diskritlestirerek (ayriklastirarak)
yaklasik ¢ozerken, diger taraftan da birgok pratik olayin matematiksel modelleri olarak
ortaya ¢ikmaktadirlar. Adi fark ve g-fark denklemleri kolaylikla algoritmalastirilarak,

bilgisayarda ¢6zmek i¢in ¢cok uygundurlar.

g-fark denklemlerine fizik, miihendislik, teknik bilimlerde sik¢a karsilasilmis olup, bu
denklemler uygulamali bilimcilerin g¢alistiklar1 bir dal olarak ortaya ¢ikmustir. g-fark
denklemlerinin ¢ozlimlerini elde etmeye c¢alismak uzun ugraglar gerektirdiginden
¢coziimlerin spektral analizi hakkinda bilgiler veren ¢aligmalar yapilmistir. Bu ¢alismalar,
g-fark operatoriiniin 6zfonksiyonlarinin agilimlarinin - bulunmasma yani spektral

analizine iligkindir.

Tezde ikinci mertebeden self-adjoint olmayan (disipatif), sinir kosullarindaki spektral
parametreli g-fark operatorii ele alinmigtir. Daha sonra sinir deger problemi tarafindan
olusturulan g-fark operatdriiniin 6zdeger ve 6zvektorleri belirlenmistir. Boylece g-fark

operatoriiniin spektral 6zellikleri incelenmistir.



2.BOLUM

ON BILGILER

Tamim 2.1. (Lineer Uzay veya Vektor Uzay1) V # @ herhangi bir kime ve K herhangi

bir cisim olsun. Asagidaki sartlar saglaniyorsa V' ye K Uzerinde lineer uzay denir.

A) (V, +) cebirsel yapist degismeli bir gruptur. Yani,
Gl) Vx,y € Vigin x + y € V dir. (Kapalilik 6zelligi)
G2)Vx,y,zeViginx+ (y + z) = (x + y) + z dir. (Birlesme 6zelligi)
G3)Vx eViginx +0 =0+ x = x €V olacak sekilde bir tek 0 € V vardir.
G4)vx e Vicin x + (—x) = (—x) + x = 0 olacak sekilde bir tek —x € V vardur.
G5) Vx,y e Vicinx +y =y + x dir. (Degisme 6zelligi)

B) x,y € Vve a,f € K olmak {izere asagidaki sartlar saglanir.
L1) a.x € V dir.
L2) a(x +y) = a.x + a.y dir.
L) (@ +B).x =a.x+ L.ydir.
L4) (a.B)x = a(B.x) dir.
L5) vx € V igin 1.V =V olacak sekilde 1 € K vardir. Burada 1, K cisminin birim

elemanidir.

K = R olmasi halinde V ye reel, K = C olmas1 halinde V ye kompleks lineer uzay denir

[1].

Tamm 2.2. Lineer uzaylarda tanimli doniisiimlere operator denir [2].



Tanmm 2.3. X, K cismi iizerinde bir vektor uzay1 olsun.
Ill:X — R, x— |lxl (2.1)
donilisimii Vx,y € X ve Va € K igin,

NI) [lxll =0(=)x =6
N2) llax|l = [alllx]| (2.2)
N3) llx + yll < [lxll + llyll

ozelliklerini sagliyorsa, X Uzerinde bir norm denir ve (X, ||-]|) ikilisine bir normlu vektor

uzay1 denir [3].

Tammm 2.4. K = R veya K = C olmak Uzere X bir vektor uzay1 (lineer uzay) olsun.
(,.): XxX - K (2.3)

dontisiimii asagidaki 6zellikleri saglar ise (.,.) ye X lizerinde bir i¢ garpim, (X , (. ))

ikilisine de i¢ ¢carpim uzay1 (veya 6n Hilbert uzay1) denir [2].

)Vx e Xicin(x,x) =0ve (x,x) =0(=)x =16

i) Vx,y € X icin (x,y) = (y,x)
i) Vx,y € Xvea € K icin (ax,y) = a(x,y)
iV)Vx,y,ze Xicin(x+vy,z) =(x,2) + (y,2)
Tanim 2.5. (X, G,. )) bir i¢ carpim uzayi ve x € X olsun. x vektoriniin normu,

1/2
el = (02 = (5524)5%) (2.4

olarak tanimlanir. Bu norma gore (X (e )) i¢c carpim uzay1 bir normlu vektor uzay1 olur

[2].



Tanim 2.6. Bir (X, G,. )) i¢ ¢arpim uzayi,
llxIl = (x, x)/2 (2.5)

normuna gore tam ise, yani (X, (.,.)) icindeki her Cauchy dizisi yakinsak ise, bu ig¢

carpim uzayina Hilbert uzay1 denir [2].

Tamim 2.7. H Hilbert uzaymin herhangi bir D € H lineer alt uzay1 ve bir L operatori

icin,
L:DSH—H (2.6)
doniistimii verilsin. Eger her a4, @, € K ve her x;,x, € D igin,
L(ayxy + azx;) = a;Lxy + ayLlx, 2.7)

saglaniyorsa L doniisiimiine lineer operator, D ye ise L Operatoriiniin tanim bolgesi denir
ve D(L) ile gosterilir. L operatoriiniin deger kiimesi de Im(L) veya R(L) ile gosterilir

[2].

Tamim 2.8. H Hilbert uzayinda tanimlanan bir lineer A operatori icin, Vx € H olmak

uzere,

lAx|| < cllx| (2.8)

olacak sekilde bir ¢ sayis1 varsa A ya sinirli operatdr denir. Bu ¢ sayilarinin en kiigiigiine

A smirli operatériiniin normu denir ve ||Ax|| ile gosterilir.

A= SYP  jax|= Swp  lad (2.9)

Ixll <1 llll = 0 I+l

esitligi yardimi ile A sinirh operatdriiniin normu hesaplanir [2].
Teorem 2.9. Sinirl her lineer A operatori sureklidir [2].

Tamim 2.10. Vx € H icin (Ax,x) = 0 ise A ya pozitif lineer operator denir [2].



Tamm 2.11. (Bir Operatoriin Ozdeger ve Ozvektorii) H Hilbert uzayinda A, lineer

bir operatdr olsun. A operatdriiniin tanim bolgesinde bulunan f # 0 vektori igin,
Af = Af (2.10)

denklemi saglaniyorsa, A kompleks sayisina A operatérinun 6zdegeri denir. f vektoriine
de, A operatorlnin A ya karsilik gelen 6zvektori (6zfonksiyonu) denir. A; bir 6zdeger
ise Af = A,f dir. Bu denklemin ¢6ztumleri olan vektorler, H da bir lineer alt uzay
olustururlar. HA,; ile gosterilen bu alt uzayin boyutuna A; 6zdegerinin kati1 denir ve
dim HA; ile sembolize edilir. HA,; uzayma Ozaltuzay denir. dimHA, =1 ise, A,

Ozdegerine sade (basit) 6zdeger denir [4].

Tammm 2.12. H Hilbert uzay: ise ve A, H de bir operatér olmak tzere A nin tanim
kiimesi D(A), H kompleks Hilbert uzayinda yogun, yani D(A) = H olsun. f € D(A)

icin,
(4f,9) = (f,A"9) (2.11)

esitligini saglayan A* operatdrine A nin adjoint operatorii denir. Bu esitligi saglayan

g € H vektorler kiimesine A* in tanim kiimesi denir ve D (A*) ile gosterilir [2].
Tanim 2.12 den asagidaki 6zellikler elde edilir.

i) A) =A

i) (A+B)"=A"+B"

iii) (AB)" = B*A*

iv)  (QA)*=14*", 1€K

V) 1A*]] = ||All, (A smurliise)

Tamim 2.13. Eger A = A" ise A operatoriine self adjoint (kendine es) operator denir [5].

Tamim 2.14. A : D(A) — H lineer bir operatér ve D(A) = H yani D(A), H de yogun
olmak tzere her f, g € D(A) igin,

(Af,g9) = (f,Ag) (2.12)



ise, A c A" ise A ya simetrik operator denir. Adjoint operator kapali oldugundan A c A*

bagintis1 simetrik operatoriin kapanabilir oldugunu ifade eder [2].

Tamm 2.15. (izometrik Operator) D(A), A operatdriiniin tanim bdlgesi olmak iizere

her x,y € D(A) icin,

(Ax»Ay) =(x,y) (2.13)

ise A ya izometrik operat6r denir [2].

Tamm 2.16. Bir A izometrik operatoriiniin tanim ve deger kiimesi H Hilbert uzay1 ise A
ya Uniter operator denir. H Uizerinde, A tersi almabilir bir operatdr olmak Uizere A* = A™1

veya A*A = AA* = [ ise A ya ortogonal veya Uniter operator denir [2].

Tamim 2.17. (Bir Operatériin Genislemesi) f € D(A) icin Af = Af ve D(/T) D> D(A)
ise A operatériine A operatoriiniin genislemesi denir. A ya ise A operatoriiniin kisitlamasi
denir [2].

Tanim 2.18. (Simetrik Operatorun Defekt Uzaylar1) A, H Hilbert uzayinda simetrik
bir operator, A keyfi bir kompleks sayi, R, ve Ry swrasiyla, (A —AI) ve (A — )

operatorlerinin deger kiimesi olmak {izere,

N, = HOR, (2.14)
N7 =HORy (2.15)

uzaylarina A operatoriiniin defekt uzaylar1 denir [2].

Lemma 2.19. Bir A operatériiniin maksimal simetrik olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

A operatoriiniin diger simetrik genislemelerinin bulunmamasidir [2].

Lemma 2.20. Her self adjoint (kendine es) A operatdrii maksimal simetrik operatordir

fakat tersi dogru degildir [2].



Tamm 2.21. (Indis Defekt) Im A > 0 ve

m = dim V) (2.16)
n =dim N3 (2.17)

olmak tzere, (m, n) ikilisine A operatériiniin indis defekti ad1 verilir [2].

Lemma 2.22. Bir kapali simetrik operatoriiniin kendine es (self-adjoint) olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul bu operatériin indis defektinin (0,0) olmasidir [2].

Tanmim 2.23. (Disipatif Operatér) A lineer operatérinin D(A) tanim kiimesi H

Hilbert uzayinda yogun olmak tizere her f € D(A) icin,

Im(Af,f) =0 (2.18)
ise, A operatoriine disipatif operator denir. Her f € D(A) igin,

Im(Af, f) <0 (2.19)

ise, A operatorune akretif operator denir [6].

Tanmm 2.24. Bir disipatif operatoriin diger disipatif genislemeleri yoksa maksimal
disipatif adin1 alir [6].

Teorem 2.25. Her disipatif operator maksimal bir disipatif genislemeye sahiptir [7].

Tamm 2.26. (£% uzay1) Elemanlari reel veya kompleks sayilardan olusan,

helxn? < oo, XoLilynl® < oo (2.20)

olacak sekilde f = {x,};° ve g = {y,}{, ... dizilerinin uzay1 £? ile gosterilir. x;, x5, x5, ...

sayilarma f vektoriiniin bilesenleri denir. £? uzaymdaki i¢ ¢arpim,

(f,9) = Xn=1%nIn (2.21)

seklinde tanimlanir [8].



3. BOLUM
q - FARK OPERATORU VE OZELLIiKLERI

Bu bélimde tez c¢alismasina zemin hazirlayacak onemli tanimlara, teoremlere ve
uygulamalara yer verilmistir. Ayrica incelenilen denklemlerin ¢oziimlerinin yapisini

belirleyen faktorler Gizerinde durulmustur.

3.1. Fark Fonksiyonu

Tamim 3.1. h, herhangi bir sabit; x h de esit aralikli bagimsiz bir degisken ve y ise x

bagimsiz degiskeninin bir fonksiyonu olmak Gzere,
Ay(x) =y(x + h)-y(x) 3.1)

biciminde ifade edilen Ay(x) fonksiyonuna y nin birinci farki denir.

Buradaki, A semboli, y fonksiyonu iizerinde islem yaparak yeni bir Ay fonksiyonunu
Ureten bir fark operatérii ve h sayisi da fark araligidir. h,x deki degisimi ifade eder ve

genellikle Ax ile gosterilir. Bu, (3.1) de y(x) = x alinarak asagidaki gibi gosterilir.
Ay(x) =Ax=(x + h)-x, Ax=h (3.2)

Ornek 3.2. Asagida h = 1 alinarak gesitli fonksiyonlarin Ay(1) ve Ay(2) farklar

bulunmustur.

i) y(x) = 3x — 2 olsun.
Ay(1) = Ay(1+1) —y(1) =y2)-y(1)=4-1=3
Ay(2) =y2+1D)-y2)=yB)-y2)=7—-4 =3



Ay(x) = y(x+ 1)-y(x) = [3(x + 1)-2]-[3x-2] = 3 oldugundan, y(x)= 3x—2

fonksiyonunun h = 1igin Ay(x) farki her zaman 3 e esittir

i) y(x) =x2+1
Ay(1) =y(2) —y(1)=5-2=3

Ay(1) =y(2) -y(1)=5-2=3
[x2 4+ 1] = 2x + 1 oldugundan, bu

Ay(x) = y(x + 1) - y(x) = [x+1?]-
ornekte de h = 1icin Ay(x) farkinin her zaman 2x + 1 e esit oldugu gorilmektedir.

3.1.1. Ave E Operatorleri

AV = Yr+1 — Vi (3.3
biciminde tanimlanan operatére A operatori denir.
Yi+1 — Yk (3.4)
ifadesine y, nin farki denir. A birinci fark operatoriidiir. ikinci fark operatorii
A? = AA
Ay, = A(Ayr)
= A(Yk+1
= Aygi1 — Ayg (3.5)
= Vkrz = Vier) = ka1 — Vi)
= Yk+2 — 2Vk+1 t Yk
biciminde ifade edilir. Genel olarak,
A(AMyy) = Ay, (3.6)
dir. m,n € N olmak tizere,
A™AMy, = AMA™ Yy, = A™Ty, (3.7)
dir. m = 0 oldugunda,
(3.8)

AOAnyk — An+1yk — AnAOyk

dir. A° m birim operator oldugu goriiliir. Ayrica,
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A(xy + yi) = Axy + Ayy
A(cyy) = cAyy (3.9)
A(cixy + Cyk) = c1Axy + coAyy

oldugundan A lineer bir operatérdir. Simdi E operatoriinii ele alalim. p € N olmak

Uzere,
Epyk = Yk+p
Eyr = Yi+1 (3.10)
Ez}’k = Vk+2

E operatori shift (kaydirma) operatoriidiir. p,q € N olmak Uzere,
EP(cixp + C2¥k) = C1Xpap T C2Vk4p (3.11)
ve

EPE%y, = E1EPy, = EP*ly, (3.12)

dir. A ve E nin tamimlarindan,

Ay = Yi+1 — Yk (3.13)
ve

EPyy = Yi+1DYk

=Eyr — yx (3.14)
= (E - Dy
elde edilir. Dolayisiyla,
A=E -1 (3.15)
veya
E=A+1 (3.16)

dir [9].
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3.1.2. Temel Fark Operatorleri

X V€ Y, k nin fonksiyonlar1 olsun.

Carpimin Farka

A(xXkYr) = Xk41Vk+1 — Xk Yk
= Xp4+1Vk+1 — Xk+1YVk T Xk+1Yk — Xk Yk
= X1 V1 — Vi) + Ve (X1 — Xg)

= Xg+18Vk + YiAxy
Farklar icin Leibnitz Teoremi

n _
A" (xkyr) = xx Ay + (1) (Ax) (A™ M yeyq)

+ (g) (A2x ) (A" 2ypin) + o + (Tll) (D) (A" ygerr)

Boliimiin Farki

A (ﬂ) — Xkt+1 _ Xk _ Xk+1Vk~Vk+1Xk
Yk+1 Yk YkYk+1

_ Xp+1Yk — XkYk T XYk — Ve+1Xk
- YiVk+1

_ ViK1 — X)) — X Vw1 — Vi)
- VieYe+1

_ VielhAxy + x Ayy _ VieAxy + x Ayy
YrVrk+1 YiVk+1

Sonlu Toplamin Farki

Sk=y1+ty2+ys+-+y

olsun.

Sker=Y1+ Yot ys+ o+ Vi + Vs
olur.

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)
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ASk = Sk+1 — Sk = Yk+1

dir.

3.1.3. A1 Operatori ve Toplam Analizi

A y) =y

olacak sekilde A1y, tanimlayalim.

zp = A"y,

olsun.
Az = Zyyq — 2zg
=AM yg)

=Yk

olur. Bu durumda;

Zrk+1 — Zg = Yk
Zg — Zg-1 = Yk-1

Zyg—1 — Zg—2 = Yk-2

Z; —Z1 =)

taraf tarafa toplanirsa,

Zg41 —Z1 = Y1+ Y2, + Y3+

veya
_ k
Zi41 = Z1 + 2r=1 Vr

ve

Zy =2z, + 21@:1 Vr

+ Yk

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)
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elde edilir. (3.28) esitliginde (3.23) yerine yazilirsa,

Ay =Xy + 2 (3.30)
elde edilir. Burada z; sabit sayidir. Genel olarak,

ATy = ATHAT ) (3.31)

dir [10].
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3.2. g-Fark Denklemleri
3.2.1. Giris

Z tam sayillarin C de kompleks sayilarin kiimesini gostermek iizere y :7Z — C

fonksiyonunun x € Z noktasinda fark tiirevi (adi fark tiirevi) Ay(x) =y(x+ 1) -y(x)
olarak tamimlanir. m. mertebeden fark denklemi genel olarak, y aranan fonksiyon olmak

uzere,
F(x,y(x),Ay(x), ...,Amy(x)) =0, x€Z (3.32)
seklinde verilir. Bu denklemi,
CD(x,y(x),y(x +1),..,y(x+ m)) =0, x€Z (3.33)

seklinde de yazabiliriz. Simdi Z tam sayilar kiimesi yerine, g > 1 bir sabit reel say1
olmak Uzere, q% ={q*:k € Z} kiimesini alalm.y: g% — C fonksiyonu icin bu

fonksiyonun x € g% noktasinda g-fark tiirevi,

(qx)-
Dyy() = xeqt (3:34)

olarak tanimlanir. m. mertebeden g-fark denklemi,
F (2,y(), Dgy(x), ..., D*y(x)) = 0, x € ¢ (3.35)
®(x,y(x),y(qx), ..,y(g™x)) =0, x € ¢~ (3.36)
seklinde verilir [11].

Simdi de 0 < |q| <1 durumu igin g-fark denkleminin tanimma bakalim. x(s), s
degiskenine bagli bir fonksiyon, g° ise g nun s degiskenine bagl diizgiin bir sekli
ve (¢°+q7°)/2, se€Z 0<]|q| <1, gnundizgunolmayan sekli olmak lzere;

flx s+l
Df(x(s)) = <(5+2)—x(s-2) (3.37)
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yazilabilir. Bu tiirevin temel 6zelligi n. dereceden bir polinomu (n — 1). dereceden
polinoma doniistiirmesidir. O halde x(s) fonksiyonunun boliinmiis tirevi asagidaki

birinci esitliktir [12,13].

Df(®) = - f () (3.38)
MFG) = AF(O) = f(e+ D~ f@© = (e8 —~1) F© t=x-F (339

d
_ fao-f@© _ eVt 1
- gqt-t  qt-t '’ t=q x (3.40)

D 1 () = Dof (0

(3.38) esitligi x(s) fonksiyonunun bolinmiis tiirevi, (3.39) ise boliinmiis fark operatori
ve (3.40) esitligindeki tiirev ise birinci mertebeden Askey-Wilson boliinmiis g-fark

tlrevi olarak tamimlanir [14]. O halde,

Df(x(2)) =

yazabiliriz. Simdi de g-fark denkleminin genel (kapali) denklemini yazalim.

F (,y(0), Dgy(x), ..., DEy(x)) = 0 x € C (3.42)
Buradaki D, , (3.40) daki tirevdir ve Jackson tiirevi olarak tanimlanir [15].

Yani,

Dyf (x) = % x(s)=q° s€L (3.43)

—-X

Burada g-fark denklemi, genel g-denkleminin 6zel bir halidir.

F(x,y(x),y(qx), ...,y(qu)) =0, x€C (3.44)

Boylece g reel ve 0 < g < 1 olur. Ayrica q°, x e bagh ve s € Z dir [16].
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Simdi de g-fark denklemlerinin genel seri ¢6zimlerini bulmak igin g-hipergeometrik

serilerini verelim.

Tammm 3.2.1. (g-Hipergeometrik Serileri) g-fark denklemlerinin genel seri

¢Ozlimlerinin sekli asagidaki gibi yazilir.
y(x) = Y=o Cnx™ (3.45)

Bunlarin arasinda en dikkat ¢eken,

Cnt1 (3.46)
Cn

q™ in bir rasyonel fonksiyonudur. Ornegin,

Cnt1 _ [li=1(e; —q™) (3.47)
Cn 21 Bi—a™@—q™)

. g . A1, A, vy Ay
seklinde yazabiliriz. Burada ,.¢; ( B, By
) y oy MPs

q; Z) dizisi su sekilde gosterilir.

2)
k

- \” (ap@raz; Qi - (ar; @i o k(k2—1) 14s-r ”»
= D et Ghp V| G G

a, Ay, .o, Ay

r‘ps (ﬁlﬂ ﬁZ' 'ﬁs

Boylece,

(al, ...,ap;q)k = (a; Q)i - (ap; q)k, (a;q)o =1 igin,
(;)r=0-a)(1-aq)(1—-aq?) ..(1 —aqg*™), k=12,.. (349

yazilir. Bu yiizden bu ifade, hipergeometrik seriler olarak belirtilir [17].
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Tamm 3.2.2. (g-TUrev Fonksiyonu)

(3.41) deki Jackson Turevi, n. dereceden bir polinomu, (n — 1). dereceden polinoma

dondstiirtir. Bu tiirev de,

_
Dyx* = ‘L—_llx"_l ve p(x) = Xr_oar x¥ yazilabilir. O halde,

qk+1_1

Dap(x) = XkZo Qs g X" (3.50)

seklinde elde edilir.

3.2.2. Birinci Mertebeden g-Fark Denklemleri

1.mertebeden g-fark denklemlerinin genel (kapali) sekli (3.51) veya (3.52)

esitliklerinden biriyle gosterilir.

f (% ¥(0), Dgy(x)) = 0 (3.51)

g(xy(x),y(gx)) =0 (3.52)

Burada genel olarak (3.52) denkleminin yerine (3.51) denklemi kullanilacaktir. Genel
g-fark denklemlerinin genel bir ¢6zim yontemi olsa da, birinci dereceden g-fark

denklemleri baz1 6zel durumlarda da ¢ozulebilir [18].

3.2.2.1. Birinci Mertebeden Lineer g-Fark Denklemi

Simdi (3.53) g-fark denklemini ele alalim.

Dgy(x) = a(x)y(gx) + b(x) (3.53)

Bu denklem, degisken katsayili lineer homojen olmayan g-fark denklemidir. (3.53)
denklemi (3.54) denklemine esdegerdir.

D,y(x) = a(x)y(x) + b(x) (3.54)

Gercekten (3.54) esitligini benzer bir sekilde,
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Dgy(x) = a(x)y(x) + b(x) (3.55)

yazabiliriz. Buradan,
a(x) = a(gx);  b(x) = b(gx) (3.56)

elde edilir. (3.53) de x yerine g 1x ve q yerine de g~! alinirsa (3.55) denklemi elde

edilmis olur. Ornegin (3.53) denklemine karsilik gelen homojen denklemi ele alalim.
Dgy(x) = a(x)y(gx) (3.57)

(3.57) deki D, tiirevini su sekilde de gosterebiliriz.
y(x) = [1+ (1 - q)xalx)]y(qx) (3.58)

(3.58) deki tekrarlama N defa oldugunda,

y@ =y [[ | 1+ a-orae)

= y(q"x) l_L_O [1+ (1 —q)xq'a(q'x)] (3.59)

yazilabilir. Eger 0 < ¢ < 1 igin, N — o ise g¥ — 0 olur. O halde,

y(x) = y(0) | | [1+ (1 - @)q'xa(q'x)] (3.60)
i=0
elde ederiz.
y k_
Ornek 3.2.3. a(x) = q—l.k;, k € N olsun. Bu denklemin ¢6ziimd,
q-1 q*(x-1)

y@ =y [ | [1+0 - q'ralex)]

k-1
=y | (-4 =yO@a
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seklindedir. Homojen olmayan (3.53) denklemini diisiinelim. Buna gore “sabitlerin
degisimi” yontemine gore,

y(x) = c(x)yo(x) (3.61)

yazilir. Burada y,(x), (3.57) homojen denklemine karsilik gelen bir ¢6ziim ve c(x) de
bilinmeyen bir fonksiyondur. (3.61) esitligi (3.53) den elde edilir ve elde edilen

denklemin ¢6ziimii su sekildedir.
() = [} ¥ (O b(e)dgt + ¢ (3.62)

Boylece (3.53) iin genel ¢dzimd,
y() = yo(e + [, yo(0) y5 (©)b(O)dgt (3.63)

seklindedir. ¢ = y51(xo)y(xy) Ve xo =0 almirsa, swrastyla (3.64) ve (3.65)

denklemleri elde edilir.

¢ = (1= 9)x Y q'yi*(a'x)b(q'x) + a6
i=0
ve
y() =yo(x)c+ (1 —q@x z:oqi ¥o(x)y5 *(q'x)b(q'x) (3.65)

Buna gore (3.54) denklemine belirsiz yontem uygulandiginda, sabitler bir ¢6ziim belirtir.

Yani,

X

(3.66)
Y0 = y0(e + [ 30 ¥5 @Ob@d @)
veya x, = 0 igin,
y(x) = yo()c+ (1 — x X5 q" yo()yo (¢ x)b(q'x) (3.67)

dir.
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3.2.3. Yuksek Mertebeden Lineer g-Fark Denklemleri

3.2.3.1. Genel Yontem
[D 1+ al(x)Dk + ot ag1(x)Dg-1 + ak(x)]y(x) =g(x) (3.68)

denklemini ele alalim. (3.68) ifadesini k. mertebeden degisken katsayili homojen
olmayan lineer g-fark denklemi olarak tanimlayabiliriz. Buradaki homojen denklemi

yazalim [19].
DX + @y (DI + 4 @y (0D g1 + @ (D) ]y(x) = 0 (3.69)
Simdi,
2;(x) = y(x); 2(x) = D1y (%), ..., z(x) = D=y (x) (3.70)

olsun. Buradan,

Dq-121(x) = 7,(x)
D41z, (x) = z3(x)

Dq-lzk—1(x) = 73 (x)
D -1z (x) = —(a3 ()2 (x) + -+ + @ ()21 (x)) + g(x) (3.71)
sistemini elde ederiz. Matris terimlerini,

Dqz(x) = A(x)z(gx) + G(x) (3.72)

yazabiliriz. Burada z(x) = (zy(x), ...,Zk(x))t dir. (3.72) denkleminin homojen kismi
Dyz(x) = A(x)z(qx) dir ve ®(x) temel matris ve y;(x),y,(x), ..., yx(x) sistemin

cozimleri olmak Uzere,

y1(x) y2(x) o ye(x)
o) = | Pa1®) Dgya () Damyi®) (3.73)

iy () DYy, (x) N D=y (%)
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olur. Boylece (3.72) denkleminin genel ¢c6zimi asagidaki gibi gosterilir.
z(x) = ®(x).C(x)
Burada C(x) = (Cy(x), ..., Ck(x))t sistemin ¢ozimuidar.
®(x).D,C(x) = G(x)

sistemi yazilir ve

Cx)=C+(1- q)xz q' @ (q'x)G(q'x)
0
olur. (3.68) in genel ¢6ziimi su sekildedir.
k
SORTAOEDIRAOITE

Simdi de g-fark denklemini alalim.

[DE + a;(x)DE™L + -+ + a1 (X)Dg + ar(x)]y(x) = g(x)

(3.78) in ¢ozimi z(x) = ®(x).C(x) dir. Burada,

W n® %
d(x) = qull(x) qu.Z(x) quf((X)
Dzlc_lyl(x) Dclf_lyz(x) Dé{_lyk(x)

C(x), sistemin ¢6zumuddr.

®(gx)DyC(x) = h(x)
h(x) = (0,...,0,g(x)" ile
Cx)=C+(1- q)xzooqi ®1(q"* x)h(q'x)
0

elde edilir.

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)
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3.2.4. ikinci Mertebeden Lineer g-Fark Denklemi

Diferansiyel veya fark denklemlerinde, ikinci mertebeden g-fark denklemlerinin teori ve

uygulamalarinin 6zel bir yeri vardir.
Ikinci mertebeden lineer g-fark denklemlerinin genel sekli su sekildedir [20].

ao(x)Dgy + a; (x)Dgy + ax(x)y = b(x) (3.82)

Bu denklemin homojen kismini yazalim.

ag(x)Diy + a;(x)Dgy + a,(x)y = 0 (3.83)

3.2.4.1. Cozum Yontemi
Simdi (3.83) denkleminin normallestirilmis basit seklini yazalim.
DZy + a;(x)Dgy + a;(x)y = 0 (3.84)

Durum 3.2.4. Lineer g-fark denklemlerinin ¢6zum yontemine gore (3.84) denkleminin
iki tane lineer bagimsiz ¢oziimii vardir. Genel olarak ikinci mertebeden bu denklemin a,
Ve a, katsayilari degisken oldugundan ¢éziimii bulunamaz. Bunun igin denklemin bir
¢Oziimii bilindigi zaman, denklemin mertebesi azaltilir ve ikinci ¢oziim kolaylikla

bulunur. O halde y; = y;(x) ¢6ziimii verilsin. Buna gore ikinci ¢6ziimii bulalim.
y2 = z(x)y1(x) (3.85)

olsun. Burada z(x) bilinmeyen bir fonksiyondur.

¥1, (3.84) Uin bir ¢6zimudur ve z i¢in asagidaki denklem elde edilir.
y1(q2x)Dgz + {a;y1(qx) + Dqly;(qx)] + [Dgy1](qx)}Dgz =0 (3.86)

(3.87) deki doniisimle birlikte (3.86) daki ikinci mertebeden denklemi, birinci

mertebeden g-fark denklemine doniisiir.

Dyz = t(x) (3.87)
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Durum 3.2.5. y, ¢6zUmUnd bulmanin bir bagka yolu, (3.84) iin birinci ¢6zimu olan y;

in bilinmesidir. Bu formill kullanarak (3.84) U su sekilde yazabiliriz.

y(q*x) + a; (0)y(qx) + d(x)y(x) = 0 (3.88)

Burada @;(x) = a;(q — 1)xq —q — 1 ve @(x) = ax(q — D)?*x*q —a;(q — xq + ¢

dur. y;ve y, (3.88) in ¢ézimudir. Buna gore,

yx) (@) (%) 1 0
y(gx)  yi(gx)  y.(gx) (dl(x)> = (0) (3.89)
v(@*x) y1(g*x)  y,(q*x)) \dz(x) 0

y(x) y1(x) y2(x)
= |ylgx)  yi(gx)  y.(gx) | =0 (3.90)
y(q*x) y1(q*x)  y.(q*x)

yazilir. Burada determinantin ilk siitunu ile sonug¢ karsilastirilarak denklem (3.84)

verir.
V(gx) = a;(x)V(x), (3.91)
V(x) = y1(x)y2(gx) — y2(x)y1(qx) seklindedir.

WG =[5 ool = 0P = 7D () (3

Buradan,

V(x) = (g — Dx W(x) (3.93)

elde edilir. (3.91) kullanilarak,
DaW (x) = [(q — Dxaz(x) — a;]W (x) (3.94)

q — 1 icin (3.94) diferansiyel denklemindeki Lioville-Ostrogradsky formiliine
doniistiiriilebilir. Bu nedenle (3.94) denklemine, g-Lioville-Ostrogradsky formulu olarak
bakabiliriz. Diger yandan, eger (3.94) deki y; bilinerek, ikinci ¢6ziim olan y, birinci
mertebeden  g-fark denklemini saglar, dolayisiyla ikinci mertebeden denkleminin

cozimleri bulunabilir.
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Durum 3.2.6. (3.83) denklemi seriler yardimiyla da ¢Ozulebilir. Burada x € C degiskeni
analitik fonksiyonlarla ilgilidir. Bdylece (3.83) deki denkleminin kokeninin analitik
fonksiyonlar oldugu goriilmektedir. Buradan yakinsak kuvvet serisini su sekilde

yazabiliriz.

fO) =En0fnx™ g(x) = Znzo gn X" (3.95)

Buradaki (3.83) denkleminin analitik ¢oziimlerini bulmak i¢in asagidaki teoremi

kullanabiliriz.

Teorem 3.2.7. ikinci mertebeden g-fark denklemi,

Dy + f(x)Dg + g(x)y =0 (3.96)

f(x) ve g(x) analitik fonksiyonlariyla birlikte orijindedir ve orijinde iki lineer bagimsiz

¢cozlme sahiptir.

Durum 3.2.8. Sabit katsayili yuksek mertebeli g-fark denklemlerinin ¢éziim yéntemi
(3.83) deki ikinci mertebeden denklemler icin de uygulanabilir. (3.84) denklemindeki

a, Ve a, katsayilarini alalim. Bu durumda,
Diy + a1Dgy + a,y = 0 (3.97)
eq(Ax) fonksiyonu (3.97) nin bir ¢ozimi olsun. O halde,

/12 + a1/1 + az = O (398)

seklinde (3.97) nin karakteristik denklemini yazabiliriz. Boylece a ve b (3.98) in bir

koku olsun. Buna gore,

(Dg =b)(Dg = a)y = (Dg —a)(Dg —b)y = 0 (3.99)

olur. Burada iki durum s6z konusudur.
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i) Kokler farklidir. Bu durumda (3.97) nin iki bagimsiz ¢oztimii vardir.
y1(x) = eq(ax);  y,(x) = eq(bx) (3.100)
i) (3.98) bir cift koke sahiptir. O halde,
(D, — a)zy =Di+a;Dgy+a,y=0 (3.101)

olur ve a; = —2a, a, = a* seklindedir. Burada birinci ¢6ziim y; = e,(ax) ve ikinci

coziim de y, = z(x)y,(x) olur.
Boylece (3.101) ifadesini,
v1(qx)D2z(x) + [a11(qx) + Dgy1(qx)|Dyz(x) + Dyly1(qx)1D4z(qx) = 0 (3.102)

yazabiliriz ve D,z(gx) = t(x) doniisiimii uygulanirsa,

y1(qx)Dgt(x) + [a;1(gx) + Dgy1(qx) ]t (x) + Dy[y1(qx)]t(gx) = 0 (3.103)

elde edilir. y; (x) degeri gbz Oniine alinarak, Dye,(Ax) = Ae,(Ax) ile (3.103) ifadesini
daha basit sekilde yazabiliriz.

Dqt(x) + [a; + a]t(x) + aqt(gx) =0 (3.104)
ya da
Dgt(x) — at(x) + aqt(qx) = 0 (3.105)
yazilir. (3.105) in ¢c6zumind bulmak igin,
t(x) = Xpzo tn X" (3.106)
ifadesini yazabiliriz ve katsayilar i¢in yineleme denklemi,

n+1
q

ot t a(@*-1Dt, =0 (3.107)

yazilir. Buradan ¢oziim,
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ta, = (1 —q)"a"t, (3.108)
seklindedir. Diger denklemden,
Dyz(x) = t(x) = to Xp=o(l — @)™ a™x™ (3.109)
olur. z(x) = X5 z, x™ ve bu,
n+1
-1
Zn1 - to(1 —g)"a” (3.110)
q—1
ya da
7z, =1t ((1 _ q)a)n = (1 _ C[)n_lan_l n=12 (3111)
T a1 - g %1+q+q%+ -+ qv?
olur. z, keyfi bir say1 ve boylece,
Y2 = z(x) = y1(x) (3.112)

birlikte agagidaki ifadeyi yazabiliriz.

(1-g" 2™ (3.113)
q+q2 +,..+qn—1x

Z(X) =Z0+t0x+t0(1—q)zl+
2

Burada g — 1 ve z(x) — z,+t,x igin sabit katsayili ikinci mertebeden fark

denkleminin y; ve y, gibi ¢6ziimlerini karakteristik denklem yardimiyla bulabiliriz.
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3.3. Homojen g-Fark Operatoru
3.3.1. Giris

q > 1 sabit bir reel say1, g2 ={q":n€Z}={.. ,q7%97%q%q% ¢% ..} ve y(x) de
reel veya kompleks degerli fonksiyonu g% iizerinde tanimli ise bu durumda, D, q-fark

operatdrii su sekilde ifade edilir [11].

_y(gx) —y(x)

Dyy(x) = @~ Dx ,x € q* (3.114)

Burada D,y(x) fonksiyonuna da y(x) fonksiyonunun q-fark turevi denir. Yiksek
mertebeden q-farklar, D, operatorini ard-arda uygulamakla elde edilir. Ormegin, ikinci

mertebeden q-fark operatorii su sekildedir.

D3y() = 0y (D)) = 0, (KE220) (3.115)
y(@*x)-y(ax)  y(gx)-yx)
_ _ (a-Dax (q—-1)x
(@ —Dx
_¥(@*x) —y(gx) — q(y(qx) — y(x))
(g —1)%gx
_y(@®x) = (1 +q)y(gx) + qy(x)
- (q — 1% gx?

D, operatorinin temel ozellikleri asagidaki teoremde ifade edilmistir.

Teorem 3.3.1. Su formiiller dogrudur:
@ Dy(y(x) + z(x)) = Dyy(x) + Dyz(x);
(b) D, (cy() = cDgy(x) eger c bir sabit ise ;
(©) Dg(y(0)2(0)) = (Dgy(x)) 2(x) + y(@x) Dgz(x)

= y(0)Dyz(x) + (Dgy(x)) 2(qx);
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Ispat 3.3.1.
_ y(@0)+z(q0)—(y(x)+z(x) _ y(qx)—y()+z(qx)—z(x)
(a) DQ(Y(x) + Z(x)) = (q—Dx - (g—Dx
_y(gx) —y(x) | z(qx) —z(x) _
RO T (R PR

( — —

©) Dy(y(x)z(x)) = J/(qx)z((c;x_)l—)j;(x)z(x)
y(qx)z(qx) — y(gx)z(x) + y(gx)z(x) — y(x)z(x)

B (q—Dx
_ y(@0)lz(gx) — z()] + [y(gx) — y ()] 2(x)
(q—Dx

_ z(qx)-z(x) | y(gx)—y(x)
= V@) = @nx ™)

= ¥(gx)Daz(x) + (Dgy (1)) 2(x).

Ornek 3.3.2.

(@) Sabitin g-fark tiirevi sifira esittir:

c—C
ch =@ Y

_ qx-x _ (q-x _
(0) DoX = 0% = tamx —

_ a’x?=x* _ (@-D(q+Dx? — (g +Dr.

(qx)?—x2
D 2 — —_
© Dex® == T = o= @-Dx

seklinde olur.

(3.116)



4. BOLUM
q-FARK OPERATORUNUN SPEKTRAL ANALIZI
4.1. Giris

Bu bélimde, #2(N) Hilbert uzayinda ikinci mertebeden self-adjoint olmayan (disipatif),
siir kosullarindaki spektral parametreli g-fark operatorii ele alinmistir [23,25,27].
Ayrica, smir deger problemi tarafindan olusturulan operatoriin 6zdeger ve dzvektorleri
belirlenmistir. (4.4) ve (4.6) denklemlerinin spektral parametreli sinir deger problemleri

Uzerine 6nemli ¢alismalar vardir.

Bu tir problemler bircok makalede belirli fiziksel siiregler ile baglantili olarak ayrintili
bir sekilde incelenmistir [24,25,27].

Burada [22,29] da yer alan g-tiirev hesabinin tanimina bakacagiz. Ayrica, ayni 6zdeger
problemine sahip olan bir operator, #2(N) de olusturulan uzaymn tanimi ve smr deger
probleminin terimleri incelenmistir. Boylece smir deger problemi tarafindan iiretilen

operatoriin 6zdeger ve 6zvektorleri elde edilmistir.

(¢y),, olan £y dizisi (n € N) olmak (zere,

(fy)n = (an—lyn—l + by, + qanyn+1)v n=1 (4-1)

bigiminde tanimlanir.
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An-1Yn-1+ bpYn + qanYni1 =0, n ez
denkleminin y = y(x) ve z = z(x) ¢dzlmlerinin Wronskiyeni,
W(y,z) = a(x)qx{y(x)z(qx) — y(qx)z(x)}
bigiminde tanimlanir.

X

a(%)y () + by +qaty@) =0, x€q?

denklemindeki x = q™(n € Z) ifadesini,
an = a(q"), b, = b(q™) ve y, = y(q") n €L igin,

Wo(y,2) = [y, 2], = anqn+1(ynzn+1 — Yn+1Zn), (n€eN)
ifadesini kolaylikla saglar.

Herm,n € Z ve n < migin,
m
D {@),5 = 1)} = 1 2hn = 21
j=n

esitligine Green formiilii denir [22].
Fark ifadesinden g- fark operatriine gegcmek icin,

(0,2)q = Xn=09"YnZn

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

4.7)

i¢ carpimmm saglayan, Ye—, |y,|? < o olacak sekilde biitiin kompleks degerli
y = {y,} (n €N) dizilerinden olusan #?(N) Hilbert Uzaymm kuralim. ¢y € £?(N)

kosulunu saglayan ¢%(N) uzayindaki y = {y,} (n € N) dizilerinin kimesini D ile

gosterelim. D Uzerinde Ly =¥y esitligini saglayan maksimal L operatOrind

tanimlayalim. Her y,z € D igin [y,z]e, = lim,_ [y, 2], limitinin varligi ve sonlu

oldugu (4.2) formilinden elde edilir. Bundan dolay1 (4.2) de n — oo igin limit alinirsa,

(Ly,z) = (¥, L2) = [, 2] — [V, 2] -0

(4.8)
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elde edilir.

£2(N) uzayinda bilesenlerinin sonlu sayidas: sifirdan farkli olan vektdrlerin bulundugu
lineer Dy kiimesini disiinelim. Dy kimesinde L operatoriiniin kisitlamasini Ly, ile
gosterelim. L operatoriiniin simetrik oldugu (4.8) den gorilebilir. L; operatdrinin

kapanisin1 L, ile gosterelim. D, L, operatoriiniin tanim bolgesi olup,
VzeDIigIn [y,z], =0 (4.9)

kosulunu saglayan y € D vektorlerini igerir. Ly kapali simetrik operatér olup, onun
indis defekti (0,0) ve (1,1) dir. Bunun disinda L = Ly dir [23,27].

L, ve L operatdrlerine minimal ve maksimal operatorler denir. (0,0) indis defekti igin L

operatoru  self-adjoint (kendine es) bir operatordir. Yani, Ly = Ly = L dir.

Lemma4.1.1. Keyfi y = {y,} € D ve z = {z,} € D vektorleri igin,

v, 2zl =y, ulnlZ, v]n = [y, vInlZ uln (n € N U {0}) (4.10)
dir.
Teorem 4.1.2. L, operatdriiniin tanim bdlgesi olan Dy,

[y, u]eo = [y, V] = 0 (4.11)

siir kosullarini saglayan y € D vektorlerinden olusmaktadir.
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4.2. Disipatif Operator Olusturma

EV)n=n ye€D, n=z=1, (4.12)
[y,v]o + h[y,u]lp =0, Imh>0, (4.13)
1|V, V] — [V, Ul = A a1 [V, V]oo — a5y, U] ), (4.14)

A spektral parametre ile verilen sinir deger problemini alalim. Fark denkleminin

tanimindan,

(fy)n = (an—lyn—l + bnyn + qanyn+1)’ n=1 (4-15)
Burada A spektral parametre a4, a@,, @, @; € R ve

a; a

a=|;
a, o

=a;a, —a ay >0 (4.16)

dir.

Asagidaki kabulleri yapalim.

Mo (y) = a1y, V] — a2y, U]w
Mo () = a1y, v]ew — a3y, ulw |

N ) = [y, v],,

N ) = [y ulo (4.17)
N () = [, V]o,

N> (y) = [y, U]

Mo(y) = N7 () + hNP (y)

Lemma4.2.1. Keyfi y,z € D igin My, (2) = M (2), My (Z) = My (z) ve

NQ(2) = N2(2), NP (2) = N2(z) olmak uizere,

) [¥, 20 = = [Moo (V)M (2) = Mo (y) Moo (2)] (4.18)

i) [y,z]o = NP (). N7(2) — N7 (2).N7 () (4.19)

dir.
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Ispat 4.2.1.
) 2 [Me(0).ML(@) - Mo (). Mo, (2)]
= ~ (@17, V]er = @2y, u]0)-(a1[2 V)0 — @3[Z,ul) (4.20)

_(ai[yr v]oo - aé[y; u]oo (6‘(1[2_, v]oo - aZ[Z_' u]oo))]
= - [01az([y, V]w[Z Wl — [y, w7, v]e0)
_alaé([y' U]OO[Z_, u]oo - [y' u]oo[z_' v]oo)]

= > [(@jaz — 2105) ([, V]o[Z Ul — [, U] [Z V]e0)].
Lemma 4.1.1 den dolayz,
i[Moo(y).Mc’,o(z) — M{,o(y).Moo(Z)] = [y, 2], elde edilir.

N (y) NP(2)
N)(y) NP(2)

Yo Zo

i = NP (y).NJ(2) — N2(2). N2 (y) olarak elde
Vi 241

i) [y.z]o =

edilir [31].

4.3. Siir Deger Probleminin Hilbert Uzayinda Urettigi Lineer Operator

f(l)
f(2)

lineer uzaym H = £2(N)@C seklinde gosterelim.

) L (fO (gD .
Boylece, f = (ﬂ”)"g = g(2)> € H icin,

f® € £2(N), f@ € C olmak lzere f =< ) seklinde iki bilesenli elemanlarin

FO = (D) g0 = (g,gl)), (n€N) (4.21)
olmak Uzere,
(£.9) = Zp=0 4" £,V + - fPg® (4.22)

formUld H lineer uzayinda bir i¢ ¢arpim tanimlar. Buradaki « sabiti (4.18) ifadesinde

tanimlanmaigti.

Bu i¢ ¢arpima gore H lineer uzay1 bir Hilbert uzayi olur. Dolayistyla verilmis sinir deger

problemine uygun Hilbert uzayi tanimlanmis oldu.
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Verilen sinir deger problemine uygun A, : H — H operatorind,

D(A4y) = {f = (;Ei) € H:f®) & D, Mof @ = My, (f(”)} (4.23)
o 2(fD
Anf =2(f) = <M (](cf(l)))) (4.24)

esitlikleri ile birlikte tanimlayalim.

Lemma 4.3.1. H = £*(N)®C Hilbert uzayinda (4.23) ve (4.24) esitlikleri ile tammli
Ay, operat0ru igin,
(4nf.8) = (£, 4n8) = [f . 9P = [f ¥, 9P]w (4.25)

1 - -
+ = [Moo(f V). Mo (g) = Moo (F D). Moo (9D)]
esitligi saglanir.
Ispat 4.3.1. (£y),, nin tanimi ve (4.22) den,

Anfo D = SNor 0" (anci SO + bafi” + qanf D) gL + 2 Mo f M (g )

i + QG fy 0 08) + = Moo f OME (g D)

= q(aofy Vgt + b Vg + qalf;”g-f) (4.26)
+q2 (@ VG2 + bo 0 3 + qan 0 §oY)

ot gq (aN SD gD 4py gD g0 anf(i)lg—l(Vl)) + iMoof(l)Méo(g(l))

1
g=1q (an lf(1)19n ( Y9t

yazilabilir. Diger taraftan,

. Andn = ZN10" (0011 + bnds” + qang S )V + 2 Mo (f D)oo (g0)
= 201 0" (anca f OG0 + bu 505 + qanf P gl ) + 2 Mo f DM, (D)
= q(aof G5 + bi gt + qai V0 g3) (4.27)
+q* (a1, g 1+bzf(1) 73+ qa, £, 63)

1 Vi
+-+q (aN 1f1\§1)91(\]1)1 + be(l) ~(1) + anf(l)gl(Vl-l)-l) +EMoof(1)Moo(g(1))
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olur. Boylece,

Anf D — Fondn = a(aofs V3 — aof PG50 ) + aV (anfih s -

anfy Gt ) + 5 Moof OMi(9®) = 2 Mio (f )M ()

= qao( (1)91(1) (1)90(1)) aN (f(l)g1\(11)1 fz&ﬂg (1))
+ = [Meo (f DYML (g V) = MG, (F V)M, (gD)] (4.28)

= [f®,g®] ~ [1gD], + 2 [Mu(f O)ML(g®) — M2 (), (90)]

N — oo icin limit alinacak olursa,

(4nf.8) = (F And) = [f®,gP], - [F®, @],

+ = [ Moo (f DY Mi, (D) — Mio (£ D)Mo (gD)] (4.29)

bulunur.

Teorem 4.3.2. A, operatorl H uzayinda disipatiftir.

ispat4.3.2. 9 = {9,} € D(4,) ve D(A,) = H igin (4.22) esitliginden,
N — oo igin,

(Ahy' 5\/) - (yﬂAhy) = [y(l)' y(l)]o - [y(l)’ y(l)]oo (430)

4 M (YO )Mo (y ) = Moo (y )M, )]
(4.18) den,
(4n3,9) = @, Ap9) = [y, y D] (4.31)
olur. (4.19) dan dolayz,
(4n9,9) = @, Ap9) = NP (YDINZ (3P) = NP (FP)IN (y®)  (4.32)

olurve My(y) = 0ise N2 (y®) = —hNL (y®) olacagindan,
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(An9,9) — @, 4n9) = N2 (y L) (=N (FP) + N (3P )rND (y D)

= (h=R) (NP YOIV (D))
= (h=R)IN (YD)

= 2i Imh|N0 (y )|,

(4.33)

Béylece, Im (4,9,9) = Imh|N1°(y(1))|2 >0 (Imh>0) elde edilir. Yani A,

operatori H uzayinda disipatiftir.

4.4. Ap, Operatoriiniin Ozdegerleri ve Ozvektorleri

Her A € Cicin (4.12) denkleminin kosullarini saglayan ¢6ziimleri, ¢ (1) ve y(4) olsun.

NP (o) = [x(D),v]o = —1

NS (p(D) = x(),u]o = h

N7 (D) = [p (D), v]e = a; — Aats,
NP () = [¢ (D, ulew = a — Aaj.

(4.19) esitliginin sifirdaki Wronskiyeni olan Ay(4),

Do) = [x(A), ¢ Do = [ (D), x(D]o
= =N (¢W)NS (x(D) + N (x(D)NF (p (D))
= N7 (x(D) + hN? (x ()
= My (x(1)).

elde edilir. (4.18) esitliginin sonsuzdaki Wronskiyeni olan A, (1),

Boo(A) = XA, pD)]eo = ~[$(A), x(D]eo
= — = [Moo (pD) M2 (x (D)) = Mi (D)) Mo (x(1))]

yazilabilir.

(4.34)

(4.35)

(4.36)
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Bununla birlikte a nin tanimindaki terimlerden,

B () = == [(@ N (D)) — axNs* (D) (i Ny (x (D)) — a3 N5 (x (D))
—ai NP (D)) — ai N (¢()) (@ N (x (D) — aNg” (x ()]
= 2 (@ja, — apa)) (NP ()N (x()) — N2 ()N (x(D)]

= ) (NP ($()) (@ + Aap) — N5 (D) (a; + Aap)] (437)
= a, NP (p() — axNs* (D) + 2 (i N2 (D)) — a3 N5 (D)) )
= Mo (D) + A M (¢(D)).

olarak hesaplanr.

Lemma4.4.1. (4.12) — (4.14) sinir deger probleminin 6zdegerleri ancak ve ancak A(A)

nin sifir yerlerinden ibarettir.

(A = 8,(D) = 2, (D)) . (4.38)

Ispat 4.4.1. () Ay(1) nmn bir sifirt A, olsun. Oyleyse,

(40) = ¢o(Ao) X0 (Ao) — Po(A0)x0(4p) =0 (4.39)

dir. n=1icin Ay(4), p(1y) ve x(A,) vektorlerinin Wronskiyeni oldugundan ¢ ve y

¢oziimleri lineer bagimli olur. Yani,

d (o) = kx (o) (4.40)

olacak sekilde k # 0 sabit sayis1 bulunur. Boylece ¢(4,), (4.12) — (4.14) sinir deger

probleminin A = A, icin bir ¢6zimu olur. Yani A = A, bir 6zdegerdir.

(&) Simdi bunun tersinin de dogru oldugunu gosterelim. Yani A = A, 6zdeger ise
Ag(A9) = 0 Ve Ay, (1) = 0 oldugunu gosterelim. A = A, icin Ag(2g ) # 0 ve A, (1) # 0
oldugunu kabul edelim. Eger Ay(1p) #0 ve A,(1) # 0 ise qb(/lo ) ve y(1,)

vektorleri lineer bagimsiz olur. Buna gore (4.12) denkleminin genel ¢ozimund,
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X(o) = c1(A0)p(Ao) + c2x(A0). (4.41)
seklinde yazabiliriz. (4.13) sinir kosulu geregi,
[y, v]o +hly,ulp =0 (4.42)

esitligi saglanir. Buradan (4.13) kosulu dikkate alinirsa,

C1(¢0(/10) + h‘f’o(%)) +C; (Xo( Ao) + h)(o(/lo)) =0 (4.43)

esitligi elde edilir. Bu esitlikte ¢p (A ) ¢6zUm vektorinin (4.13) smir kosulunu sagladigi

g0z Online alinirsa,

Cz()(o(ﬂo) + h)(—1(ﬂo)) = C00(2p) =0 (4.44)

bulunur. Kabuliimiiz geregi Ay(1y) # 0 oldugundan ¢, = 0 olur. (4.13) kosulundan ve

¢, = 0 olmasindan,

¢1{[9(A0), Voo (@1 — A1) — [P(Ao), Ul (az — A03)} = 1460 (29) = 0 (4.45)

olur. Kabul geregi Ay,(4dy) # 0 oldugundan c¢; =0 olur. Boylece ¢, =0 ve

Cyr = 0 0|UI’

Sonug olarak, y(1p) # 0 olur. Bu A, m o6zdeger olmasi ile gelisir. Boylece ispat

tamamlanir.

A_; (1) ve A, (1) fonksiyonlarinin sifirlarint 1,,(n = 0,1, ... ) seklinde gosterirsek,

An
A = <Méo)((§((/1)n))> € D(4y) (4.46)

vektorleri Ap¥, = A.Xn esitligini saglar. Yani j, vektorleri A, operatorinin

Ozvektorleridir.
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Tamim 4.4.2. Eger A, 6zdegerine karsilik gelen yg, y1,¥>, ..., ¥, Vektorler sistemini,

£(¥o) = AoYo,
My (yo) — AoMg (yo) = 0,
My (yo) =0, (4.47)

{)(ys)n - AOys —Ys-1 = 0,
MOO(yS) - AOMc’x:(ys) - Mc,x:(ys—l) =0,
MO(ys) =0, s=12,..,n.

yazabiliriz. Buradan, A, 6zdegerine karsilik gelen vy, v4, Vo, ..., Y, Vektorler sistemine,
(4.12) — (4.14) smur deger probleminin 6z ve birlestirilmis (asosye) vektorler zinciri
denir [32].

Lemma 4.4.3. (4.12) — (4.14) sinir probleminin 6zdegerleri ve Aj, disipatif operatorinin
ozdegerleri ¢akisir. Yani, (4.12) — (4.14) smir deger probleminin A, 6zdegerine karsilik
gelen her bir yo,v1,¥5, ..., ¥n  Ozvektorler zinciri ve birlestirilmis (asosye) vektorleri,
Ay disipatif operatoriiniin  aym1 A, Ozdegerine karsilhik gelen Y, V1,92, -, Pn

birlestirilmis 6zvektorler zincirine karsilik gelir. Bu durumda,

~ Yk _
P = (Méo(yk))' k=012, ..,n (4.48)

esitligi elde edilir.
ispat 4.4.3.

Eger 5 € D(Ap) Ve Apdo = AP0 i€ £(¥)o = AoYo,  Moo(Vo) — AeMé(yo) =0 ve
My(yy) = 0 ise esitlikleri saglanir. Yani (4.12) — (4.14) siir deger probleminin

Ozvektoru y, dir.

Tersine olarak eger (4.47) sartlar varsa buradan,

Yo ~ ~ ~ LA .
(Méo(yo)):yOED(Ah) ve Ap¥Yo =19y, oOlur. Yani y,, A, operatorinin

Ozvektorudur.
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Ayrica, eger disipatif A, operatorinin A, 6zdegerine karsilik gelen ¥y, V1, V2, ..., ¥n
birlestirilmis dzvektorler zinciri ise,

Buradan ¥y, € D(4p) (k=0,12,..,n) ve ApYy=AoVo, AnYs = AoVs + V51
s =1,2,..,n sartlan ile birlikte (4.47) esitligini elde ederiz. Burada yg, y1, V2, -, Y

vektorleri, o, V1, ¥, ..., ¥n vektorlerinin birinci bilesenleridir.
Tersine, (4.12) — (4.14) sinir deger problemine karsilik gelen yy, v4, ¥2, ..., J, bilesenleri,

~ Yk B
Yie = (Méo(Yk)) € D(4p), k=012,..,n ve

Ahf’o = 105}0 s Ahj\ls = AOj\IS + 5\75_1 , S = 1,2, e, n olur.

Boylece Lemma 4.4.3 saglanr.



5.BOLUM
SONUC ve ONERILER

Bu ¢alismada fark denklemleri (Adi fark ve g-fark denklemleri) ve g-fark operat6rii
hakkinda bilgi verildikten sonra, ¢*(N) Hilbert uzaymnda ikinci mertebeden disipatif,
simir kosullarindaki spektral parametreli g-fark operatorii ele alimmistir. Maksimal
disipatif operatér olusturulmus, Smir deger problemi tarafindan olusturulan gq-fark
operatoriniin 6zdeger ve Ozvektorleri incelenmistir. Ayrica, ayn1 6zdeger problemine
sahip olan disipatif g-fark operatériniin, £*(N) de olusturulan uzay1 ve siur deger

probleminin terimleri incelenmistir.

q-fark operatoriinin siir deger problemi ve disipatif operatoriin 6zvektorler ve asosye
vektorler sistemi de incelenmistir. Boylece smir deger problemi tarafindan iiretilen

disipatif operatoriin 6zdeger ve 6zvektorleri elde edilmistir.

Sonug olarak, g-fark operatoriinin smir deger problemi ile A, disipatif operatdrin
Ozvektorlerinin ¢akistigi gorilmiistiir. Elde edilen sonuglar birgok fiziksel probleme

uygulanabilir.
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