T.C.
NEVSEHIR HACI BEKTAS VELI UNIVERSITESI

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

GENELLESTIRILMIS FARK INTERVAL MATRISI
TANIMI VE BAZI

INTERVAL MATRIS HESAPLAMALARI

Tezi Hazirlayan

Meliha CEYLAN

Tez Damismani

Dog¢. Dr. Zarife ZARARSIZ

Matematik Anabilim Dah

Yiiksek Lisans Tezi

SUBAT 2023
NEVSEHIR






T.C.
NEVSEHIR HACI BEKTAS VELI UNIVERSITESI

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

GENELLESTIRILMIS FARK INTERVAL MATRISI
TANIMI VE BAZI

INTERVAL MATRIS HESAPLAMALARI

Tezi Hazirlayan

Meliha CEYLAN

Tez Danmismani

Dog. Dr. Zarife ZARARSIZ

Matematik Anabilim Dah

Yiiksek Lisans Tezi

SUBAT 2023

NEVSEHIR



TEZ BiLDIiRIM SAYFASI
Tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu ¢alismada yer alan biitlin bilgilerin
bilimsel ve akademik kurallar ¢ercevesinde elde edilerek sunuldugunu ve bana ait

olmayan her tiirlii ifade ve bilginin kaynagina eksiksiz atif yapildigini bildiririm.

Meliha CEYLAN



KABUL VE ONAY SAYFASI
Dog. Dr. Zarife ZARARSIZ danmismanliginda Meliha CEYLAN tarafindan hazirlanan
"Genellestirilmis Fark Interval Matrisi Tammm Ve Bazi Interval Matris
Hesaplamalar" bagliklt bu calisma, jiirimiz tarafindan Nevsehir Haci Bektag Veli
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dalinda Yiiksek Lisans Tezi

olarak kabul edilmistir.

07/02/2023
JURI
Baskan : Prof. Dr. Kudusi KAYADUMAN
Uye ; Prof. Dr. Yasin YAZLIK
Uye : Dog. Dr. Zarife ZARARSIZ
ONAY
Bu tezin kabulii Enstitii Yonetim Kurulunun...................... tarth ve.................
say1l1 karari ile onaylanmistir.

./../2023

Dog. Dr. Cemal CARBOGA

Enstiti Midiira



TESEKKUR
Calismalarim sirasinda bana destek olan hocam Dog. Dr. Zarife Zararsiz’ a tesekkiirlerimi
sunarim. Ayrica egitimimin her asamasinda manevi destekleriyle hep yanimda olan

sevgili esim ve aileme de tesekkiir ederim.



GENELLESTIRILMIS FARK INTERVAL MATRIiSi TANIMI VE BAZI
INTERVAL MATRIS HESAPLAMALARI

(Yiiksek Lisans Tezi)

Meliha CEYLAN

NEVSEHIR HACI BEKTAS VELI UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

Subat 2023

OZET
Bu tez dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde, interval sayilara neden ihtiyag
duyuldugu ve ortaya ¢ikist ile ilgili agiklamalar verilmistir. Ikinci boliimde, interval
sayilarla ilgili yapilan ¢caligsmalar ve tezimizde ihtiya¢ duyulan temel tanim ve teoremlere
yer verilmistir. Ek olarak klasik anlamdaki kiime teorisi ve interval sayilarin aritmetigi
anlatilmistir. Ayrica bu boliimde; interval sayilar kullanilarak interval matris islemlerinin
nasil yapilabilecegi verilmistir. Bir interval matrisin kofaktoriinii bulma islemleri, bir
interval matrisin transpozunu hesaplamak, onun ek matrisini bulmak ve bir interval
matrisin tersini hesaplama uyarlamalarina yer verilmistir. Ayrica 2 X 2 tipindeki
matrislerin tersini bulma isleminin interval matrislere uyarlamas: verilmistir. Uciincii
boliimde, genellestirilmis fark interval matris c¢alismalarina yer verilmistir.
Genellestirilmis fark interval matrisleri ve genellestirilmis fark interval matrislerin bazi
dizi uzaylar1 tanimlanmistir. Ustelik, sonsuz boyutlu genellestirilmis fark interval
matrisinin tanim1 yapilmistir. Ayrica genellestirilmis fark interval dizi uzaylari lizerine
bir izomorfizm insa edilmistir. Son olarak dordiincii boliimde ise sonuglar ve Oneriler

verilmistir.

Anahtar sozciikler; Interval sayi, genellestirilmis fark interval matrisi, dizi uzay,

interval matrislerin kofaktorii, adjoint interval matrisler.
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ABSTRACT
This thesis consist of four parts. In the first part, explanations about why it needs interval
numbers and how it is heard with the emergence are given. In the second part, the basic
definitions and theorems that we need in our study and thesis about interval numbers are
given. In addition, ser theory in the classical sense and arithmetic of interval numbers are
explained. Also in this section; It is given how interval matrix operations can be done
using interval numbers. Adaptations for finding the cofactor of an interval matrix,
calculating the transpose of an interval matrix, finding its additive matrix and calculating
the inverse of an interval matrix are included. In addition, the adaptation of the inverse
operation of 2 X 2 type matrices to interval matrices is given. In the third group,
generalized difference interval matrix studies are given. Generalized difference interval
matrices and some sequence spaces of generalized difference interval matrices are
defined. Moreover, the definition of the infinite dimensional generalized difference
interval matrix has been made. In addition, an isomorphism is built on generalized
difference interval sequence spaces. Finally, in the fourth grade, results and

recommendations are given.

Keywords; Interval number, generalized difference interval matrix, sequence space,

cofaktor of interval matrices, adjoint interval matrices.



ICINDEKILER

TEZ BILDIRIM SAYFASI ..ottt i
KABUL VE ONAY SAYFASI ... i
TESEKKUR ...ttt ettt sttt sttt sttt ettt e sttt n sttt sn s iii
OZET .ttt iv
ABSTRACT L. %
(01100 D) 23 15 21 2 TR Vi
SIMGELER VE KISALTMALAR LISTESI ......ccccooviiiiiiiniiiiniicceeecene, viii
BOLUM 1 it 1
GIRIS oottt ettt 1
1.1. Tezin AMACT V& ONEMI ...uvvivvevercecieeeieseeecesistesesesees e es st sssesesssestesssenensesetesans 2
BOLUM 2 ...ccooiiiiiitisiis et 3
2.1, Kaynak ATaSHIIMAST....cc.eeiiieriiieitieiie ettt ettt 3
2.2. Temel Tanim ve TeOTEMIET..........coiiiiiiiiieiiiie e 4
2.3, INLErval SAYIIAL .......cuiviviiieieeteie et 6
2.4. Interval Sayilar Kiimesi ve Bazi OzelliKIeri ...........ccocoveverireriicreiiieeicesieenne, 9
2.5. Interval Sayilar I¢in Esitlik ve Siralama AKSiyomlart ...........coccoevievercrenierennne, 9
2.6. Interval Say1 Kiimelerinin Cebirsel OzelliKIEri..........cooviveveveririercrereiesireeeienans 10
2.7. Interval Sayilarin Standart Carpimi ...........ccceevvveieevereiieriererees e 13
2.8. Interval Sayilarda BOIME. ...........cccuiviviiriueiireiiicieisseie et 13
2.9. TterVal MALTISIET ........ovviviiicieiieicee e 14
2.9.1. Interval Matrislerin Carpimi ve Toplamlari...........c.cccococoeueveviiieuerereieiseeenenans 15
2.9.2. Interval Matrislerinin Determinantlart ...............ccoeevevreievererireecrereresseseeesenas 18
2.9.3. Interval MatriSlerin NOTINU .........cceveveceeueiereeeeceete ettt 19

Vi



2.9.4. Intervallerin SONSUZ MAtFISIEIi. .. vverereeeeereeeeeeeeeeeeeeseereereeseeeeeesreeesreseeseeenes 20

2.9.5. Matrislerin Transpozundan Yararlanilarak Interval Matrislerin Transpozunu

BUIMA ... 22
2.9.6. Kofaktor (€5 ¢arpan) MatriSi........cvveiivieiiiiieiiiieiiiee e sieessiee s s 24
2.9.7. Interval Matrislerde Kofaktdr (es carpanini) Bulma.........c.coovovecuevevevevecenennans 24
2.9.8. Interval Matrislerin Adjointini (ek matrisini) Bulma..............cccceeverercrerrnnnan, 25

2.2.9. 2 x 2 Tipindeki Matrislerin Carpmaya Gore Tersini Bulma Islemlerini

Kullanarak Interval Matrislerin Terslerini Bulma............c.cocococeveveriieeecrereeieeeeeienans 27
2.9.10. Matrislerin Tersini interval Matrislerin Tersine Uyarlama.................cc.coo..... 28
BOLUM 3 ..ttt 29
3.1. Cesaro Interval Matris ve Genellestirilmis Fark interval Matrisi ............cco.ev..... 29
3.2. Genellestirilmis fark interval dizi uzaylar IEgD, IEgD ve IEgD .............................. 32
BOLUM 4 ..ottt 34
4.1, SONUG V& ONEIILET ....cv.vveeceeeeeeieseeeceee sttt es ettt s st en s e tasans 34
KAYNAKLAR ettt bbbttt e e b b sne e e 35
(046 ) 1)1 1 15 TP 38

vii



A= (amn)

Yi=1k

lim x,

n—oo
C = an

GD

SIMGELER VE KISALTMALAR LISTESI

: Reel sayilar kiimesi
: Dogal sayilar kiimesi
: Tam sayilar kiimesi
: Tiim dizilerin kiimesi
: Reel terimli sonsuz matris
. Bos kiime
: Birden sonsuza kadar toplam
. (xy,) dizisinin limiti
: Cesaro matrisi
: Genellestirilmis fark matrisi
: Sifira Genellestirilmis fark interval yakinsak dizi uzay1
: Genellestirilmis fark interval yakinsak dizi uzay1
. Genellestirilmis fark interval sinirli dizi uzayi
: Interval yakinsak dizi uzay
: Sifira interval yakinsak dizi uzay1
: Sinirhi interval dizi uzayi
. Interval sayilar kiimesi

: Dizi uzaylari

viii



BOLUM 1

GIRIS
Matematikte, bir (gercek) interval, kiimenin herhangi iki sayis1 arasinda yer alan tiim
gercek sayilar1 iceren gercek sayilar kiimesidir. Ornegin,0 < x < 1 bagintisin1
saglayan x sayilar kiimesi, 0, 1 ve bunlarin arasindaki tiim sayilari igeren bir intervaldir.
Gergek intervaller entegrasyon teorisinde énemli bir rol oynar ¢iinkii bunlar "boyutu"
(veya "6l¢ii" veya "uzunlugu") tanimlamasi kolay olan en basit kiimelerdir. Ol¢ii kavrami
daha sonra daha karmasik gercek say1 kiimelerine genisletilebilir, bu da Borel 6l¢iisiine

ve sonunda Lebesque dl¢iisiine yol acar.

Intervaller, belirsizliklerin, matematiksel tahminlerin ve aritmetik yuvarlamalarin
gosterimini saglayan genel bir sayisal hesaplama teknigi olan interval aritmetiginin
merkezinde yer alir. Ayrica, tamsayilar veya rasyonel sayilar gibi tamamen sirali keyfi
bir kiime {izerinde tanimlanmaktadir. Ozel olarak, kapali interval, tiim sinir noktalarini
igeren ve koseli parantez ile gosterilen bir intervaldir. Ornegin, [0,1], 0'dan biiyiik veya
esittir ve 1'den kiiciik veya esittir anlamina gelir. Bu ¢aligma boyunca aksi belirtilmedikce

kapali intervallerle ilgilenilecektir.

Interval aritmetigi ilk olarak 1951'de Dwyer tarafindan ortaya atilmistir [1]. Interval
aritmetiginin bigimsel bir sistem olarak gelistirilmesi ve bir hesaplama araci olarak

degerlendirilmesi 1959 ve 1962'de Moore [23], [21] tarafindan verilmistir. Ayrica
Arsimet M.O. 3.ylizyilda 7 sayisimin alt ve iist smirlarini % <n< % seklinde

belirlemistir. Daha sonra interval sayilar1 20. yiizyilin baslarinda yeniden bir ortaya ¢ikis

gostermeye baglamistir.

Son zamanlarda, Chiao [24] interval sayilar iizerinde dizi tanimini1 vermis, Sengdniil ve
Eryilmaz hem interval say1 dizilerinin yakinsakligini tanimlamis hem de bu uzaylarin tam
metrik uzaylar oldugunu gostermislerdir [36]. Ayrica Zararsiz ve Sengdnil interval

sayilarin bazi 6zel dizi uzaylarini incelemistir [40].

Interval aritmetiginden bilinen iki intervalin toplama isleminden faydalanip bulanik

sayilarm cebirsel 6zellikleri hakkinda da yorumlar yapilir, sonuglar ¢ikarilir. Interval



aritmetiginin Ozellikleri bir genetik Ozellik gibi bulanik kiimelere gecer. Bu da

intervallerin bulanik kiimeler icinde 6nemli bir alt yap1 olusturdugu anlamina gelir.

Son zamanlarda, miihendislik yapilarmin dinamik o6zelliklerini  belirlenmesi,

iyilestirilmesi ve optimize edilmesi agsamalarinda interval analizi siklikla kullanilmaktadir

[23],[34],[30].

1.1. Tezin Amaci ve Onemi
Bu ¢alismanin temel amaci,

T, k=n,
GD = {s, k=n-1,
0,0 0<k<n-1,k>n.

genellestirilmis fark matrisini,

[-7, 7], k=n,
GD = (GDyy) 3 [—s, 5], k=n-1,
[0,0], diger durumlarda.

genellestirilmis fark interval matrislerine genisletilerek, genisletilen fark interval
matrisinin sag genellestirilmis fark interval matris ve sol genellestirilmis fark interval

matris durumlarin1 elde etmektir.



BOLUM 2

2.1. Kaynak Arastirmasi
Bu boliimde interval sayilar, interval matrisler ve dizi uzaylan ile ilgili literatiirde

yapilmis olan ¢aligmalardan bahsedilecektir.

Altay ve Basar Euler dizi uzaylarini tanitmus siirekliliklerini gostermis ve sonsuz matrisler
icin gerekli kosullar1 vermislerdir [2]. Altay ve Basar dizi uzaylarinin matris
eslesmelerinden bahsetmistir [3], [8]. Basarir sonsuz dizi uzaylarini tanimlayip incelemis
ve bazi matris donligiimlerini verebilmek igin gerekli kosullari incelemistir [6].
Malkowsky ve Savas bazi dizi uzaylarini tanitmis ve bunlarin aralarindaki matris
dontigiimlerini vermislerdir [25]. Aydin ve Basar mutlak olmayan dizi uzaylarini tanitmis
ve yeni dizi uzaylarinin matris donisiimlerini vermislerdir [5], [4]. Hayes dijital
makinelerin sinirlamalarindan kaynaklanan hatalari azaltmak i¢in alt ve {ist sinir bilinmesi
gerektigi ve bdylece en azindan ne kadarlik bir hata paylarinin oldugunun bilinebilecegini
sOylemistir. Bu tiir sayisal sorunlarla basa ¢ikabilmek i¢in interval aritmetigi tekniginin
kullanilmast gerektigi ile ilgili bilgiler vermistir [22]. Moore ve Yang dijital
hesaplamalardaki es zamanli hata analizi i¢in bir interval aritmetigi tasarlamistir [30].
Duracz, Farjudian, Konecny ve Taha fonksiyon interval aritmetigi ve aritmetigi
uygulayan yazilimlarla ile ilgili uygulama alanlarin1 sunmuslardir [12]. Costa, Cholco-
Cano, Lodwick ve Silva genellestirilmis interval uzaylarinin vektor uzaylarini ve cebirsel
hesaplamalar gibi yontemlerini vermislerdir [10]. Warmus, Sunago tarafindan 6nerilen
fiziksel olarak gerceklestirilebilir ve Olgiilebilir nicelikler i¢in sonlu interval tabanl
Olgiilerin nokta benzeri gergek sayilardan daha dogru sonuglar verecegine dair
kullanimiyla ilgili bilgiler vermistir [36]. Esi intervaller i¢in X - yakinsama ve istatistiksel
olarak x- yakinsama kavramlarini tanitmis ve incelemistir [16]. Esi fark operatorii ve
orlicz fonksiyonlarini kullanarak interval sayilarin bazi genellestirilmis fark dizi
uzaylarin1 tanitmis ve incelemistir [14]. Esi topolojik gruplarda interval sayilarin
istatiksel ve interval istatiksel yakinsama kavramlarini tanitmistir [15]. Esi ve Braha
interval sayilar i¢in asimptotikler lizerine -istatiksel es deger ve giiclii dizi kavramlarini
vermislerdir [19]. Esi ve Esi interval sayilarinin istatiksel olarak asimptotik ¢ift uzay es
degeri ve interval sayilariin gii¢lii asimptotik ¢ift uzay es deger kavramlarini tanitmigtir

[17].



Chiao interval vektdriiniin normunu tammlamstir. Interval vektorleri i¢in Holder
esitsizligi ve Minkowski esitsizliklerini tanimlayip ispatlamistir [24]. Nuray, Ulusu ve
Diindar iki boyutlu interval dizilerin yakinsaklik kavramini tanitmislar ve tiim iki boyutlu
interval sayilar kiimesinin bir metrik uzay oldugundan bahsetmislerdir [29]. Or ve
Savagkan sonsuz interval matris oyunlarinin ¢éziimiiniin ve oyun degerinin ne zaman ve
hangi kosullar altinda var olacagim belirlemislerdir [34]. Tripathy, Debnath ve Saha
interval sayilarmin cf(a),ct(a) ve £5,(A) dizi uzaylarni tanitarak bazi cebirsel ve
topolojik Ozelliklerini incelemislerdir [35]. Sengoéniil ve Eryillmaz interval sayilarin
yakinsak ve smirli dizi uzaylarini tanimlamislar. Ayrica interval sayilariin dizi uzaylar
ile ilgili teoremler vermislerdir [33]. Moore, Kearfott ve Cloud interval sayilarla ilgili
hesaplamalar i¢in Matlapp tabanli uygulamali 6rnekleri metinlere entegre ederek Intlab
tabanli 6rnekler ve aciklamalar yapmislar. Ayrica kapsamli bir dizi alistirma ve ¢éziim
iceren Intlab komutlar1 hakkinda bilgi vermislerdir [26]. Dawood interval aritmetigi
teorilerinin yani sira bunlarin hesaplama ve bilimsel uygulamalarina dair bilgiler
vermistir [11]. Esi ve Bipan fark operatorii ve orlicz fonksiyonlarini kullanarak interval
sayilarinin bazi genellestirilmis fark dizi uzaylarini tanitmislardir [18]. Esi, Yasemin ve

Deger interval say1 dizilerini

1) kllim Yk, 1) =0

MYk, D)=ypk-1,1-1)—-2¢pk+1,1+1)=0 ve Yk, 1) =1
iki kosul altinda genelleyerek vermislerdir [21].

2.2. Temel Tanim ve Teoremler

Tezde kullanilacak olan bazi temel tanim ve teoremlere bu bdliimde yer verilmistir.
Tamim 2.2.1. F bos olmayan bir kiime ve *: F X F — F ile taniml1 * doniislimiine F de
ikili iglem denir. Eger * islemi birlesmeli ise (F,*) ikilisine yar1 grup ad1 verilir. Eger *
islemine gore F kiimesinin bir birim elemani varsa (F, *) ikilisine monoid denir.

Tamim 2.2.2. H bos olmayan bir kiime ve X,: H — [0,1] olsun. H X [0,1] in bos olmayan

{(x, Xy (x)) X €EH } ile taniml1 alt kiimesine H da bir bulanik kiime denir.

Tamim 2.2.3. A ve B bir F evrensel kiimesinin bulanik olmayan herhangi iki alt kiimesi

olmak tizere A X B nin her alt kiimesine bir bagint1 denir.



Tamim 2.2.4. G bos olmayan bir kiime ve *, G de bir ikili islem olsun. (G,*) cebirsel

yapisina;
1)Hera,b,c € G igina * (b * c) = (a * b) * c (birlesme 6zelligi) saglanir.

2) Hera € G i¢in a *xe = e *a = a olacak sekilde e € G ( e ye birim eleman denir )

vardir.

3)Her a € G icina ! *a = axa™! = e olacak sekilde a™! € G (a~?! elamanina a nin

tersi denir) vardir.

Aksiyomlarini sagliyorsa bir grup denir. (G,*) bir grup hera,b € Gi¢in a*b =b xa

degisme 6zelligi saglaniyorsa G grubuna degismeli grup veya Abel grubu denir.
Tamim 2.2.5. Arakesitleri bos olmayan ve birbirini kapsamayan kiimelere overlap denir.
Tamim 2.2.6. X # @ kiime ve F € C kompleks bir cisim olsun. +: X X X - X ve
+ F X X = X olmak tizere eger her x,y,z € X ve her a, 8 € C i¢in;

1) x+y=y+x,

2) (x+y)+z=x+(y+2),

3) x + 6 = x olacak sekilde bir & € X mevcuttur,

4) x + (—x) = 0 olacak sekilde bir —x € X vardir,

5 1lx=x,

6) alx+y)=ax+ay,

7) (a+p)x =ax+ Px,

8) a(Bx) = (aP)x,

durumlar1t mevcut ise, X kiimesine C cismi lizerinde bir vektor uzay1 denir [32].
Tamm 2.2.7. X # @ bir kiime olmak {izere,

lL.dlx,y)=0ox=y,

2. Her x,y € X i¢in d(x,y) = d(y, x) (simetri),

3. Herx,y,z€e X igind(x,y) < d(x,z) + d(z,y) (iiggen esitsizligi),



kosullarini saglayan d: X X X — R fonksiyonuna X tizerinde bir metrik ve (X, d) ikilisine
de bir metrik uzay denir [32]. Ugiincii kosuldan metrik fonksiyonunun negatif olmayan

bir fonksiyon oldugu goriilebilir.

Tanim 2.2.8. X bir vektor uzayi ve ||-||: X = R olsun. Her x, y € X vektorii her a skaleri
i¢in,

1 |x|]l=0ox=86,

2. |lax|| = lalllxll,

3. lx +yll < llxll + llyll,

durumlart mevcutsa ||-|| fonksiyonuna X tizerinde bir norm ve (X, ||-||) ikilisine normlu

uzay denir [32].

Tanim 2.2.9. Bir matrisin satir sayisi, siitun sayisina esit ise bu matrise kare matris denir.
n X n bigimindeki bir kare matrise kisaca n’inci mertebeden kare matris ad1 verilir [30].
Tanmm 2.2.10. Bir A € C™*™ matrisi i¢in A.B = I, ve B.A = I, olacak bi¢imde B €
C™™ matrisi varsa bu B matrisine, A matrisinin ¢arpmaya gore tersi denir ve A71 ile

gosterilir [30].

Tanmm 2.2.11. Bir A € C"*"™ matrisinin ¢arpmaya gore tersi varsa A matrisine
tersinir(regiiler) matris denir. Bir A € C™*™ matrisinin ¢arpmaya gore tersi yoksa A

matrisine tekil (singtiler) matris denir [30].

Tanim 2.2.12. Bir A € C™™ matrisinin satirlari siitun, siitunlarinin da satir yapilarak elde

edilen yeni matrise A matrisinin devrigi (transpozu) denir ve A7 ile gosterilir [30].

Tanmm 2.2.13. A€ C™ " ve A = [aij]nxn olsun. >, a;; sayisma A matrisinin izi denir
ve trA biciminde gosterilir [30].

Tanmm 2.2.14. A € CY*" matrisindeki elemanlarin tamami “0“ ise A matrisine sifir

matrisi denir [30].

2.3. interval Sayilar

C. Cantor (1815-1918) tarafindan matematige kazandirilan kiime tanimi “gdrdigiimiiz
belirli ve birbirinden farkli seylerin veya diisiindiigiimiiz belirli kavramlarin bir
toplulugu” olarak verilmistir. Klasik anlamda bir kiime “belli 6zelliklere sahip nesnelerin

toplulugu” olarak tanimlanabilir. Bu tanimdan agik¢a anlasildigi gibi kiimenin kesin



smirlar1 vardir, yani ancak P 6zelligine sahip a nesnesi P 6zelligindeki nesnelerin A
kiimesine ait olabilir ve sembolik olarak « € A ile gosterilir. Eger tam olarak P
Ozelligine sahip degilse a, A kiimesinin elaman1 olamaz ve bu a & A ile gosterilir, diger

bir durum yoktur. Eger A kiimesi D sehrindeki caddelerin kiimesi ise bu durumda,
A ={a:a, Dsehrinde cadde} (2.3.1)

ile verilebilir. Fakat bu kiime net bir bilgi vermez. Ornegin caddelerin uzunlugu veya

genisligi hakkinda bir bilgiyi ihtiva etmez. Eger (2.3.1) de verilen kiime
A ={a:a, Dsehrindeki5 metreden uzun cadde} (2.3.2)

seklinde degistirilirse o zaman (2.3.2) in kiime olup olmadigi sorgulanir. Gergek yasamda
birgok durum bu sekildedir. Goriiliir ki (2.3.2) ile verilen A4, (2.3.1) ile verilen A dan daha
fazla bilgi icermektedir. Bu dogal genelleme olarak goriilebilir. Biitiin kiimeleri kapsadig:
varsayllan kiimeye evrensel kiime denir. Bir evrensel kiime i¢indeki bir kiimeyi

tanimlamak igin;

1. A kiimesi tiim elemanlar tek tek yazilarak liste bigiminde gosterilebilir. Bu daha ¢ok

sonlu kiimeler i¢in kullanilan bir yazim bi¢imidir.

2. A kiimesi ortak ozellik yardimi ile, yani P 6zelligine sahip nesnelerin toplugu
{A=a:aP ozelliginde} ile ifade edilebilir.

3. Kiimeler arasindaki mantiksal iliskiyi gdsteren semalardan biriside Venn semasidir.
Kiime elemanlar1 kiimeyi belirten kapali bir sekil i¢indeki birer nokta olarak
gosterilir; bos kiimeyi gostermek i¢in i¢i bos bir daire kullanilir.

4. Son olarak bir S evrensel kiimesinin bir A alt kiimesi

1, € Aise
Ka(x) = {0, a & Aise (3.3)
olmak tizere K4: S — {0,1} fonksiyonu ile tanimlanabilir.

(3.3) de verilen K, fonksiyonuna S de A yi1 belirleyen karakteristik fonksiyon denir.

(3.3) den anlasilmasi gereken sey eger @ € A ise K4(a) = 1 ve eger a & A ise

K,(a) = 0 oldugudur.



Fakat gercek hayatta durum her zaman bu sekilde degildir. Ornegin; Cay 1lik midir, soguk
mudur? Bu kime ve neye goredir? Pembe elbise giizel mi degil mi? Bu durum gorecelidir
ve kisiden kisiye degisiklik gosterir. Ornegin 100°C maksimum sicaklik ve 30°C soguk
siifin st siir1 ve sicak sinifin alt siir1 oldugu kabul edilirse klasik anlamdaki kiime
teorisine gore 29°C derecenin soguk sinifindaki iiyelik fonksiyonu (kiimeye dahil olma
derecesi) 1 iken 31°C soguk sinifindaki iiyelik fonksiyon karsiligi 0 olur. Ayni1 sekilde
31°C sicak smifindaki iiyelik fonksiyonu karsiligi 1 iken 19°C sicak simifindaki iiyelik
fonksiyonu karsilig1 0 dir. Ote yandan giinliik yasamimizda bu iki farkl sicakliktaki 1s1y1,
bir bireye “Isilar sicak mi1, soguk mu?” diye soracak olursak muhtemelen “Ikisi de 111k”
cevab1 verilecektir. Iste buradan da anlasildig: gibi iki farkli nesnenin biri klasik
anlamdaki kiimelerde net bir sekilde eleman olurken, diger nesne ayni netlikle eleman
olmayabiliyor. Fakat bulanik anlamda bu iki nesne ayni kiimenin belirli derecelerde
elemant yani iiyesi olmaktadir. Ayni 6rnek bulanik kiimelerde su sekilde aciklanabilir;
29°C soguk smifindaki iiyelik fonksiyonu 0.29 dir. 31°C soguk sinifindaki iiyelik
fonksiyonu 0.31 dur. 29°C sicak smifindaki iiyelik fonksiyonu 0.29 iken 31°C sicak
simifindaki iiyelik fonksiyonu 0.31 dir. Buradan da anlasildigi gibi bulanik kiimeler
teorisinde bir nesnenin bir kimeye iiye olma durumu [0,1] araliginda

derecelendirilmektedir.

Dolayisiyla klasik anlamdaki kiime ile bulanik kiime arasindaki ka¢inilmaz kdoprii

araliklar veya bir diger adiyla intervallerdir.

Intervaller reel sayilarm bir genellemesidir ve intervaller iizerindeki aritmetik islemler de
reel sayilar kiimesi lizerinde tanimlanan aritmetik iglemlerin bir genellemesi olacaktir. Bu

tip problemler interval aritmetiginin konusu i¢ine girmektedir.

Hig stiphesiz ki bulanik kiimelerle, klasik kiimeleri birbirine baglayan yol intervaller
oldugundan ilk 6nce intervallerin ilging¢ 6zellikleri, cebirsel yapilari, intervallerin kiimesi

tizerinde taniml1 metrik gibi bir¢ok 6zellik bu béliimde ele alinacaktir.

Intervaller birer say1 gibi gdz niine alinacak ve genellestirilmis intervaller hakkinda bazi

bilgilere de burada yer verilecektir.



Aslinda interval yerine aralik demek daha uygun olsa da, genel kullanim interval

oldugundan bu ¢alismada da interval yazimini tercih edilecektir.

2.4. Interval Sayilar Kiimesi ve Bazi Ozellikleri

Tanm 2.4.1. E = {Ju”,u"]:u",ut € R,u",u*} ile tammh kiimeye interval sayilar
veya kisaca intervallerin kiimesi, E interval sayilar kiimesinin her bir elemanina da
interval adi1 verilir. Bazen E interval sayilar kiimesinin elemanlar1 interval say1 olarak
adlandirilir ve interval say1 denilince R reel sayilar kiimesinin [a, b], (a,b € Rve a <
b) gibi kapali alt araliklar1 akla gelir. Fakat; 6rnegin ‘hemen hemen kirmizi gibi’ i¢in
[0,1] ya da "li¢ asag1 bes yukar1 7" igin [5,9] kapal1 araligin1 kullanmak teorik olarak
herhangi bir sorun cikarmasa bile pratikte anlamsizdir. Hem teorik hesaplamalara
uygunlugu hem de pratik anlamda bir sorun teskil etmeyecek ise interval sayi
denildiginde Tanim 2.4.1. de verilen E interval sayilar kiimesinin bir elemanindan s6z

ediliyor olacaktir.

€ > 0 olmak tizere E nin [uy, — &, uy + €] formundaki bir elemani i¢in

[ug — &,up + €] = uy + e[—1,1] (2.4.1)
oldugundan u, + € kisaltmasi uygun yerlerde kullanilacaktir.

Tamm 2.4.2. Her u = [u™,u*] € E igin eger u~ > 0 ise u ya pozitif interval; u* < 0
ise u ya negatif interval say1 denir. Eger u~ < 0 < u™ ise u ne pozitif ne de negatiftir.
Acik, yar1 agik ve kapali interval ¢alismalart oldugu biliniyor lakin bu ¢alismada kapali
intervaller kullanilmistir. Genel olarak u~ ye u interval sayisinin baslangi¢ noktasi, u*
ya da u interval sayisinin bitis noktasi denir. Buradan anlasilacagi gibi u~ =u™ ise u
interval sayis1 bir reel say1y1 temsil eder. Dolayisiyla her bir reel sayi; baslangic noktasi
ve bitis noktas1 aynmi olan bir interval say1 olarak kabul edilebilir. Ve bu intervallere

dejenere interval denir.

2.5. interval Sayilar icin Esitlik ve Siralama Aksiyomlari
Tamm 2.5.1.u = [u~,ut] vev = [v~,v*] interval sayilar1 verilsin. Eger u~ = v~ ve
ut = vt ise u =v dir. Mesela, 1 £ 0.2 interval sayis1t v = v, ¥ &; interval sayisina

esit ise agik olarak vy, = 1 ve € = 0.2 dir.



Tamim 2.5.2. u ve v inteval sayilariigin u~ < v~ ve ut < v*ise u ya v den kiigiiktiir
veya esittir denir ve u < v ile gosterilir. Bu tip bir siralamanin E interval sayilar
kiimesinin her elemanini karsilastiramayacagir aciktir. Mesela, u = [0,6] ve v =
[—2,8] interval sayilari karsilastirilamaz. Kisaca u € v veya v C u ise u Ve v sayilari
arasindaki biiytikliik kiictikliik iligkisi belirlenemez. E interval sayilar kiimesinin ancak
ve ancak overlap ve Tanim 2.5.2. sartlarin1 saglayan elemanlar1 karsilastirilabilir.
Buradan anlasiliyor ki E interval sayilar kiimesinin R reel sayilar kiimesinde oldugu gibi

tam olarak siralanmasindan soz edilemez.

E interval sayilar kiimesinin siralanabilen elemanlar1 E* € E olsun. Her u, v,z € E* igin

asagidaki siralama o6zellikleri gegerlidir;

1. u<vdir.

2. vuve usxvise u=wv dir.

3. usvve v<zise u<zdir.

4. u<vveya v<u dir.

Tamim 2.5.3. E interval sayilar kiimesinin tam sirali alt kiimesi E™ ile gosterilsin. A €
E™* olmak iizere A kiimesi birinci, ikinci ve ti¢iincii sartlar1 sagliyorsa A ya kismi sirali
interval sayilarin kiimesi, eger ilave olarak dordiincii sart da saglaniyorsa A ya tam sirali
interval sayilarin kiimesi denir.

Tamm 2.5.4. R kiimesinde oldugu gibi < bagintisina E™ iizerinde esitsizlik bagintis1 adi
verilir. Bir kiilmenin herhangi iki eleman1 karsilastirilabiliyorsa bu kiimeye lineer sirali
kiime denir. E interval sayilar kiimesinin rastgele iki eleman1 daima, baslangi¢ ve bitis
noktalarini kullanarak karsilastirilamadigi igin lineer sirali degildir. Ornegin, u = —1 +

0.7 ve v = 2 £ 0.1 interval sayilarin1 Tanim 2.5.2. yi kullanarak karsilastiramay1z.

2.6. Interval Say1 Kiimelerinin Cebirsel Ozellikleri
Tanmm 2.6.1. +:EXE—->E, +(Wwv)=u+v=[u +v-,ut+v*] ile tanimh

toplama,

“RXE->E, a=0ise au=[au~,au™] ve eger a < 0ise au = [au't,au”] ile

taniml1 skalerle ¢arpma iglemleri g6z 6niine alinsin.
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Yukaridaki islemlerin anlami swrasiyla ; u+v={x+y:x Eu,y€v} ve au=

{ax: x € u}ile tanimli kiimelerin toplami ve skalerle ¢arpimindan baska bir sey degildir.

Gergekten, x Eu ise u” <x <u* ve y ev ise v~ <y < v* oldugunda agik olarak
u"+v <x+y<ut+vtyani u+v=[u +v,ut+v*] dir. Aym diisiince ile
x€uiseu” <x<utisea=0i¢cinau” <au<autvea<Oiscau® < au < au”
olacagi aciktir. Bu toplama ve skalerle carpma islemlerine sirasiyla E interval sayilar

kiimesi {izerinde standart toplama ve skalerle carpma islemleri denir.

Ornek 2.6.1.1. u € E olmak iizere; u+6 = [u~,u*] +[0,0] = [u” +0,u* +0] =
[u~,u*] oldugundan @ = [0,0], E interval sayilar kiimesinin birim elemanidir. Interval
sayilar kiimesi iizerinde E interval sayilar kiimesinin bir tek birim elemani vardir.
Gergekten eger 6 ve 6, E interval sayilar kiimesinin farkli iki birim elemani ise 6 = 8 +

u=[u",ut),v=[v",vt] ve z=[z",z"] interval sayilar1 verilsin. u+v = [u" +
vt,ut + v*] olup interval say1 tanimindan u~ < u* ve v~ < vt ifadeleri yazilabilir.
Bu iki ifade taraf tarafa toplanirsa u~ + v~ < u* + v* elde edilir. u= + v~,u* + v*
birer reel say1 ve u” + v~ <u* +v* oldugundan [u~ + v~ ,ut +v*] nin birer
interval say1 oldugu sonucuna varilir. O halde E interval sayilar kiimesi toplama islemine

gore kapalidir. u ve v interval sayilari i¢in;

(™ u'l+ w7 v D+ [z7, 2" ] = [u™, u'] + ([v7, v ] + [z7,27])
esitligi (toplamanin birlesme 6zelligi) gegerlidir.

Ayrica [u™,u*] + [v~,v*] = [v7,vT] + [u™, ut] degisme 6zelligi saglanir.

Interval sayilar kiimesi {izerinde tanimli skaler ile carpma isleminde a = —1 ve iki

interval sayinin toplamasi goz 6niine alinirsa;
ut (Du=[u v+ D u’] =

[u™,u*] + [—ut,—u"] = [u” —u*,u™ — u~] # 0 oldugundan interval sayinin toplama
islemine gore tersi yoktur. Bu ylizden x,u € E olmak lizere x + u = 6 bi¢imindeki

interval denklemlerini ¢6ziimsiiz hale getirir. Su halde (E, +) ikilisi bir grup degildir.
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Fakat (E,+) ile verilen cebirsel yapi, kapalilik, birlesme, degisme ve birim eleman

Ozelliklerine sahip oldugundan Abel monoiddir.

+EXE->E +(wv)=u+v=[u +v,ut +v?]ile tanimh toplama,
+“RXE - E,egera = 0ise au = [au~, au’] ve eger a < 0 ise

au = [au*, au~] ile taniml skalerle carpma islemleri goz 6niine alinsin.

Ornek 2.6.1.2. u = [-5,3], v = [0,6] vea = 2 olsun. Bu durumda standart

toplama ve skalerle ¢garpmaya gore

u+v=[u" +v,ut +v*] seklinde toplama islemleri yapilir verilen intervallerin
birinci elemanlar1 kendi aralarinda ve ikinci elemanlar1 kendi aralarinda isaretleriyle

birlikte toplanir.
u+v=|[-53+][06] =[-5+03+6]=[-59] ve
“RXE->E egera = 0ise au = [au~, aut].

Eger bir skalerle bir interval arasinda ¢arpma islemi yapilirsa verilen skaler ile interval

sayinin elemanlari tek tek carpilir.

au = 2[-5,3] =[2.(-5),2.(3)] = [-10,6] seklinde hesaplanmuis olur.
Ornek 2.6.1.3u = [2,7]vev = [-5,4] interval sayilar1 ve & = 3 verilmis olsun;
u + v ve av islemlerinin sonucu kagtir?

u + v isleminin sonucunu bulabilmek i¢in her iki elemanin birinci elemanlar1 kendi

aralarinda ikinci elemanlar1 kendi aralarinda isaretleriyle birlikte ayr1 ayri toplanir.
u+v =127+ [-54]=1[2-57+4] =[-3,11]

av isleminin sonucunu hesaplamak icin verilen a = 3 sabiti istenilen v = [—5,4]

intervalinin elemanlariyla tek tek carpilir.
av = 3[-5,4] =[3.(=5),3.(4)] =[—-15,12] seklinde sonuglar bulunur.

Ornek 2.6.1.4 u = [-11,3]ve v = [5,7] olsun. u — v isleminin sonucu kactir?
Interval sayilarda ¢ikartma islemini yapmak icin birinci intervalin elemanlar1 aynen

birakilir ikinci intervalin elamanlar1 6nce (- 1) ile garpilir daha sonra isaretleri degisen
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ikinci intervalin elamanlar biiyiikliik kiigiikliik sirasina gore tekrar yazilir. Daha sonra

birinci intervalle yeni elde edilen ikinci intervalin son hali toplanilarak islem tamamlanir.
u—v = [-11,3] = [57] = [-11,3] + (—1)[5,7]
= [-11,3] + [-7,-5] = [-11- 7,3 =5] = [-18,—-2] dir.

2.7. Interval Sayilarin Standart Carpim

Tamm 2.7.1. u ve v interval sayilarinin ¢arpimai;
ZEXE->E-(wv)=u-v=[u",u"]-[v7,vT] = [minR, maxR],

R={u v ,uvtutv™,utv*} olarak tammlanir.

Ornek 2.7.1.1. u = [-5; 3], v = [0; 6] olsun. u - v isleminin sonucunu hesaplayiniz.

Isleminin sonucunu hesaplamak i¢in R = {u"v~,u"v*,utv~,utv*} seklinde verilen

kural kullanilir.

R ={-5.0,—5.6,3.0,3.6} scklinde yapilan c¢arpma sonucunda ifadeler R =
{0,—30, 0, 18} olarak bulunur. Burada minimum eleman —30 ve maksimum eleman 18
olarak elde edilmistir. O halde u.v = [—30; 18] seklinde elde edilir.

2.8. interval Sayilarda Bolme

Tanim 2.8.1. Bir u interval sayisinin v interval sayisina boliimii v # 0 olmak tizere
—EXE->E~+uv)= % =u % seklindedir.
Ornek 2.8.1.1. u = [7,9]; v = [-3,5] oldugunda u - v ve % degerlerini hesaplayiniz.

Interval sayilarin nasil ¢arpildigma dair agiklama Tanim 2.7.1. te verilmistir. Interval
sayilarda bolme iglemi de aynen ¢arpma iglemi gibi yapilir verilen iki intervalinde tim

elemanlar1 ¢arpilir fakat bu carpma isleminden 6nce payda kisminda verilen interval %

seklinde yazilir. Daha sonra ¢arpma islemine ge¢ilir. Buradan minimum ve maksimum

degerler bulunarak bélme isleminin sonucu elde edilir.
R={7-(-3),7-59-(-3),9 5} ={-21,35,—-27,45}

oldugundan ¢arpma isleminin sonucu u - v = [minR, maxR] = [—27,45] seklinde elde

edilir. Benzer sekilde
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k=fr(-3) 7)o (-3 @ =t55-59
B 3)"" \5) 3/ \5/J L 3’5" 3’5
oldugundan bolme isleminin sonucu

Yoy = [— 2, 3] seklinde elde edilir.
v 3’5

Ornek 2.8.1.2. u = [-5; 3], v = [2; 6] ise % degerini hesaplaymiz.

Bolme isleminin nasil hesaplandigi Tanim 2.8.1. de verilmistir buradan

R = {—5. G),—S. (%) ,3. (%) , 3. (%)} elde edilir. Minimum ve maksimum elemanlar

belirlenir ve isleminin sonucu

Z= [_—5, E] seklinde bulunur.
v 272

Tamm 2.8.2. u = [u~,u"] intervali verilsin. Eger u~ = u* ise u interval sayisina
dejenere interval say1 denir [1].

2.9. interval Matrisler
Tanim 2.9.1. N, = {0,1,2, ...,n} ve N,, ={0,1,2, ..., m} olmak {izere

fiNy XNy, = E,i,j->f@i,j))=a;,(1<i<n,1<j<m)

ve a;; = [ai"j, a;}] elemanlarinin olusturdugu

A= = -

-+
- ot ]
v’ ]] nxm

Ain - Qi laty,afy] - [agy, afi]
: - : — : . : — [[a
An1 " Aamlum

- o+ - +
[anll anl] [anm' anm] nxm
ile verilen tabloya intervallerin matrisi denir.

Agik olarak 1<i<n ve 1<j<m igin a;; = af; almrsa A interval matrisi reel

ij

sayilarin n X m boyutlu matrisine indirgenir.
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2.9.1. interval Matrislerin Carpimi ve Toplamlar1

Tamm 2.9.1.1. n X m tipindeki biitiin interval matrislerin kiimesini E™*™ ile gosterilsin,

E™™ = {A : A ,n x m tipinde interval matris} olsun. A, B,C € E™™, 1 € R olmak

lizere AA skalerle garpimi, A + B toplami asagidaki gibi tanimlanir:

_ ([[*a5, Aaf; A=0ise
AA =

i ]]nxm'
[[Aaf; A< 0ise

U' ]]nxm'

A+B=[lajay]] +[b505]]  =]lag+bij af + b]]

nxm

[[CU'C ]]nxm'

A interval matrisi n x m ve B interval matrisi m x r boyutlu matrisler olsunlar. A - B

catpmi 1 <i<n, 1<j<r ve

~ = Z min{aj. by, aybi; afbij, aiibii}
ve
¢ = Z max{ag by, aibi; aibi; agibij}

olmak tzere

xo=llgail], (bl =il

seklinde tanimlanir.

Simdi interval matrislerin sagladigi bazi 6zellikler incelenecektir.

Teorem 2.9.1.1. A, B,C € E™™ olsun. +: E™™ x E™™ — E™M jle tamml1 + islemi
1.LA+B=B+A

2.(A+B)+C=A+(B+0()

3.A+6=A
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ozelliklerini saglar. Burada @ ile gdsterilen interval matrisi, A interval matrisi ile aym

boyutlu olan her

1<i<n, 1<j<migin8;; =1[0,0] ile verilen E™™ interval matris kiimesinin bir

elemanidir.

Ispat: (1) in ispat1 asagidaki gibidir:

A+B= [[a{j,a;’j]]nxm [[bu,b+ ] o = [[a;; + bjj, af; + b}

]]nxm

S o I e

A€ R verilsin. AA ¢arpimi

[[Aa{j,la{rj]]nxm ,A>0ise
[[Aa{rj,/la{j]]nxm,/l < 0ise

ile tanimlanir. E interval sayilar kiimesinin bir u = [u~, u™] intervali de bir interval skaler

olarak goz 6niine almir ise bu durunda uA ¢arpimi

C mm{auauauau}

ij tj

_+_

ij max{a U, a

C; u ,a;;u ,a

hu ajut, agu®)

vel <i<mn,1<j<molmak iizere her [al-_j, ai*'j] € Aicin

= [[ci"j, cij ] dir.

[u‘,u+][ai_j,afj] = [ci‘j,ci’;] oldugundan [u~,u*] [ aij, u]] axm

nxm

Ornek 2.9.1.1.1. Asagida verilen interval matrislerle

A (/T + E) ,A-C, ﬁ(uﬁ) , u(ﬁﬁ) ve ﬁ(uﬁ) * u(ﬁﬁ') islemlerini hesaplayiniz.

[-1,0] [3,5] [01]
A=|[11] [-52] [12]],
[-31] [12] [27]
[[1,3] [1,0] [-1,3]
B=1[711] [1,2] [1,0] |,
| [2,5] [23] [-21]
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[1,2] [1,0] [-11]
Cc=|[-1,1] [1,3] [1,0] |,
[25] [-1,3] [-22]

D =1[23] [0.2]],

< '[—1.0]] : L

E = | 10.1] interval matrisleri,
1 5 2

A=|1 0 1 | reel sayilarin matrisi ve u = [—1, 1] interval say1s1 verilmistir.
3 -1 =2

A (A + §) islemini hesaplamak icin

1 5 27/(=101 [35] [01]} ([[13] [1,0] [-13]
A(A+B)= 0 1 [L1]  [=52] [L2]|+]|[711] [1,2] [1,0]
3 -1 =2l\[[-31] [12] [271] [[25] [23] [-21]

1 0 1 [1,1] +[7,11] [-52]+[1,2] [1,2]+[1,0]

[1 5 2 ] [-1,0] +[1,3] [3,5]+[1,0] [0,1]+[-1,3]
3 -1 =21\|[-31]+[25] [12]+[23] [27]+[-21]

1 0 1 [8,12] [—4.4] [2,2]
3 -1 -=21\|[-16] [3,5] [0,8]

[38,75] [-10,35] [9,30]
= [—1,9] [7,10] [-1,12] | | = (44 + AB)
[—6,—15] [10,1] [—5,—6]

A — C islemini hesaplamak i¢in dnce interval matrisler;

[-1,0] 3 5] [—1,1]
A-C=|[11] —5,2] [1,0] | seklinde yazilir.
[—3,1] 1 2] ] [—2,2]

Yapilan islem sonucunda (-) isaretli alan interval matrisin tiim elemanlari (-1) ile carpilir,
baslangi¢ ve bitis noktalar1 yeniden biiyiikliik kiiciikliiklerine gore diizenlenerek interval
matris bastan yazilir ve iki interval matris arasindaki ¢ikarma islemi (+) haline getirilerek
toplama islemi yapilir gibi birinci satir birinci siitun elemanlar1 kendi aralarinda toplanir.
Benzer sekilde diger satir ve siitun elemanlar1 kendi aralarinda toplanarak ¢6ziim elde

edilir.
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[-1,0] [3,5] [0,1] [1,2] [1,0] [-1,1]
A-C=]|[11] [-52] [L2]|+(=D|[-1,1] [1,3] [1,0]
[-3,1] [1,2] [2,7] 251 [-1,3] [-2.2]

[-1,0] [3,5] [0,1] [-2,-1] [-1,0] [-1,1]
=\ [1,1] [-52] [12]|+] [-1,1] [-3,—-1] [-1,0]
[-3,1] [1,2] [2,7] [-5-2] [-31] [-22]
[-1,0] + [-2,—1] [3,5] + [—1,0] [0,1] + [-1,1]
=| [1,1] +[-1,1] [-52] +[-3,—-1] [1,2]+
[-3,1] + [-5, 2] [1,2] + [-3,1] [2,7] + [-2,2]
[-3,—-1] [2,55] [-1,2]
=| [0,2] [-8,1] [0,2]
[-8,—1] [-2,3] [0,9]

D (uE ) isleminin sonucunu hesaplamak igin énce uE islemi yapilir buradan bulunan

ifade ile D interval matrisi igleme alinur.

D(uE) = [[23][0,2]] (I[—L 1] [[E)ll?]]D
=[[23][0,2]]([-1--1+1-0,—1-0+1-1])

= [[2,31[0,2]]([1,1]) = [2,5]

u(ﬁf:' ) isleminin sonucu ﬁ(uE ) isleminin sonucunun hesaplanmasindaki islemler

yapilarak bulunabilir.

u(DE) = [-1,1] <l[2,3] [0,2] [[[_Oi(])]”)

=[-1,1] ([-2,3]) = [—3,3] elde edilir.
Ornek 2.9.1.1.2. A + 6 = A oldugunu verilen islemler iizerinden gosteriniz.

A =[-3,3] interval matrisi ve 6 = [0,0] interval matrisi olsun. Interval sayilarda
toplama islemi 6nceki boliimlerde verilmistir bu boliimde de ayni interval sayilarda

oldugu gibi interval matris toplamasi yapilarak istenilen ifade elde edilecektir.
A+6=[-3,31+[00]=[-3+0,3+0]=[-3,3]=Aolur.

2.9.2. interval Matrislerinin Determinantlari
Tamm 2.9.2.1. m X n tipinde bir A interval matrisi verilsin.
18



U;j, ¢;; nin bilinen anlamda kofaktori olmak tizere A interval matrisinin determinant
detA = Zuijcij dir.

- o+
~ Tluy,u Uy,
A= [y, uia] - iz ud ] bir interval matrisi verilsin;

[uz_l'u£r1] [uzz»uzz

Bilinen determinant hesabina benzer olarak A interval matrisinin determinant1 standart

interval aritmetigi kullanilarak,

det‘zf = [ul_lJ uii-l] [u2_2' u;z] - [u2_1r ugl] [u1_2' ufz]
ile hesaplanabilir ve sonug yine bir intervaldir, detA ile gosterilir.

[1,2]
[O, _1]

Ornek 2.9.2.1.1. A = [E 2] icin detA isleminin sonucu kagtir?

B = [Ccl Z] seklindeki reel degerli matrislerde oldugu gibi detB=(a-d) — (c-b)

seklinde hesaplanir. O zaman bu formiilde oldugu gibi islemler interval matrisler iginde

ayni sekilde uygulanirsa A interval matrisinin determinant1 hesaplanmis olur.
detA =[2,0][0,—-1] — [2,1][1,2] =
[(2-0,2:(-1),0:0,0-(-D)]-[(2-1,2-2,1-1,1-2)]
=[-2,0] —[1,4] =[-2,0] + [-4,—1] = [-6,—1] seklinde bulunur.

2.9.3. interval Matrislerin Normu

Tamm 2.9.3.1. 4 = [[ai‘j, a{fj]] intervallerin matrisi ise
nxm

|A” = max Z M([au' al}])

1<isn

ile verilen reel sayiya A interval matrisinin normu denir. Eger A interval matrisi co X oo

seklinde bir interval matris ise A interval matrisinin normu
|4 = max > m([ag;, a3])
j
ile hesaplanir. Burada
M([ag, afj]) = max{|aj|, |af;|} seklindedir [26].
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[2,5]

.. L (13
Ornek 2.9.3.1.1. A = [[_1’0] [0,1]

] interval matrisinin normunu hesaplayiniz.
2x2

A interval matrisinin normunu hesaplayabilmek igin her bir satir ve siitundaki
intervallerin ayr1 ayr1 mutlak degerce maksimum elemanlari bulunur. Bu interval matrisin
mutlak degerlerce maksimum elemanlarindan yeni bir matris elde edilir. Daha sonra elde
edilen bu mutlak degerce maksimum matrisinin her biri kendi satirindaki mutlak degerce
maksimum elemanlarla toplanir. Bu toplamdan sonra yeniden maksimum eleman

belirlenir ve islemin sonucu hesaplanmis olur.

i = [U=1L 1311 (121, 15]]
il = [[I—ll, 1011 flol, |—1I]]’

il 3 5
”A”_l 1]

M([ai"j, a{“j]) = max{3 + 5,1 + 1} = max {8, 2} = 8 olarak elde edilmis olur.

2.9.4. Intervallerin Sonsuz Matrisleri
Tamm 2.9.4.1. X, interval sayilarin bostan farkli bir kiimesi olsun. Asagidaki sartlari
saglayan d: X x X - E* fonksiyonuna interval metrik fonksiyon, (X,d) ikilisine ise

interval metrik uzay adi verilir.
Her u,v € X i¢in,

1. dlu,v) =02 u=rv,

2. d(u,v) = d(v,u),

3. du,z) <d(u,v) +d,z).

Asagida E interval sayilar kiimesinin bazi 6zel alt kiimeleri verilmistir [34].

¢t = {ue = (e, wf D:limfug, wf] = [ug, w1}

¢b = {we = (uzp,wdD:limfug, ] = 0,01}

2t = {ui = (g, uf D max M (T, ui ) < oo},

Yukarida verilen interval dizi uzaylari, sirasiyla, interval yakinsak, sifira interval

yakinsak ve sinirli interval dizi uzaylar olarak adlandirilmistir. Eger burada her k € N
20



icin uj, = uj alinirise yukarida belirtilen dizi uzaylari, sirasiyla, reel sayilarin yakinsak,

sifira yakinsak ve sinirl dizi uzaylarina indirgenmis olur.

1 X n tipindeki interval matrisleri intervallerin vektorii olarak adlandirilir. Yukarida sozii
edilen n x m tipindeki interval matrisler oo X oo tipindeki sonsuz boyutlu intervallere

genisletilebilir.

all alz s alm es

o a21 a22 wen aZm nen
Tamim 2.9.4.2. Her a;; ER, A= : :

——
e — |

An1i Api - Opm o

00 X 0o

[lazi,afs]l - lagmafm]l -]
I [a21; a21] v lazm, a;m] I
ll anlf anl [aﬁmr a;;m] Jl

00 X 00

formundaki matrislere sonsuz boyutlu interval matrisi denir.

u = () = (lug, wf] [uz, uzl, .. [ug, ugl, )

bir interval sayilarin dizisi (veya interval vektor) ise

[al_l' afl] o [al_m' afm] e [ul_' uf]
A [a2_1' a;l] [aZ_ml a;-m] [uZ_I u;]
l[any am] - [agm @] - [ug, u,‘:]

: : : F oo : wox1

Yrlat, afi][ug, u,}“]]

rlaze, aze] ug, ug]
- : (2.9.4.2.1)

Ylane anellug, ui]

X1

olmak iizere her n € N i¢in ¥, [an,, af]lur, ujt] serileri yakinsak ise Au=v ye u

interval say1 dizisinin A doniisiimii denir. Eger n,k € N igin ay, = a;}, ve u; = uj
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olacak sekilde segilirse (2.9.4.2.1) esitligi klasik anlamda dizilerin matris doniisiimlerine

indirgenir.
Skalerlerin (x,) dizisin = 1,2,3, ... i¢in x ile gosterilsin. (xy) = X xx Vi Ve

A = (ay;) bir matris olsun. y = Ax in anlami her bir n € N i¢in

In = (Ax)n = z AnkXk

k
seklinde olmasidir. Burada Y a,,x) serilerinin her birinin yakinsak oldugu kabul
edilmektedir. wgz = {x: Ax mevcut} kiimesi A interval matrisinin domaini olarak

adlandirilir. Eger A interval matrisi satir sonlu ise o zaman wz = w dir.

Buradaw ile biitin kompleks sayr dizilerinin ve reel sayr dizilerinin kiimesi
gosterilmistir. ¢ yakinsak dizilerin kiimesi olmak tizere ¢z = {x: Ax € c} olsun. Bu kiime

A interval matrisinin yakinsaklik alan1 olarak tanimlanir.

2.9.5. Matrislerin Transpozundan Yararlamlarak interval Matrislerin
Transpozunu Bulma

Tamm 2.9.5.1. A=(4;;) m X n tipinde bir matris olmak {izere A matrisinin satirlarinin
ayni numaral siitunlar, siitunlart da ayni numarali satir yapildiginda elde edilen yeni
matrise A matrisinin transpozu denir, AT ile gosterilir. A matrisi m X n tipinde bir matris
ise AT da m x n tipinde bir matris olur [30]. A matrisi m X n tipinde bir kare matris

olsun;

AT = Aise(a;; = aj;) A matrisine simetrik matris denir;

AT = —Aise(a;; = —a;;) A matrisine antisimetrik matris denir;
A™1 = AT ise A matrisine ortagonal matris denir [30].

Klasik anlamda bir matris ve matrisin transpozu asagida verilmistir.

A1 Q2 .. Qqn
(121 (122 wen a2n
A= L
Am1 Amz - Qmn mxn
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olmak lizere

ai1 Aa Am1
AT = a1z Qpzp Am2
Ain  Q2n Amnlyxn

seklinde elde edilir.

Klasik matrislerde uygulanan transpoz alma islemleri interval matrislerin transpozunu
bulmak i¢in uygulanirsa interval matrislerin ayni satirlari siitun, ayni siitunlarida satir

yapilir. Boylece interval matrislerinde transpozu alinmis olur [28].

= [[ul_puﬂ] [ufz'ufz]]
[u2_1iu;1] [uZ_Z'ug-Z] mxn

interval matrisi alinirsa bir interval matrisinin transpozu

_ _ T _ _
AT = [[un»uﬁ] [u12:uf2]] _ [[un'uﬁ] [uzpu;ﬂ]
[uzi,uz1]  [uz2 uzs] [utz, uz]  [uz uz,]
seklinde bulunabilir.
Ornek 2.9.5.1.1. A = [[_2’1] [0’1]] interval matrisinin transpozunu bulunuz.
[_1)0] [2;2] 2X2

~ [-2,1] [-1,0]

AT = ] seklinde bulunur.
[01]  [22] I,,,

[1,2] [—1,0] [1,3]
Ornek 2.9.51.2. A =| [2,3] [1,4] [-2,—1]| ifadesinin transpozunu bulunuz.
[—3,0] [-21] [0,1]

3X3

Bu ifadenin transpozunu bulabilmek igin Ornek 2.9.5.1.1. de oldugu gibi 2 x 2 tipindeki
interval matriste uygulanan islemler yapilir. Birinci satir birinci siitun, ikinci satir ikinci

slitun ve {igiincii satir liglincii siitun haline getirilir.
Burada A interval matrisinin transpozu;

[1,2] 23] [-3,0]
AT =|[-1,0] [14] [-21]
[1,3] [-2,-1] [0,1]

23
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seklinde elde edilir.

2.9.6. Kofaktor (es carpan) Matrisi
Tamm 2.9.6.1.m X m tipinde bir A kare matrisinin a;; elemanmin mindriiniin
(—1)"" ile garpimma q; j elemanimin kofaktorii ( es ¢arpani) denir ve Aj; ile gosterilir

[30].
Tamm 2.9.6.2. A karesel matris olmak lizere a;; bileseninin mindrii Mj; ile gosterilir.

A dan i. satir ve j. siitun silindikten sonra kalan alt matrislerin determinanti olarak

tanimlanir [30].

2.9.7. interval Matrislerde Kofaktor (es carpanin1) Bulma
Tanim 2.9.7.1. Matrislerde kullanilan kofaktér bulma islemi interval matrislerin
kofaktorlerini hesaplamakta kullanilirsa yani i. satir ve i. Slitun silinerek geri kalan
ifadelerin determinant: aliirsa ve daha sonra bulunan her bir determinant (—1)**/ ile
carpilirsa interval matrislerin kofaktorleri bulunmus olur [20]. Bu kofaktor matrisi
calisma boyunca Ay ile gosterilecektir.

[-1,0] [1,1] [0,1]

Ornek 2.9.7.1.1. A=|[1,1] [-12] [1,2]| interval matrisinin kofaktoriinii

hesaplayimiz.

My, Myy, My, Myy, My, Mys, My, Ms,, Mss minérleri bulunduktan sonra (—1)1/
inci bilesenleri alarak kofaktdrleri hesaplanacaktir. ilk olarak A interval matrisinin
mindrleri bulunacaktir. Minérler bulunduktan sonra bu minérlerin kofaktorleri tek tek
hesaplanacaktir. Minorleri bulmak ig¢inde birinci satir birinci siitun elemanlar1 silinerek
geri kalan ifadelerin determinant1 hesaplanacaktir. Daha sonra bulunan determinant
(=1 ile carpilarak ilk eleman elde edilecektir. Diger elemanlarda ayni islemler
yapilarak bulunur. Biitiin elemanlar bulunduktan sonra olusan yeni interval matrise
kofaktor interval matrisi denir.

[-1,2] [1,2]

My = det[ [02] [23]

] =[~7,6] ; A =(=1)"*"[-3,4] = [-7,6]

My, = det [[[_1,12] E:gﬂ =[0,5] ; A;,=(=1)'*?[0,5] = [-5,0]
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[1,1] [-1,2]

Mys = det [[—1,1] [0,2]

] = [-24] ; Az=(-D)"3[-24] = [-24]
[[1,1] [0,1]

Mar = det]152] 23]

] =[0,3] ; Az=(=1)***(0,3] = [-3,0]

My, = det I | = [—41] ; Az=(=1)**?*[-4,1] = [-41]

My, = det|t” | = =311 ; A=(-1?*3[=31] = [-1,3]
[ [1,1]  [0,1]

M31 = det -[_1’2] [1’2]-

=[-13] ; 43,=(-1)*""[-13] = [-1,3]

[[—1,0] [0,1]]

M32 = det i [1’1] [1,2]_ = [_3'0] ; A32:(—1)3+2[—3,0] = [0'3]
Mgy =dee [0 U | = 23,00 5 dgy=-172-3.01 = (30

Buradan Ay interval matrisi

olarak bulunur.

2.9.8. Interval Matrislerin Adjointini (ek matrisini) Bulma
Tanim 2.9.8.1. Matrislerin terimleri yerine kofaktor matrisinin transpozu aliarak
olusturulan matrise ek matris denir. Ek(A) ile gosterilir [33]. Bu islem interval matrislere

uygulanirsa benzer sekilde interval matrislerinde adjointleri ( ek matris) hesaplanmis olur

[23].
Adjoint(Ek) [A] = Kofaktor[A]"
seklinde gosterilir.

[ury, uﬁ] [uz;, u;ﬂ]

A= - °
[u12»ufz] [uzziugz]

tipindeki interval matrisin adjoint (ek) interval
2X2

matrisi asagidaki basamaklar izlenerek bulunabilir.
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1. yol;

- .+ \[= a7t
(422, Uz ( )[u21,u21]] ifadesi diizenlenirse;

Ek(/D :[(_)[ul—Z’ub] [ul_p ufl] 2%2

e
Ek(A)=[ G f‘“]] elde edilir.
[—uiz —uis] [ui1, ui1l 2%2

2.yol;

My4, My, Myy, M,, bulunur ve (—1)*/ ile carpilir ise kofaktor interval matrisi elde

edilir. Kofaktor interval matrisin transpozu alinarak Ek (A) hesaplanr.

Ornek 2.9.8.1.1. A = H:ié} interval matrisinin Ek(A) matrisini

hesaplayiniz.

Bu interval matrisin Ek(A) interval matrisini bulmak igin birinci satir birinci siitunundaki
eleman ile ikinci satir ikinci stitunundaki elemanlar yer degistirilir. Ayn1 zamanda birinci
satir ikinci siitun ve ikinci satir birinci slitundaki elemanlarin isaretleri degistirilerek
Ek (A) interval matrisi agagidaki sekilde elde edilir:

[2,2] —[0,1]]

Ek(4) = [— [-1,0] [-21]

A — [212] [_1I0]]
() = [0 [z
Simdi 3 X 3 tipindeki interval matrisin ek matrisi hesaplanacaktir.

[-1,0] [1,1] [0,1]
Ornek 29.8.1.2 A=|[11] [-12] [1,2] Interval matrisinin Ek(A)
[-1,1] [0,2] [2,3]

matrisini hesaplayiniz.

flk olarak A interval matrisinin kofaktdrii bulunur. Daha sonra bu interval matrisin
transpozu alinir. A interval matrisinin kofaktorii Ornek 2.9.7.1.1 de asagidaki gibi
hesaplanmisti. Bu yeni bulunan interval matrisin transpozu alinarak Ek(A) hesaplanmis

olur.



Kofaktor olarak bulunmustu simdi bu kofaktor interval matrisinin transpozu alinirsa;

T

[-7,6] [-50] [-24]
Ag =|[-3,0] [-41] [-1,3]
[-1,3] [0,3] [-3,0]

seklinde elde edilir.

2.2.9. 2 x 2 Tipindeki Matrislerin Carpmaya Gore Tersini Bulma Islemlerini

Kullanarak interval Matrislerin Terslerini Bulma

a b

. A d -b
t A7l = _ L .
c AP, matrisi i¢in ] dir

Tanim 2.9.9.1. A = [
ad-bc l—¢ a

Ayni sekilde bu islemler interval matrislere uygulanirsa interval matrislerinde tersleri

bulunmus olur [28].

- o+ - o+
Ui, U Ui, U . . . .
win] [un 12]] interval matrisinin tersi

[l
Tanim 2.9.9.2. 4 = [ = _
[u21'u5r1] [uzz,uiz] 2%2

A1 = 1 [ [uz2, uz,] _[ul_z'ufz]]
[z udy [uzuds ] —[unufsluz ul | | — [uz_l, u}l] [ul_l, ufl]
1 [uz2, ugz] [_uIrZr _ufz]] .
= klinde bul .
[uzauis][uz2uz,] - [usul,l[uz usy) [[—u}l, —uz‘l] [ul‘l,ufl] sexiinde buitnur
v - [1,2] [0,1] ] ] .. ..
Ornek 2.9.9.2.1. 4 = [[2,3] —1,1] interval matrisinin tersini bulunuz.

Once bu interval matrisin determinantina bakilir. Eger detA = 0 ise islem yapilmaz tersi

yoktur. Eger detA # 0 ise tersi vardir. O halde tersini alma islemleri sirasiyla yapilir.
detA = [[1,2][-1,1] - [0,1][2,3]] = [[-2,2] = [0,3]] = [-2,-1]

[—2,—1] # [0,0] oldugundan, yani determinant sifirdan farkli oldugu i¢in tersi vardir.

Tersini hesaplamak i¢in

A1 = 1 [ [uz2, u3] _[ufz’ufz]]
[urpuiil Uz ud, - [up ul,luzuzl [— [us1, u;l] [ui1, ufl]

formiilii kullanilarak yerlerine yazilir.
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J1= 1 [[—1.1] —[0.1]]
- [1,2][-1,1] = [0,1][2,3] l—[2,3] [1,2]
J1= 1 [ [—1,1] [—1,0]]
~[1,2][-1,1] = [0,1][2,3] L[-3,-2] [1,2]
L 1 [-1,1] [-1,0]
A7 = [—2,2] — [0,3] [[—3,—2] [1,2] ]

1 [-1,1] [-1,0]
A= [—2,—1] [[—3,—2] [1,2] ]

[—1,1] [0,1]

-1
13]  [-2]

A-1 —

2.9.10. Matrislerin Tersini Interval Matrislerin Tersine Uyarlama
Tamim 2.9.10.1. Bir A € K} matrisi i¢in A+ B = I,, = B - A olacak sekilde bir B € K}}

matrisi varsa B’ ye A matrisinin tersi (inversi) denir ve B = A~1 seklinde gosterilir. Buna

ekA

ek olarak A7t =
detA

seklinde de gosterilebilir [30].

Bu matrislerin tersini bulma islemleri interval matrislere uygulanirsa interval matrislerin

tersleri de hesaplanmis olur. Ve A=1 = % seklinde gosterilebilir [28].

[0,1]

.. L [l-21]
Ornek 2.9.10.1.1. A = [[_1’0] [2,2]

] interval matrisinin tersini matrislerin
2X2

tersini bulma yontemiyle hesaplayiniz.
Once A interval matrisinin determinant1 ve Ek (4) interval matrisi hesaplanir. Daha sonra

. pe kA . . .. .
bulunan matrisler A= = ﬁ seklinde yazilarak interval matrisin tersi bulunmus olur.

—1,0]]

_[22] |
EkA_[[o,u [—2,1]

detd = [[_2'(1)] [0'1]] =[-2,1][2,2] = [-1,0][2,2] = [-4,2] — [-2,0]

[22] [-1,0] [22]  [-10] [—_1 3] [ 1 1]

-1 _ €eka _ [[0 1] [ 1]] — |44 [-44]|_|l2 2 -4’4
detd [—4,4 [0,1] [-1,0] [L 1] [-_1 1]

[-4,4] [-44] -4’4 4’4
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BOLUM 3
Bu béliimde 6nemli goriilen bazi 6zel matrislerin interval matris formlari tanimlanmis ve

bu matrislerin bazi 6zellikleri incelenmistir.
Tamm 3.1. (Cesaro Matrisi). Cesaro matrisi asagidaki sekilde tanimlanir ve n, k € N i¢in

C = (Cyy) ile gosterilir [9].

k<n
k> nise

Bu kisimda; yukarida verilen Cesaro matris tanimlar1 yardimiyla Cesaro interval matris

tanimlar1 yapilacaktir.

3.1. Cesaro Interval Matris ve Genellestirilmis Fark interval Matrisi
Tamm 3.1.1. n,k € N olmak iizere C* = (C,},) ve C~ = (C,;;) matrisleri sirasiyla,

asagidaki sekilde tanimlanacaktir [38]:

1 .
== v ksnie
[0,0], diger durumlarda,

-1
[—,O], k<nise
n+1

[0,0], diger durumlarda,

C™=(Ch) =

Burada, C* ya sag Cesaro interval matris, C~ ye sol Cesaro interval matris denir.

-1 1
P k S [
C=Cu)= [n+1 n+1 nise
[0,0], diger durumlarda,

matrisine ise Cesaro interval matris adi1 verilir.

Reel sayilarin r, = (—1)* seklinde verilen dizisinin Cesaro limiti 0 dir. Aym dizinin C*

ve C~ Cesaro limitleri;

11 .
—=,=, ngiftise
: + —1; [ 2 2] _ 11
llrrln(C n —llTIln [ (n-1) (n+1) = [—5.5]
- —, n tek ise
2n 2n
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ve

(- i [—%,%], ngiftise B 11
im(C7r), = lim [~ D o) L tekise 33
2n ' 2n I’

seklinde cakisik olarak bulunur. Eger 1, = (—1) dizisinin € limiti hesaplanirsa

liTEn(C‘r)n = [—1,1] bulunur. Bu ((—=1)%) dizisinin Cesaro interval limiti olan 0 sayisini
iceren ti¢ farkli aralik olmasina ragmen [—0.5, 0.5] araligi limiti iceren [—1, 1] den daha
dar bir intervaldir. Bu 6rnege dikkat edildiginde 7, = (—1)* dizisinin sag ve sol Cesaro
interval limitlerinin [—0.5, 0.5] olmas1, 1, = (—1)* nin Cesaro limitinin [—1, 1] olmas1
ile beraber diisiiniildiigiinde akla su soru gelebilir:

Bir (1) dizisi i¢in lirrln(C_r)n = [L7,L7] ve lirrln(CJ“r)n =[L3, L] ise lirrln(C_r)n +
li711n(C ), = li711n(C )n = [L7 + L3, LT + L] m1 dir? Bu soruya asagidaki teorem cevap
verecektir [38].

Teorem 3.1.1. Bir (1) dizisinin liﬁn(C‘r)n = [L7,LT] ve liﬁn(C*r)n = [L3,L}]
interval limitleri mevcut ise liTrln(C‘r)n + lirrln(CJfr)n = lirrln(Cr)n =[L] + L3, LT + L}]
dir [38].

Simdi Cesaro interval matrisi yerine genellestirilmis fark interval matrisi alinarak bu yeni
matrisin sag ve sol genellestirilmis fark interval matrisleri elde edilecektir. Onemli

goriilen Ozellikleri incelenecektir. Ilk olarak genellestirilmis fark matrisi tanimi

verilecektir.
Tanim 3.1.2. r ve s sifirdan farkli reel sayilar ve n,k € N i¢in genellestirilmis fark
matrisi asagidaki gibi tanimlanir [7]:

T, k =n,
GD ={s, k=n-—1,
0, 0<k<n—-—1k>n
Tamm 3.1.3. r ve s sifirdan farkli reel sayilar ve her bir n, k € N i¢in genellestirilmis
fark interval matrisi tanimi asagidaki sekilde verilmistir:
[—-r, 1], k =n,
—s,s]

gD:(gan) [ P ) k=n—1:
[0,0], diger durumlarda.

30



Simdi genellestirilmis fark matrisi kendi iginde sag (GD*) genellestirilmis fark interval
matrisi ve sol (GD™) genellestirilmis fark interval matrisi olarak ikiye ayrilacaktir.

Genellestirilmis fark interval matrisleri sirasiyla;

[O,T] ’ k= n,
QD+: (gDITk = [()’ S], k=n-— 1,
[0,0], diger durumlarda
[—T, O] ) k = n,
GD™=(GDp) =1 [-s,0], k=n-1,

[0,0], diger durumlarda
seklinde elde edilmistir.

Tamim 3.1.4. Reel sayilarm bir dizisi 7 = (r3,) olsun. r = (r,) dizisinin A interval limiti
[L~,L*] interval sayisidir ancak ve ancak (/Ir)n = Yrlane at Ire dizisi [L7, L*]

intervaline yakinsaktir.

Reel terimli sinirl fakat yakinsak olmayan bir dizinin limitinin tespit edilmesinin zor

oldugu durumlarda interval matrisler kullanilarak limitin bulundugu aralik belirlenebilir.

Bu durum goz oniinde bulundurularak reel degerli ancak yakinsak olmayan (—1)%

dizisinin genellestirilmig fark limiti
[—(s+71),s+T7]
dir.
GD~ ve GD™ genellestirilmis fark dizilerinin limitleri asagidaki gibi verilmistir.
(—1)* dizisinin GD limiti kolayca goriilebilecegi gibi lirrln({’r)n =[-(s+71),s+7]
ifadesine esittir.
Bu 6rnek goz oniinde bulundurularak asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.2. 1, dizisinin sol ve sag genellestirilmis fark limitleri mevcutsa, yani

lim(GD"r),, = [L{,LT] ve 1im(GD*r), =[L3,L}] ise o zaman lim(¢GDr), +
n n n

lim(GD*r),, = lim(GDr), = [L] + L3, LT + L}]
n n

esitlikleri mevcuttur.
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3.2. Genellestirilmis fark interval dizi uzaylari Eg~, EZ° ve E;
Bu boliimde interval sayilarin sifira yakinsak genellestirilmis fark interval, yakinsak

genellestirilmis fark interval ve smirli genellestirilmis fark interval dizi uzaylan
tanitilmistir. Bu dizi uzaylar1 sirasiyla ]EgD, IEgD ve IEgD seklinde gosterilecektir.

[EgD, [EgD ve [EgD dizi uzaylarmin her bir elemaninin GD doniisiimleri sirasiyla cf , ¢t ve

£%, uzaylarinda yer almaktadir. Yani, bu dizi uzaylar;
ES” = (u¥ = ([ug, ui]) € w(E): GDu* € cl},

[EgD = {(u* = ([ug,uf]) € w(E):GDu* € c'},

IEgD = {u* = ([ur,uf]) € w(E): GgDu* € £.}
seklinde gosterilir.

Acikca gortliir ki genellestirilmis fark interval matrisi oo X oo tipinde alt liggen matristir.
Simdi interval sayilarin v*® = ([v,v}]) dizisini tanimlayalim. Burada v* , u* interval
say1 dizisinin GD doniisiimiidiir. Burada her n, k € N i¢in v* , u¥ interval say1 dizisinin

GD doniisiimii olarak ele alinacaktir. Yani
v, vi ] = [=s, slug_q1 + [-7, 7]uy. (1)

Teorem 3.2.1. [EgD, [EgD ve [E;C;D dizi uzaylan sirasiyla cf, ctve £%, uzaylarina lineer

izomorftur. [Egﬂ = ¢!, [EgD = clve ]Elg,D = ¢', seklinde gosterilirler.

Ispat: Burada yalnizca [E;C;D =~ ¢, dikkate almacaktir. Diger durumlar icin ispat benzer

sekilde yapilabilir. Tlk olarak [E;C;D ve £%, uzaylar arasindaki lineer doniisiimiin varlig

gosterilecektir.
(1) esitligi yardimiyla T doniigiimii T: Ey° — €5, , uf - v¥ = Tu* = [—s,s]uy_, +

[—7,r]u, seklinde almacaktir. T doniisiimii igin u®, v¥ € IEgD olmak {izere asagidaki

esitlikler saglanir:
1. T (uf + v*) = Tuk + Tvk

2. T(au®) =

[—as, aslug_1 + [—ar, arlu, = a[—s, s|ug_1 + a[-7, 7]y, = aTuk, a >0
[—as, aslu,_q1 + [—ar, arlu, = a[—s, s]ug_, + a[-7,r]u, = aTu®, a <0
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Boylece T doniistimiiniin lineer oldugu elde edilir.

Kabul edelim ki v* € ¢4, ve u* = ([ug,uf]) dizisi

n

1 (~[-sslY ,_
[up, uf] = {gGD(r,s)v}k = Z r r]< [[_rsri]> vk=J, (k € N).
j=0 ) )

seklinde verilsin. Buradan

Sup d(gDuk; 9) = Sup d([_sl S]uk—l + [_T', r]uk' 9)

neN n
n—-1

_ J _ j
(S N (=

Jj=0 j=0

n-1

d [_S’ S]
= Su
np [—T, r]
=supd([v;,v7],0) <o
n

elde edilir. O halde u* € Ej” dir. Ayrica,

|| _ d [_Srs]nz_:l [—s, s] J '+T§ [—s,s] g i
u ]Eg'D —Slip [=r, 7] o = 7] Vk—1-j - —[—T,T] Vk—j»

= sup d([vy, {1, 0)
n
= llvkll,y, < o

Yani, T doéniisimii normu korur. Sonug¢ olarak IEgD ve ¢, uzaylan lineer olarak

izomorfiktir. Boylece ispat tamamlanir.
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BOLUM 4

4.1. Sonug¢ ve Oneriler
Bu tez calismasinda, genellestirilmis fark matrisini, genellestirilmis fark interval
matrislerine genisletilerek, genisletilen fark interval matrisin sag genellestirilmis fark

interval matris ve sol genellestirilmis fark interval matris durumlari elde edilmistir.

Ayrica elde edilen sag genellestirilmis fark interval matrisi ve sol genellestirilmis fark
interval matrisi ile ilgili teorem ve ispatlar verilmistir. Genellestirilmis fark interval dizi
6D gD
o+ E¢

uzaylar1 tanitilmistir. Ayrica [E ve ]Elg,D dizi uzaylarinmn sirasiyla cb, ctve %

uzaylarina lineer izomorf olduklar1 gosterilmistir.

Buradan yola c¢ikarak diger matris denklemlerinin de interval matris durumlar

incelenebilir.
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