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1. BOLUM

Keyfi mertebeden tlirev ve integrali ihtiva eden kesirli analiz, klasik tamsayi
mertebeden tlirev ve integralin genellestirilmis halidir. Kesirli analizin baglangici
neredeyse tamsaylr mertebeden analizin baslangici kadar eskidir. Ancak gectigimiz
yillara kadar kesirli hesaplardaki islemlerin karmasikligi nedeniyle ve bircok
matematik¢inin  konunun uygulamalarina yabanci olmalarindan dolayr genellikle
matematik dersleri arasinda yer bulmamistir. Aslinda daha sonra bahsedilecegi iizere
1695°de L-Hospital ve Leibniz ile baslayarak Lacroix, Lioville, Laurent ve Caputo gibi
bircok matematik¢i konu iizerine calismalar yapmis ve kendilerince bazi kesirli
mertebeden tiirev tanimi vermislerdir. Fakat son yillarda sembolik hesaplamalar yapan
bilgisayar programlar1 ve daha gii¢lii 6zelliklere sahip bilgisayarlar yardimiyla kesirli
hesap, matematik¢iler tarafindan onceki yillara gore daha fazla kullanilir olmustur.
Ozellikle akiskanlar mekanigi, fizik, biyoloji, ve kontrol teorisi gibi miihendisligin
bircok alaninda ortaya ¢ikan kesirli diferansiyel denklemler sayisiz uygulamalari
nedeniyle bir ¢ok problemin modellenmesinde iyi bir ara¢ olmustur. Cogu durumda
kesirli diferansiyel denklemlerin analitik ¢o6ziimlerini elde etmek oldukca zor
oldugundan bu tip denklemlerin niimerik ve yaklasik ¢6ziimiinii veren yontemlerin

sayisinda son yillarda bir artig olmustur [1].
1.1. Kesirli Analizin Tarihi ve Matematiksel Arka Plani

Bu konuyla ilgili yazarlarin ¢ogu belirli bir tarihi ‘Kesirli Analiz’ olarak adlandirilan

ifadenin, dogum tarihi olarak gostermistir. L-Hospital 30 Eyliil 1695 tarihinde Leibniz’e

n
yazdigt mektupta f(x) = x lineer fonksiyonunun n. tiirevi igin % ifadesini

< 9 1 . o o
kullandigimi ve eger n = > olursa nasil bir sonu¢ verecegini soruyordu. Leibniz’in

cevabr ise ‘Bir giin kullanigli sonuglara yol acacagi agik olan bir paradoksdur’

seklindedir. Kesirli analiz bu sekilde dogmustur [2].

L-Hospital ve Leibniz’in ilk incelemelerini takiben kesirli analiz, bir¢cok parlak
matematikg¢inin ilgisini ¢ekmis ve ¢alisma alani olmustur. Fourier, Euler ve Laplace bu

matematikgilerden bazilaridir.

Bir¢ogu kendi gdsterimini ve metodolijisini kullanarak tamsayi olmayan mertebeden

integral ve tiirev kavramlari i¢in bazi tanimlar bulmuslardir. Bu tanimlardan, en popiiler
1



olanlar1 Rieman-Liouville ve Griinwald-Letnikov tanimlaridir. Fiili tanimlarin sayisi

siiphesiz bu alani inceleyen kadin ve erkeklerin sayisi kadar fazladir.

1730’ da Euler, bir tiirevin integral mertebeleri arasindaki interpolasyondan
bahsetmistir. 1812° de Laplace bir integral vasitasiyla bir kesirli tiirev tanim yapmistir
ve kesirli mertebeden tiirevle ilgili ilk tartismasi 1819 da Lacroix tarafindan yapilan bir

calismada ortaya ¢ikmustir [1, 3]
Lacroix

Lacroix (n <m) i¢in n. tirevin Legrende sembolii olan ‘I’ cinsinden soyle ifade

etmistir.
I'(a) = f t* e tdt (1.1)
0

Ornegin y = x™ fonksiyonun tiirevini Lacroix su sekilde ifade etmistir.

d™y m! _ I(m+1)

m-n

dxm (m —n)! o " T(m-n+1) X (1.2)

Boylece n = %ve m = 1 alinirsa x fonksiyonunun % tiirevi su sekilde elde edilir.

a2y T@) 1 2
dx1/2 r(3/2)x2 B \/_E\/; (13)

Liouville

Kesirli analiz ile ilgili ilk biiylik c¢aligmalari yapan matematik¢i Liouville dir.
Liouville’in keyfi bir v. mertebeden tiirev ile ilgili ilk tanimi, baz1 v ler igin yakinsak
olan sonsuz bir seri igeriyordu. Liouville’nin ikinci tanimi ise, x Ve a nin her ikisinin de
pozitif oldugu durumda x~%’nin kesirli tiirevini hesaplama konusunda basarili olmustur.

Euler’in gama integrali cinsinden, x ™% nin integral formiilii

(00}

f u® e *uduy, (1.4)
0

seklindedir. Eger t = xu alinirsa



0o a-1 a— .
[Tusle™Udy = f(%) et i dt = fxt - e‘t%dt = [Ptele~tdt  (1.5)

0 ocx—l xxJ0

elde edilir. Boylece
[ee] 1 by

f utle *udy = —af t*letdt (1.6)
0

X
0

dir. Bu esitlik ve (1.1) esitliginden
x %= Lf u% e XUqy (1.7)
@ . .
0

dv
dxv

integral formiilii elde edilir. Sonu¢ olarak her v > 0 igin (e™) = ave** oldugu

kabul edilerek

a’x % T(a+wv) _ _ rla+v) _, .

dxv = F((Z) X = (-1)”W}C . (18)

esitligi elde edilir. Son denklemdeki (—1)" terimi, kesirli analiz teorisini kompleks

sayilar1 da i¢ine alacak sekilde genisletme ihtiyacini dogurmustur.

Aslinda gilincel tanimlar agisindan kesirli analiz teorisi, operatorler teorisi ile yakindan
ilgilidir. Klasik analizde D} sembolii n = 0 igin n. tiirev operatorii olarak kullanilirken,

daha az yaygin olarak Dy ! ifadesi anti-tiirev (veya integral) operatérii i¢gin kullanilir.

Davis tarafindan uygun bir notasyon soyle verilmistir: Eger v pozitif bir reel say1 ise
DY f(x) x ekseni boyunca f fonksiyonunun v. mertebeden tiirevini gosterir. Benzer
sekilde .DyVf(x) operatorii x ekseni boyunca f fonksiyonunun v. Mertebeden

integralini ifade eder.

Kesirli analiz hala keyfi mertebeden tiirev ve integrallerin geometrik yorumundan
yoksundur. Bu nedenle, ¢ ve x indisleri integralin sinirlar1 yerine integralin terminalleri

olarak adlandirilir. Bu adlandirma gereksiz karigiklig: onler.



Laurent

1884 yilinda Laurent, kesirli analizin temelleri kabul edilen bir ¢alisma yayimlamstir.
Cauchy’nin kompleks degerli analitik fonksiyonlar i¢in integral formiiliinii kullanarak
ve negatif bir v yerine pozitif bir v kullanarak notasyonda basit bir degisiklikle v > 0

keyfi mertebeden integral tanimin1 Laurent su sekilde vermistir.

D) = —— = [(x— "1 f(0) at. (19)
r() Cf

Buradan hareketle keyfi mertebeden tiirev tanimini ise

[D P = [F( ) f (x = 0)°~ lf(t)dt] (1.10)

seklinde yapmustir.
Cauchy

Cauchy’nin bazi 6nemli 6zellikler igeren tanimi ise agagidaki gibi ifade edilmistir.

(a) (t—‘L’) a—1
jf() rea dr. (1.11)

Burada I'(«) fonksiyonu, (1.1) de tanimlanan faktoriyel fonksiyonunun genellestirilmis
halidir.

Aslinda, diferansiyel ve integral analizin dogusundan beri, tirev ve integral
kavramlarimin tamsayi olmayan mertebeden tiirev ve integrale genisletilmesi gesitli
yaklagimlara konu olmustur. Bu nedenle, literatiir de esdegerligi kanitlanmis cesitli
tanimlar mevcuttur ve farkli bilimsel alanlarda ki arastirmacilar tarafindan

kullanilmaktadir.
Caputo

m, a ‘dan biiyiik en kiiciik tamsay1 olmak iizere, « > 0 mertebenden Caputo kesirli

tiirev tanimi su sekilde verilir.



fm@

Fim— ) (t—r)’“l‘de m—1l<a<m (1.12)
0

DIf(t) =

bu tanim giintimiizde en sik kullanilan tanimdir.

Ciinkii Caputo tiirev tanimi klasik diferansiyel denklemlerdeki baslangic ve sinir
sartlarinin  herhangi bir doniistime gerek olmaksizin aynen kullanimina olanak
vermektedir. Agikgasi ¢ok sayida matematik¢i temel bir problemi ¢ézmeye calisarak

kesirli analizin tarihgesine katkida bulunmuslardir [4].

Yukarida bahsi gecen, kesir mertebeden tiirev tanimlarinin bazilar1 asagidaki tabloda

Ozet olarak verilmistir.

Tablo 1.1. Kesirli mertebeden tiirevlerin tanimlari [1]

Lacroix d"y F'(m+1)
dx® T(m—-n+ 1)x

m-—-n

Liouville d’x™* ( ),,F(a +V)
dxv r'(a) x
Laurent dm

1 X
[D ] =7 [F(p) f (x—t)”‘lf(t)dt]

Cauchy @ _ f (t—1) % 1
f@O)————
I'—a)
Caputo DEF(E) = 1 LM

rm-a)), (t —7)eti-m




2. BOLUM
2.1. Integral ve Diferansiyel Kavramlar

Birgok fiziksel olgu, matematik analiz yoluyla modellenebilir. Ornegin gozlemsel
kanitlar, sabit sicakliktaki bir odada bir fincan ¢ayin (ya da diger sivilarin) oda sicaklig

ve c¢aym sicakligi arasindaki farkla orantili olarak zamanla soguyacagini ortaya

koymaktadir [5].

Sembollerle gosterildiginde eger t zamani, M oda sicakligini ve f(t) cayin t anindaki
sicakligr ifade ediyor ise, k cayin tiiriine (ya da daha genel olarak cinsine) bagimli olan
hem odanin hem de ¢aymn sicakligindan farkli pozitif bir sabit olmak iizer f'(t) =
k(M - f (t)) dir. Bu Newton’un soguma kanunudur ve yazdigimiz denklem bir
diferansiyel denklem Ornegidir. Burada amacimiz, zaman igindeki sicaklik olan f(t)’yi
bulmaktir. Bu ¢ogu zaman imkansizdir ve yaklasik ¢6ziim teknikleri kullanilmalidir.

Diferansiyel denklemlerin kullanimi ve ¢6ziimii matematigin 6nemli bir alanidir [5].

En basit tarifiyle bir fonksiyonun bir ya da daha fazla tiirevini ihtiva eden denklemlere
diferansiyel denklem denir. Tipik olarak, bilimsel teoriler bazi fiziksel olaylar
tamimlayan ya da modelleyen diferansiyel denklemler(ya da denklem sistemleri)
uretirler. Fakat bu teoriler genellikle, istenen fonksiyonu ya da fonksiyonlar1 dogrudan

liretemezler.
2.2. Birinci Mertebeden Diferansiyel Denklemler

Tammm 2.1. (Birinci mertebeden diferansiyel denklem): F(t,y,y’) = 0 formunda bir
denklemdir [5].

Birinci mertebeden bir diferansiyel denklemin bir ¢oziimii, t’nin her degeri i¢in

F(t, f(©),f'(t)) = 0 olan bir £(t) fonksiyonudur.
Burada F, t,y ve y' degiskenlerine bagh 3 degiskenli bir fonksiyondur.

Ornek 2.1. Newton’un soguma kanunu olarak adlandirilan y’ = k(M — y) denklemi,
birinci mertebeden diferansiyel denklemdir ve F(t,y,y') = k(M —y) —y' seklinde
ifade edilir [5].



Ornek 2.2. y' = t% + 1 birinci dereceden diferansiyel denklemdir ve F(t,y,y") =y’ —

3
t — 1. Bu denklemin biitiin ¢6ziimleri % + t + ¢ formunda ifade edilir [5].

Tamim 2.2. Birinci mertebeden baslangic deger problemi, F(t,y,y") = 0, y(ty) = ¥,
seklinde ifade edilen bir denklem sistemidir. Burada t, belirli bir zamani ve y, ise bir
sabit sayiy1 gosterir. Bir baslangi¢c deger probleminin ¢ozimi, f(t,) = y, baslangi¢

sartin1 saglayan diferansiyel denklemin f(t) ¢oztimiidiir [5].

Ornek 2.3. Newton’un soguma kanunun 6zel bir hali olan y’ = 2.(25 — y), y,-40
denklemini géz ©Oniine alalm. Ik 6nce y(t,) =25 olarak almirsa diferansiyel
denklemin sag tarafi 0 olup y(t) = 25 sabit fonksiyonu diferansiyel denklemin bir
¢oztimii olur. Bu durumda y, # 40 olacagindan bu ¢6ziim baslangi¢c deger probleminin
bir ¢oziimii olmaz (bu sabit ¢oziimiiniin fiziksek yorumu; eger bir sivi, ¢evresi ile ayni

sicaklikta ise s1v1 bu sicaklik da kalmaya devam edecektir) [5].

y # 25 oldugunda diferansiyel denklemi

dy 1 _
dt25—y
ya da

=2
25—ydy dt

seklinde yeniden yazabiliriz.

1
dy = | 2dt
f25—y Y f

esitliginde iki integral, sabitleri hari¢ esit olmalidir. Bu integralleri su sekilde

hesaplayabiliriz.

1
dy = | 2dt
f25—y Y f

(=1)1n|25 — y| = 2t + C,




In|25 —y| = =2t — Cy = =2t + C

|25 — y| = e 2t+C = g2teC

y=25+eCe 2 =25+ Ae™%.

Burada A = +e¢ = e~ sifirdan farkli bir sabittir. y(0) = 40 olmasini istedigimiz igin

bu degerleri yerine yazdigimizda

40 = 25 + Ae°

olup y = 25 + 15e72¢ baslangi¢ deger probleminin bir ¢dziimii olur. y, 25 den farkli
oldugunda bu ¢6ziim t’nin biitiin degerleri i¢in gecerlidir. Ancak A = 0 alirsak y = 25
sonucunu elde ederiz ki bu sonu¢ y, =25 baslangi¢c sartina sahip problemin
¢oziimiidiir. Bu nedenle y = 25 + Ae™%t,y’ = 2(25 — y) diferansiyel denkleminin ve

iligkili baslangic degerli problemlerin tiim ¢6ziimiinii ifade eder.

Ornek 2.4. y' = 2t(25 — y) diferansiyel denklemi ¢dzelim. Bu, neredeyse bir dnceki
ornege benzemektedir. Daha 6nce oldugu gibi y(t) = 25 bir ¢oziimdiir. Eger y # 25

1
dy = | 2tdt
f25—y Y f

(- In|25 -y | =t*>+C,

ise

In|25—y|=-t?=Cy=—-t*+C
25—y | = e—t2+C — e—tzec
y — 25 = +eCet?
y =25+eCet” =25+ Ade ",

olur [5].



Tanmm 2.3. Birinci dereceden bir diferansiyel denklem, eger y' = f(t)g(y) formunda

yazilabilirse bu denkleme degiskenlerine ayrilabilir diferansiyel denklem denir [5].

Orneklerde oldugu gibi, degiskenlerine ayrilabilir bir denklemi

fﬁdy = ff(t)dt (2.1)

formuna doniistiirerek ¢6zmeye caligabiliriz. Bu teknige degiskenlerine ayirma teknigi

denir. Degiskenlerine ayrilabilir denklemlerin en basit tiri g(y) =1 olamdir. Bu

durumda ¢6zmeye ¢alistigimiz denklem

[1dy = [ f(®)dt. (2.2)

dir. Eger f(t)'nin bir integralini bulabileceksek yapabiliriz. Ayrica simdiye kadar
gordiigiimiiz gibi bir diferansiyel denklemin, sonsuz sayida ¢ozliimii vardir. Her zaman
degil ama genelde bir baslangic deger problemi bir tek ¢oziime sahiptir. Bilinmeyen

sabitler kalmadig1 ¢6zlime ise 6zel ¢oziim denir.



3. BOLUM
3.1. integral Déniisiimleri

Integral doniisiimleri klasik analizde sik¢a kullanilan bir aragtir. Bu durum kesirli analiz
icin de gegerlidir. Bu boliimde kesirli analizde kullanilacak olan Euler’in Gama
fonksiyonu, Beta fonksiyonu ve Mittag-Lefter fonksiyonun baz1 6zellikleri verilecektir.

3.2. Euler’ in Gama Fonksiyonu

Euler’in gama fonksiyonunun incelenmesiyle, 6zel fonksiyonlarin bir kose tasi ifade
edilmis olur. Bu fonksiyon ile konunun neredeyse biitiin kisimlarinda karsilagilabilir ve

dahasi bir¢ok fonksiyon, Gama fonksiyonu ile direk olarak ifade edilebilir [6].

Gama fonksiyonu I' (x) asagidaki gibi tanimlanmaktadir [6].

oo

r(x) =]e‘t t?~1dt (3.1)
0

Re(z)>0 i¢in yakinsaktir.
Gama fonksiyonunun limit tanimi ise

n!n?

= 711—{20 z.(z+ 1..) .(z+n) (32
seklinde ifade edilir.
Teorem 3.1. Euler’in Gama fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir [7]:
1. x € C\{0,—1,-2,-3, ..} i¢gin
I'l+x)=xI'(x) (3.3)
2.keNigin I'(k)=(k—-1)! (3.4)
3.x€eC\{0,1,2,3,..}icin'(1 —x) = —xI'(—x) (3.5)
4. Limit tanimi: Re(z) > 0 i¢in

nln?
r@ = lm i)z n (3.6)

10



Limit gosterimi, Euler'in sonsuz ¢arpimina esdegerdir;

1—[ (1+a/m)” . 3.7)

1+2z/n

5. Weierstrass tanimi: Euler’in gama fonksiyonu x € C\{0,—1,—2, -3, ... } i¢in

ﬁ = xe’* ﬁ (1 + g) e x/n (3.8)

seklinde tanimlanabilir.
6. Euler’in gama fonksiyonu vV x € C\{0,—1, —2, -3, ... } i¢in analitiktir.
7. Euler’in gama fonksiyonu asla sifir degildir

8. (Yansima teoremi) V x € C igin

re)r(d —x) =— (3.9)
sinx
ve
T
re)r(—x) =——; (3.10)
xsin x
seklinde ifade edilir.

3.3. Beta Fonksiyonu

Ozel bir fonksiyon olan Beta fonksiyonunun, Euler’in gama fonksiyonu cinsinden

tanimi agagidaki gibidir.

I'(z)I'(x)

B(z,x) = TZtx (3.11)

Beta fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir [8].

tZ—l

_ (l,z-1 1
1.ﬁ(z,x)_f0 tZ71(1 - t)*~ dt—fo (1+t)z+wdt (3.12)

11



NI

=2 f(sint)zz‘1 (cost)?¥~1dt
0

2.B(z+ 1,x + 1) ifadesi Beta integralinin ¢oztimiidiir
1

f t?(1—-t)*dt=B(z+1,x+1) (3.13)
:

@)B(z,x) = B(x,2), (3.14)
(b) B(z,x) = B(z+ 1,x) + B(z,x + 1), (3.15)
©BEx+1)=2B(z+1,x) = ﬁﬁ(z, x). (3.16)

3.4. Mittag-Leffler Fonksiyonu

E, (z) seklinde gosterilen, tek parametreli Mittag-Leffler ~ fonksiyonu

Eu(Z) = ;m u> 0 (317)

ifadesiyle tanimlanir. Fakat iki parametreyle genellestirilen Mittag-Leffler fonksiyonu
Ey,G (2)

i k
VA
E = E N : 1
e £ T (ke + 0’ #6 >0 (3.18)

seklinde ifade edilir [9].

Asagida verilen teoremde Mittag-Leffler fonksiyonunun 6zelliklerinde bazilar

verilmistir.
Teorem 3.2. Mittag-Leffler fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir [9]:

1. |z|<I igin genellestirilmis Mittag-Leffler fonksiyonu

—t +0-1 ENdt = 1
e " t"TIE, g(thz)dt = p— (3.19)
0

12



ifadesi ile verilir.

2. |z|<1 i¢in Mittag-Leffler fonksiyonunun Laplace doniisiimii E,, (z*)

00] 1

-zt u —
J.e E, (z )dt_z—zl‘l‘
0

ile ifade edilir.

(3.20)

3. Her 6zel u degeri i¢in Mittag-Leffler fonksiyonu asagidaki esitliklere sahiptir [6,9]

(8) Eo(2) = —
(b) E;(2) = e”
(C) E2(22) = cos h(z)
(d) Ex(~2?) = cos(z)

4 .Mittag-Leffler fonksiyonunun bazi temel 6zellikleri

1

(a) Eu,G x) = xEy,u+9 (x) + RO)

(b) Eyup(x) = BEu140(x) + ax == Ey149(x)

(€) 3= Euo (¥) = —[Euo-1(x) = (8 = DE, ()]

da\™m _ o
(d) (E) (xe 1Eu,9(x”)> =x"M1E g m(x*), 0 —m>0,m=0,123,..

(e) fox Eue (At")e?1dt = xﬁEu,9+1(/1x“)
() = J (x = OV E, g ()07 dt = xO+71E, g, (UF) v > 0

rw)

seklinde ifade edilir [6,9].
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4.BOLUM
4.1. Kesirli Integraller ve Tiirevler

4.1.1. Riemann-Liouville Kesirli Integral ve Tiirev Operatorii

Tamim 4.1. aeR, i¢in a. Mertebeden Riemann —Liouville integral operatorii /% f (x);

Jof(x) = f(x — DL f()dt, x>0

r(a)
ve
a=0icinJf(x) =1

(4.1)

(4.2)

seklinde ifade edilir [10]. feC,, «,8 >0,a = 0ve u > —1 olacak sekilde Riemann

—Liouville integral operatoriiniin baz1 6zellikleri asagida verilmistir [11]:

@) J°f(x) = J** 0 f (x)
(0) J4Pf (x) = J°]f (x)
(c) ]a(c1f1(x) + ¢ f2 (x)) = cJ%f1(x) + ] fr(x)

Teorem 4.1. Riemann —Liouville kesirli integralin bazi temel 6zellikleri [12]

ru+1)
A U — a+u > -1
Jhx Fa+u+1) T K
« .
@ J% = F(aﬂ)x , p sabit
bx
(b) J%eP* = - ;r N )y(a bx), (y(a, bx) alt tamamlanmamis gama fonksiyonu)

(d)J* sin(kx) = kx“+1E2,a+2(—(kx)2)

(e)J% cos(kx) = x® E g41 (—(kx)?)
fspat:

(@) Joxk = )f (x — ) 'th dt
_ 1 x 1\a-1 e 1 el as .
T@ X (1 B Z) thdt = ﬁf (1 —w)* x* (ux)*xdu

u= éesitligi kullanildiginda

14
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(4.6)
(4.7)
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(4.9)
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1
— _ a—1,, U atu
F(a)f(x w)* tuHt x4t Hdu
0

F( ) x**B(u+1,a)

_ ru+1) et .
ra+p+1)
(b) Teoremin (a) maddesinde p = 0 igin agiktir.

() J%eP* = %fo"(x —t)aLlebt dt

- (5 e

u = b(x — t) esitligi kullanildiginda

— a-1,-u
bl (@) u e %du
0

bx

~ pr'(a)

v(a, bx). ]

(d) J% sin(kx) = @ )f (x — t)* sin(kt) dt

X

kt
] ya- Sm( e de

0

F( )f(x—t)“ LE, ,(—(bt)*)tdt

= kx“+1E2,a+2(—(bx)2). u

15



(e) J% cos(kx) = ﬁf(x —t)* 1cos(kt) dt
0

E,(—z%) = cos(z)
ve

1

oy Jo (6 = OV EL (At TNt = x0T B, 9., (AL4)

ozelliklerinden faydalanarak
= xaEz,a+1(_(bx)2)
yazilabilir. m

Tanmm 4.2. « > 0 ve q —1 < a < q i¢in Riemann —Liouville kesirli tiirev operatorii

D%f (x);

DYf(x) = a L f(tjﬂ_ dt] (4.11)
dx1|F(q - @) ) =TT

seklinde ifade edilir [10, 12].

Riemann —Liouville kesirli tiirevin 6zellikleri [13]

(&) DX(1fi () + /(X)) = D () + oD f (x) (4.12)
(b) DUJ4f (x) = f(x) (4.13)
(©) J*Df () = F () = SRZHD“ £ (0)] T (4.14)
(d) DPD%f(x) = D?**f(x) = D*DOf(x) , n—1<a<n,meN (4.15)
(&) DODf(x) = DO+af (x) — TR D=1 £(0)] S (4.16)

re-k)

n—l<a<n,m-1<606<m,nvemeN

16



Teorem 4.2. Riemann—Liouville kesirli tiirevin bazi temel kurallar1 asagida verilmistir
[14]

a>0,x>0,kbvep € Rolsun

(@) D%xP = %Zi)l)xﬁ‘“ ,>L,L=max(—1,a —1) (4.15)
(b) D% = r(lk_a)x‘“,a +1,23,.. (4.16)
(c) D*eP* = x~*E; ;_,(bx) (4.17)
(d) D¥sin(kx) = bx'"%E, »_o(—(kx)?) (4.18)
(e) D%cos(kx) = x %E, 1 _o(—(kx)?) (4.19)

Ispat: n—1 < a <n,neN oldugunu kabul edelim

a,B — pa[m-a,.B]l — pn r(g+1) B4+n—a
() D%x 2 [] X ] b [F(ﬁ+n—a+1)x ]

r(g+1) r(g+n-a+1) pin-a
r(g+n—-a+1) "r(B+n-a-n+1)

— F(ﬁ+1) xﬁ—a.
r(g-—a+1)

(b) (4.15) de B = 0 yerlestirilir

o) (bx)k
(©) J%e™ = x*E1a1(bX) = X* XioToarD
_ 200 bkxk+ll _ ZOO bk F(k+1)xk+a
T k=0 rkra+1) T “RE0r(k+1) r(kta+1)
w _ b*
= Lk=0 r(k+1)]axk
_ o pk _
Daebx — DnUn aebx] = pn [Zk:o r(k+1)]n axk]
o bk rk+1)x*% G (bx)¥
_Zk=0r(k+1) rk—atn Zk:ol"(k—a+1)

=x_aE1‘1_a(bx). ||

(d) D%sin(kx) = D*[J" %sin(kx)] = D™Mkx""**1E, ;_qyo(—(kx)?)]
= kxn_a+2_n_1E2,n—a+2—n(_(kx)z)

17



= bxl_aEz,z—a(_(kx)z)- u

(e) D*cos(kx) = D™[J™" “cos(kx)]
= Dn[xn_aEZ,n—(JHl(_(kx)z)]
= Xn_a+1_n_1E2,n—a+1—n(_(kx)z)

= X" %Ep1-o(—(kx)?). u

Teorem 4.3. (Kesirli Taylor A¢gthmi) @ >0 ve n=[a] f nin /" %feA"[a, b]
oldugunu kabul edelim, boylece f(x)

(x_ )a—n e (x_a)k+a—n ran
“Ta—ntDin f(Z)+ZF(a+k mprgy P SN AC)

+J4D%f (x) (4.20)

f)

formunda ifade edilir [6].
4.1.2. Griinwald-Letnikov Operatorii

Riemann-Liouville’nin kesirli integral ve tiirev tanimlarmin gelismesiyle hemen hemen
es zamanli olarak Griinwald ve Letnikov tarafindan da tamsayi olmayan tiirevlerin
bagka tanimlar1 gelistirilmistir. Bunlarin tanimlanmasi, daha sonra, Rieman Lioville
veya Caputo tiirevleri ile tanimlanan, kesirli mertebeden diferansiyel denklemler i¢in
sayisal yontemler olusturmamizi saglayacaktir. Biz formal bir tanimla baslayalim.

Tanim 4.3. Bu operator aeR, i¢in Griinwald ve Letnikov tanimi;

GLDef(x) = lim (@) 1iml2( 1)k ( )f(x—kt) a>0 (4.21)

t—0 te t-0 t%

ifadesiyle verilir [15].

Teorem 4.4. a > 0,n = [a] ve feC™[a, b] olmak tizere

L OO -k 1
GLDf (x) —kZO Tt 1- +F(n_a)f(x—t) f™dt  (4.22)

dir [16].
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4.1.3. Caputo Operatorii
Tamm 4.4. neN, n — 1 < a@ < n igin Caputo operatorii DF seklinde verilir ve

n

17 d
DEFCx) = D" f(x) = s f Ll G OX (4.23)

formunda tanimlanir [17].

Caputo tiirevine ait agagidaki 6zellikler verilebilir [17];

@) (D) f(x) = f(x) (4.24)
(b) U“DHF () = F() — Tp f* (@ EL, a=0 (4.25)
(©) D (c1fi(x) + c2f2(x)) = ¢, DI f1(x) + 2 DI f5(x) (4.26)
(d) DPDaf(x) = DP*f(x) = DEDPf(x), n—1<a<n,meN. (4.27)

Riemann —Liouville ve Caputo kesirli tiirevleri arasindaki iliski agagida verilen teoremle

ifade edilmistir.

Teorem45. a>0, n—1<a<n neN,

n-1 k-a
DEF() = DU () = ) o=y DA (O) (428)
k=0

dir [18].

Teorem 4.6. Caputo kesirli tiirevin bazi temel kurallar1 asagida verilmistir [18,19].
n—1<a<n neN, k,bveff €R

(a) Db = 0 (4.29)

r(g+1)

xB=* peNvef>nyadaf & Nvef >n—1

(b) D&xF = {rp-a+1 (4.30)
0 , Be{0,1,2,3,...,n — 1}
(c) D&e** = k™x™ *Ey ,_q41(kx) (4.31)
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(d) DEsin(kx) = — 2 (k)" X" [Ey pe 41 (k) = (D Eypegan (—ik0)]  (432)
(&) DEsin(kx) = 2 (U)™x™ [y -1 (#hx) + (~D)"Ey o (k)] (433)

jspat:

(@ D"k = 0,neN

1
r(n—-a)

Dik=——— [Y(x — )" * D"k dt =0 m
(b) ikinci durumun ispat: D*x# = 0, g € {0,1,2, ..., n — 1} igin gegerlidir.

[k durumun ispati:

1 [ —-1-apn
D*xﬁzr(n_a)f(x—t) D"tPdt.
1 noicq TB+1) 40
_m](x_t) 1 mtﬁ dt

a

t = xu esitligi yerlestirildiginde

B rig+1)
_F(n—a)l"(,b’—a+1)0

(xu)ﬁ‘”((l — n)x)n_a_lxdu

B rg+1)
T Tn—a)l(f—a+1)

xF*B(f—n+1,n-a)

B rig+1) B_aF(ﬁ—n+1)F(n—a)
TTh—-alB—-a+1) TB-—a+1)

__ e+ 4, .

T Ir(B—-a+1)

b-a
a kx — paykx _ yvn-1__% k kx
(c) D¥e™ = D% k=0 F(b+1—a)D e o

n—-1
xb—akb

=y — -
* " E1 1 (k) LTh+1-a)
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a(kx)b n-1 b—a(k)b
ZF(b+1—a) £ F(b+1—a)

i b a(k)b B had xb+n—a(k)b+n
— ro+1—a) £ 01”(b+n+1—a)

= K"X"E e (k) .

— ifadesi kullantlarak

. eX—e
(d) sinx = >

ikx _ e—ikx

T — %(Dgeikx _ Dfeikx)

. e
D&sin(kx) = D&,
1 L\, N—Q 3 L\ N— ;
= 2_l [(lk) X E1,n—a+1(lkx) - (_lk) X El,n—a+1(lkx)]
1 . N .
= _El(lk) X [El,n—(x+1(lkx) - (_l) El,n—a+1(_1kx)] u

Fr e 4 kullanilarak bir 6nceki ispata benzer bir yol takip edilir. =

(e) cosx =

Teorem 4.7. (Caputo tiirevi icin Taylor a¢ilimi)

a>0ven = [a] f € A™[a,t] oldugunu kabul edelim ve f(x)

n—le
Fe =y 2D - 4 gD (0 (4:34)

k!
k=0

olarak idafe edilir [20,21].
4.2. Kesirli Diferansiyel Denklemler

Bu boliimde, kesirli tiirevleri iceren diferansiyel denklemlerin varligi ve teklik
ozellikleri verilecektir. D%, D%, ve *D @ ifadeleri sirasiyla Riemann-Liouville, Caputo

ve Griinwald-Letnikov kesirli tiirev operatoriinii temsil etmektedir [17-21].

Tanm 45 a >0, a¢ N, n=[a]vef:ASR*—>R

D%y (x) = f(x,y(x)) (4.35)
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seklinde verilen ifade Riemann-Liouville’nin kesirli diferansiyel denklemidir. Kesirli

diferansiyel denklemin bu tiirii i¢in baslangi¢ sartlari, asagidaki gibi kullanilir.

D% *y(0)=b, (k=12,..,n—1), lir51+]”‘“y(z) = bn. (4.36)
zZ—
Benzer sekilde Caputo’nun kesirli diferansiyel denklemi

DZy(x) = f(x,y(x)) (4.37)

seklinde tanimlanir ve bu durumda baglangi¢ sart1 olarak
D*y(0) = by, (k=012,..,n—1). (4.38)

seklinde verilen ifade kullanilir [21].
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5. BOLUM
5.1. Rezidual Kuvvet Serisi Metodu (RPSM)

Son yillarda, kesirli diferansiyel denklemler (FDE), akiskanlar mekanigi, elektrik agi,
sinyal yonlendirme, dinamik sistemlerin kontrol teorisi, goriintii yonlendirme, optik ve
viskoelastisite gibi fen ve miihendislik bilimlerinin farkli dallarinda sayisiz uygulama
alan1 bulmustur. Nonlinear kesirli kismi diferansiyel denklemlerin yaklasik ya da
analitik ¢ozlimlerini bulmak igin literatiirde Adomian ayristirma metodu (ADM) [22],
Laplace analiz metodu [23], homotopi analiz metodu [24],homotopi perturbasyon
metodu [25], diferansiyel doniisiim metodu ve perturbasyon-iterasyon algoritmasi (PIA)

[26-29] gibi farkli yontemler mevcuttur.

Bu tez calismasinda yeni bir metot olan Rezidual kuvvet serisi metodu (RPSM)
kullanildi. Bu metotta rezidual hata kavrami vasitasiyla bir ya da daha fazla degiskenli
cebirsel denklem zinciri yardimiyla kuvvet serilerinin katsayilart hesaplanir ve son

olarak pratikte kesik seri ¢6ziimii denilen ¢6ziim elde edilir [30].

Bu metodun diger metotlara gore asil avantaji ise, lineerizasyon, perturbasyon ya da
diskretizasyon gerekmeksizin farkli nonlineer denklemler i¢in kuvvet serisi agilimina
dayanmasi ve uygun baslangi¢ sartlari secilerek herhangi bir doniisiim yapmadan alinan

probleme direkt olarak uygulanabilmesidir [31].
Tamim 5.1. Kuvvet serisi a¢ilimi

Yo oCm(t—t)™* =y + 1 (E—t)* + ot —tg)**+++, 0<n—1<a <n,

t>t,
(5.1)

seklinde ifade edilir [32]. Bu a¢ilim t = t, alindiginda katlh kesirli kuvvet serisi olarak

adlandirilir.

Teorem 5.1. Kesirli kuvvet serisi Yo _o ¢ t™%,t > 0 igin sadece li¢ durum vardir
[33].

1) Seri sadece t = 0 oldugunda yakinsaktir.
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2) Seri her t > 0 igin yakinsaktir.

3) t = R serinin 1raksak, 0 < t < R igin ise yakinsak oldugu pozitif bir R reel sayisi

vardir.

Not 5.1. [33] Bir 6nceki teoremde R sayis1 kesirli kuvvet serisinin yakinsaklik yari¢api

olarak adlandirilir. 1. durumda R = 0 ve 2. durumda R = oo dur.

Teorem 5.2. Kabul edelim ki f fonksiyonu t, da

o

f(t)=2cn(t—t0)”“, O<m-—-1<asmvety<t<ty+R (5.2)

n=0
seklinde bir kesirli kuvvet serisi gosterimine sahip olsun. Eger

n =0,1,2,..i¢in f(t) € C[ty, to + R] ve DL f(t) € C(to,to + R)
ise denklemdeki c,, katsayilari

_ D) - pna_ pe pe pe . pg (nd 5.3
‘= Tlna+ 1) to. = Dt,- Dty - Dty - Dt (ndefa) (5.3)
halini alir [10, 33].

5.2. Rezidual Kuvvet Serisi Metodu Algoritmasi

RPSM’nin temel fikrini gdstermek icin bir nonlinear kesirli diferansiyel denklem

alalim.
fo(x) =u(x,0) = f(x) (5.4)
baslangic¢ kosulu ile ifade edilen

DI**u(x,t) + R[x]u(x,t) + N[x]u(x,t) = g(x,t) , t>0, X ER,
n—1<na<n (5.5)

denkleminde R[x] x de genel bir lineer operator, N[x] ise yine x de genel bir nonlinear

operator ve g(x,t) stirekli fonksiyonlardir.

RPSM metodu, asagida verilen
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fao1(x) = DIV U(x,0) = h(x) (5.6)

denkleminin ¢ézliimiinii, t = 0 baslangi¢ noktasi etrafindaki kesirli kuvvet serisi agilimi

olarak ifade etmekten olusur. C6ziimiin a¢ilim formu
na

t
U(X,t):an(X)m,0<aS1, XEI, 0<t<R (57)
n=0

seklindedir.
Daha sonraki adimda u(x, t) nin k. kesik serisi olan u; (x, t)

na

t
uk(xt)—an(x)r(l_l_ mk 0<ac<l, x €l 0<t<R,

k=1,23,.. (5.8)
seklinde elde edilir. u(x,t) nin 1. RPS yaklasik ¢6ziimiini bulmak igin u; (x,t)
ifadesinde k = 1 i¢in u, (x, t) ifadesi;

a

w0 = O+ A0 T (5:9)
yazilir. u, (x, t) ifadesinin kullanilacagi Res fonksiyonu

Res(x,t) = DI**u(x,t) + R[x]u(x, t) + N[x]u(x,t) — g(x,t) (5.10)
seklinde ifade edilir ve k. rezidual fonksiyonu Res, ise

Resi(x,t) = DI*uy(x,t) + Rx]uk(x,t) + N[x]uk(x,t) — g(x, t),

k=123, .. (5.11)

formunda olusturulur.

k = 1igin Res;(x,t) ifadesi yazilir. Bu ifade de t =0 i¢in Res;(x,0) = 0 ifadesi
diizenlendiginde f;(x) elde edilir. Bulunan bu ifade 1. RPS yaklasik ¢6ziimii olan
Uy (x, t) nin bulunmasini saglar. Bundan sonraki her adimda k = 1,2,3, ..., n nin her biri

icin farkli fi, (x) ler elde edilir. k = 2,3,4, ... i¢in ilk adimdan farkli olarak
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D M Res,(x,) =0,0<a<1,x€l,0<t<Rn=123,..k (5.12)

ifadesi RPSM yonteminin 6nemli bir islem basamagidir. Yani ikinci adimda her tarafin
a ya gore 1. tiirevi alinip t = 0 igin ifade sifira esitlenir, tigiincii adimda her tarafin « ya

gore 2. tiirevi alinir ve boylece devam edilerek dnce f;, degerleri daha sonra u;, yaklasik

cozlimleri sirastyla elde edilir [30-40].

Bu yontemde, alinan denkleme ait kesirli kuvvet serileri sayesinde her bir adimda kesin

sonuca daha ¢ok yaklasilacagi sdylenebilir.

26



6. BOLUM

6.1. Rezidual Kuvvet Serisi Metodunun Kesirli Diferansiyel Denklemlere

Uygulanmasi

Ornek 6.1. Yontemi ilk olarak zaman kesirli advection dispersion denklemine (FADE)

uygulayalim [41]. Bu denklem

Difu—puy +u, =0 t>0, 0<a<l1 (6.1)
seklinde tanimlanir. Denklemin baglangi¢ sarti

u(x,0) =e™* (6.2)
ve tam ¢Ozimi ise

u(x,t) = e *E,((1 + pt” (6.3)

olarak verilmistir. Kesirli advection dispersion denklemini ¢6zmek igin RPSM

algoritmasinin adimlari sirastyla uygulanir. Coziimiin kuvvet serisi agilimi

u(xt)—an(x)r(liana) 0<a<1, x€l, 0<t<R (6.4)
seklindedir.
u(x, t) nin k. kesik serisi u; (x, t)
¢na
uk(xt)—an(x)r(1+ )OSaSLxEI,OStSR (6.5)

olarak ifade edilir.

n=123, ..,k i¢in wui(x,t) denkleminin seri genislemesi yapilarak FADE

denkleminin rezidual fonksiyonu Res(x, t)
Res(x,t) = Dffu — puyy, + U, (6.6)
seklinde elde edilir ve k. rezidual fonksiyonu Resy (x, t) ise

Resi(x,t) = Di'u — puy,, +ug, k =1,2,3, ... (6.7)
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seklinde bulunur. 1. RPSM yaklasik ¢oziimii igin Resy(x,t) ve ug(x,t) ifadelerinde

k =1 yazilirsa
Resi(x,t) = Dfuy — puq, + Uy,

olur bu ifadede u, (x, t) yerine

w (6, 6) = rom = fi(x) + £(2)
yazildiginda
Res,(x,t) = f'(x) + F({1+(a)) u(f"(x) + r(jlr1+(a§

elde edilir.

Res;(x,t) = 0 esitlenip t = 0 alindiginda

fi(x) = =f"(x) + uf"(x)

bulunur. Sonug olarak 1. RPSM yaklasik ¢coziimii

t*(—f'(x) + uf" (x))
r1+a)

u (x, 1) = f(x) +

olarak elde edilir.
Benzer sekilde Resy(x,y) ve u,(x,t) dak = 2 yazilirsa
Res,(x,t) = Dfuy — puy . + Uy,

elde edilir. Burada u, (x, t) yerine asagidaki ifade

a 2a

up (x, 1) = f(x) + m——=

Yazilirsa
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(6.8)

(6.9)

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)



_ g tf'(0) 29 '()
Res(x,t) = f'(x) + r1+a) + I'(1+ 2a)

tf" (x) + t22f," (x)
rl+a) T+ 2a)

—u <f”(x) +
elde edilir. Bulunan ifadede DfRes, = 0 ve daha sonra t = 0 yazilarak

fo(0) = —fi"(x) + ufy" (x)

elde edilir. Boylece 2. RPSM yaklasik ¢oziimii

tfeo (<A + A" ()
r1+a) '+ 2a)

uy(x, t):= f(x) +

olarak bulunur. Ayni1 islemler u;(x, t)’yi bulmak i¢in tekrarlanir ve
Ress(x,t) = Dfuz — pus . +us,

ifade edildikten sonra u3(x, t) yerine asagidaki agilim yerlestirilir.

a 2a 3a

t
uz(x,t) =f(x)+mf1(x) +mf2( )+F(1+3 )fs

Bu sayede

(x)

tf (x)  t3%f(x) (—fl”(x)+uf1(3)(x))

Ress(u ) =0+ 1 1 oy Y T + 30) r(1+2a)

tfi" (x) N 3 f3" (x)
l+a) T(A+3a)

—ul fx)+

S CAIOEITAEO)
I'(1+2a)

+

seklinde ifade edilir. Bulunan bu ifadede D?%Res, = 0 ve t = 0 yazilarak

f2(0) = £, () — 2ufy @ () + 12, (0

elde edilir. Boylece 3. RPSM yaklasik ¢oziimii
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(6.15)

(6.16)

(6.17)

(6.18)

(6.19)

(6.20)

(6.21)



ef0) (A0 + @)

w0 = f) + oy I(1+ 2a)
£ ("0 - 20D @) + w2, ()
+ T 1 3a) (6.22)

seklinde bulunur. Ayni1 islemler sirastyla devam ettirilir. f,(x) ve u,(x,t) @ bulmak i¢in
D3%Res, =0 ve t =0 yazlr. fg(x) ve us i bulmak i¢in Df%Res, =0 ve t =0

yazilir. Sirasiyla

fo() = F® () — 4uf O (x) + 6u2f @ (x) — 43P (x) + p* £ O (x) (6.23)

uy(x, t)

t*(—f'(x) + uf" (x))
1+ a)

=f(x) +

2 (1) = 1P +u (O +ir D))
r(1+2a)
03 (~fO0) +1f D) = 20 (~f D) + uf O @) + 17 (-FO ) + 1O )
r'(1+3a)

t* (F900) = 4uf O @ + 6 f O () — O 0) + O 00)
I'(1 + 4a)

+

+

+

(6.24)

ve

fs(x) = =f @) + 5pf O () = 1062 F P (x) + 1063 fF O (x) = 5t (x)
U0 (6.25)

t(—f +ur ) (P -k Q@ (- r D@D @)
+ +
F(1+a) r(1+2a)

us(x, t) = f(x) +

t3“(—f(3)(x)+uf(4)(x)—ZM(—f(“)(x)wf(S)(x))+/t2(—f(s)(x)wf(é)(x)))
r(1+3a) t

4 F O () —apf & () +6p% £ O )= 4p3 7 () +pt £ O ()
r(1+4a)

+

£5%(= O ) +5uf @ (0)-1062 F 7 () + 103 F B (1) =54 £ () +u5 £ 1O ()
r(1+5a)

(6.26)

Ifadeleri elde edilir.
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Tablo 6.1. Ornek 6.1. de elde edilen us(x, t) degerlerinin sayisal ¢ziimlerinin karsilastirilmasi;

a=0.5 a =0.75 a=1
X U us(x, t) us(x,t) us(x, t) TAM COZUM MUTLAK HATA
4.539992976E-5 4.539992976E-5 4.539992976E-5 4.539992976E-5 0
7.055251301E-5 5.651467034E-5 5.067894588E-5 5.067894599E-5 1.134863822x10™"
8.737645070E-5 6.608014229E-5 5.657178866E-5 5.657179604E-5 7.380245035x 10"
1.042898850E-4 7.614281713E-5 6.314976989E-5 6.314985533E-5 8.543750493x10™
1.220567650E-4 8.705180882E-5 7.049231068E-5 7.049279866E-5 4.879731850x10™%°
10 0.1 1.409825374E-4 9.901531337E-5 7.868767267E-5 7.868956527E-5 1.892593147x10”
1.612357198E-4 1.122019464E-4 8.783368918E-5 8.783943608E-5 5.746901169x107°
1.829274135E-4 1.267670173E-4 9.803849638E-5 9.805323622E-5 1.473983950x10°
2.061396993E-4 1.428620821E-4 1.094212644E-4 1.094546773E-4 3.341285512x10°
2.309380678E-4 1.606391143E-4 1.221129288E-4 1.221818560E-4 6.892715022x10°®

2.573776398E-4

1.802525480E-4

1.362569213E-4

1.363889264E-4

1.320051662x 10




0.0

Sekil 6.1. Ornek 6.1. da elde edilen us(x, t)’nin @ = 1 ve u = 1/10 i¢in grafigi

Sekil 6.2. Ornek 6.1.de ¢oziilen zaman kesirli advection dispersion denkleminin a = 1
ve u = 1/10 icin tam ¢dziim grafigi
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L RPSM ¢ozimii
B Tam ¢6zim

Sekil 6.3. Ornek 6.1. da elde edilen us(x, t) ve tam ¢dziimii karsilastirma grafigi
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Ornek 6.2. Zaman Kesirli Korteveg de Vries (KdV) Denklemi
Dfu+ 6uUlUy + Uy, =0,0<a <1 (6.27)

seklindedir [42]. Denklemin baslangi¢ kosulu
1 1

u(x,0) = =sech? (— x) (6.28)
2 2

ve denklemin tam ¢oziimii ise

u(x,t) = %sech2 G (x — t)) (6.29)

dir. Kesirli Korteveg de Vries denkleminin, RPSM yontemi kullanarak ¢ézebilmek igin

kuvvet seri acilimi yapilir. Bu da

tna

u(x, £) = nzzofnm ol (6.30)

seklinde ifade edilir. Bir sonraki adimda u(x, t) i¢in k. kesik serisi u; (x, t);

tna

K
w(x, t) = ;fn(x)m (6.31)

ifadesi elde edilir. Alinan denklemin Res rezidual fonksiyonu

Res(x,t) = Diu + 6UlUy, + Uy (6.32)
seklinde tanimlanir ve ardindan k. rezidual fonksiyonu Resy;

Resi(x,t) = Diu + 6Uly, + Uypy (6.33)
seklinde ifade edilir. k = 1 i¢in

Resi(x,t) = Dfuy + 6usuy, +uq,,, (6.34)

ifadesi yazilir ve denklemde u; yerine

a

w0 = f0)+ A0 r (635)
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yazilarak

Resy(x,0) = f,() + 6 (f(x) ¥ ,Qf—f%) (f’(x) ¥ I’i(f—f’;})) O ()

t*£f, % ()
ri+a

ifadesi elde edilir. Bu ifadede Res; (x,t) = 0 ve daha sonra t=0 yazildiginda
Res; (x,0) = fi(x) + 6f (x)f'(x) + f®(x)

ve

fi(x) = =6 (' () = A ()

ifadeleri elde edilir. Bu nedenle 1. RPSM yaklasik ¢oziimii

e (~6f @) = @)
r'l+a)

u (%, 1) = f(x) +

olarak bulunur.
Benzer sekilde Res, da k = 2 yazilarak
Res,(x,t) = Dfuy + 6uuy, + Uy,

elde edilir. Yazilan bu ifade de u, yerine

a tZa

u, (x, t) = f(x) + fl(X)ﬁ‘F fZ(x)m

ifadesi yazilarak
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(6.39)
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6t°f1(00f () | 62,0 f ' (x)

Resy(x,t) = f(x) + 6f(x)f"(x) +

ra+a) ra+2a)
+ 6t f () f (x)  6t*fi(x)fy (%) + 6t3%f,(x)f1 (x)
rd+a) rA+a? T TaA+old+2a)
6t°“f(x)f,'(x) 6t°“f1(x)f, (x) 6t f,(x)f>' (x) 3
rdrz Travoraizdt Tare T/O®
af (3 ar (3)
tf; () 2 (x) (6.42)

rl+a) TI'(14+2a)
elde edilir. Bulunan ifadede DfRes,(x,t) = 0 ve daha sonra t = 0 yazildiginda

f2(x) = =6£,)f" () — 6f (X)fi' (x) — AP (%) (6.43)

ifadesi elde edilir. Bu nedenle 2. RPSM yaklasik ¢6ziimii ise

tf 0 (6RO () — 6fA () - AP @)

,t) = 6.44
w68 = fO)+ 77 I'(1+2a) (6.44)
seklinde bulunur. Ayn1 islemler Resy(x,t) dak = 3 i¢in yazilirsa

Ress(x,t) = Dfus + 6usus, +us,,., (6.45)

ifadesi elde edilir

a 2a 3a

w00 0) = )+ m o i s Ot ra s

)f3 (x) (6.46)

Res; ifadesinde yerine yerlestirildiginde

Res3(x,t) = f3(x)

tfi(x)  t*fo(x)  tf3(x) ) tf; (x)
+6 (f(x) "rit+o Td+zo T+ 3a)> <f O+ rar o

L2, (x)  t3f (x) t P ) 120, (x)
r{i+2a) * ra+ 3a)> W+ rd+a * r(i+2a)
)

r'(1+3a) (6.47)

seklinde olur. Bulunan bu ifadede D?%Res; = 0 ve daha sonra t = 0 yazilirsa
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fs(x) = ﬁ (—6I'(1 + a)?fo(0)f"(x) — 6I' (1 + 2a) f1(x) f1 (x)

—6f () (1 + a)%f,' (x) =1+ )P (x) (6.48)
ifadesi elde edilir. Boylece 3. RPSM yaklagik ¢dziimii
us(x, t) =

9 (x) | t2%h (%)
f(x) t rl+a) r@d+2a)

<t3“(—61"(1+0£)2fz (x)f’(x)—61"(1+2a)f1(x)f1'(x)—6f(x)1"[1+a]2fz'[X]—F[1+a]2fz(3)(x))>

r[1+al?r(1+3a)

(6.49)

seklinde bulunur. RPSM yontemine ayn sekilde devam edildiginde sirasiyla
F10) = = (<6 @) + 18T (20T Gasinra)f, (Of ()
+ 18T (—2)T Ba)sin(2ra) f, () f' (x) — 6mf (O (@) f3' (x)
- (@) () (650)

t*f1(x) + 2% f5(x) + 3% f3(x)

'l+a) T(A+2a) T(+3a)
1

T T (@ + 42)

+ 18I'(—2a)T' (Ba)sin(2ra) f, (x) f; (x)
+ 18I'(—2a)T' Ba)sin(2ra) f; (x) £, (x) — 6mf ()T () f5' (x)
~ (@)% @) (651)

uy(x, t) = f(x) +

£ (=6l (@) fo(0)f ' (x)

ve

fs(x) = =6£ () f'(x)(x)
1

1 L [16°T (7 + Za) F(1+3a)f,0(0)f (x)
TTa+3a2 ™ Var(1 + 2a)

L Ta+da) (@A) + L@ ()

F(l + a) >_ 6f(X)ﬁl_’(X)

A€ (6.52)
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A0 thHE PhM) ()
Frl+a) T'A+22) T'A+3a) I'(A+4a)

us(x, t) = f(x) +

1
a 1 !
1 L [16°T (7 + Za) r(1+ 306056 (x)
r(1l+ 3a)? Var(1 + 2a)

r(1+4a) (L00f @) + Gf @) ,
= N (x)>

seklinde bulunur.
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Tablo 6.2. Ornek 6.2. de elde edilen u(x, y) degerlerinin a = 1 i¢in sayisal ¢dziimlerinin karsilastiriimasi

x| t Us (%, 0) us (%, £) us (%, ) TAM COZUM MUTLAK HATA
0 9.079161547E-5 9.079161547E-5 9.079161547E-5 9.079161547E-5 0
0.1 1.003389094E-4 1.003392872E-4 1.003392946E-4 1.003392948E-4 1.848124111x10°°
0.2 1.108846061E-4 1.108906506E-4 1.108908902E-4 1.108909003E-4 1.009994949x 10
0.3 1.225194395E-4 1.225500400E-4 1.225518594E-4 1.225519688E-4 1.093881087x10™°
04 1.353341436E-4 1.354308561E-4 1.354385234E-4 1.354391261E-4 6.026262433x 10"

10 705 1.494194521E-4 1.496555667E-4 1.496789674E-4 1.496812511E-4 2.283611607x10°
0.6 1.648660992E-4 1.653557063E-4 1.654139417E-4 1.654207614E-4 6.819711597x10°
0.7 1.817648185E-4 1.826718762E-4 1.827977663E-4 1.828150339E-4 1.726762979%10°
0.8 2.002063442E-4 2.017537446E-4 2.019992411E-4 2.020379740E-4 3.873286488x10°
0.9 2.202814101E-4 2.227600463E-4 2.232025621E-4 2.232817483E-4 7.918619579x10°
1 2.420807501E-4 2.458585831E-4 2.466082478E-4 2.467586995E-4 1.504517284x 10"




Sekil 6.5. Ornek 6.2. da ¢oziilen zaman kesirli KdV denkleminin @ = 1 i¢in tam ¢6ziim
grafigi
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Sekil 6.6. Ornek 6.2. da elde edilen us(x,t) ve tam ¢dziimii karsilastirma grafigi
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Ornek 6.3. Bu ornekte kesirli Zakharov-Kuznetsov denklemini elealalim [43]. Bu

denklem

D + () 4 5 (4 + 5 (1) = 0 (65%)
ifadesiyle tanimlanir.

Denklemin tam ¢Oziimii

u(x,y,t) = %psinh2 (x+y—pt) (6.55)

ve baslangig sarti ise

4
fo(x,y) = 7 psinh(x + y)? (6.56)

seklindedir.

RPSM yontemini kullanarak, Zakharov-Kuznetsov denkleminin yaklagik ¢6ziimiinii

bulmak i¢in once u(x, t) nin kuvvet serisi a¢ilimi

tna

u(x,y,t)=2fn(x,y)m, 0<a<1 x€I, 0<t<R (6.57)
n=0

seklinde ifade edilir.
u(x,y,t) nin k. kesik serisi u, (x, y, t) ;

tna

k
uk(x,y,t)=an(x,y)— 0<ac<1 x €l 0<t<R (6.58)
n=0

r(li+na)’ -7

olarak belirtilir.

n=123, ..,k icgin f,(x,y) ifadesinin degerlerini bulmak i¢in u, (x,y,t) denklemde

seri agilimi yapilir.

Zakharov-Kuznetsov denkleminin rezidual fonksiyonu Res(x, y, t)
Res(x,y,t) = Dfu + () + = (U?) gux + = W)y (6.59)
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seklinde tanimlanir ve k. rezidual fonksiyonu Resy (x,y, t)
Resk(x; V t) = Dt.{luk + (ukz)x + % (ukz)xxx + % (ukz)xyy; k = 1;2;3; (6'60)
seklinde ifade edilir.

Rezidual kuvvet serisi algoritmasinin ilk adiminda ¢6ziimii bulunacak olan denklemin

icine u'nun k. kesik serisi yerlestirilir. Ikinci olarak Resuy, k =1, nin D(n Da

ifadesiyle kesirli tlirevi bulunur ve son olarak denklem ¢oziiliir.

DI VResu, =0, 0<a<1, =x€l, t=0 k=100 (6.61)

Bu sayede

1 1
Resl(x: Y, t) = Dgul + (ulz)x + g (ulz)xxx + 5 (ulz)xyy (6'62)

ifadesinde

a

ul(xr y' t)

yazilarak

Res,(x,y,t) =

2 (o) + SLL2) (1,00 x,y) 4 LL ) ( (£ +

r(1+a) r(l1+a)

tllfl(O,Z)(x,y)) (fo(l'o) (x y) n t“fl(l"))(x,y)) n

r(1+a) r(l1+a)

te (0,1)( ) ta (1,1)( )
4 (fO(O,l)(x’ y) + u) (fo(l,l)(x’ y) + u) + 2 (fo(x, y) +

r(i+a) r(1+a)

tllf( : ) , taf (1,2)( ’ )
ELGD) (1,2, ) + L0 ) 4

r(i+a) r(i+a

1 : /0@y , />0 @y)
: (6 (5@ 0,y + ) (£, y) 4+ EEED) 4 g () +

r(l1+a)

a a ¢ (3,0)
t f1(x.J’)) <f0(3,0) (X, y) + ”1—(95‘3/))) (664)

r(i+a) r(i+a)
elde edilir
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Res,(x,y,t) = 0 esitlenip t = 0 alindiginda

fl (X, y)
1
= (=8 03 = P @M@ y) — 26,V e ) £V ()

— foe 1P, 3) = 3£ (6, ) £,%0 (6, y)
— foGe W60 (x, y)) (6.65)

bulunur. Bulunan f; (x, y) sayesinde 1.RPSM yaklasik ¢6ziimii

ul(ny' t) =

fO(x'y) +

1
4r(1+a) te (_8f0 (x, )’)fo(l’o) (e, y) — fo(o'z)(x, }’)fo(l'o) (x,y) —

210G fo M 0 3) = oo 0 003 = 3/ V@ V() —

fole )% () (6.66)
seklinde ifade edilir.

Benzer sekilde Resy(x,y,t) dak = 2 yazilip
a 2 1o, 1,
Resy(x,y,t) = Dffu, + (up®), + 3 (U2*) xxx t+ 3 (u, )xyy (6.67)

elde edilir. Burada u, (x, y, t) yerine asagidaki ifade

a 2a

AT S * T ) (6:68)

u(x,y,t) = f(x,y) + r(l+2a)

yazilir ve

_ thy) | 2% A) (1,0) %0 (xy)
Res,(x,y,) =2 (fo(x,y) T Taro T Tarzo )(fo @+ T

29600@y)) | 1 0,2) t*A 0D ay) | 22Ky (£ (1,0)
r(1+2a) +8 Z\fo Ce,y) + r(1+a) + r(1+2a) fo (e, y) +

9 M00y) | 29600 ()
r1+a) r(1+2a)

0,1) t2f, OV (x,y) tz“fz(o'l)(x,y)) ( (1,1) t2f; WD (x,y)
4 (fo (o y) + r(1+a) + r(1+2a) fo () + r(1+a) +

295,08 (x,y) thy) | 22H00) (1,2) t%f, 12 (x,y)
r(1+2a) +2 (fO(x’ )+ r(1+a) + r(1+2a) ) fo (o y) + r(1+a) +
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tz"‘fz“'Z)(x,y)) 1 ( (1,0) A1 0@y) | 22500 (£ (2,0)
r(1+2aq) +8 61 /o Ce,y) + r(1+a) T r(1+2a) fo Ce,y) +

a £ (2,0) 2a ¢ (2,0) a 2a
t fl (xry) + t fZ (xry)) + 2 (fo(x, y) + t f1(x0/) + t fZ(x'y)) (fo(?),o)(x, y) +

'l1+a) r(i+2a) '1+a) ri+2a)
taf1(3y0)(x’y) tzafz(s‘o)(x,y)
rarw T Taeza) (6.69)

ifadesi elde edilir. Bu ifadeye asagida verilen islemler uygulandiginda
DfRes,(x,y,t) =0ve t = 0igin

f 2 (X, y ) =

1

(=8, (6 y) — A0 (M () — 86 (kA (x,y) -

fo(o'z)(x, y)fl(l’o) (x,y) — 2f1(0'1)(X, }’)fo(l'l) (x,y) — 2f0(0’1) (x, }’)fl(l'l)(x’ y) —
AP0y = 00 AYD ) = 360 )0 (xy) -
36O @) = 1LY @) = fole A @) (6.70)

elde edilir. Boylece 2. RPSM yaklagik ¢oziimii

(7,0 = folwy) + T + s 2 (8 A () -

r(i+a) 4r(1+2a)
APV y) - 8fa WAV (1) — /P AT (L y) -
2,V MY 0y = 2/ AP () — HGu ) P y) -
foGe AP y) = 3570 0627 (0 9) = 3£, 0 A (,y) -
ALYy = fole AT 1) (6.71)

seklinde bulunur.

Ayni islemler Resy(x,y,t) de k = 3 ig¢in yazilir ve

1 1
Res3(x, Y, t) = Di,gu?; + (u32)x + g (u32)xxx + g (u32)xyy (6'72)

elde edilir.

tUl tZUC t30£

L) + e key) + roms fey) - (673)

uz(x,y,t) = f(x,y) +

r(1+a)
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Ress(x,y,t) ifadesinde yerine yerlestirildiginde

_— tafl(xry) tZthZ(x’y) t3af3(x.Y) (1,0)
ReS3(x,y, t) - Z(fo(x’y) + r(1+a) + r(1+2a) + r(1+3a) )(fO (x’)/) +

ta00y) | 2200y | BepM00y) 1 0,2) t2f, 02 (x,y)
r(i+a) + r(1+2a) + r(1+3a) )+8(2(f0 Cey) + r(i+a) +

g2af, (0'2)(x,y) t3“f3(°'2)(x,y) (1,0) tafl(l,o)(x’y) tz"‘fz(l'o)(x,y) t3“f3(1»°)(x,y)
r(i+2a) r(i+3a) )(fO (X, y) T r(1+a) r(i+2a) r(i+3a)

0,1) t9f, OV (xy) | 229500 xy) | 320Dy, L (1,1)
4(fo (xy) + r(i+a) r(1+2a) r(1+3a) ) (fo (xy) +

t9f, D (xy) | 290D (xy) | 320D (k) tOf () | 296 (xy)
r(i+a) r(i+2a) r(i+3a) ) + Z(fO(x' y) + r(i+a) r(i+2a)

3% (V)N ¢ (1,2) t9f D 0y) | 2950 (xy) | 320D (xy)
r(1+3a) )(fo Coy) + r(i+a) r(i+2a) r(1+3a) )) +

1 (1,0) t2f, W0xy) | 296,00 (xy) t3“f3(1'°)(x.y)>( (2,0)
8(6(f0 O+ —amm T Trarzm T rane )\Jo oW+

t2f @0 y) | 2950 (xy) | 395,20 (i y) ( tUf (0y) | 2 (y)
r(i+a) r(i+2a) r(1+3a) +2 fO (x: 3’) + r(i+a) ri+2a)

t3“f3(x.y)) (3,0) A0 wy) | 22530 (y)
r(1+3a) (fo Ce,y) + r(1+a) r(1+2a)

a g (3,0)
t3 f3 (XJY)) (6,74)

r(1+3a)

seklinde elde edilir. Bulunan bu ifadede D?%Res, = 0 ve t = 0 yazilarak

1
) = e CBr A+ @RENAM ) - T

+ )P MY @ y) - 8r A+ ) fy (e LYY (0 y) - I

+ ), P NLEMY ) —2r(1 + £ ) M ()
=21+ O f, PN (xy) = I+ @) f (662 (2, )
—t60NAYP ) = T+ ) fo (e, )5 (x,y)

—3r(1+ o), 0%V (x,y)

—3r(1+ )" 0L y) = A+ @) fo(x, /%7 (x,)

— 6,6 NAPO0y) - TA+ @) fo (6,060 () (6.75)

olarak bulunur. Boylece 3. RPSM yaklasik ¢oziimii
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uz(x,y, ) = fo(x, ) +

olarak bulunur

tafl(x) y) tzafz (X, y)

r(l+a) T(1+2a2) T(1+3a) £ (=2(fo(x, )

1
+ HYNGRC ) + £V 00) +5 (20" (6, y)

+ £ KV ) + £V ) = 40P (x,y)
+ £V K (y) + £V (0 9)) = 2(fs (%, )

1
+ HENGRTP ) + L0y +5 (60 @)

+ £ HEV ) + £ )
= 2(foe ) + £ ) (o)

+ £,500 ) (6.76)

47



8y

Tablo 6.3. Ornek 6.3 de elde edilen us(x, y.t) degerlerinin sayisal ¢dziimlerinin p = 0.001 i¢in karsilastirilmas:

a=0.5 a=0.75 a=1
X y t uz(x,y,t) uz(x,y,t) uz(x,y,t) TAM COZUM MUTLAK HATA
0.2 5.281918833E-5 5.324789468E-5 5.355355947E-5 5.393877159E-5 3.852121197x10°’
0.1 0.1 0.3 5.254976842E-5 5.296761287E-5 5.330818228E-5 5.388407668E-5 5.758943982x 10
0.4 5.232448071E-5 5.271208555E-5 5.306409919E-5 5.382941059E-5 7.653113980%10”
0.2 5.313209113E-4 5.344320300E-4 5.366985080E-4 5.400346184E-4 3.336110388x10°
0.3 0.3 0.3 5.293774913E-4 5.323677095E-4 5.348634892E-4 5.398334775E-4 4.969988284x10°
0.4 5.277644332E-4 5.305017010E-4 5.330504553E-4 5.396323850E-4 6.581929664x10°
0.2 2.926287033E-3 2.962668271E-3 2.989893296E-3 3.036507413E-3 4.661411638x10°
0.6 0.6 0.3 2.902884262E-3 2.938196268E-3 2.967231165E-3 3.035778952E-3 6.854778749x107
0.4 2.882863732E-3 2.916369941E-3 2.945344163E-3 3.035050640E-3 8.970647771x107




Sekil 6.8. Omek 6.3. da ¢oziilen Kesirli Zakharov-Kuznetsov denkleminin a = 1 i¢in
tam ¢6zlim grafigi
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L. RPSM ¢6zimi
E. Tam ¢6zim

Sekil 6.9. Ornek 6.3. da da elde edilen us(x, t) ve tam ¢ziimii karsilastirma grafigi
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Ornek 6.4. Son 6rnegimizde (2+1) boyutlu zaman kesirli coupled burger denklemini
cozelim [44]. Denklem

1
Dfu + uu, + vu, = 2 (tyx + uyy) (6.77)

F; 1
Div+uv, +vy, = E(vxx + vyy) (6.78)

seklinde ifade edilir. Verilen kesirli diferansiyel denklem sisteminin baslangi¢ kosullar

3 1
0oy 0 = 3~ L ¥ exp((R/3D (ax 1 49))) o
N 1 6.80
vyt =g 4(1 + exp((R/32)(—4x + 4y))) o
seklinde dir ve a = = 1 igin kesin goziimii ise
: 5 E ~ 1 6.81
woyt =y 4(1 + exp((R/32)(—4x + 4y — 1))) o
3 1
WP (6.82)

2"t 4(1+ exp((R/32)(—4x + 4y — 1))

olarak verilmistir. Verilen bu denklem sistemi RPSM yontemiyle ¢ozmek igin kesirli

kuvvet serisi a¢ilimi1 yapalim. Bu kuvvet serisi agilimlari

® tna’
) ’t = ) —’ .
w0 = ) fEN FrrD (6:83)
n=0
® t'l’l(l
v(x,y,t) = z gn(x,)’)m.
n=0
0<a<l1l x€l yel, 0<t<R. (6.84)

seklinde ifade edilir. Daha sonra u(x,y,t) ve v(x,y,t) igin k.kesik serisi u (x,y, t) ve

Vk(x:y’ t)’

tna

rad+a) (6.85)

RO EDWACE)
n=0
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tna

ve(x,y,t) = Z In(x, y)m,k =1,2,3, .. (6.86)
n=0

olarak ifade edilir. Daha sonra alinan denklem i¢in Res,Vve Res,, residual fonksiyonlari

1
Res,(x,y,t) = Dfu + uu, + vu, — 7 (tax + uyy) (6.87)

1
Res,(x,y,t) = DPv + uv, + vy~ (vex + vyy) (6.88)

olarak tanimlanir ve ardindan k. rezidual fonksiyonlar1 Res,, ;, Res, \

1
Resu,k = thuk + ukukx + vkuky - E(ukxx + ukyy) (689)

1
Resv,k = vak + ukvkx + vkvky - E (vkxx + vkyy) (690)

seklinde ifade edilir.

RPSM algoritmasini devam ettirmek icin Res,;, Ve Res,;, olarak ifade edilen

denklemlerde u(x,y,t) vev(x,y,t) nin k. kesik serileri yerlestirilir. Ardindan

Res, x(x,y,t) veRes,(x,y,t) mn n = 1,2,3,... i¢in kesirli tiirev formiili Dt(n_l)a

seklinde ifade edilir. Daha sonra
D MRes, 1 (x,5,0) =0, t=0 (6.91)

D YPRes,  (x,y,) =0, t=0 (6.92)
denklemleri sayesinde n = 1,2,3, ..., k i¢in f,,(x,y) ve g, (x, y) her bi adimda bulunur.

1. Adim

fi(x,y) ve g,(x,y) elde etmek i¢in u(x, y,t) ve v(x,y,t) nin 1. kesik seri agilim1

a

u(x,y,t) = f(x,y) +f1(x,y)m

(6.93)
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th

) = ) ) A . AN 194
vi(x,y, 1) = g(xy) + g1 (x y)r(1 5 (6.94)
seklinde yazilir ve bu ifadeler Res,, 1(x,y, t)ve Res, 1 (x, y, t) de yerine yazilir.
Res,,1(x,y,0) =0 (6.95)
Res,1(x,y,0) =0 (6.96)
denklemleri kullanilarak
1 (o1 (0,2) (1,0)

fity) = 5 (~RgGNF V@Y + FOD @) — RF G MO ()

+ £29(x,y)) (6.97)

L (0,1 0,2) (1,0

9:(x,y) =5 (=Rg(x, )97 (%, y) + g7 (%, y) = Rf (x, )97 (%, 7)

+ 9@ (x,y) (6.98)
elde edilir. Bu sayede 1. RPSM yaklasik ¢oziimleri
ul(XJ t) = f(x;Y)

- sa(_p (0,1) (0,2)

TR )" ( gl ) fPP(xy) + (%, y)

— Rf (x, ))f 4 (x, y)

+f2O(x, 7)) (6.99)
vl(x! t) = g(x;)’)

1
— (P - (0,1) 0,2)

TRrGER ( 9 y)g™ (6 y) + g7 (x,y)

— Rf (%, )9 (x,y)

+ g@0)(x, y)) (6.100)

seklinde bulunur.
2. Adim

fo(x,y) ve g,(x,y) elde etmek i¢in u(x,y,t) ve v(x,y,t) nin 2. kesik seri agilim1
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a 2a

u (%, y,t) = f(x,y) +f1(x,y)ﬁ+fz(x,y)m (6.101)
th t28
v (%, y,t) = g(x,¥) +gl(x,y)r(1—+ﬁ)+gz(x,y)m (6.102)

olacak sekilde ifade edilir. 2. rezidual fonksiyonlar1 Res, ,(x,y,t) ve Res,,(x,y,t) de

bu ifadeler yerine yazilir ve her ikisinde de esitligin her iki tarafi D# uygulanip

DfResy, ,(x,y,t) (6.103)
ve
DPRes, ,(x,v,t) (6.104)

ifadeleri bulunur. Elde edilen ifadelerde t = 0 yazilir ve
DfRes, »(x,y,0) =0 (6.105)
DPRes,,(x,y,0) = 0 (6.106)

denklemleri ¢oziillirse

1
o y) =2 (CRgCNAV ) + AP 09 = RAG@ (0, y)
~RFGNAMY ) + %0 y) (6.107)

ve

1
92(t,y) = = (—Rgs (x, )9OV (x,y) — Rg(x, )9OV (x,¥) + 9, P (x,y)

— Rf (6, %)9: V(% y) + 9. %V (x, y) (6.108)
w3, 0) = f) + L0
1
tara et (FRIG DA @y + AP y)
—RAC VYO, y) — RF e YV (x,y)
+ %00, y)) (6.109)
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ve

tf g.(x,y)
vl =9GN+ Ty
1
- = t2B(_—R (0,1 — Rg(x, ©1)(y,
T Rra+2p) ( 91(x, )9 (x,y) = Rg(x,¥) 9. > (x, )
+9:P(x,y) = RF (£, ): 40 (x,3) + 9,29 (x,)) (6.110)

ifadeleri elde edilir.
3. Adim

Denklem sisteminin yaklasik ¢6ziimiinii elde etmek i¢in u(x,y,t) ve v(x,y,t) nin 3.

kesik seri agilimi olan

u3(x!yr t) = f(x,y) +f1(xiy)ﬁ+f2(x’y)m
t3a
+f3(x'y)m (6.111)
ve
th t2#
v3(x,y,t) = g(x,y) + 91(X;Y)N1—W + gz@%’)m
t3F
+ g3(x’y)1“(T3/3) (6.112)

seklinde ifade edilir. Bu ifadeler Res, 3(x,y,t) ve Res,s(x,y,t) de yerine yazilip ve

her ikisinde de denklemin her iki tarafina D% ve th g uygulanip

D%Resy 5(x,y,0) =0 (6.113)
ve

D Res, ,(x,,0) = 0 (6.114)

denklemleri ¢oziildiigiinde
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1
o) = prer ey (CRIC T+ @£, () + T+ @)%, (1 y)
— RT(1 + )2 f,(x,)f W0 (x,y) = RT(L + 2)f, (6, 1) ;0 (%, )
— RFGYT(1+ @2, y) + T+ 0?7 () (6.115)
ve
93(x,y)

(=RI'(1 + 2B)g1(%,¥) 9.V (x,¥) — Rg(x, yI)I (1 + B)2g, OV (x, ) +

_ RF I+ B)2g"0 () + I'(1+ B9,V (x,¥)) (6.116)

(R (1 + B)*(1+ g0V (x,y))

t*filx,y)  t**fo(x,y)
rl4+a) TA+2a)

1
T RIA + 02T + 30)

+T(1+ )2, 2 (x,y) — RT(1 + )£, (x, ) f O (x, y)
— RT(1 + 2a) f, (6, WA, 3) = RF (6, )T (L + )2, (x, )
+T(1+ a)zfz(z’o)(x, y)) (6.117)

u3(x'yr t) = f(x,y) +

£ (~Rg (e, y)I(1 + @),V (x,y)

ve

vs(x:y’ t)
tﬂgl(xﬂy) + tzﬁgZ(x'y)
ra+p) r'(1+2p)

(63 (=R (1 + 2B) g1(x, )9V (x, ) — Rg(x, )T (1 + B)2 g,V (x, y)
LA+ B2, P, MRF e, YT (L + B)%g, V0 (x,¥) + (1 + B2 9,4 (x, )
(RC(L+ B)2r(1+38)(1 + g0V (x,¥))

=g(x,y) +

(6.118)

ifadeleri elde edilir.

56



Tablo 6.4. Ornek 6.4 de elde edilen u(x,y.t) degetlerinina =1, f =1, y =1,
R =100 ve t = 0.1 i¢in sayisal ¢oziimlerinin karsilagtirilmasi

X u, (x, y,t) u, (x,y,t) uz(x,y,t) TAM COZUM MUTLAK HATA
0.1 | 0.749995732 0.749995573 0.749995556 0.749995555 1.380585201x10°
0.2 | 0.749985103 0.749984549 0.749984492 0.749984487 4.847085843x107°
0.3 | 0.749948015 0.749946082 0.749945881 0.749945863 1.726334686x10°
0.4 | 0.749818643 0.749811910 0.749811213 0.749811148 6.445109124x10°®
0.5 | 0.749368080 0.749344741 0.749342357 0.749811148 2.756019520x 10"

Tablo 6.5. Ornek 6.4. de elde edilen v(x, y.t) degetlerinina =1, =1, y =1,
R = 100 ve t = 0.1 i¢in sayisal ¢oziimlerinin karsilagtirilmasi

X v, (x,y,t) v,(x,y,t) v3(x,y,t) TAM COZUM MUTLAK HATA
0.1 | 0.750004267 | 0.750004426 0.750004443 0.750004444 1.380128122x10"
0.2 | 0.750014896 | 0.750015450 0.750015507 0.750015512 4.841521072x10°
0.3 | 0.750051984 | 0.750053917 0.750054118 0.750054136 1.719569731x10°®
0.4 | 0.750181356 | 0.750188089 0.75188787 0.750188851 6.363299287x107
0.5 | 0.750631919 | 0.750655258 0.750657652 0.750657918 2.658903179x 10"
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Sekil 6.10. Ornek 6.4. da elde edilen uz(x,t)’nin @ = 1 igin grafigi

Sekil 6.11. Ornek 6.4. da ¢oziilen (2+1) boyutlu zaman kesirli coupled burger
denkleminin @ = 1 i¢in tam ¢6zlim grafigi
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L. RPSM ¢6zimi
3 Ll Tam ¢6ziim

Sekil 6.12. Ornek 6.4. de elde edilen u3(x, t) ve tam ¢dziim karsilastirma grafigi
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= 1 i¢in grafigi

(x,t)’nin a

Sekil 6.13. Ornek 6.4. da elde edilen v,

L. RPSM ¢6zimi
Ll Tam ¢6zim

v3(x, t) ve tam ¢oziimii karsilagtirma grafigi

Sekil 6.14. Ornek 6.4. de elde edilen
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TARTISMA, SONUC VE ONERILER

Bu calismada lineer ve non-lineer kesirli kismi diferansiyel denklem tiplerinin Rezidual
Kuvvet Serisi Metodu yardimiyla yaklagik c¢oziimleri elde edilmistir. Bulunan bu
¢Oziimler tam ¢Ozliim ile elde edilen sonuglarla karsilastirilmis ve elde edilen sonuglarin
oldukca yakin oldugu gosterilmistir. Bu durum ise s6z konusu metodun daha bir¢ok
tirdeki  kesirli  diferansiyel denklem ve denklem sistemlerine basariyla

uygulanabilecegini gdstermektedir.
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