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OZET

Alt1 béltimden olusan bu tez ¢aligmasinda, fonksiyon uzaylar iizerinde yeni topolojiler
elde edilmis ve bu topolojilerin bazi topolojik 6zellikleri incelenmistir.

Calismanin ilk bolimunde, fonksiyon uzaylarinin tarihsel gelisimi hakkinda bilgi
verilmistir. Ikinci boliimde, gerekli temel tanim ve teoremler sunulmustur. Uglnci
bolimde, kompakthigin zayif formlar1 ile elde edilen topolojiler tanimlanmis ve
aralarindaki kiyaslamalar incelenmistir. Dordlincu bolimde, bir 6nceki bolumde elde
edilen topolojilerin ayrintili karsilastirtlmasi yapilmistir. Besinci boliimde, {iglincii
bolimde elde edilen topolojilerin  metriklenebilirlik, tam metriklenebilirlik ve
sayilabilirlik 6zellikleri gibi topolojik Ozellikleri ayrintili olarak ele alinmstir.

Calismanin son boliminde, sonuglar ve 6neriler verilmistir.
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ABSTRACT

In this thesis, which consists of six chapters, some new topologies have been obtained on
function spaces and some topological properties of these topologies are examined.

In the first part of the study, information is given about the historical development of
function spaces. In the second part, the necessary basic definitions and theorems are
presented. In the third part, topologies obtained by weak forms of compactness are
defined and comparisons between themselves are examined. In the fourth part, a detailed
comparison of the topologies obtained in the previous section was made. In the fifth part,
the topological properties of the topologies obtained in the third section such as
metrizability, complete metrizability and countability are obtained in detail. In the last
part of the study, results and recommendations are given.
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SIMGELER VE KISALTMALAR LISTESI

O Ispatm sonu

@ Topolojik toplam

If [—1,1] kapal1 aralig1

]l Norm

(x) Dizi

B,i(x, &) x merkezli € yar1 ¢apl agik yuvar

fla f fonksiyonunun A ya kisitlanisi

fo Sabit sifir fonksiyonu

XY X kimesinden Y kiimesine tanimli tim fonksiyonlarin kiimesi
cC(X,Y) X topolojik uzaymdan Y topolojik uzayma tanimli tim sorekli

fonksiyonlarin kiimesi

c(X) X topolojik uzayi iizerinde tanimli reel degerli siirekli fonksiyonlarin
kiimesi
c'(X) X topolojik uzayi tizerinde tanimli reel degerli sinirhi ve siirekli

fonksiyonlarin kiimesi

QC(X,)Y) X topolojik uzayindan Y topolojik uzayna tanimli tim g-sturekli
fonksiyonlarin kiimesi

Gs X topolojik uzayinda sayilabilir sayida ag¢ik kiimenin kesisimi olarak
yazilabilen kiimeler

F, X topolojik uzayinda sayilabilir sayida kapali kiimenin birlesimi

olarak yazilabilen kiimeler

F(X) X topolojik uzayinin sonlu alt kiimelerinin sinifi

K(X) X topolojik uzayinin kompakt alt kiimelerinin sinifi
QK(X) X topolojik uzaymin yari kompakt alt kiimelerinin sinifi
CK(X) X topolojik uzayinin clp-kompakt alt kiimelerinin sinifi
C,(X,)Y) C(X,Y) uzerindeki nokta-acik topoloji

C.(X,Y) C(X,Y) Uzerindeki kompakt-agik topoloji

C,(X,)Y) C(X,Y) tlizerindeki yar1 kompakt-agik topoloji
Cop(X,Y) C(X,Y) uzerindeki clp-kompakt-acik topoloji

c.(X,Y) C(X,Y) Uzerindeki diizgun topoloji
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C,(XY) C(X,Y) Uzerindeki ortt topoloji
C,(X,)Y) C(X,Y) tzerindeki graf topoloji
Bx(f,€) C,(X,Y) uzayindaki agik kiime



1. BOLUM
GIRIS

On dokuzuncu yiizyilin basinda fonksiyon kavrami agik bir sekilde tanimlanmis degildi.
Bununla birlikte, reel degerli fonksiyonlar dizisinin noktasal yakinsaklik fikri mevcuttu.
Ancak yakinsak seri ve siirekli fonksiyon kavramlar1 Bolzano (1781-1848) ve Cauchy (1789-
1857) tarafindan tam olarak tanimlanana kadar fonksiyon dizilerinin diizgiin yakinsaklig
hayal bile edilemezdi. Onlardan Once, serilerin yakinsak ve iraksakligina bakmadan
kullanilmasi bir takim paradokslara ve anlasmazliklara yol agcmigsti. 1817’°deki yayininda,
Bolzano, bir dizinin yakinsamasi icin gereken kosullar hakkinda bir goriise sahipti. 1821°de
yakinsak fonksiyon serilerinin limitini ve siirekli fonksiyon serilerinin terim uyumunu
incelerken, Cauchy bazi yanlis adimlar atti ve diizgiin yakinsaklik ihtiyacin1 goz ardi etti.
Neyse ki kisa bir siire sonra, Abel’in (1802-1829) uyarisiyla Cauchy hatalarinin farkina
vardi. 1826 tarihli makalesinde Abel, diizgiin yakinsak siirekli fonksiyon serilerinin toplama,
yakinsama araliginda siirekli olduguna dair bir kanit verdi. Fakat fonksiyon serilerinin
diizgiin yakinsakligini incelememisti. Aslinda, Weierstrass (1815-1897), 1842 gibi erken bir
zamanda diizgiin yakinsaklik fikrine sahipti. Ancak diizgiin yakinsaklik ile ilgili ¢caligmalari

ilk olarak 1894’te yayinlandi.

Ascoli [1], Arzela [2] ve Hadamard’in [3] on dokuzuncu yiizyilin son yirmi yilindaki
calismalari, fonksiyon uzaylar iizerindeki ¢alismalarin baglangici olarak gosterilir. Basitce

sOylersek, noktalarin fonksiyon oldugu topolojik uzaya, fonksiyon uzay1 denir.

Fonksiyonlar iizerinde ¢alismalara yirminci yiizyilda devam edildi ve reel degerli fonksiyon
teorisi olarak bilinen yeni bir matematik dali ortaya cikti. Ayrica, simdi topoloji adi
verilen yeni bir geometri dali belirginlesti. [4, Sayfa 162] de “Modern matematigin diger
bircok dalinda oldugu gibi topolojinin yaraticisi olarak goriilmesi gereken Riemann’dir.
Topolojik uzay kavramim formiile etmeye calisan ilk kisiydi.” vurgusu vardir. Ancak
Weierstrass “mo-dern analizin babasi” olarak kabul edilir. 1913-1914°te Hausdorff, bugiin

genel topoloji olarak bilinen konuyu gelistirmeye bagladi.

Yukarida bahsedilen gercekler 1s18inda, bir topolojik uzaydan bir digerine tanimli tiim
fonksiyonlarin kiimesi iizerinde topoloji tanimlanmasi fikrinin, fonksiyon dizilerinin

noktasal ve diizgiin yakinsaklik kavramlarindan ortaya ¢iktigfim1i soylemek abarti olmaz.
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Noktasal yakinsaklik topolojisi (nokta-agik topoloji) noktasal yakinsak fonksiyon dizisi
kavramindan kaynaklanirken, diizgiin yakinsaklik topolojisi (diizgiin topoloji), diizgiin bir
yakinsak fonksiyon dizisi kavramindan kaynaklanmir. Noktasal yakinsaklik ve diizgiin
yakinsaklik topolojileri, genel topolojinin ilk yillarinda calisilan ilk iki fonksiyon uzay
topolojileridir.  Supremum metrik topolojisi (diizgiin yakinsaklik topolojisi) ilk olarak
1906°da Fréchet [5] tarafindan calisilmistir. Noktasal ve diizgiin yakinsaklik kavramlart ve
bu kavramlarin diizgiin yapilar agik bir sekilde Tukey [6] tarafindan verilmistir. Fonksiyon
uzaylar tizerinde topoloji calismalari tutarli bir sekilde 1935 yilinda Tychonoff [7] ile
basladi ve YX iizerindeki carpim topolojisinin noktasal yakinsaklik topolojisi olduguna dikkat
cekti. Kompakt-acik topoloji ilk olarak 1945 yilinda Fox [8] tarafindan tanimlanmis, Arens
ve Dugundji [9, 10] tarafindan gelistirilmistir. Kompakt-agik topolojinin topolojik yonii,
Nachbin [11], Shirota [12] ve Warner [13] gibi bircok matematik¢inin onemli eseri ile
karakterize edilmistir. Jackson [14] bu topolojiyi kompakt kiimeler iizerinde diizgiin yakinsak
fonksiyon dizileri tarafindan elde etmistir. Bu yiizden kompakt-acik topoloji, kompakt
kiimeler iizerinde diizgiin yakinsaklik topolojisi olarak da bilinir. Ayrica kompakt-acik
topolojinin, diizgiin yakinsaklik topolojisine denk olabilmesi icin gerek ve yeter sartin uzayin
kompakt olmas1 gerektigini gostermistir. Kompaktlik giiclii bir kosul oldugundan bu iki
topoloji arasinda kayda deger bir arastirma alami vardir. Son elli y1l icinde bu iki topoloji
arasinda pek ¢ok topoloji tanimlanmigstir. Bazilar1 o-kompakt agik [15], sozde kompakt-acik
(Pseudocompact-open) [16], C-kompakt agik [17], sinirli agik [18] ve acik-agik topoloji [19]
seklinde siralanabilir. Altmish yillardan bu yana, fonksiyon uzay1 arastirmacilarinin sayisi
hizl1 bir sekilde artmistir. Bu durum hepsi hakkinda bilgi edinmemizi zorlastirmaktadir.
Bununla birlikte, A. V. Arhangelskii [20,21], D. J. Lutzer [22], R. A. McCoy [23,25] ve E.
A. Micheal [28], fonksiyon uzaylarinin topolojik davraniginin anlasilmasina biiyiik katkida

bulunmuglardir.

1948°de Hewitt [24], X topolojik uzayi iizerinde tamimh tiim reel degerli siirekli fonksi-
yonlarin kiimesi C(X) tizerinde m-topolojisini tanimladi.  m-topoloji ayni zamanda
literatiirde ince topoloji (fine topology), Whitney topolojisi veya Morse topolojisi olarak
da adlandirlmistir. Ancak topologlarin ¢cogu, genellikle buna ince topoloji demeyi tercih
ederler. 1991 tarihli makalesinde Van Douwen, m-topolojisini, diizgiin topolojinin dogal
bir genellemesi olarak adlandirmistir [29]. Nokta-acik ve kompakt-agik topolojiler diizgiin

topolojiden daha zayifken; ince topoloji, diizgiin topolojiden daha gii¢liidiir. Bu nedenle,
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C(X) tizerinde diizgiin topolojiden daha giiclii bagka dogal topolojiler bulmaya ¢alismak
olduk¢a dogaldir. C(X) iizerindeki graf topolojisi de boyledir. 1964 yilinda Naimpally,
doktora tezinde graf topolojisi ad1 verilen yeni bir fonksiyon uzay topolojisi tanimlamistir

[30]. Naimpally’nin graf topolojisi iizerindeki tanitim ¢alismasi da [31] de yayinlanmusgtir.

Bu calismanin amaci, X topolojik uzaydan Y topolojik uzayma tanimli tiim siirekli
fonksiyonlarin kiimesi olan C(X,Y) iizerinde tanimlanan topolojileri topolojik olarak
incelemektir. Agirlikli olarak metriklenebilirlik, tam metriklenebilirlik ve sayilabilirlik

ozellikleri iizerinde yogunlasacagiz.
Calismanin ilk boliimiinde, fonksiyon uzaylarinin tarihsel gelisimi hakkinda bilgi verildi.

Ikinci boliimde, calisma boyunca kullanilacak bazi kavramlarin tamimlarr ve ozellikleri

verildi.

Uciincii boliimde, oncelikle kiime-acik topolojiler, diizgiin topolojiler, ortii topolojiler
ve graf topolojiler gibi C(X,Y) kiimesi iizerinde tanmimlanan gesitli fonksiyon uzaylari
topolojilerinin tanimlar: verildi. Daha sonra, yar1 kompakt ve clp-kompakt gibi kompaktligin
bazi zayif formlari ile bu topolojilerin bazi genellemeleri verildi. Bu uzaylar ile ilgili iligkileri

gostermek icin bazi 6rnekler verilmisgtir.
Dordiincii boliimde, tanimlanan tiim topolojilerin karsilagtirilmasi verildi.

Besinci boliimde, liclincii bolimde tanimlanan yar1 kompakt-acik topoloji ve clp-
kompakt-agik topolojilerin metriklenebilirlik ve tam metriklenebilirlik 6zellikleri ele alinda.
Sonrasinda bu topolojilerin sayilabilirlik 6zellikleri incelendi. Benzer sonuglar diger

topolojiler i¢in de elde edildi.



2. BOLUM
TEMEL BIiLGILER

Bu boliimde tezde kullanilan temel tanim ve teoremler verildi.
2.1 Temel Tanim ve Teoremler

Herhangi bir karigikliga neden olmadig siirece (X, T) topolojik uzayini, X uzay1 olarak ifade

edecegiz.

X kiimesinden Y kiimesine tanimli tiim fonksiyonlarin kiimesini YX, X uzayindan Y uzayina
tanimli tiim siirekli fonksiyonlarin kiimesini ise C(X,Y) ile gosterece8iz. Eger Y = R olarak
alirsak C(X,R) yerine C(X) gosterimini kullanacagiz. Aksi belirtilmedik¢e R iizerinde

standart (alisilmig) topoloji ile ele alinacaktir.

Tanim 2.1.1 Herhangi X uzayinda sayilabilir sayida acik kiimenin kesisimi olarak
yazilabilen kiimelere G s-kiime, sayilabilir sayida kapali kiimenin birlesimi olarak yazilabilen

kiimelere F5-kiime denir.

Bir Gg-kiimenin tiimleyeninin Fgs-kiime, bir Fs-kiimenin tiimleyeninin de Gg-kiime oldugu

kolayca gortilebilir.

Tanim 2.1.2 X herhangi topolojik uzay olmak iizere,

a) X uzaymda A = {x € X : f(x) =0} olacak bi¢imde reel degerli siirekli f fonksiyonu varsa A
kiimesine sifir kiime (zero set) denir. Sifir kiimenin tiimleyenine tiimleyeni sifir kiime (cozero

set) denir.

b) X uzayinda hem acik hem de kapal1 olan bir kiimeye kapagik kiime (clopen set) denir.

Yukarida verilen tanimlart dikkate alirsak her kapagik kiimenin tiimleyeni sifir kiime, her

tiimleyeni sifir kiimenin de agik kiime oldugu acik¢a goriiliir.

Tanim 2.1.3 a) Bir topolojik uzayin farkl iki elemaninin ayrik agik komsuluklart varsa, bu

uzaya T>-uzay1 veya Hausdorff uzay denir.

b) Herhangi farkli x,y € X i¢in f(x) =0 ve f(y) = 1 (denk olarak f(x) # f(y)) olacak sekilde

bir f : X — [0, 1] siirekli fonksiyonu varsa X uzayma tam Hausdorff uzay denir.
4



¢) Bir topolojik uzaym her eleman: ve bu eleman igcermeyen her kapali kiime i¢in onlarin

ayrik acik komsuluklar: varsa bu uzaya regiiler uzay denir.

d) Her kapal1 F kiimesi ve her x ¢ F i¢in f(x) =0 ve f(F) = 1 olacak sekilde bir f: X — [0, 1]

stirekli fonksiyonu varsa X uzayina tam regiiler uzay denir.

e) Bir topolojik uzayin her iki ayrik kapali alt kiimelerinin ayrik acik komsuluklar1 varsa, bu

uzaya normal uzay1 denir.

f) Normal ve her kapali kiimesi Gg-kiime olan X uzayina tamamen normal uzay denir.

tam Hausdorff uzay, tam regiiler uzay ile Hausdorff uzay arasinda yer alir. Yani tam regiiler

uzay tam Hausdorff, tam Hausdorff uzay da Hausdorff uzaydir.

Onerme 2.1.4 Tamamen normal bir uzayda her acik kiime tiimleyeni sifir kiimedir

[32, Teorem 1.5.19].
Tanim 2.1.5 Regiiler X uzaymin bostan farkli alt kiimelerinin bir ailesi .7 olmak iizere,

a) Her x € X ve x in her acik U komgulugu i¢in, x € F C U olacak sekilde F € .% varsa .#

ailesine ag (network) denir [33].

b) X in her kompakt K alt kiimesi ve K C U olacak sekilde her acik U alt kiimesi icin,
K C F CU olacak sekilde F € .% varsa .# ailesine k-ag (k-network) denir [28].

¢) X uzaymda .# bir ag olmak iizere, x in her a¢ik U komgulugu ve A C X nin yi8ilma
noktasi x i¢in F C U ve F NA kiimesi sonsuz olacak sekilde F' € .% varsa .# ailesine Pytkeev

ag (Pytkeev network) denir [34].

Tanim 2.1.6 a) Sayilabilir bir aga sahip uzaya kozmik uzay denir [33].
b) Sayilabilir bir k-aga sahip uzaya X-uzay denir [28].

¢) Sayilabilir bir Pytkeev aga sahip uzaya Po-uzay denir [34].

Teorem 2.1.7 Herhangi Bp-uzay Xg-uzaydir [34], Xp-uzay kozmik uzaydir, [28] kozmik
uzay ayrilabilir uzaydir [10].



Teorem 2.1.8 Herhangi bir metrik uzayin, ikinci sayilabilir, Xg-uzay, kozmik uzay olma

Ozellikleri bir birine denktir [23].

Tamm 2.1.9 X topolojik uzaymin bir alt kiimesi A ve X in acik alt kiimelerin bir ailesi &
olmak iizere ¢ daki kiimelerin birlesimi A kiimesini iceriyorsa & kolleksiyonuna A
kiimesinin agik ortiisii denir. & kolleksiyonu A kiimesininin agik ortiisii olmak iizere o,

A kiimesini ortecek sekilde &' nun alt kolleksiyonu ise 74 ye ¢ nun alt ortiisii denir.

Tanim 2.1.10 Bir topolojik uzayn her acik ortiisiiniin bir sayilabilir alt ortiisii varsa bu uzaya

Lindel6f uzay1 denir.

Simdi zayif acik kiime bigimleri ile tanimlanan kompaktlik tanimlarini verelim.

Tanim 2.1.11 X herhangi topolojik uzay olmak iizere,
a) X uzayinin her acik Ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa, X uzayina kompakt uzay denir.

b) X uzayinin her tiimleyeni sifir kiime Ortiisiiniin sonlu bir alt Ortiisii varsa, X uzayina yar1

kompakt uzay (quasicompact space) denir [35].

¢) Her f € C(X) i¢in f(X) kiimesi R nin sinirl bir alt kiimesi ise X uzayina sozde kompakt

uzay (pseudocompact space) denir.

d) X uzayinin her kapagik ortiisliniin sonlu bir alt ortiisii varsa, X uzayina clp-kompakt uzay

(clp-compact space) denir [36].

Gelecek boliimlerde kullanim kolaylig1 icin yukarida tanimladigimiz kompaktlik tanimlarinin

siniflarim asagidaki sekilde gosterecegiz.

=

F(X) X uzaymn sonlu alt kiimelerinin sinifi,
(X)

X uzayimin kompakt alt kiimelerinin sinifi,

()

K(X) X uzaymn yar1 kompakt alt kiimelerinin sinifi,

CK(X) X uzaymin clp-kompakt alt kiimelerinin sinifi.

Onerme 2.1.12 Her kompakt uzay, yar1 kompakt; her yari kompakt uzay, sézde kompakt ve
her s6zde kompakt uzay, clp-kompakttir (bkz. [35], [37] ve [36]).

Simdi bu uzaylar i¢in bazi sonuglar verelim.
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Onerme 2.1.13 Herhangi clp-kompakt kiimenin kapanist da clp-kompakttir.

Ispat: A, X uzaymin bir clp-kompakt alt kiimesi olsun. {C;:i € I} simfi A nin bir kapacik
ortiisii olsun; yani A C U;c;C;. Buradan {C;i : i € I} smifi A nin bir kapacik Ortiistidiir. A
kiimesi clp-kompakt oldugundan, A C U?_,C; olacak bigimde {C; : i € {1,2,..,n}} sonlu alt
ortiisii vardir. Herkangi kapagik kiimenin kapanis1 yine kendisi olacagindan, A C U7 ,C;
ifadesinin her iki tarafinin kapanisini alirsak A C U, C; elde edilir. Bu ise A kiimesinin

clp-kompakt oldugunu gosterir. 0

Sonug 2.1.14 Herhangi yar1 kompakt kiimenin kapanig1 yar1 kompakttir.

Ispat: Her yar1 kompakt kiime clp-kompakt oldugundan agiktir. 0J

Teorem 2.1.15 Tamamen normal yar1 kompakt bir uzay kompakttir.

Ispat: Onerme 2.1.4 den tamamen normal bir uzayda her agik kiimenin tiimleyeni sifir kiime

oldugunu biliyoruz. O halde tamamen normal yar1 kompakt bir uzay kompakttir. 0

Tanmim 2.1.16 X uzay1 kapacik kiimelerden olusan bir baza sahip ise X uzayina sifir boyutlu

uzay denir.
Teorem 2.1.17 Sifir boyutlu clp-kompakt bir uzay kompakttir. [36, Onerme 1.12]

Tanim 2.1.18 (X,d) metrik uzaymnda x € X noktasina belli bir uzakliktaki noktalarin

olusturdugu kiime,

By(x,&) ={y€ X :d(x,y) <€}
ile gosterilir ve bu kiimeye x merkezli € yar1 ¢capli agik yuvar adi verilir.

Tanmm 2.1.19 (X,d) bir metrik uzay ve (x,), X de bir dizi olsun. x € X olmak iizere her
€ > 0 sayisina kargilik n > ng oldugunda d(x,,x) < € olacak sekilde € na bagh pozitif en az
bir ny tam sayisi bulunabiliyorsa (x,) dizisi x noktasina yakinsar denir ve bu durum n — oo

iken x,, — x biciminde gosterilir.

Teorem 2.1.20 Metrik uzayda limit varsa tektir [32].



Teorem 2.1.21 Bir (x;) dizisinin x noktasina yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sart d(x,,x) —

0 olmasidir [32].

Tanim 2.1.22 (X,d) bir metrik uzayinda her € > 0 a karsilik n, m > ng oldugunda d (x,,x,,) <
€ olacak sekilde € na baglh pozitif en az bir ny tam sayis1 bulunabiliyorsa (x,) dizisine Cauchy

dizisi denir.
Teorem 2.1.23 Yakinsak her dizi Cauchy dizisidir [32].
Tanmim 2.1.24 Her Cauchy dizisinin yakinsak oldugu metrik uzaya tam metrik uzay denir.

Tanim 2.1.25 X metrik uzaymdaki acik yuvarlarin siifi, X {izerindeki bir topoloji icin
bazdir. Yani her metrik uzay bir topolojik uzaydir. Metrik tarafindan iiretilen bu
topolojiye metrik topoloji denir. Ayrica biliyoruz ki d(x,y) = ||x — y|| bigiminde tanimlanan
metrige norm metrigi ve bu metrik tarafindan iiretilen topolojiye norm topolojisi denir.

Dolayisiyla her normlu uzay bir topolojik uzaydir.

Tanim 2.1.26 X bir topolojik uzay olmak iizere X iizerindeki topolojiyi iireten X iizerinde
bir metrik varsa, X uzayina metriklenebilir denir. X iizerindeki topolojiyi iireten metrik tam

ise X uzayina tam metriklenebilir denir.
Tanim 2.1.27 X ve Y iki topolojik uzay olmak iizere, f : X — Y bir fonksiyon olsun.

a) X uzayindan Y deki alt f(X) uzayina bir homeomorfizma mevcut ise X uzay1 Y uzayi icine

gomiiliir ve f fonksiyonuna da gomme fonksiyonu denir.

b) Her x € A C X i¢in f|a(x) = f(x) bi¢iminde tanimli f|4 : A — Y fonksiyonuna f nin A

ya kisitlanig1 denir.

¢)AC X ve f:A—Y fonksiyonu i¢in F|4 = f olacak bi¢imde F : X — Y fonksiyonuna

varsa F fonksiyonuna f nin X e genislemesi denir.

d) Her x € X i¢in fy(x) = 0 bigiminde tanimli f : X — R fonksiyonuna sabit sifir fonksiyonu

denir.

Tanim 2.1.28 X topolojik uzayindan bir metrik uzaya siirekli, bire-bir ve i¢ine bir fonksiyon
varsa X uzaymna altmetriklenebilir denir. Yani X uzay: bir metrik uzaya gomiilebilir ise X

uzayina altmetriklenebilir denir.



Tanim 2.1.29 X bostan farkli bir kiime olmak iizere X X X in A = {(x,x) : x € X} alt

kiimesine X in kosegeni denir.
Tanim 2.1.30 X in A kosegeni Gs-kiime ise X uzayina Gg-kosegene sahiptir denir.

Tamm 2.1.31 f : X?> — R siirekli fonksionu icin A = f~1(0) ise X uzayma sifir kiime

kosegene sahiptir denir.

Onerme 2.1.32 X uzay altmetriklenebilir ise sifir kiime kosegene sahip, sifir kiime kosegene

sahip ise Gg-kosegene sahiptir [38, s. 472].
Tanmim 2.1.33 Her noktas1 G5-kiime olan uzaya Ey-uzay denir.
Onerme 2.1.34 X uzay1 Gs-kosegene sahip ise Eo-uzaydir [33].

Onerme 2.1.35 X uzayi altmetriklenebilir ise X uzaymin her yar1 kompakt alt kiimesi G-

kiimedir.

Ispat: X uzayi altmetriklenebilir olsun. O halde metriklenebilir ¥ uzay1 i¢in bire-bir siirekli
f : X — Y fonksiyonu vardir. X uzaymin bir yar1 kompakt alt kiimesi A olmak iizere f(A)
kiimesi Y uzayinda kompakttir. Metrik uzayda her kapali kiime Gg-kiime oldugundan f(A)
kiimesi Gs-kiimedir. Buradan Y uzaymn agik G, kiimeleri i¢in f(A) = NG, olarak

yazilabilir. O halde A = N2, f ~1(G,) olacag i¢in A yar1 kompakt alt kiimesi Gg-kiimedir.[]

Onerme 2.1.36 X uzayi tam regiiler ve altmetriklenebilir ise X uzaymimn her yar1 kompakt

alt kiimesi kompakttir.

Ispat: S6zde kompakt, tam regiiler ve altmetriklenebilir bir uzay metriklenebilirdir [39,
Sonu¢ 2.7]. Ayrica yar1 kompakt bir uzay sozde kompakttir. O halde tam regiiler ve

altmetriklenebilir X uzayimin her yar1 kompakt alt kiimesi kompakttir. U



3. BOLUM
FONKSIYON UZAYLARINDA TOPOLOJILER

Bu boliimde, tez boyunca kullanacagimiz topolojiler tanimlandi ve bu topolojilerin

aralarindaki karsilastirilmasi incelendi.

7, C(X,Y) iizerinde bir topoloji olmak iizere (C(X,Y),7) topolojik uzayini yazim kolaylig
icin C;(X,Y) olarak gosterecegiz. C(X,Y) iizerindeki T ve o topolojilerini karsilastirirken

7 C o gosterimi yerine C;(X,Y) < C5(X,Y) gosterimi kullanacagiz.

X uzayimin bostan farkli alt kiimelerinin bir sinifin1 A ile gosterecegiz ve A smifin1 sonlu

birlesim islemine gore kapali oldugu kabul edilecektir. Yani, A,B € A isc AUB € A dir.
Son olarak, X uzaymin topolojisini 7(X) ile gosterecegiz.

3.1 Kiime-Acik Topolojiler

Tamim 3.1.1 A€ A veV € 7(Y) igin,

SA,V)={feCX.,Y): f(A) SV}

ve

S*(A,V)={feC(X,Y): f(A) CV}

kiimelerini tanimlayalim.

fe€S*(A,V)icin f(A) C f(A) CV oldugundan f € S(A,V) dir. Buradan §*(A,V) C S(A,V)
oldugu agitir. Ayrica A; € A ve V; € 7(Y) i¢in kolayca,

N S(ALV) = S(UL,ALY),

N S(A, V) = S(A,NL, V),

M S(AL V) © S(UL, A UL, V2)
oldugu gosterilebilir.

Onerme 3.1.2 o7 = {S(A,V):A € A veV € 7(Y)} siufi C(X,Y) iizerinde bir topoloji i¢in
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alt bazdir.

Ispat: Ay,Ay € A ve V|,V, € 7(Y) igin o7 siifinm S(A1,V)) ve S(A;,V,) kiimelerini goz
oniine alalim. S(A1 UA,,ViNV,) CS(A1,V1)NS(Az,V2) olacak bigimde S(A] UA,,ViNV,) €

o/ kiimesi bulmalyiz.
S(AJUA2, ViNV,) =S(A1,ViNV2)NS(A2,ViNV,) CS(A1L, V) NS(A2, V)

burada AjUA; € A ve ViNV; € 7(Y) oldugundan S(A; UA,,ViNV;) € of elde edilir. O halde
o/ siifi C(X,Y) iizerinde bir topoloji i¢in alt bazdur. 0

o/ smifim C(X,Y) iizerinde alt baz kabul eden topolojiler genel olarak kiime-agik topoloji

olarak ifade edilir.

Simdi A smifinin bazi 6zel durumlan igin C(X,Y) iizerinde tamimlanan kiime-agik

topolojilerin tanimlarini verelim.

Tanmm 3.1.3 A = F(X) alinirsa o/ smifim1 C(X,Y) iizerinde alt baz kabul eden topolojiye

nokta-agik topoloji (noktasal yakinsaklik topolojisi) denir ve bu uzay C,(X,Y) ile gosterilir.

Tanmm 3.14 A = K(X) alinirsa 7 siifim C(X,Y) iizerinde alt baz kabul eden topolojiye

kompakt-acik topoloji denir ve bu uzay Cy(X,Y) ile gosterilir [8].

Tamim 3.1.5 A = QK(X) alinirsa <7 siifini1 C(X,Y) iizerinde alt baz kabul eden topolojiye

yar1 kompakt-agik topoloji denir ve bu uzay C,(X,Y) ile gosterilir.

Tanmm 3.1.6 A = CK(X) alinwrsa .o/ smufin1 C(X,Y) iizerinde alt baz kabul eden topolojiye

clp-kompakt-acik topoloji denir ve bu uzay C.;,(X,Y) ile gosterilir.

Not 3.1.7 Herhangi X uzayi ve Y metrik uzay1 i¢in, A = QK (X) sinifi yerine A = {A: A € A}
sinifin1 alinirsa C(X,Y) tizerinde elde edecegimiz topoloji yine yar1 kompakt-agik topoloji
olur. Ciinkii f € C(X,Y) ve A € QK(X) i¢in f(A) yar1 kompakt kiimesi ¥ metrik uzayinda
kompakt ve dolayisiyla kapalidir. Ayrica Sonug 2.1.14 den yar1 kompakt kiimenin kapanisi

yart kompakt ve kapali olacagindan f(A) = f(A) elde edilir. Dolayisiyla A = QK(X) sinifi
ile elde edilen C,(X,Y) uzayinda (Y metrik uzay olmak sartiyla) A yar1 kompakt alt kiimesi
kapali olarak alinabilir. Bundan sonra aksi belirtilmedik¢ce A € QK (X) kiimesi kapali kabul

edilecektir.
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Bu durum clp-kompakt-acik topoloji icin gecerli degildir. Ciinkii X uzaynin bir clp-kompakt

A alt kiimesi i¢in f(A) kiimesi Y metrik uzayinda kapali olmayabilir.

Onerme 3.1.8 o/* = {S*(A,V):Ac A veV € 7(Y)} smifi C(X,Y) iizerinde bir topoloji i¢in

alt bazdir.

Ispat: Onerme 3.1.2 nin ispatina benzer olarak yapilabilir.

Tanmm 3.1.9 A = CK(X) alinirsa .7* siifin1 C(X,Y) iizerinde alt baz kabul eden topolojiye
zay1f clp-kompakt-agik topoloji denir ve bu uzay C.,+(X,Y) ile gosterilir.

Not 3.1.10 Herhangi X uzay1 ve Y metrik uzay1 i¢in, clp-kompakt-acik topoloji disinda
tanimladigimiz  kiime-acik topolojiler zayif kiime-agik topolojilerine esittir. Yani,
Cr(X,Y) = Ci(X,Y) ve Cp+(X,Y) = Cy(X,Y) dur. Ciinkii X uzaymin kompakt ya da yari
kompakt A alt kiimesi ve f € C(X,Y) i¢in, f(A) kiimesi Y metrik uzayinda kapali olacagindan

f(A) = f(A) elde edilir. Boyle bir durumda S*(A,V) = S(A,V) dir.

Teorem 3.1.11 Herhangi X ve Y uzaylari i¢in,

Cp(X,Y) < Cu(X,Y) < Cy(X,Y) < Cp(X,Y) < Cupp (X, Y).

Ispat: Onerme 2.1.12 den F(X) C K(X) C QK(X) C CK(X) oldugunu biliyoruz. O halde

) €
Tanim 3.1.1 dikkate almirsa C,(X,Y) < Gi(X,Y) < Cy(X,Y) < Cpp(X,Y) < Cope(X,Y)

oldugu kolayca goriiliir. U
Ornek 3.1.12 Tamamen normal X uzayi ve herhangi Y uzay1 icin,

Ck(XaY) :Cq(X7Y> < Cclp(X7Y>-

Coziim: Teorem 2.1.15 den tamamen normal ve yar1 kompakt bir uzayin kompakt oldugunu
biliyoruz. O halde tamamen normal X uzay1 i¢in K(X) = QK(X) olacagindan Cy(X,Y) =

C,(X,Y) dir. Ancak tamamen normal ve yar1 kompakt uzay clp-kompakt olmayabilir (bkz.
[40, Ornek 38]). Dolayistyla C;(X,Y) < C.p(X,Y) dir. O

Ornek 3.1.13 Stfir boyutlu X uzay1 ve herhangi Y uzayu igin,

Ck(X7Y) :Cq(XaY) :CClp<X7Y>'
12



Coziim: Teorem 2.1.17 den sifir boyutlu ve clp-kompakt bir uzayin kompakt oldugunu
bili-yoruz. O halde sifir boyutlu X uzay: i¢in K(X) = CK(X) olacagindan Cy(X,Y) =
Cy(X,Y)=Cyp(X,Y) dir. O

Teorem 3.1.14 X tam regiiler uzay olmak iizere Cx(X) = C,,+(X) dir ancak ve ancak X

uzayinin her kapali clp-kompakt alt kiimesi kompakttir.

Ispat: Eger X uzaymn her kapali clp-kompakt alt kiimesi kompakt ise Cx(X) = Cpyp+ (X)

olur.

Tersine, Cy(X) = C1p+ (X ), X uzayinin kapali clp-kompakt bir alt kiimesi A ve $*(A,R\{1}),
Cr(X) uzaymnda fy noktasimin bir agik komsulugu olsun. O halde fy € S(K,V) C
S*(A,R\{1}) olacak sekilde Ci(X) uzaymda S(K,V) alt baz elemam ve dolayisiyla X
uzaymin kompakt K alt kiimesi vardir. x € A\K oldugunu kabul edelim. X tam
regiiler uzay oldugundan g(x) = 1 ve g(K) = {0} olacak bi¢imde g : X — [0, 1] siirekli
fonksiyonu vardir. 0 € V oldugundan g(K) = {0} C V ve buradan g € S(K,V) olur. Ancak

1 ¢ V oldugundan g(A) = {1} € R\{1} ve buradan g ¢ S*(A,R\{1}) olur. Bu ise kabuliimiiz
ile celigir. Dolayisiyla A C K ve bu yiizden A kompakttir. U

Sonug 3.1.15 Tam regiiler X uzay: igin, Cx(X) = C,4(X) dir ancak ve ancak X uzaymnin her

kapali yar1 kompakt alt kiimesi kompakttir.

Ispat: X uzayinin her yar1 kompakt alt kiimesi clp-kompakt olacagindan Teorem 3.1.14 den

aciktir. U
Sonug¢ 3.1.16 Eger X tam regiiler ve kompakt ise

Ck(X) = Cq(X) = Cclp(X) = Cclp* (X)

Ispat: Kompakt uzaymn her kapali alt kiimesi kompakt olacagindan Teorem 3.1.14 den

Ci(X) = Cep+(X) dir. Teorem 3.1.11 den Ci(X) < Cy(X) < Cep(X) < Cpyp(X) oldugundan
Cr(X) = Cy(X) = Cpip(X) = Cep+ (X) elde edilir. O

Sonug 3.1.17 Eger X uzayi tam regiiler ve sifir boyutlu ise

Cr(X) = Cy(X) = Ce1p(X) = Corp (X).
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Ispat: Sifir boyutlu ve clp-kompakt uzay kompakt oldugundan Sonug 3.1.16 den agiktir. [
Sonug¢ 3.1.18 Eger X uzay1 sayilabilir ve regiiler ise

Ci(X) = Cy(X) = Cep(X) = Cep (X).

Ispat: Sayilabilir ve regiiler bir uzay sifir boyutlu (bkz. [32, Sonug 4.1.14]) oldugundan Sonug
3.1.17 den aciktr. U

Onerme 3.1.19 B, R icin bir alt baz olmak iizere {S(A,V): A € QK(X),V € B} smifi C,(X)

uzay1 i¢in alt bazdir.

Ispat: C4(X) uzayida herhangi f € S(A,V) i¢in f € N S(A;,V;) C S(A,V) olacak bigimde
A; € OK(X) ve V; € B oldugunu gostermemiz yeterlidir. f(A) kompakt oldugundan f(A) C
UL (zi—&,zi+ &) CUL (zi—2¢&;,2i+2¢€;) CV olacak bicimde f(A) kiimesinde z1,22, . .. ,2n
noktalari vardir. V; = (z; — 2¢€;,z; +2¢) ve A, =ANf ’l(m) alalim. Buradan
A=U! A ve fen? S(A;,V;) oldugu kolayca goriiliir. N}, S(A4;,V;) C S(U!_,A;,UL V)
C S(A,V) olacagindan {S(A,V): A € QK(X),V € B} siifi C;(X) uzay1 i¢in alt bazdir. [

Simdi siirekli fonksiyonlarin bir genellestirmesi olan g¢-siirekli fonksiyon kavramini

tanimlayalim.

Tanim 3.1.20 X ve Y herhangi iki topolojik uzay olmak iizere, X uzayinin her yar1 kompakt
A alt kiimesi i¢in f|4 kisitlama fonksiyonu siirekli ise f : X — Y fonksiyonuna g-siirekli

fonksiyon denir.

X wuzayinda Y uzayma tanimli tim g-siirekli fonksiyonlarin kiimesini QC(X,Y) ile

gosterecegiz.

Siirekli bir fonksiyonun kisitlama fonksiyonu da siirekli olacagindan her siirekli fonksiyon

g-siireklidir. Buradan C(X,Y) C QC(X,Y) oldugu goriiliir.
Tamm 3.1.21 Her g-siirekli fonksiyonun siirekli oldugu uzaya g r-uzay denir.

Onerme 3.1.22 QC(X,Y) = C(X,Y) dir ancak ve ancak X uzay1 g -uzaydir.
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Ispat: QC(X,Y) = C(X,Y) ise X iizerinde tamiml tiim reel degerli g-siirekli fonksiyonlar
stirekli olacagindan X uzay1 g r-uzaydir. Tersine X uzay1 gs-uzay ise X lizerinde taniml tiim

reel degerli g-siirekli fonksiyonlar siireklidir. O halde QC(X,Y) = C(X,Y) dir. O
Onerme 3.1.23 X uzayi tam regiiler ve altmetriklenebilir ise ¢ r-uzaydir.

Ispat: X uzay altmetriklenebilir olsun. O halde X uzayinin her yar1 kompakt A alt kiimesi i¢in
fla kisitlama fonksiyonu siireklidir. X uzay: tam regiiler ve altmetriklenebilir oldugundan
Onerme 2.1.36 dan her yar1 kompakt A alt kiimesi kompakttir. O halde f|4 nin f: X — R
genigleme fonksiyonu siireklidir [41, Teorem 1, s. 267]. Dolayisiyla X uzay1 gs-uzaydir. []

Tamim 3.1.24 A € QK(X) ve V € 1(Y) i¢in,

S(A, V) ={f€QC(X,Y): f(A) CV}

kiimesini tanimlayalim.

Onerme 3.1.25 7, = {S(A,V) : A € QK(X) ve V € ©(Y)} smfi QC(X,Y) iizerinde bir
topoloji i¢in alt bazdir.

Ispat: Onerme 3.1.2 nin ispatina benzer olarak yapilabilir. U

Tanim 3.1.26 <7, simifimt QC(X ,Y) iizerinde alt baz kabul eden topolojiye yar1 kompakt-agik

topoloji denir ve bu uzay QC,(X,Y) ile gosterilir.
Onerme 3.1.27 C,(X,Y) uzay1 OC,(X,Y) uzaymn bir alt uzayidir.
Ispat: C(X,Y) C QC(X,Y) ve QC,4(X,Y) uzaymin S(A,V) agik alt kiimesi i¢in S(A,V) =

C(X,Y) N S(A,V) olacagindan S(A,V) kiimesi C,(X,Y) uzaymn acik alt kiimesidir.
Dolayisiyla C,(X,Y) uzay1 QC,(X,Y) uzaymin bir alt uzayidur. O

Teorem 3.1.28 Yar1 kompakt X uzay1 i¢in,
0C,(X,)Y) =Cy(X,Y).
Ispat: X uzay1 yar1 kompakt ise f : X — Y g-siirekli fonksiyonu siireklidir. Dolayisiyla X

uzay1 g p-uzaydir. Onerme 3.1.22 den QC,(X,Y) = C,(X,Y) oldugu goriiliir. O
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Simdi Cy(X,Y) ve Cepp+(X,Y) uzaylari igin baz1 ayirma aksiyomlarin inceleyelim.

Tamm 3.1.29 X veY iki topolojik uzay olmak iizere ¢y : X — Y, ¢, (x) =y sabit fonksiyonunu

goz oniine alalm. Hery € Y igini: Y — C(X,Y), i(y) = ¢, fonksiyonunu tanimlayalim.

Teorem 3.1.30 X herhangi uzay ve Y uzay1 T olmak iizere, i : ¥ — C,,+(X,Y) fonksiyonu

bir gobmmedir. Ayrica Y uzay1 Hausdorff ise i(Y), Ceyp+ (X,Y) uzayinda kapalidir.

Ispat: Her y € Y igin i : Y — CypX)Y), ily) = ¢
fonksiyonu bire-bir oldugundan i fonksi-yonunun siirekli ve agik oldugunu gostermemiz
yeterlidir. Once siirekli oldugunu gésterelim. S*(A,V), Cyp+(X,Y) uzayinda temel agik

kiime olsun.

iT(SHAV) ={yeY: iy) =, €S AV)={yeY @A) =} =y} CcV}=V

oldugundan i fonksiyonu siireklidir. Buradan i(V) = i(Y)NS*({x}, V) yazilabilir. S*({x},V),
Ceip+(X,Y) uzayinda agik olacagindan i(V), i(Y) nin agik alt kiimesidir. Bu yiizden i bir

gommedir.

Y Hausdorff uzay olsun. f ¢ i(Y) ise f(x1) # f(x2) olacak bigimde farkli x; ve x
noktalar1 vardir. Y uzayr Hausdorff oldugundan f(x;) ve f(x2) noktalarinin ayrik agik V| ve
V komsuluklari vardir. Buradan & =S*({x1},V1) N S*({x2},V2), C.p+(X,Y) uzayinda agik
ve f € O oldugu goriiliir. Ayrica g € O ise Vi NV, =0igin g(x1) # g(x) olacagindan g ¢ i(Y)
dir. Bu yiizden &' C (i(Y))¢ yazilabilir. Dolayisyla i(Y), C.p+(X,Y) uzayinda kapalidir. O

Bu teoremden anlagilacag iizere Y uzay1 Cy,+ (X, Y) uzaymin bir alt uzayina homeomorftur.
Teorem 3.1.31 Herhangi X ve Y uzaylari i¢in, i : ¥ — C,(X,Y) fonksiyonu bir ggmmedir.
Ispat: Her y € Y ic¢in i : Y — C4(X,Y), i(y) = ¢, fonksiyonu bire-bir olduundan i

fonksiyonunun siirekli ve acik oldugunu gostermemiz yeterlidir. Once siirekli oldugunu

gosterelim. S(A,V), C,(X,Y) uzayinda temel acik kiime olsun.
iT1(SA,V))={yeY i) =c, eSAV)}={yeY:c(A)={y}CV}=V

oldugundan i fonksiyonu siireklidir. V, Y uzayinda acik ve x € X olsun. Buradan (V) =

i(Y)NS({x},V) yazilabilir. S({x},V), C,(X,Y) uzayinda agik olacagindan i(V'), i(Y) nin
16



acik alt kiimesidir. Bu yiizden i bir gdmmedir. U
Bu teoremden anlasilacagi iizere Y uzay1 C,(X,Y) uzayinn bir alt uzayima homeomorftur.

Teorem 3.1.32 Herhangi X uzayi igin, QC,(X,Y ) Hausdorff uzaydir ancak ve ancak Y uzay1
Hausdorff uzaydir.

Ispat: QC,4(X,Y) uzay1 Hausdorff olsun. Teorem 3.1.31 den Y uzay1 C,(X,Y) uzayimn bir

alt uzayina homeomorf ve QC,(X,Y’) uzay1 Hausdorff oldugundan Y Hausdorff uzaydir.

0C,(X,Y) uzaymin Hausdorff oldugunu gosterelim. Y Hausdorff uzay olsun. O halde
f,.8 € QCy(X,Y) ve f # g alirsak en az bir x € X igin f(x) # g(x) dir. Y Hausdorff
oldugundan f(x) € V; ve g(x) € V; olacak bi¢cimde Y uzayinda ayrik V| ve V; acik kiimeleri
vardir. Dolayisiyla, f € S({x},Vi) ve g € S({x},V») olacak bigimde QC,(X,Y) uzayinda
ayrik S({x},V1) ve S({x},V>) agik kiimeleri var oldugundan QC,(X,Y) Hausdorff uzayidur.
U

Sonuc 3.1.33 Herhangi X uzayi i¢in, C,(X,Y) Hausdorff uzaydir ancak ve ancak Y uzay:
Hausdorff uzaydir.

Ispat: Teorem 3.1.31 den Y uzayi C,(X,Y) uzaymnn bir alt uzayma homeomorf ve Cy(X,Y)

uzay1 Hausdorff oldugundan Y Hausdorff uzaydir.

Y Hausdorff uzay ise Teorem 3.1.32 den QC,(X,Y) Hausdorff uzayidir. C,(X,Y) uzay:
0C,(X,Y) uzaymin alt uzay1 oldugundan Hausdorff uzaydir. O

Sonuc 3.1.34 Herhangi X uzay1 icin, C.p,+(X,Y) Hausdorff uzaydir ancak ve ancak Y
Hausdorff uzaydir.

Ispat: Teorem 5.2.20 den Y uzayi Ce1p+(X,Y) uzaymin bir alt uzayma homeomorf ve

Ce1p*(X,Y) uzay1 Hausdorff oldugundan Y Hausdorff uzaydir.

Y Hausdorff uzay ise Sonug 5.1.16 den C,;(X,Y) uzay1 Hausdorff ve C;(X,Y) < C¢p+ (X,Y)
oldugundan C;,+(X,Y) Hausdorff uzaydar.

C,(X,Y) ve Cp(X,Y) uzaylart normal olmayabilir. Y* kiimesi iizerinde kiime-agik

topolojiler tanimlanabilir. Y, = Y olmak iizere YX kiimesi Y* = [[,cxY: biciminde
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ifadede edilebilir. Buradan ayrik X uzay1 i¢in C(X,Y) = Y olacagindan Y uzay1 normal
ise C¢1p* (X,Y) uzay1 normal olamaz. Dolayisiyla Cpp+(X,Y) ve Cy(X,Y) uzaylart her zaman

metriklenebilir degildir. Bu uzaylarin metriklenebilme sartlari besinci boliimde incelenmistir.
3.2 Diizgiin Topolojiler
Tanim 3.2.1 (Y, p) sinirh metrik uzayi, f € C(X,Y),A € A ve € > 0 i¢in,

Ba(f,€) ={8 € C(X,Y) : sup,es p(f(x),8(x)) < &}

kiimesini tanimlayalim. Kolayca gosterilebilir ki p(f,g) = sup,cx p(f(x),g(x)) fonksiyonu

C(X,Y) kiimesinde tanimli bir metriktir. Bu metrige supremum metrigi denir.
Onerme 3.2.2 (Y,p) smirl metrik uzay: ve £ > 0 icin,
'%f = {BA(fas) ‘A€ Av IS C(X,Y)}

sinifi C(X,Y) iizerinde bir topoloji i¢in bazdir.

Ispat: fi,f>» € C(X,Y) ve €1,& > 0 i¢in %y simufinin Ba(f1,€1) ve Ba(f2,€) kiimelerini
goz oniine alalim. B4 (h,5) C Ba(f1,€1) N Ba(f2,€2) olacak bicimde Ba(h,5) € %y
kiimesi bulmaliyiz. h € Ba(f1,€1) N Ba(f2,&) ise sup{p(fi(x),h(x)) : x € A} < & ve
sup{p(f2(x),h(x)) : x € A} < & dir. Buradan 81 =g —sup{p(fi(x),h(x)) : x € A} ve
& = & —sup{p(f2(x),h(x)) : x € A} icin &€ = min{e|, &} alirsak Ba(h, §) C Ba(f1,€)N
Ba( f>, &) oldugu kolayca goriiliir. O halde %y simfi C(X,Y ) iizerinde bir topoloji igin bazdir.
0

Ay smifim C(X,Y) ilizerinde baz kabul topolojiler genel olarak A iizerinde diizgiin

yakinsaklik topolojisi (A iizerinde diizgiin topoloji) olarak ifade edilir.

Simdi bu topolojinin en belirgin genellemesi olan ince topolojiyi tanimlayalim.

Bi(f,e) ={g € C(X,Y) :sup,cs p(f(x),8(x)) < €(x),e € C(X,RT)}

olmak iizere Onerme 3.2.2 den kolayca goriilecegi iizere B, ={B,(f,€):A€A,geC(X,Y)}
siifin1 C(X,Y) tizerinde bir topoloji i¢in bazdir. Bu B} sinifin1 C(X,Y) tizerinde baz kabul

topolojiye ince topoloji denir.
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Tamm 3.2.3 A = {X} alinirsa A(f) siifin1 C(X,Y) iizerinde baz kabul eden topolojiye

diizgiin yakinsaklik topolojisi denir ve bu uzay C,(X,Y) ile gosterilir.
Tamim 3.2.4 A = {X} alinirsa Z*(f) smfim C(X,Y) tizerinde baz kabul eden topolojiye

ince topoloji denir ve bu uzay Cy(X,Y) ile gosterilir [24].

(Y, p) metrik uzayinda p metrigi sinirlt degilse p ve p = min{p, 1} metrikleri Y iizerinde ayni
topolojiyi iiretirler (bkz. [42, Problem 206]). Ancak Y uzayindaki p metrigine gore C(X,Y)
tizerinde elde edilecek diizgiin yakinsaklik topolojisi farklilik gosterebilir. Bunu bir 6rnekle

gosterelim.

Ornek 3.2.5 X =Y =R ve Y lizerinde p| ve p, metriklerini asagidaki sekilde tanimlayalim;
P1(y1,y2) = min{1, |y; —ya[},

P2(y1,32) = |35 — Tty -

Bu iki metrik de Y iizerinde aligilmig topolojiyi iiretir. Fakat p; ve p, metrikleri C(X,Y)

tizerinde ayni diizgiin yakinsaklik topolojisini liretmez.

x x<n
Ja(x) =
n x>n
sekilde tanimli f, : X — Y fonksiyonlarm1 goz Oniline alalim. f:X =7

ozdeslik (birim) fonksiyonu igin Py (fn, f) = sup,cx p1(fu(x), f(x)) =1 ve pa(fu,f) =
sup,cx P2(fu(x), f(x)) = 1/(1+n) olur. Yani {f,} dizisi p, metrigine gore f fonksiyonuna
yakinsarken p; metrigine gore yakinsamaz. Dolayisiyla bu iki metrik C(X,Y) tizerinde farkli

diizgiin yakinsaklik topolojisi iiretir. 0

Eger buradaki Y metrik uzay1 kompakt alinirsa, Y lizerinde p; ve p, metrikleri sinirl ve denk
olacaktir. Dolayistyla kompakt metrik ¥ uzayindaki p metrigine gore C(X,Y) iizerinde elde
edilecek diizgiin yakinsaklik topolojisi farklilik géstermez. Asagida bu durumun genel hali

verilmistir.

Teorem 3.2.6 S6zde kompakt X uzayr ve Y metrik uzay:r igin, C(X,Y) iizerinde elde
edilecek diizgiin yakinsaklik topolojisi, Y uzayindaki p metriginin se¢iminden bagimsizdir

[25, Teorem 1.5].
19



Sonug 3.2.7 Sozde kompakt X uzay1 ve Y metrik uzay: i¢in, C(X,Y) tizerinde elde edilecek

ince topoloji, Y uzaymdaki p metriginin se¢iminden bagimsizdir [25, Sonug 1.2].

Burada verilen metrigi norma indirgersek Tanim 3.2.1 asagidaki sekilde ifade edilir.
Tamim 3.2.8 f € C(X) ve A € A i¢in,

1£1lx = sup{lf(x)| : x € A}

yart normunu tanimlayalim. Bu norma supremum normu denir. Bu yar1 norm, supremum

metrigini tiretir. O halde B4 (f, €) kiimesini
Bu(f.€) ={g€C(X):|If—glls <&}
seklinde ifade edebiliriz. Burada dikkat edilirse p(f,g) = || f — gl| 4 dir.

Tamim 3.2.9 A = K(X) alinirsa Z(f) simfin1 C(X,Y) iizerinde baz kabul eden topolojiye

K (X) iizerinde diizgiin yakinsaklik topolojisi denir ve bu uzay Cy ,(X,Y) ile gosterilir.

Tamim 3.2.10 A = QK (X) alinirsa Z(f) smifin1 C(X,Y) iizerinde baz kabul eden topolojiye
QK (X) tizerinde diizgiin yakinsaklik topolojisi denir ve bu uzay C, ,(X,Y) ile gosterilir.

Tanim 3.2.11 A = CK(X) alinirsa Z(f) siufin1 C(X,Y) tizerinde baz kabul eden topolojiye

CK(X) iizerinde diizgiin yakinsaklik topolojisi denir ve bu uzay Cp, ,(X,Y) ile gosterilir.

Bu diizgiin topolojileri kargilastirabiliriz.
Teorem 3.2.12 Herhangi X uzay1 ve Y metrik uzayi i¢in,

Ck,u(XaY) < Cq,u(XaY) < Cclp,u(ny) < Cu(va)-

Ispat: Tanim 3.2.1 ve K(X) C QK(X) C CK(X) C P(X) simflar1 gbz 6niine alinirsa kolayca

gorliir. (]

Teorem 3.2.13 Herhangi X uzay:1 ve Y metrik uzayi icin, C,(X,Y) uzay1 metriklenebilirdir
[25, Sonug 2.1].
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3.3  Ortii Topolojiler

Tanim 3.3.1 Y uzayinin herhangi bir agik ortiisii &’ olmak iizere,
O(f)={geC(X,Y):VxeX,J0 € 0 > f(x),g(x) € O}
kiimesini tanimlayalim.

Onerme 3.3.2 Y uzaymin herhangi bir acik ortiisii & olmak iizere,
O(f)={0(f):0€ 0, feCX,Y)}

sinifi C(X,Y) iizerinde bir topoloji i¢in alt bazdir.

Ispat: f1,f> € C(X,Y) icin O(f) smfimin O(f;) ve O(f>) kiimelerini goz dniine alalm. g €
O(f1)NO(f2) ise her x € X i¢in fi(x),g(x) € Oy ve f2(x),g(x) € O, olacak bigimde 0,0, €
O vardir. f(x) = g(x)N{f1(x)N f2(x)} igin f(x),g(x) € O1 N O7 olacagindan g € O(f) dir.
Buradan O(f) C O(f1)NO(f2) oldugu kolayca goriiliir. O halde &(f) siifi C(X,Y) lizerinde
bir topoloji i¢in alt bazdir. 0

O (f) smifim C(X,Y) iizerinde alt baz kabul eden topolojiler genel olarak 6rtii topoloji olarak

ifade edilir.

Tanim 3.3.3 0(f) simifim C(X,Y) iizerinde alt baz kabul eden topolojiye agik ortii topolojisi
denir ve bu uzay Cy(X,Y) ile gosterilir [26].

Tanim 3.3.4 Y uzaymin herhangi bir tiimleyeni sifir ortiisii ¢ olmak iizere, &(f) smifin
C(X,Y) tizerinde alt baz kabul eden topolojiye tiimleyeni sifir 6rtii topolojisi denir ve bu uzay

Cyy(X,Y) ile gosterilir.

Tamim 3.3.5 Y uzaymin herhangi bir kapagik ortiisii &' olmak iizere, &(f) smifim C(X,Y)
lizerinde alt baz kabul eden topolojiye kapagcik ortii topolojisi denir ve bu uzay C, y(X,Y)
ile gosterilir.

Bu ortii topolojilerini karsilastirabiliriz.

Teorem 3.3.6 Herhangi X ve Y uzalar igin,
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Ispat: Tamm 2.1.2 de tammladifimz kiimelerin ortiilerini alirsak bu ortiiler agik ortii

tarafindan kapsanir. O
Teorem 3.3.7 Herhangi X uzay1 ve Y metrik uzayi icin,

Coy(X,Y) = Cy(X,Y).

Ispat: Tamamen normal bir uzayda her agik kiime, tiimleyeni sifir kiime oldugundan Y metrik

uzayinda tiimleyeni sifir ortii ile a¢ik Ortii esittir. U

Ancak Y metrik uzayinda kapagcik ortii ile agik ortii esit olmadigindan C;, ,(X,Y) # Cy(X,Y)

olur.
Teorem 3.3.8 Herhangi X uzayi ve Y sifir boyutlu metrik uzayi icin,

Ceipy(X,Y) =Coy(X,Y) = Cy(X,Y).

Ispat: Sifir boyutlu bir metrik uzayda kapagik kiime agik kiimeye esit oldugundan kapagik
ortii ile acik ortii esitttir. 0
3.4 Graf Topolojiler

Tamm 3.4.1 f € YX icin G(f) = {(x, f(x)) : x € X} kiimesine f fonksiyonunun grafi denir.
Tanim 3.4.2 X x Y uzayinda herhangi acik U kiimesi i¢in,
NU)={feCX,Y):G(f)cU}

kiimesini tanimlayalim.

Onerme 3.4.3 .4/ = {N(U):U € ©(X xY)} smifi C(X,Y) iizerinde bir topoloji i¢in bazdur.
Ispat: Uy,Up € T(X x Y) igin A sifimn N(U;) ve N(U,) kiimelerini gz Oniine alahim.
g €N(U))NN(U,) ise G(g) C U, ve G(g) C U, dir. Buradan her x € X i¢in (x,g(x)) € U; ve

(x,g(x)) € Uy oldugundan G(g) C U; NU; elde edilir. Buradan O(f) C O(f1) N O(f>) oldugu

kolayca goriiliir. O halde &'(f) smifi C(X,Y) iizerinde bir topoloji i¢in alt bazdur. O
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A smifin1 C(X,Y) lizerinde baz kabul eden topolojiler genel olarak graf topoloji olarak ifade

edilir.

Tanim 3.4.4 X x Y uzayinda herhangi a¢ik U kiimesi i¢in .4~ smifimt C(X,Y) iizerinde baz
kabul eden topolojiye graf topoloji denir ve bu uzay C,(X,Y) ile gosterilir [31].

Tanim 3.4.5 X x Y uzayinda herhangi tiimleyeni sonlu U kiimesi i¢in .4 smifin1 C(X,Y)
lizerinde baz kabul eden topolojiye tiimleyeni sonlu graf topoloji denir ve bu uzay C, ,(X,Y)

ile gosterilir. Bu topolojiye ayn1 zamanda m-topoloji de denir [27].

Tanim 3.4.6 X x Y uzayinda herhangi kapagik U kiimesi i¢in .4 siifin1 C(X,Y) tizerinde

baz kabul eden topolojiye kapagik graf topoloji denir ve bu uzay Ce;p, 4(X,Y) ile gosterilir.

Bu graf topolojileri karsilastirabiliriz.
Teorem 3.4.7 Herhangi X ve Y uzaylar i¢in,

Cclp,g<X7Y) S CL]-,g(X7Y) S Cg(XaY)'

Ispat: Tamm 2.1.2 de agiktir. O
Teorem 3.4.8 X tamamen normal uzay ve herhangi Y uzayi icin,

Coe(X.Y) = Co(X,Y).

Ispat: Tamamen normal bir uzayda her acik kiime tiimleyeni sonlu kiime oldugundan agiktir.

O
Teorem 3.4.9 X sifir boyutlu uzay ve herhangi Y uzayi icin,

Cclp7g(X7Y> :Cq.,g<X7Y) :Cg(X,Y).

Ispat: Sifir boyutlu bir uzayda kapacik kiime acik kiimeye esit oldugundan agiktir. U
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4. BOLUM
TOPOLOJILERIN KARSILASTIRILMASI

Bu boliimde, bir 6nceki boliimde tanimlanan topolojilerin ayrintili karsilastirilmasi incelendi.
4.1 Kiime-acik Topolojiler ile Diizgiin Topolojilerin Karsilastirilmasi

Teorem 4.1.1 Herhangi X uzay1 ve Y metrik uzay1 i¢in,

Cy(X,Y)=Cuu(X,Y).

Ispat: S(A,V), C4(X,Y) uzayinda temel agik kiime ve f € S(A,V) olsun. f(A) yar1 kompakt
kiimesi Y metrik uzayinda kompakt ve f(A) C V oldugundan B, (f(A),€) C V olacak bigimde
€ > 0 vardir (bkz. [32, Sonug 4.1.14]). g € Ba(f,€) ve x € A alirsak g(x) € Bp(f(x),€) dir.
O halde g(A) C V, yani g € S(A,V). Dolayisiyla B4(f,€) C S(A,V) elde edilir. Buradan,
Cy(X,Y) <Cyu(X,Y) oldugu goriiliir.

Tersine, C, ,(X,Y) uzayinda f noktasinin agik bir komsulugu B, (f,€) olsun. f(A) kompakt
oldugundan f(A) C U, By(f(x;),%) olacak bicimde f(A) kiimesinde f(x1), f(x2),..., f(xx)
noktalart vardir. V; = Bp(f(x;),5) ve W; = By(f (x,-),%e) alahm. Burada V; C W; dir.
Ayrica f(A) CUL,V; CUL, Vi dir. A;=ANf1(V,) alirsak A; € QK(X) ve A = U A,
oldugu kolayca goriilir. Buradan f(A;) CV; C W, ve f € N, S(A;,W;) dir.  Simdi
N’ ,S(A;,W;) € Ba(f,€) oldugunu gosterelim. g € N ,S(A;,W;) ve x € A olsun. O
halde x € A; olacak bigimde bir i vardir ve sonug olarak f(x) € V; ve g(x) € W; dir.
P(F(),8() < p(F(x), £(x0)) +P(F(x)8(x)) < &+ % = € oldugundan g € Ba(f,e) di.
Buradan C, ,(X,Y) < C,(X,Y) oldugu goriiliir. O

Sonuc 4.1.2 Herhangi X uzay1 ve Y metrik uzayi i¢in,

(@) Cy(X,Y) = Cpul(X,Y) <Cu(X,Y),

(b) Ci(X,Y) <C,(X,Y) <Cu(X,Y).

Ispat: Teorem 4.1.1, Teorem 3.2.12 ve Teorem 3.1.11 den aciktir. O

Teorem 4.1.1 ve Tamim 3.2.8 dikkate alinirsa B4(f,€) = {g € C(X) : || f—gll4 < €}

oldugundan yar1 kompakt-acik topoloji ||.||, yart normu tarafindan iretilebilir. ~Ayrica
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Cy.u(X,Y) uzay1 diizgiin uzay ve Y metrik uzay1 igin C,(X,Y) = C,,(X,Y) oldugundan yar

kompakt-acik topolojik uzayi bir diizgiin uzaydir. O halde asagidaki 6nerme verilebilir.

Onerme 4.1.3 Herhangi X uzay1 ve Y metrik uzay1 icin, C4(X,Y) Tychonoff uzaydur.

Ispat: Teorem 4.1.1 den C,(X,Y) uzay: diizgiin uzaydir. Herhangi diizgiin uzay tam regiiler
(bkz. [32, Sonug 8.1.13]) ve sonug 5.1.16 dan C,(X,Y) uzay1 Hausdorff oldugundan C,(X,Y)
Tychonoff uzaydir. O

Teorem 4.1.4 Yar1 kompakt X uzay1 ve Y metrik uzay: i¢in,

C,(X,Y) = Cu(X,Y).

Ispat: X uzay1 yar1 kompakt olsun. Buradan her f € C(X,Y) ve € > 0 i¢in Bx(f,€) kiimesi
Cyu(X,Y) = Cy(X,Y) uzayinda agik kiime oldugu goriiliir. Yani C,(X,Y) < Cy(X,Y) olur.
Teorem 3.2.12 den C, ,(X,Y) < Cy(X,Y) oldugundan Cy(X,Y) = C,(X,Y) elde edilir. [

Sonuc 4.1.5 Yar1 kompakt X uzay1 ve Y metrik uzay1 i¢in,

QC,(X,Y) = Cy(X,¥) = Cu(X,Y).

Ispat: Yar1 kompakt X uzay1 i¢in, Onerme 3.1.28 den QC,(X,Y) =Cy(X,Y) ve Teorem 4.1.4
den Cy(X,Y) = Cy(X,Y) oldugunu biliyoruz. O halde QC,(X,Y) = C,(X,Y) = C,(X,Y) dir.
O

Sonuc 4.1.6 X kompakt uzay ve Y metrik uzayi i¢in,

C(X,Y) = Cy(X,Y) = Cu(X,Y).

Ispat: Her kompakt uzay yar1 kompakt oldugundan Teorem 4.1.4 den agiktir. 0J

Sonu¢ 4.1.6 den farkhi olarak Y uzayr metrik uzay olarak alinmasa da asagidaki teorem

gecerlidir.
Teorem 4.1.7 X kompakt uzay ve herhangi Y uzayi icin,

CiX,Y) = C,(X,Y).
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Ispat: X uzay1 kompakt ve C;(X,Y) uzaymnda bir temel a1k kiime S(A,V) olsun. Not 3.1.7
den A yar1 kompakt alt kiimesi kapalidir. X uzay1 kompakt oldugundan A yar1 kompakt alt
kiimesi kompakttir. Dolayisiyla S(A, V) kiimesi Cy(X,Y) uzayinda aciktir. Buise Cy(X,Y) <
Cr(X,Y) oldugunu gosterir. Teorem 3.1.11 den Cx(X,Y) < C,(X,Y) oldugunu biliyoruz. O
halde Cx(X,Y) = C4(X,Y) elde edilir. O

Teorem 4.1.8 X Lindelof uzay ve herhangi Y uzayi igin,
Cr(X,Y) =Cy(X,Y).

Ispat: X uzayr Lindeldf ve C,(X,Y) uzayinda bir temel acik kiime S(A,V) olsun. Not
3.1.7 den A yar1 kompakt alt kiimesi kapalidir. Lindel6f ve yar1 kompakt bir uzay
kompakttir. [43, Problem SH] X uzay1 Lindelof oldugundan A yar1 kompakt alt kiimesi
kompakttir. Dolayisiyla S(A,V) kiimesi Cy(X,Y) uzaymnda agiktir. Buradan Gi(X,Y) =
C,(X,Y) oldugu goriiliir. O

Sonuc 4.1.9 X ikinci sayilabilir uzay ve herhangi Y uzay1 i¢in,

C(X,Y) =C,(X,Y).

Ispat: Ikinci sayilabilir uzay Lindel6f oldugundan Teorem 4.1.8 den aciktir.

Teorem 4.1.10 Tam Hausdorff X uzay1 i¢in, C;(X) = C,(X) dir ancak ve ancak X uzay yar

kompakttir.

Ispat: Cy4(X) = Cy(X) olsun. Teorem 4.1.1 den C,(X) = C,4(X) oldugunu biliyoruz. O
halde C,(X) = C,,(X) elde edilir. C,(X) uzayinda Bx(fo,1) agik kiimesi igin B4 (fo,€) C
Bx(fo,1) olacak bigimde € > 0 ve A yar1 kompakt alt kiimesi vardir. xo € X\A alalim. X
tam Hausdorff oldugundan g(xo) = 1 ve g(A) = {0} olacak bigimde g : X — [0,1] siirekli
fonksiyonu vardir. Buradan x € A i¢in |g(x) — fo(x)| = |0 — 0] = 0 < € oldugundan g €
B(fo,€) dir. Ancak xp € X igin |g(xo) — fo(xo)| =|1—0| =1 £ 1 oldugundan g ¢ Bx(fo,1)
dir. Dolayisiyla Ba(fo,€) € Bx(fo,1) oldugu goriiliir. Bu bir geligki olusturur. Bu yiizden

X C A ve dolayisiyla X uzayi yar1 kompakttir.
Tersi Teorem 4.1.4 den agiktir. ([l

Tamim 4.1.11 Herhangi f € C(X) ve A C X i¢in f(A) kiimesi R de kompakt ise A kiimesine
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R-kompakt kiime denir [44].

Teorem 4.1.12 Herhangi X uzay1 ve Y metrik uzay: igin, C3 (X,Y) = C; ,(X,Y) olsun. O
halde A siifi R-kompakt kiimelerden olusur [44, Teorem 4.1].

Sonuc 4.1.13 Herhangi X uzay1 ve Y metrik uzay1 i¢in,

Cclp(X7Y) 7& Cclp,u(Xay)-

Ispat: A € CK(X) ve f € C(X) i¢in f(A) kiimesi R de clp-kompakttir. Ancak kompakt
degildir. Dolayisiyla R-kompakt degildir. Bu ise Teorem 4.1.12 den C;,(X,Y) # Cep u(X,Y)

oldugunu gosterir.

Teorem 4.1.14 Herhangi X uzay1 ve Y metrik uzay1 igin, C3-(X,Y) = C3 ,(X,Y) olsun. O

halde A sinifi sinirli kiimelerden olusur [44, Teorem 4.5].
Sonug 4.1.15 Herhangi X uzay1 ve Y metrik uzayi igin, Cep<(X,Y) # Cepu(X,Y).

Ispat: A € CK(X) ve f € C(X) igin f(A) kiimesi kiimesi R de clp-kompakttir. Ancak R de
simirl degildir. Bu ise Teorem 4.1.14 den C,(X,Y) # Ce1pu(X,Y) oldugunu gosterir. O

Sonug 4.1.13 ve Sonug 4.1.15 den anlagilacag iizere Co;,(X,Y) ve Cpp+(X,Y) uzaylar ile
C,(X,Y) uzaymnin kiyaslanmasi olast degildir. Bu kiyaslamalari yapabilmek i¢in bu uzaylari

ozele indirgemek gerekir. Asagidaki teorem bu 6zellestirmelerden birini gostermektedir.
Teorem 4.1.16 Herhangi X uzayi ve sifir boyutlu ¥ metrik uzay1 i¢in,

Cclp(X7Y> = Cclp* (X7Y> = Cclp7u(XaY)-

Ispat: C.p(X,Y) uzayinda S(A,V) temel agik kiimesi ve f € S(A,V) i¢in f(A) clp-kompakt
kiimesi (Y, p) sifir boyutlu metrik uzayinda kompak ve dolayisiyla kapalidir. Buradan agik¢a
Cup(X,Y) = Cyp<(X,Y) dir.  f(A) kompakt ve f(A) C V oldugundan B,(f(A),e) CV
olacak bicimde € > 0 vardir. g € Ba(f,€) ve x € A alirsak g(x) € By(f(x),€) dir. O
halde g(A) C V, yani g € S(A,V). Dolayisiyla Ba(f,€) C S(A,V) elde edilir. Buradan
Cep(X,Y) < Ceipu(X,Y) oldugu goriiliir.

Tersine, Cepu(X,Y) uzayinda f noktasinin agik bir komgsulugu Bs(f,€) olsun. f(A)
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clp-kompakt kiimesi (Y,p) sifir boyutlu metrik uzayinda kompakt oldugundan f(A) C
U Bp(f(xi),5) olacak bicimde f(A) kiimesinde f(x1),f(x2),...,f(x,) noktalar1 vardr.
Vi =By (f(x:),£) ve W; = By (f(x;), %) alahm. Agtkca V; C W; dur. Ayrica f(A) C UM, V; C
UL Vi dir. Ay =ANf1(V;) alirsak A; € CK(X) ve A = U"_|A; oldugu kolayca goriiliir.
Buradan f(A;) CV; CW; ve f € N, S(A;,W;) dir. Simdi N, S(A;,W;) C Ba(f,€) oldugunu
g0 sterelim.g € N}, S(A;,W;) ve x € A olsun. O halde x € A; olacak bicimde bir i vardir ve
sonug olarak f(x) € V; ve g(x) € W; dir. p(f(x),8(x)) < p(f(x),f(x:)) +p(f(xi),8(x)) <
£+ % = € oldugundan g € B4(f,¢€) dir. Buradan Cp, ,(X,Y) < Cp(X,Y) oldugu goriiliir.
U

Sonuc 4.1.17 Herhangi X uzay: ve sifir boyutlu ¥ metrik uzayi i¢in,

Ceip(X,Y) =Cppr(X,Y) = Ceppu(X,Y) < Cu(X,Y).

Buradan anlagilan Y uzay: sifir boyutlu metrik uzay olarak alininca Cp;,(X,Y) ve Cep+ (X,Y)

uzaylari ile C,(X,Y) uzay1 kiyaslanabiliyor. Asagida bagka bir dzele indirgeme mevcuttur.

X den Y ye tanimli tiim siirekli ve sinirli fonksiyonlarin kiimesini C*(X,Y) ile gosterecegiz.
C*(X,Y) iizerinde kiime-agik ve zayif kiime-acik topolojiler benzer sekilde tanimlanabilir.
Bu C*(X,Y) iizerinde clp-kompakt acik ve zayif clp-kompakt agik topolojiler ile uzaylar
sirastyla C7 (X, Y) ve C7; . (X, Y) ile gOsterecegiz.

C*

«(X) uzayi ile C*(X) uzay1 karsilastirilabilir.
clp y u y silag

Teorem 4.1.18 Herhangi X uzayi icin,

Ispat: S*(A,V), C, +(X) uzayinda temel agik kiime ve f € §*(A,V) olsun. f(A) kompakt ve

f(A) C V oldugundan f(x) € f(A) i¢in [f(x) — €, f(x) + €] € C C V olacak bicimde R nin

kapali C alt kiimesi ve € > 0 vardir. g € B4(f,€) alirsak g(A) CC CV olur.Yani g € S*(A,V).
Dolayistyla Ba(f,€) € §*(A,V) elde edilir. Buradan C7; . (X) < Cerp «(X) oldugu goriiliir.

Tersine, C*,  (X) uzayinda f noktasinin agik bir komsulugu B (f,€) olsun. f(A) kompakt

clpu
oldugundan f(A) C UL, (f(x;) — 5, f(x;) + %) yazlabilir. V; = (f(x;) — §, f(xi) +5) ve W; =

(f(x;) — %, f(xi) + %) alahm. Acikea V; C W; dir. Ayrica f(A) C UM, V; C ULV, dir.
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A; = AN f~1(V;) alirsak A; clp-kompakt oldugu gériiliir. Buradan f(A;) CV; C W, ve f €
N, S*(A;,W;) dar. Simdi N?_S*(A;,W;) C Ba(f,€) oldugunu gosterelim.g € N7, S*(A;, W)
ve x € UL |A; olsun. O halde x € A; olacak bigimde bir i vardir ve sonug olarak f(x) € V;
ve g(x) € Wi dir. |(x) —g(0)] < F(¥) — F(x) |+ |£(x) ()| < § +% = € oldugundan
g € B(f,€) dir. Buradan Ce;p,u(X) < €7, (X) oldugu goriilir. O

Sonuc 4.1.19 Herhangi X uzayi i¢in,

Cglp ( ) C;

cpaX) < G (X).

Teorem 4.1.20 Tam regiiler X uzay1 i¢in, C7; .(X) = C;(X) dir ancak ve ancak X clp-

kompakttir.
Ispat: Cyypr(X) = G (X) olsun. Teorem 4.1.18 den C7; . (X) = C;;, ,(X) olduBunu biliyoruz.
O halde Cj(X) =C7;, ,(X) elde edilir. C;;(X) uzayinda Bx (fo, 1) agik kiimesi i¢in Ba(fo,€) C

Bx(fo,1) olacak bigimde € > 0 ve A clp-kompakt alt kiimesi vardir. x € X\A alalim. X tam
regiiler oldugundan g(x) = 1 ve g(A) = {0} olacak bi¢imde g : X — [0, 1] siirekli fonksiyonu
vardir. Buradan B4 (fo,€) € Bx(fo,1) oldugu goriiliir. Bu bir ¢eliski olusturur. Bu yiizden
X C A ve dolayisiyla X uzayi clp-kompakttir

X uzay1 clp-kompakt olsun. Buradan her f € C(X) ve € > 0 i¢in Bx (f, €) kiimesi Cj; . (X) =
Cryp.(X) uzayinda agik kiime oldugu gdriiliir. Yani Cj(X) < C7; . (X) olur. Sonug 4.1.19 den
Copu(X) < Ci(X) oldugundan C7; . (X) = C;(X) elde edilir. O
Sonug¢ 4.1.21 S6zde kompakt X uzayi icin,

Cy(X) =Ceip(X) = Cetpu(X) = Cu(X).

Ispat: S6zde kompakt X uzay1 igin, C(X) = C*(X) oldugunu biliyoruz. Ayrica sdzde kompakt
uzay clp-kompakt oldugundan Teorem 4.1.20 den agiktir. 0J

Sonug¢ 4.1.22 Yar1 kompakt X uzayi icin,

Cy(X) = Cuppr (X) = Corpu(X) = Cul(X).

Ispat: Yar1 kompakt uzay sozde kompakt oldugundan Sonug 4.1.21 den aciktir. U
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4.2 Diizgiin Topolojiler ile Ortii ve Graf topolojilerin Karsilastirilmas
Teorem 4.2.1 Herhangi X uzay1 ve Y metrik uzay1 i¢in,

Cu(X,Y) < Cy(X,Y).

Ispat: g € B(f,€) icin g € O(f) C B(f,€) olacak bi¢imde C,(X,Y) uzaymda O(f) agik

kiimesi bulmaliy1z. g € B(f, €) ise sup,cy p(f(x),g(x)) < € olur. Buradan g(x) € B, (f(x),€)

elde edilir. Her x € X i¢in O, = B, (f(x), €) kiimesi Y metrik uzayinda acik ve f(x),g(x) € O,

oldugundan g € O(f) dir. Simdi O(f) C B(f,¢€) oldugunu gosterelim. i € O(f) alalim. O

halde her x € X i¢in f(x),h(x) € O olacak bi¢imde O € O vardir. (Y,p) metrik uzayinda
€

O agik kiimesini 5 yar1 ¢apli bir yuvar olarak alirsak p(f(x),n(x)) < € olur. Dolayisiyla
he B(f,e) dir. O

Sonuc 4.2.2 Herhangi X uzay1 ve Y metrik uzayi i¢in,

Cy(X,Y) <Cy(X,Y).

Sonuc 4.2.3 Herhangi X uzay1 ve Y metrik uzayi icin, Cy(X,Y) Hausdorff uzaydir.
Teorem 4.2.4 Herhangi X ve Tychonoff Y uzaylar1 i¢in,

Cy(X,Y) < Cue(X,Y).

Ispat: f € S(A,V)igin f € N(C) C S(A,V) olacak bicimde C C X x Y tiimleyeni sifir kiimesi
ve Cy¢(X,Y) uzaymnda N(C) agik kiimesi bulmaliyiz. f € S(A,V) ise f(A) CV yazilir. Y
uzay1 Tychonoff oldugundan g(f(A)) =0 ve g(V¢) = 1 olacak bi¢cimde g : ¥ — [0, 1] siirekli
fonksiyonu vardir. Burada Z; = (gof)~'(0) kiimesi X uzayinda sifir kiimedir. Ayricah:Y —
[0,1], h(y) = 1 —g(y) fonksiyonunu tanimlayalim. g fonksiyonunun tanimi geregi 4 siirekli
fonksiyondur. Burada Zz =p! (0) kiimesi Y uzayinda sifir kiimedir. O halde Z; = Z~1 XY ve
Zr =X X Zz kiimeleri X x Y uzayinda sifir kiimelerdir. O halde Z = Z; N Z; kiimesi X X Y

uzayinda sifir kiimelerdir. Buradan C = Z¢ kiimesi X x Y uzayinda tiimleyeni sifir kiimedir.

x € X igin (x, f(x)) € C oldugunu gésterelim. (x, f(x) & C ise (x, f(x) € Z; NZ, dir. O halde
(x, f(x) € Z1 ve (x, f(x) € Z N Z, dir. Buradan x € Z; ve f(x) € Z, oldugu goriiliir. x € Z;
icin (go f)(x) =0 dir. Yine f(x) € Z, i¢in h(f(x)) = 0 ve dolayistyla g(f(x)) = I olur. Bu ise
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(go f)(x) =0 olmast ile gelisir. Bu yiizden (x, f(x)) € C dir. G(f) C C olacagindan f € N(C)
dir.

Son olarak, N(C) C S(A,V) oldugunu gésterelim. g(f(A)) = 0 ve Z; = (go f)~1(0)
oldugundan A C Z; dir. Benzer sekilde g(V¢) = 1 ve Z = h~'(0) oldugundan V¢ C Z,
dir. Denk olarak (Z,)¢ C V yazlabilit. ¢ € N(C) ve x € A alahm. O halde (x,(x)) €
C = (ZiNZy)° =Z{UZ° dir. Buradan (x,¢(x)) € Z{ veya (x,¢(x)) € Z§ dir. (x,¢(x)) €
Z§ = (Z1 x Y)¢ ise x ¢ Z; elde edilir. Ancak A C Z; oldugundan bu bir celigkidir. O halde
(x,0(x)) € Z§ = (X x Z)° dir. Buradan ¢ (x) € (Z5)° ve (Z2)¢ C V oldugundan ¢ (x) € V dur.
x € A aldigimizdan ¢ € S(A,V) elde edilir. O

Sonuc 4.2.5 Herhangi X uzay1 ve Y metrik uzayi i¢in,
C4<X7Y) - quu(X7Y) < CCI»g(X7Y) = Cg(XaY)'
Teorem 4.2.6 Herhangi X ve Y uzaylar i¢in,

C‘M/(Xv Y) S C‘ng (X7 Y)'

Ispat: g € O(f) i¢in g € N(U) C O(f) olacak bicimde C,(X,Y) uzayinda N(U) agik kiimesi
bulmaliyiz. g € O(f) ise her x € X i¢in f(x),g(x) € O, olacak bi¢cimde O, € O vardir. f
ve g siirekli oldugundan x € H, acik kiimesi varidir. Uy = H, X O, olmak {lizere her x € X
icin (x,g(x)) € Uy ve U = UyexUy igin G(g) C U olur. Dolayisiyla g € N(U) dur. Simdi
N(U) C O(f) oldugunu gosterelim. h € N(U) alam. O halde G(h) C U dir. Buradan
herhangi xo € X i¢in (xo,h(x0)) € Uy, olur. Dolayistyla h(xg) € O, dir. xo € Hy, oldugundan
f(x0) € Oy, dir. O halde i € O(f) dir. O

Sonug 4.2.7 Herhangi X uzay1 ve Y metrik uzayi i¢in,
Cu(Xay) S CY(X7Y) S Cg(Xuy)
Sonug¢ 4.2.8 Tamamen normal yar1 kompakt X uzayi i¢in,

Cq(X) =Cu(X) = CY(X> = Gy(X).

Ispat: Yar1 kompakt X uzay1 i¢in Teorem 4.1.4 den C;(X ) = C,(X) ve tamamen normal sdzde

kompakt uzay sayilabilir kompakt oldugundan [27] den C, (X ) = C¢(X) dir. Her yar1 kompakt
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uzay sozde kompakt oldugundan C,(X) = C,(X) = C¢(X) oldugu goriiliir. O
Sonug¢ 4.2.9 Kompakt X uzayi i¢in,

Cq(X) =Cu(X) = CY(X> = Gy(X).

Ispat: Tamamen normal yar1 kompakt uzay kompakt oldugundan Sonug 4.2.8 den agiktir. [J

Sonuc 4.2.10 Herhangi X uzay1 ve Y metrik uzayi igin, C,(X,Y) Hausdorff uzaydir.
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5. BOLUM
FONKSIYON UZAYLARINDA TOPOLOJIiK SONUCLAR

5.1 Metriklenebilme Ozellikleri

Bu Dbolimde igiincii bolimde tanimladigimiz  topolojilerin  altmetriklenebilme,

metriklenebilme ve tam metriklenebilme 6zellikler incelendi.
Oncesinde kullanacagimiz baz1 fonksiyon yapilarim inceleyelim.

Tanmm 5.1.1 X, Y ve Z ii¢ topolojik uzay olsun. Her f € C(X,Y) ve g € C(Y,Z) fonksiyonlar
icin, @ : C(X,Y)xC(Y,Z) = C(X,Z),®(f,g) = go f fonksiyonuna f ve g fonksiyonlarinin

bileske fonksiyonu denir.

Bileske fonksiyonunun tanim kiimesinin bilesenlerinin biri sabit birakilarak elde edilen
fonksiyonlar, fonksiyon uzaylarinda ¢ok kullanighdir. Asagida bu fonksiyonlarin tanimlar

verildi.

Tamim 5.1.2 X, Y ve Z ii¢ topolojik uzay olsun. f € C(X,Y) ve g € C(Y,Z) alahm. f*:
C(Y,Z)— C(X,Z2),f"(g) = ©(f,g) = go f fonksiyonuna f tarafindan iiretilen fonksiyon
denir. Yine benzer sekilde, g. : C(X,Y) — C(X,Z),g.(f) = ®(f,g) = go f fonksiyonuna g

tarafindan tiretilen fonksiyon denir.

Tanmm 5.1.3 Herhangi X kiimesi ve Y topolojik uzay1 igin f(X) kiimesi Y uzaymda yogun

ise f : X — Y fonksiyonuna hemen hemen orten fonksiyon denir.

Teorem 5.1.4 f € C(X,Y) alalim.

(@) f*:C(Y)— C(X) fonksiyonu bire-birdir ancak ve ancak f fonksiyonu hemen hemen

ortendir [23, Teorem 2.2.6].
(b) f*:Cy(Y)— Cy(X) fonksiyonu siireklidir.

(©) f*:C(Y) > C

w1+ (X) fonksiyonu siireklidir.

(d) Y tamamen normal uzay olmak iizere f fonksiyonu bire-bir ise f* : Cy(Y) = C4(X)
fonksiyonu hemen hemen Ortendir.
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Ispat: (b) A € QK(X) ve R de agik V kiimesi igin (f*) "1 (S(A,V)) = {g € C,(Y) : f*(g) €
SA,V)}={geCyY):8(f(A)) CV}=S8(f(A),V) yazilabilir. S(f(A),V), C4(Y) uzayinda
acik oldugundan f* siireklidir.

() g € €+ (Y) alahm. C7; . (X) uzayinda f*(g) nin Bs(f*(g),€) agik komsulugu icin

I*(Byay(g,€)) € Ba(f*(g),€) oldugundan f* fonksiyonu siireklidir.

(d) C4(X) uzayinda h noktasini igeren bir acik kiime S = N?_;S(A;,V;) olsun. A = U?_|A; ve
B = f(A) alalim. f bire-bir oldugundan f|4 : A — B bir homeomorfizmdir. Yar1 kompakt B
kiimesi tamamen normal ¥ uzayinda kompakt ve dolayisiyla kapalidir. O zaman [32, Teorem
2.1.8] den ho (f|a)~': B — R fonksiyonu g € C,(Y) genislemesine sahiptir. Her x € A
icin f*(g)(x) = g(f(x)) = h(x) olacagindan f*(g) € S dir. Dolayisiyla f*(C,(Y)), C4(X)

uzayinda yogundur. Sonug olarak f* fonksiyonu hemen hemen Grtendir. 0

Teorem 5.1.5 f: X — Y clp-ortii fonksiyonudur ancak ve ancak f* : Ceyp+(Y) — Ceppr (X)

fonksiyonu bir gdmmedir.

Teorem 5.1.6 {X; : i € I} uzaylarinin topolojik toplami X = @{X; : i € I} olmak iizere her
iclve feCypy(X)icins: Coyp(X) = [T{Ce1p+(Xi) : i € I},5(f)(i) = f|x, fonksiyonu bir

homeomorfizmdir.
Ispat: Her i € I ve f € Cyp(X) i¢in r : Cyp(X) —
Cep(Xi),ri(f) = flx, fonksiyonu  siireklidir. Cinki f : &X; — R

fonksiyonu siireklidir ancak ve ancak f|x, : X; — R fonksiyonu siireklidir. ~Buradan
s(f)(i) = ri(f) = flx, oldugu goriliir. p; : [TCeip*(Xi) = Cerp+(X;) izdiisiim fonksiyonu
stirekli oldugundan her i € I i¢in p; os = r; yazilir ve dolayisiyla s fonksiyonu siireklidir.
f # g olacak bi¢imde f,g € C¢p+(X) alalim. O halde en az bir x € X i¢in f(x) # g(x) dir.
Buradan en az bir i € [ i¢in x € X; olacagindan f|x, # g|x, ve bu yiizden s(f) (i) # s(g)(i) dir.
Bu ise s fonksiyonunun bire-bir oldugunu gosterir. Herhangi g € [T{Cep+(X;) : i € I} alahm.
x € X igin x € X; olacak bicimde en az bir i € I vardir. Buradan f(x) = g(i)(x) i¢in s(f) = g
ve f fonksiyonu siirekli olacagindan s fonksiyonu ortendir. C,,+(X) uzayinda temel agik
kiimeleri $*(A,V)q = {f € C(®X;) : f(A) €V} ve Cyp(X;) uzayinda temel agik kiimesleri
ise $*(A,V); = {f € C(X;) : f(A) C V} ile gosterelim. s = p; ' or; oldugundan C,+(X)
uzayimnda S*(A,V)q temel agik kiimesi igin s(S*(4,V)s) = p; ' (S*(ri(A),V),) yazilir. Bu ise
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s fonksiyonunun agik oldugunu gosterir. Sonug olarak s fonksiyonu bir homeomorfizmdir. []

Teorem 5.1.7 {X; : i € I} uzaylarinin topolojik toplami X = &{X; : i € I} olmak iizere
her i € I ve f € Cy(X) icin s : Cy(X) — [I{Cy(X;) : i € I},5(f)(i) = flx, fonksiyonu bir

homeomorfizmdir.
Ispat: Teorem 5.1.6 nin ispatina benzer olarak yapilabilir. U

5.1.1 C,(X) uzaymm metriklenebilme 6zellikleri

Tamm 5.1.8 X = U_ A, olacak bicimde X uzayinin yar1 kompakt alt kiimelerinin bir {4, }

dizisi varsa X uzayina ¢-yar1 kompakt uzay denir.

Teorem 5.1.9 Tam Hausdorff X uzayi icin agagidaki ifadeler denktir.

(1) C,4(X) uzay1 altmetriklenebilirdir.

(2) C,4(X) uzaymin her yar1 kompakt alt kiimesi G s-kiimedir.

(3) C,4(X) uzaymin her kompakt alt kiimesi G s-kiimedir.

(4) C4(X) uzay1 bir Ey-uzaydir.

(5) X uzay1 o-yar1 kompakttir.

(6) C,(X) uzay: sifir-kiime-kosegene sahiptir.

(7) C4(X) uzay1 Gs-kosegene sahiptir.
Ispat: (1) = (2) C,(X) uzay1 altmetriklenebilir ise Onerme 2.1.35 den her yar1 kompakt alt
kiimesi G g-kiimedir.
(2) = (3) Her kompakt kiime yar1 kompakt oldugundan (1) = (2) gerektirmesinden goriiliir.

3) = (4) Her tek nokta kiimesi kompakt ve C,(X) uzayinin her kompakt alt kiimesi G-
p q y p 5

kiime oldugundan her tek nokta kiimesi Gg-kiimedir. O halde C,(X) uzay1 bir Ep-uzaydir.

(4) = (5) C4(X) uzayr1 bir Ep-uzayr ise fy sabit sifir fonksiyonu Gg-kiimedir.

N Ba,(fo,€:) = {fo} olsun. X =U>_ A, oldugunu gostermek istiyoruz. Kabul edelim
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ki xo € X \Uy_A, olsun. O zaman her x € U>_ A, i¢in fi(x) =0 ve fi(xo) = 1 olacak
bicimde fj : X — [0, 1] siirekli fonksiyonu vardir. Her x € A, i¢in fi(x) = 0 oldugundan
f1 € Ba,(fo,€,) dir ve bu yiizden fi € N_Ba,(fo,&) = {fo} elde edilir. Yani fi sabit
sifir fonksiyonudur. Acak fj(xp) = 1 oldugunu biliyoruz. Buradan bir geliski elde edilir.

Dolayisiyla X uzay1 o-yar1 kompakttir.

(5)= (1) X =U>_ A, olsun. Yar1 kompakt kiimelerinin topolojik toplami S = &{A, :n € N}
ve ¢ : S — X siirekli fonksiyonunu goz Oniine alalim. ¢ fonksiyonunun iiretilen fonksiyonu
¢* : Cy(X) — C,(S) siireklidir. Once ¢* bire-bir oldugunu gostermeliyiz. ¢*(g1) = ¢*(g2)
alirsak U A, tizerinde g; ve g» fonksiyonlari icin g1 — g2 € N7 Ba, (f0,€x) = {fo} elde
edilir. Bu yiizden g; = g, ve buradan da ¢* fonksiyonunun bire-bir oldugu goriiliir. Teorem
5.1.7 den Cy(®{A, : n € N}) ile [I{C,(A,) : n € N} uzaylarinin homeomorf ve Teorem 4.1.10
den C,(A,) uzaymin metriklenebilir oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla C,(S) metriklenebilir ve

¢* bire-bir siirekli oldugundan C,(X) uzay: altmetriklenebilirdir.
(1) = (6) = (7) Gerektirmeleri Onerme 2.1.32 den agiktrr.
(7) = (4) Gerektirmesi Onerme 2.1.34 den agiktir. O

Sonug 5.1.10 X uzay1 o-yar1 kompakt olsun. O halde C,(X) uzaymin kompakt ve yari

kompakt alt kiimeleri denktir.

Ispat: X uzayr o-yar1 kompakt ise Teorem 5.1.9 den C,(X) uzay: altmetriklenebilirdir.
Onerme 2.1.36 g6z oniine alinirsa C,(X) uzayimin kompakt ve yar1 kompakt alt kiimelerinin

denk oldugu goriiliir. 0J

C,(X) uzayinin metriklenebilir oldugunu biliyoruz. O halde Teorem 4.1.10 dan yari kom-
pakt X uzay1 i¢in C,(X) = C,(X) olacagindan C,(X) uzay1 metriklenebilirdir. Buradaki X
uzayinin yar1 kompakt olmast gii¢lii bir sarttir. Asigidaki teoremde daha zayif sartlarla C,(X)

uzayinin metriklenebildigi goriilmektedir.

Tanim S5.1.11 X uzayinin herhangi yar1 kompakt A alt kiimesi i¢cin A C A,, olacak bi¢imde
X uzaymin yar1 kompakt alt kiimelerinin bir {A,} dizisi varsa X uzayina hemiyar1 kompakt

uzay denir.

Teorem 5.1.12 Tam Hausdorff X uzay1 i¢in asagidaki ifadeler denktir.
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(1) C4(X) uzay1 metriklenebilirdir.
(2) C4(X) uzay birinci sayilabilirdir.
(3) C4(X) uzay1 bir g-uzaydir.

(4) X uzay1 hemiyar1 kompakttir.

Ispat: (1) = (2) Herhangi bir metrik uzay birinci sayilabilir oldugundan kolayca goriiliir.
(2) = (3) Birinci sayilabilir uzay g-uzay [45, s. 26] oldugundan kolayca goriiliir.

(3) = (4) C4(X) uzay1 bir g-uzay olsun. O halde her # icin g, € U, ise {g, : n € N} sinifi
C,(X) uzayinda bir y1g1lma noktasina sahip olacak bicimde C,(X) uzayinda fy sabit sifir
fonksiyonunun agik komsluklarinin {U,, : n € N} simifi vardir. O zaman fy € B, (fo,€,) C Uy
olacak bicimde her n icin X uzayinin yar1 kompakt A, alt kiimesi ve g, > 0 mevcuttur. X
uzayinin herhangi yar1 kompakt A alt kiimesini alalim. A kiimesi A, kiimesinin alt kiimesi
olmasimn. O halde a, € A\A, vardir. Buradan her n € N i¢in g,(a,) = n ve g,(A,) = {0}
olacak bi¢imde g, : X — R siirekli fonksiyonu vardir. Ag¢ik¢a goriiliir ki g, € Ba, (fo, &) dir.
Ancak {g, }nen dizisi Cy(X) uzayinda bir y1gilma noktasina sahip degildir. Eger bu dizini
bir g y181lma noktas: oldugunu kabul edersek her k € N i¢in g, € Ba(g,1) olacak bicimde
ny > k pozitif tam sayis1 vardir. Bu yiizden her k € N i¢in g(a,, ) > gn (an,) —1=m—1>k
dir. Bu ise g fonksiyonun yar1 kompakt A kiimesi iizerinde sinirli olmadigint gosterir. O
halde {g, }nen dizisi Cy(X) uzayinda bir y1g1lma noktasina sahip degildir. Bu durum C,(X)
uzayinin bir g-uzay olmastyla celigir. Dolayisiyla A C A, olmalidir. Yani X uzay1 hemiyari

kompakttir.

(4) = (1) X uzay1 hemiyar1 kompakt olsun. O halde X uzayindaki her yari kompakt A kiimesi
icin A C A, olacak bigimde bir yar1 kompakt A, kiimesi vardir. Buradan {||.||, : A € CK(X)}
yart normlarin smifi tarafindan iretilen topoloji, {|.||, :n € N} yar normlarm sayilabilir
siift tarafindan iretilen topolojiden kabadir ve bu topolojiler yerel konveks Hausdorff
topolojilerdir [48, Ornek 2, s. 109]. Ayrica biz biliyoruz ki yar1 normlarmin sayilabilir
siifi tarafindan iretilen yerel konveks Hausdorff topoloji metriklenebilirdir [48, Problem

4, s. 119]. Dolayistyla C,(X ) uzay1 metriklenebilirdir. O
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Teorem 5.1.13 Tam regiiler X uzayi i¢in, C,;(X) uzay1 tamdir ancak ve ancak X uzay1 bir

g r-uzaydir.

Ispat: C4(X) uzayi tam ve f : X — R, g-siirekli fonksiyon olsun. O halde X uzayinin her yari
kompakt A alt kiimesi i¢in f|4 kisitlama fonksiyonu siireklidir. f4 = f|4 olacak bi¢imde (f4)
dizisini goz 6niine alalim. || fa||, = sup,c4 |fa(x)| ve fa(A) kiimesi R de smirli oldugundan
fa siurhidir. [41, Teorem 1, s. 267] den f4 nin ]_‘A : X — R genisleme fonksiyonu siireklidir.
Burada x € A i¢in f,(x) = fa(x) ve |[fally < |[fally dir. (fa) dizisi simurh, Cy(X) uzay:
tam oldugundan (f4) dizisini bir Cauchy dizisi ve f4 — f olacak bi¢imde f € C(X) vardur.
Dolayisiyla X uzayi bir g s-uzaydir.

Tersine X uzay1 bir gs-uzay ve (f;), C;(X) uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. C,(X) uzayi
tam oldugundan her x € X igin f;(x) — f(x) olacak bicimde f : X — R fonksiyonu vardir.
Buradan her A € QK (X) icin ||f; — ||, — 0 dir. Her n> 1 igin || f;, — f]|; < 5. Herx € A

i¢in,

i @) = fi )] < i (%) = SO+ iy () = £ (%)
< | fiwir = Fllg + i = Flla

1
on—1-

1 1
S 2n+] +2_n<

O halde |

ﬁnJrl - -fin

A < 2,1%1 dir. ¢y = || fi, |4 ve en1 = || finir — fi 4 dlahm. x € X i¢in

C1 fi1(x) > (1
g1x) =9 fi(x) —e1 < fiy(x) <e
-1 fiy(x) < —c

ve

Cn+1 fin+1 (x) - fin ()C) > Cn+1
gnr1(X) =9 fi(x)  —car1 < fir () = fi, (%) < cup

_C’H'l ﬁn+1 ('x) - -fin (X) S _C’l+1

fonksiyonlarimi tanimlayalim. sup{|gi(x)| : x € X} < ¢1 ve sup{|gn+1(x)] : x € X} <
Cnv1 < 2,,—1_1 oldugundan Y’ , g, serisi reel degerli g fonksiyonuna yakinsar. Her g, fonksi-
yonu siirekli oldugundan g € C(X) dir. x € A i¢in g1(x) = f;, (x) ve gur1(x) = fi,, (x) —
fi, (x) oldugundan x € A i¢in f(x) = g(x) dir. Bu ise f fonksiyonunun g-siirekli oldugunu
gosterir. X uzay1 bir gy-uzay ve f fonksiyonu siirekli oldugundan her A € QK(X) igin
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| fi — fll4 — O ve bu yiizden C,(X) uzay1 tamdir. O
Teorem 5.1.14 Herhangi X uzay1 i¢in, QC,(X) uzay1 tamdir.

Ispat: {f,}, OC,4(X) uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. Buradan X uzayimnin her yar1 kompakt
A alt kiimesi i¢in {f,]a}, QC4(A) = C4(A) uzayinda bir Cauchy dizisidir. Teorem 5.1.13
den C,(A) uzay1 tam oldugundan f,[4 — fa olacak bicimde f4 € C,(A) vardir. x € A igin
f:X =R, f(x) = fa(x) fonksiyonunu tanimlayalim. Buradan X uzaymin her yar1 kompakt

A alt kiimesi i¢in f|4 = f4 oldugu goriiliir. O halde f € QC,(X) dir. Ayrica f, — fdir. [

Sonug 5.1.15 Herhangi X uzay: igin, QC,(X) uzaymin tam metriklenebilir olas1 igin gerek

ve yeter sart metriklenebilir olmasidir.

Ispat: Teorem 5.1.14 den QC,(X ) uzay1 tamdir. O halde QC, (X ) uzaynin tam metriklenebilir

olmasi metriklenebilir olmasina denktir.

Bu sonugtan asagidaki teoremi verme gerekliligi doguyor. QC,(X) uzayin1 metriklenebilir

yapan sartlara baz1 ekler yaparak C,(X) uzayinin tam metriklenebilir olmasini saglariz.

Teorem 5.1.16 Tam regiiler X uzayi icin asagidaki ifadeler denktir.

(1) OC,(X) uzay1 tam metriklenebilirdir.
(2) 0C,(X) uzay1 metriklenebilirdir.

(3) OC,(X) uzay birinci sayilabilirdir.
(4) C,(X) uzay1 metriklenebilirdir.

(5) X uzay1 hemiyar1 kompakttir.

Ispat: (1) = (2) Tam metriklenebilir uzay metriklenebilir oldugundan agiktir.
(2) = (3) Metriklenebilir uzay birinci sayilabilir oldugundan agiktir.

(3) = (5) Tam regiiler uzay, tam Hausdorff ve birinci sayilabilir uzayin alt uzay1 da birinci

sayilabilir oldugundan Teorem 5.1.12 den aciktur.
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(4) < (5) Teorem 5.1.12 de verilmistir.

(5) = (1) X uzay1 hemiyar1 kompakt olsun. O halde X uzayindaki her yari kompakt A kiimesi
icin A C A, olacak bi¢imde bir yar1 kompakt A, kiimesi vardir. Buradan {||.||, : A € CK(X)}
yart normlarin sinifi tarafindan iretilen topoloji, {|.||,, : » € N} yart normlarm sayilabilir
siifi tarafindan iiretilen topolojiden kabadir ve bu topolojiler yerel konveks Hausdorff
topolojilerdir [48, Ornek 2, s. 109]. Ayrica biz biliyoruz ki yar1 normlarinin sayilabilir
siifi tarafindan iiretilen yerel konveks Hausdorff topoloji metriklenebilirdir [48, Problem
4,s. 119]. Dolayisiyla QC,(X) uzay1 metriklenebilirdir. Sonug 5.1.15 den QC,(X) uzay1 tam

metriklenebilirdir. ]

Sonug 5.1.17 Tam regiiler X uzayi i¢in, C;(X) uzay: tam metriklenebilirdir ancak ve ancak

X uzayi bir hemiyar1 kompakt g r-uzaydir.

Ispat: Teorem 5.1.13 ve Teorem 5.1.16 dan aciktir.

512 C;

«1p+(X) uzaymmn metriklenebilme ozellikleri

Tanm 5.1.18 X = U;>_ A, olacak bigimde X uzayinin clp-kompakt alt kiimelerinin bir {A, }
dizisi varsa X uzayina o-clp-kompakt uzay denir. Ayrica X uzayimnin yogun o-clp-kompakt

alt kiimesi varsa X uzayima hemen hemen o-clp-kompakt uzay denir.

Teorem 5.1.19 Tam regiiler X uzayi icin asagidaki ifadeler tir.

(1) €+ (X) uzay: altmetriklenebilirdir.

(2) €+ (X) uzaymmn her yar1 kompakt alt kiimesi Gs-kiimedir.
3 C; o (X) uzayinin her kompakt alt kiimesi Gg-kiimedir.

(@) C7),-(X) uzay1 bir Ey-uzaydir.

(5) X uzay1 hemen hemen o-clp-kompakttir.

(6) C7),(X) uzay: sifir-kiime-kosegene sahiptir.

(7) €+ (X) uzayr Gs-kosegene sahiptir.
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Ispat: (1) = (2) C, +(X) uzayn altmetriklenebilir ise Onerme 2.1.35 den her yar1 kompakt

alt kiimesi G s-kiimedir.
(2) = (3) Her kompakt kiime yar1 kompakt oldugundan (1) = (2) gerektirmesinden goriiliir.

(3) = (4) Her tek nokta kiimesi kompakt ve C7, ,.(X) uzayinimn her kompakt alt kiimesi G-

kiime oldugundan her tek nokta kiimesi Gg-kiimedir. O halde C*

wp (X) uzay1 bir Eg-uzaydir.

(4) = (5). C7,-(X) uzayr bir Eg-uzay1 ise fp sabit sifir fonksiyonu Gs-kiimedir. Yani
N Ba, (fo.€) = {fo} dir. X =U>_,A, oldufunu géstermek istiyoruz. Kabul edelim ki
x0 € X\ U>_A, olsun. O zaman her x € U>_,A, i¢in fi(x) =0 ve fi(xo) = 1 olacak
bicimde f; : X — [0, 1] siirekli fonksiyonu vardir. Her x € A, i¢in fj(x) = 0 oldugundan
fi € Ba,(fo,€,) dir ve bu yiizden fi; € N ,Ba,(fo,&) = {fo} elde edilir. Yani fj sabit
sifir fonksiyonudur. Acak fj(xo) = 1 oldugunu biliyoruz. Buradan bir celigki elde edilir.

Dolayisiyla X uzay1 hemen hemen o-clp-kompakttir.

(5) = (4) X uzayr hemen hemen o-clp-kompakt ve f € C7, . (X) olsun. {f} =7 Ba, (f, %)
oldugunu gostermeliyiz. g € N Ba, (f, E) ve x € X alalim. Her n > m i¢in x € A, olacak
bicimde m € N vardir. Buradan her n > m i¢in [g(x) — f(x)| < % ve bu yiizden g(x) = f(x)
elde edilir. Dolayisiyla C,(X) uzay1 bir Ey-uzaydir.

(5) = (1) X =U>_,A, olsun. clp-kompakt kiimelerinin topolojik toplam1 S = &{A, : n € N}
ve ¢ : S — X fonksiyonunu goz oniine alalim. ¢ fonksiyonunun iiretilen fonksiyonu ¢*

Corpr (X) = Gy
den ¢ fonksiyonunun bire-birdir. Teorem 5.1.6 den C7; . (©{A, : n € N}) ile [I{C}, - (An) :

(S) siireklidir. ¢ fonksiyonu hemen hmen 6rten oldugundan Teorem 5.1.4(a)

n € N} uzaylarinin homeomorf ve Teorem 4.1.10 den C,(A,) metriklenebilir oldugunu bili-
yoruz. Dolayistyla C7; . (S) metriklenebilir ve ¢ bire-bir siirekli oldugundan Cy; .. (X) uzay1

altmetriklenebilirdir.
(1) = (6) = (7) Gerektirmeleri Onerme 2.1.32 den agiktr.
(7) = (4) Gerektirmesi Onerme 2.1.34 den agiktir. O

Sonug¢ 5.1.20 X uzayr hemen hemen o&-clp-kompakt olsun. O halde lep* (X) uzayinin

kompakt ve yar1 kompakt alt kiimeleri denktir.
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Ispat: X uzay1 hemen hemen o-clp-kompakt ise Teorem 5.1.19 den C: o (X) uzayi altmetrik-
lenebilirdir. Onerme 2.1.36 gbz oniine alinirsa C; +(X) uzaymin kompakt ve yar1 kompakt

alt kiimelerinin denk oldugu goriiliir. 0

Tanmim 5.1.21 X uzayinin herhangi clp-kompakt A alt kiimesi i¢in A C A,, olacak bi¢imde X
uzayinin clp-kompakt alt kiimelerinin bir {A, } dizisi varsa X uzayina hemiclp-kompakt uzay

denir.

Teorem 5.1.22 Tam regiiler X uzay1 i¢in C,;,+ (X ) uzay1 birinci sayilabilirdir ancak ve ancak

X uzay1 hemiclp-kompakttir.

Ispat: Ce1p<(X) uzay: birinci sayilabilir olsun. O halde fy noktasinin kiimeleri W, =
S*(Ant, Va1) N ...NS* (Auk,, Vak,, ) biciminde tanimli {W,, } sayilabilir bazi vardir. A, = UfilAm-
alalim. X uzaymin herhangi clp-kompakt A alt kiimesi ise n € N i¢cin A C A,, oldugunu
gostermeliyiz. V = (—1,1) igin S*(A,V), fo noktasinin agik komsulugu olur. Buradan n € N
icin W, C §*(A,V) olacak bigimde W, baz eleman: vardir. Simdi kabul edelim ki x € A\A,
olsun. X uzay1 tam regiiler oldugundan f(x) =1 ve f(A,) = {0} olacak bi¢imde f € C(X)
vardir. Buradan f ¢ S*(A,V) ve f € W, oldugu kolayca goriilir. Bu ise bir celigkidir.
Dolayisiyla A C A,, ve bu yiizden de X uzay1 hemiclp-kompakttir.

Tersine, X uzay1 hemiclp-kompakt, o7 = {A,, : n € N} ve 0 € R noktasinda sayilabilir bir baz
¥ olsun. C¢p+(X) uzayinda fy noktasinin N, S*(A;, W;) acik komgulugunu alalim. Buradan
1 <i<niginA; C Ky, ve Vi, C W, olacak bicimde K}, € &7 ve Vj, € ¥ vardir. Bu yiizden fy €
N S*(Kk;, Vi) € N7 S*(A;, W;) elde edilir. Dolayisiyla Ce;p,« (X)) uzayi birinci sayilabilirdir.
O

Teorem 5.1.23 Tam regiiler X uzayi i¢in asagidaki ifadeler denktir.

(1) €+ (X) uzayr metriklenebilirdir.
(2) C7;,-(X) uzay1 birinci sayilabilirdir.

(3) X uzay1 hemiclp-kompakttir.

Ispat: (1) = (2) gerektirmesi agiktir.
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(2) = (3) gerektirmesi Teorem 5.1.22 den agik¢a goriiliir.

(3) = (1) X uzay1 hemiclp-kompakt olsun. O halde X uzayindaki her clp-kompakt A kiimesi
icin A C A, olacak bigimde bir clp-kompakt A, kiimesi vardir. Buradan {||.||, : A € CK(X)}
yart normlarin sinifi tarafindan iretilen topoloji, {|.||,, : » € N} yart normlarm sayilabilir
siifi tarafindan tiretilen topolojiden kabadir ve bu topolojiler yerel konveks Hausdorff
topolojilerdir [48, Ornek 2, s. 109]. Ayrica biz biliyoruz ki yar1 normlarinin sayilabilir
siifi tarafindan iiretilen yerel konveks Hausdorff topoloji metriklenebilirdir [48, Problem

4, s. 119]. Dolayisiyla C; P (X) uzay1 metriklenebilirdir. 0J

Tanim 5.1.24 X uzayinin her clp-kompakt A alt kiimesi i¢in g|4 = f]a olacak bi¢imde g :
X — R siirekli ve sinirli fonksiyonu varsa f : X — R fonksiyonuna c/p-siirekli fonksiyon

denir.

Tanim 5.1.25 X uzayinda tanimlhi her sinirh clp-siirekli fonksiyon siirekli ise X uzayina

clpr-uzay denir.

Teorem 5.1.26 C*

clp* (X) uzay1 tamdir ancak ve ancak X uzayi bir c/p r-uzaydir.

Ispat: Teorem 5.1.13 iin ispatina benzer olarak yapilabilir.

Teorem 5.1.27 Tam regiiler X uzay1 icin, lep* (X) uzayr tam metriklenebilirdir ancak ve

ancak X uzayi bir hemiclp-kompakt ¢/ p r-uzaydir.

Ispat: Yine Teorem 5.1.17 nin ispatina benzer olarak yapilabilir.
5.1.3 C,y(X) ve C,;¢(X) uzaylarimn metriklenebilme 6zellikleri

Teorem 5.1.28 Tam regiiler X uzay1 i¢in, C,(X) = C¢(X) ancak ve ancak X uzayi sayilabilir
kompakttir [27].

Teorem 5.1.29 Tam regiiler X uzayi i¢in asagidaki ifadeler denktir.

(1) C,¢(X) uzayr metriklenebilirdir.
(2) C,4(X) uzay: birinci sayilabilirdir.
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(3) X uzayi sayilabilir kompakttir.

Ispat: (1) = (2) C44(X) uzayr metriklenebilir ise metriklenebilir uzay birinci sayilabilirdir

oldugundan C, ¢(X) uzay1 birinci sayilabilirdir.

(2) = (1) C4¢(X) uzay:r birinci sayilabilir ise Teorem 4.2.7 den C,(X,Y) < Co(X,Y)
oldugundan C,(X) uzay1 birinci sayilabilirdir. O halde [25, Teorem 2.3] den X uzay1

sayilabilir kompakttir.

(3) = (1)Teorem 3.4.7 den C,¢(X,Y) < Co(X,Y) ve Teorem 5.1.28 den X uzayi sayilabilir
kompakt ise C,(X,Y) = C,4(X,Y) dir. Dolayisiyla C, ¢(X) uzay1 metriklenebilirdir. O

Sonug 5.1.30 Tamamen normal X uzay1 i¢in asagidaki ifadeler denktir.

(1) OC,,(X) uzayr metriklenebilirdir.
(2) QC,¢(X) uzay1 birinci sayilabilirdir.
(3) 0C,y(X) uzayr metriklenebilirdir.
(4) QC, y(X) uzay1 birinci sayilabilirdir.
(5) C,¢(X) uzayr metriklenebilirdir.

(6) C,(X) uzay birinci sayilabilirdir.
(7) C4y(X) uzayr metriklenebilirdir.

(8) C,y(X) uzay birinci sayilabilirdir.

(9) X uzayi1 yar1 kompakttir.

Ispat: (1) = (2) QC,¢(X) uzay1 metriklenebilir ise metriklenebilir uzay birinci sayilabilirdir
oldugundan QC, ,(X) uzay1 birinci sayilabilirdir. Buradan (3) = (4), (5) = (6) ve (7) = (8)

gerektirmelerinin de dogrulugu goriiliir.

(1) = (5) 0C,4(X) uzayr metriklenebilirdir ise metriklenebilir uzayin her alt uzayr da
metriklenebilir oldugundan C, ,(X) uzay1 metriklenebilirdir. Buradan (3) = (7), (2) = (6)

ve (4) = (8) gerektirmelerinin de dogrulugu goriiliir.
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(8) = (9) Cyy(X) < Cye(X,Y) oldugundan Teorem 5.1.29 den agiktir.

(9) = (1) X uzay:r yar1 kompakt ise Cy4(X) = Co(X) = QCy4(X) ve Teorem 4.2.8 den
Cu(X) = C¢(X) oldugundan QC, ,(X) uzayr metriklenebilirdir. O

Teorem 5.1.31 [25, Teorem 2.14] Tam regiiler X uzay1 i¢in, C,(X) tam metriklenebilirdir

ancak ve ancak X uzay1 sayilabilir kompakttir.

Sonug 5.1.32 Tam regiiler X uzay1 i¢in agagidaki ifadeler denktir.

(1) Cy4(X) uzay: tam metriklenebilirdir.
(2) C4y(X) uzay: tam metriklenebilirdir.

(3) X uzay1 sayilabilir kompakttir.

5.2 Sayilabilirlik Ozellikleri
5.2.1 C4(X) uzaymn sayilabilirlik ozellikleri

Onerme 5.2.1 X uzayi tam Hausdorff, yerel kompakt ve ikinci sayilabilir ise C;(X) uzay

ikinci sayilabilirdir.

Ispat: Urysohn Metriklenebilme Teoremi’nden biliyoruz ki regiiler ve ikinci sayilabilir bir
uzay metriklenebilirdir. Buradan tam Hausdorff, yerel kompakt ve ikinci sayilabilir X uzay1
metriklenebilirdir. Sonug 3.1.12 den Cy(X) = C,(X) oldugu kolayca goriiliir. Ayrica yerel
kompakt ve ikinci sayilabilir X uzay1 i¢in [26, Teorem 2] den Ci (X ) uzay1 ikinci sayilabilirdir.

Dolayisiyla C,(X) uzayi ikinci sayilabilirdir. O

Teorem 5.2.2 Tam Hausdorff X uzayi icin agsagidaki ifadeler denktir.

(1) C,(X) uzay1 ayrilabilirdir.
(2) Cx(X) uzay1 ayrilabilirdir.

(3) X uzay1 ayrilabilir ve metriklenebilir bir zayif topolojiye sahiptir.
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Ispat: (1) = (2) C4(X) uzay: aynlabilir ise Cx(X) < C4(X) oldugundan agik¢a Cy(X) uzay1
da ayrilabilirdir.

(2) = (3) Bu gerektirmenin ispat1 [26] de verilmistir.

(3) = (1) X uzay1 ayrilabilir ve metriklenebilir bir zayif topolojiye sahip ise X uzayi
INHilbert kiipiine gomiilebilir (bkz. [32, Teorem 4.2.10]). O zaman bire-bir siirekli f :
X — I fonksiyonu vardir. Hilbert kiipti metriklenebilir oldugundan (bkz. [32, Sonug 4.2.3])
Teorem 5.1.4(d) den f tarafindan iiretilen f* : C,(/°) — C4(X) fonksiyonu hemen hemen
ortendir. f* fonksiyonu hemen hemen o6rten ve Onerme 5.2.1 den C,(I”) uzay1 ikinci

sayilabilir olacagi i¢in C,(X) uzay1 ayrilabilir olmalidir. 0J
Sonug 5.2.3 Tam regiiler X uzayi icin C,(X) uzayi ayrilabilir ise C¢(X) = C,(X) dir.

Ispat: C4(X) uzay1 ayrlabilir ise X uzay1 altmetriklenebilirdir. Onerme 2.1.36 dan tam
regiiler ve altmetriklenebilir X uzayinda her yar1 kompakt alt kiimesi kompakt olacag: i¢in

Ci(X) = C,(X) dir. O

Sonuc 5.2.4 Tam regiiler X uzayi igin, C,(X) uzay1 ayrilabilir ise QC(X) = C(X).

Ispat:  C,(X) uzayr ayrilabilir ise X uzayi altmetriklenebilirdir. Onerme 3.1.23 den

altmetriklenebilir X uzay1 gs-uzaydir. Dolayisiyla QC(X) = C(X). O
Sonug 5.2.5 X uzay1 yar1 kompakt ve metriklenebilir ise C,(X) uzay1 ayrilabilirdir.

Ispat: X uzay1 yar1 kompakt ve metriklenebilir ise X uzayr kompakttur. Kompakt ve
metriklenebilir X uzay1 ayrilabilirdir. X uzay1 metriklenebilir ve ayrilabilir oldugu igin C,(X)

uzay1 ayrilabilirdir. UJ

Bu sonucun tersi genelde dogru degildir. Ciinkii C,;(X) uzay1 ayrilabilir ise X uzayi
altmetriklenebilirdir. Ancak yar1 kompakt ve altmetriklenebilir bir uzay metriklenemeyebilir.
Buna bir 6rnek olarak Gillman’in E N [0, 1] uzay1 yar1 kompakt ve altmetriklenebilirdir ama

metriklenebilir degildir [43]. Bu sorun X uzayinin tam regiiler alinmasiyla ¢oziiliir.

Teorem 5.2.6 Tam regiiler ve yar1 kompakt X uzay1 i¢in C,(X) uzay1 ayrilabilirdir ancak ve

ancak X uzay1 kompakt ve metriklenebilirdir.
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Ispat: C4(X) uzayi ayrilabilir ise Teorem 5.2.2 den X uzay1 altmetriklenebilirdir. Tam regiiler,

yar1 kompakt ve altmetriklenebilir X uzay1 metriklenebilir ve dolayisiyla kompakktir.
Yeter sartt Sonug 5.2.5 den agiktir. 0

Onerme 5.2.7 Ayrilabilir ve metriklenebilir X uzay icin Cy(X) uzay1 Xo-uzaydir.

Ispat: X uzayi ayrilabilir ve metriklenebilir ise Teorem 4.1.8 den Ci(X) = C,(X) ve [46,
Lemma 2.3.6 ] den Cy(X) uzay1 Xg-uzay oldugundan C,(X) uzay1 Xo-uzaydir. 0

Sonug 5.2.8 X uzay1 Xg-uzay ise Cy(X) = C,(X) dur.

Sonuc 5.2.9 X uzay1 Xo-uzay ise C;(X) uzay1 Xo-uzaydir.

Ispat: Ayrilabilir ve metriklenebilir uzay, Xo-uzay [28] oldugundan agiktir.

Sonuc 5.2.10 X uzay1 Xo-uzay ise C,(X) uzay1 PBo-uzaydir.

Ispat: X uzay1 Rg-uzay ise Cy(X) uzay1 Bo-uzaydir [34, Sonug 2.6]. O halde Sonug 5.2.8
den C,(X) uzayinin Py-uzay oldugu goriiliir.

Teorem 5.2.11 Tam regiiler X uzayi icin asagidaki ifadeler denktir.

(1) Cy(X) uzay1 kozmiktir.
(2) C4(X) uzay1 bir Xp-uzaydir.
(3) Ci(X) uzay1 kozmiktir.
(4) Cr(X) uzay1 bir Xg-uzaydir.

(5) X uzay1 bir Xp-uzaydir.

Ispat: (1) = (5) C4(X) uzay1 igin bir sayilabilir ag .% olsun. F € .F i¢in F* = {x € X :
f(x) > 0} kiimesini ve .#* = {F* : F € .Z#} smifin1 tanimlayalim. .#* smifinin X uzay1
icin bir k-ag oldugunu gosterelim. A C U olacak bicimde X uzayinda U acik ve A kompakt
alt kiimelerini alalim. X uzayi regiiler oldugundan tam Hausdorfftur. Buradan f(A) = {1}

ve f(X\U) = {0} olacak bi¢imde f € C(X) fonksiyonu vardir. O halde f € S(A,(0,))
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dir. .#, Cy(X) uzay1 igin bir sayilabilir ag oldugundan f € F C S(A, (0,0)) olacak bicimde
F € % vardir. Buradan A C F* oldugu goriiliir. F* C U oldugunu gostermemiz yeterlidir.
Kabul edelim ki x € F*\U olsun. O halde x ¢ U olacagindan f(x) = 0 dir. Fakat x € F* ve
f € Fi¢in f(x) > 0 olur. Bu ise celigkidir. Bu yiizden F* C U elde edilir.

(5) = (1) X uzay1 bir Xp-uzay ise X uzay1 altmetriklenebilirdir (bkz. [28, Lemma 10.1 ve
Onerme 10.2]). O halde Onerme 2.1.36 den Cx(X) = C,(X) dir. Dolayisiyla C;(X) uzay

kozmik uzaydir.

(5) = (2)Sonug 5.2.9 den agiktir.

(2) = (1) Her X-uzay, kozmik uzay oldugundan Ci(X) uzay1 kozmiktir.

(3) & (4) < (5) [28, Onerme 10.3] de verilmistir. O

Teorem 5.2.12 Tam Hausdorff ve yerel kompakt X uzayi icin agsagidaki ifadeler denktir.

(1) C,(X) uzay: ikinci sayilabilirdir.

(2) Cr(X) uzay ikinci sayilabilirdir.

(3) X uzay1 hemikompakt ve altmetriklenebilirdir.
(4) X uzay1 o-kompakt ve altmetriklenebilirdir.
(5) X uzay1 Lindelof ve altmetriklenebilirdir.

(6) X uzayi ikinci sayilabilirdir.

Ispat: (1) = (2) C4(X) uzay: ikinci sayilabilir ise Cx(X) < C4(X) oldugundan agik¢a Cy(X)

uzay1 da ikinci sayilabilirdir.

(2) = (3) Cx(X) uzay ikinci sayilabilir ise ayrilabilir ve metriklenebilir bir zayif topolojiye
sahiptir. Yani X uzay1 ayrilabilir ve altmetriklenebilirdir. Dolayisiyla X uzayr hemikompakt

ve altmetriklenebilirdir.

(3) & (4) & (5) Yerel kompakt bir uzayda hemikompakt, o-kompakt ve Lindelof’lik
kavramlar1 denk oldugundan aciktir.
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(5) = (6) X uzay1 yerel kompakt oldugundan her x € X icin x € V, ve V, kiimesi kom-
pakt olacak bi¢cimde X uzayinda agik V, kiimesi vardir. Kolayca goriilir ki {Vy : x € X}
sinifi X uzaymn bir agik Ortiistidiir. X uzay1 lindeldf oldugundan X = U7V, olacak
bicimde X uzaymin {x, : n € N} sayilabilir alt kiimesi vardir. Ayrica X uzay1 ayrilabilir ve
altmetriklenebilir ve her V, kompakt oldugundan her V, metriklenebilirdir. Bu yiizden V;,
ikinci sayilabilirdir. Sonug olarak her V,, ikinci sayilabilir ve X = U’ ,V,, oldugundan X

uzayi da ikici sayilabilirdir.
(6) = (1) Ifadesi Onerme 5.2.1 de verilmistir. O

Teorem 5.2.13 Tam regiiler X uzayi icin asagidaki ifadeler denktir.

(1) QC,(X) uzay1 ikinci sayilabilirdir.

(2) C4(X) uzay: ikinci sayilabilirdir.

(3) Cr(X) uzayr ikinci sayilabilirdir.

(4) X uzay1 hemiyar1 kompakt ve Xg-uzaydir.
(5) X uzay1 hemiyar: kompakt ve kozmiktir.

(6) X uzay1 hemiyar1 kompakt ve altmetriklenebilirdir.
Ispat: (1) = (2) C,(X) uzay: ikinci sayilabilir ve ikinci sayilabilir uzay ayrilabilir
oldugundan Teorem 5.2.2 dan X uzayi ayrilabilir ve metriklenebilir bir zayif topolojiye

sahiptir. Altmetriklenebilir bir uzay ¢ s-uzay oldugundan Onerme 3.1.22 den QC(X) = C(X)
yazilabilir. Buradan QC,(X) uzayi ikinci sayilabilirdir.

(2) = (3) QC4(X) uzay: ikinci sayilabilir ise Urysohn Metriklenebilme Teoremi’nden
0C,(X) uzay1 metriklenebilirdir. Teorem 5.1.16 den X uzay1 hemikompakt ve Teorem 5.2.11

den X uzay1 Xg-uzaydir.
(3) = (4) Her X-uzay kozmik oldugundan agiktir.

(4) = (5) X uzay1 kozmik ise altmetriklenebilirdir [46, Onerme 2.3.8.].
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(5) = (1) X uzay1 hemiyar1 kompakt ve altmetriklenebilir ise X uzayindaki her yar1 kompakt
A kiimesi icin A C A, olacak bicimde bir yar1 kompakt A, kiimesi vardir. Buradan her A,
kiimesi ayrilabilir ve altmetriklenebilirdir. Teorem 5.1.12 ve Teorem 5.2.2 den her C,(A,)
uzay1 ayrilabilir ve metriklenebilirdir. Teorem 5.1.6 den C,(X) uzayr [[{C,(A,) : n € N}

ayrilabilir ve metriklenebilir uzayina gémiilebileceginden C,(X) uzay ikinci sayilabilirdir.(J
Sonug 5.2.14 Tam regiiler X uzayi i¢in C,(X) uzay1 ikinci sayilabilir ise C(X) = C,(X) dir.

Sonug 5.2.15 Regiiler X uzay1 igin C,(X) uzay1 ikinci sayilabilirdir ancak ve ancak X uzay:

hemikompakt ve Xy-uzaydir.

Ispat: C,(X) uzay ikinci sayilabilir ise Teorem 5.2.12 den X uzay1 hemikompakt ve Teorem
5.2.11 den X uzay1 Xg-uzaydir. Tersine, X uzay1 hemikompakt ve Xo-uzay ise Teorem 5.1.12
den C,(X) uzay1 metriklenebilir ve Teorem 5.2.11 den C,(X) uzay1 kozmiktir. C,(X) uzay:

metriklenebilir ve kozmik oldugundan ikici sayilabilirdir. U
Yerel kompakt Xg-uzay, ayrilabilir ve metriklenebilir [28] oldugundan asagidaki sonucu

verelebilir.

Sonug 5.2.16 Tam regiiler ve yerel kompakt X uzay: i¢in asagidaki ifadeler denktir.

(1) QC,(X) uzay ikinci sayilabilirdir.

(2) C,(X) uzay: ikinci sayilabilirdir.

(3) X uzayi1 Lindelof ve altmetriklenebilirdir.
(4) X uzay1 *Bo-uzaydir.

(5) X uzay1 Xy-uzaydir.

(6) X uzay1 kozmik uzaydir.

(7) X uzayi ikinci sayilabilirdir.

Teorem 5.2.17 Tam regiiler X uzayi i¢in asagidaki ifadeler denktir.

(1) OC,(X) uzay1 ayrlabilirdir.
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(2) C,4(X) uzay1 ayrilabilirdir.

(3) Ci(X) uzay1 ayrilabilirdir.

(4) X uzay1 Xp-uzay olan bir zayif topolojiye sahiptir.

(5) X uzay1 kozmik uzay olan bir zay1f topolojiye sahiptir.

(6) X uzayi ayrilabilir ve metriklenebilir bir zayif topolojiye sahiptir.
Ispat: (1) < (2) C4(X) uzay ayrilabilir ise Sonug 5.2.4 den QC(X) = C(X) dir. Dolayisiyla
0C,(X) uzay1 ayrilabilirdir.
(2) < (3) < (6) Teorem 5.2.2 de verilmistir.
(4) < (5) < (6) [28, (A), Lemma 10.1 ve Onerme 10.2] den agiktir. O

Sonug 5.2.18 X uzay1 kozmik uzay ise C,(X) uzay: ayrilabilir ve metriklenebilir bir zayif

topolojiye sahiptir.

Sonug 5.2.19 Metriklenebilir X uzayi i¢in asagidaki ifadeler denktir.

(1) C4(X) uzay ikinci sayilabilirdir.
(2) X uzay1 *Bo-uzaydir.

(3) X uzay1 Xy-uzaydir.

(4) X uzay1 kozmik uzaydir.

(5) X uzay1 ikinci sayilabilirdir.

(6) X uzayi ayrilabilirdir.

Teorem 5.2.20 Tam regiiler ve o-yar1 kompakt X uzayi icin asagidaki ifadeler denktir.

(1) QC,(X) uzay1 ayrilabilirdir.
(2) C4(X) uzay1 ayrlabilirdir.

(3) X uzayinin her yar1 kompakt alt uzay1 metriklenebilirdir.
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(4) X uzay1 kozmiktir.

(5) X uzayi altmetriklenebilirdir.

Ispat: (1) < (2) Teorem 5.2.17 den agiktir.

(2) = (3) X uzaymin A yar1 kompakt alt kiimesi olsun. C,(X) uzayi ayrilabilir ise Teorem
5.2.2 dan X uzay altmetriklenebilirdir. Tam regiiler, yar1 kompakt ve altmetriklenebilir bir

uzay metriklenebilir olacagindan A metriklenebilirdir.
(3) = (4) [46, Sonug 2.3.4] den agiktir.
(4) = (2) Teorem 5.2.13 den agiktir.

(4) < (5) Onerme 2.1.36 ve [46, Sonug 2.3.4] den o-yar1 kompakt ve altmetriklenebilir uzay

kozmiktir. U
522 (), (X) uzaymn sayilabilirlik 6zellikleri

Teorem 5.2.21 Tam regiiler X uzayi icin asagidaki ifadeler denktir.

(1) Cu(X) uzay1 Bo-uzaydir.

(2) Cy(X) uzay1 Xp-uzaydir.

(3) C,(X) uzay1 kozmik uzaydir.

(4) C,(X) uzay1 ikinci sayilabilirdir.
(5) C,(X) uzayi ayrilabilirdir.

6) C Clp +(X) uzay1 Po-uzaydir.

(7) C7y,-(X) uzayr Xo-uzaydur.

(8) C7),-(X) uzayr kozmik uzaydr.
(9) €+ (X) uzayr ikinci sayilabilirdir.

(10) C7;,-(X) uzay ayrilabilirdir.
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(11) X uzay1 kompakt ve metriklenebilirdir.

Ispat: (1) = (2) = (3) = (5) ve (6) = (7) = (8) = (10) Teorem 2.1.7 den agiktr.
(4) = (5) ve (9) = (10) Herhangi Bo-uzay, Xo-uzay oldugundan agiktir.

(5) = (10) Ayrilabilir olma 6zelligi zayif topoloji tarafindan korunur. C,,(X) uzay1 ayrilabilir
ise Cy;,+(X) < G (X) < Cu(X) olduBundan C7; . (X) uzay1 ayrilabilirdir.

(4) = (9) Cu(X) uzay1 ikinci sayilabilir ise Cj; . (X) < C(X) < Cy(X) oldugundan C7, . (X)

uzay1 ikinci sayilabilirdir.

(10) = (11) C*

wp-(X) uzayr aynlabilir ise Cy(X) < C;

w1p*(X) oldugundan Cj(X) uzay

ayrilabilirdir. Teorem 5.2.2 den X uzay altmetriklenebilirdir. Ayrica [47, Teorem 4.2] den X
uzay1 sozde kompakttir. O halde Onerme 2.1.36 den X uzay1 metriklenebilirdir. Dolayisiyla
sozde kompakt ve metriklenebilir oldugundan X uzayi kompakttir. Buradan ayni zaman da

(9) = (11) ifadesinin ispat: ¢ikar.

(5) = (1) X uzay1 kompakt ise Sonug 3.1.16 den Cy(X) = Cop+(X) = Cu(X) dir. Ayrica X
uzay1 kompakt ve metriklenebilir oldugundan ikinci sayilabilirdir. Teorem 5.2.12 den C,(X)

= Cy(X) uzaymnn ikinci sayilabilir oldugu goriiliir. O

Sonug 5.2.22 X uzay1 sozde kompakt ve tam regiiler olmak lizere C.,+(X) uzay: ikinci

sayilabilirdir ancak ve ancak X uzayi ikinci sayilabilirdir.

Ispat: Cp+(X) uzayi ikinci sayilabilir olsun. O halde X uzay1 kompakt ve metriklenebilir ve

dolayisiyla ikinci sayilabilirdir.

Tersine, X uzay1 ikinci sayilabilir ve tam regiiler oldugundan metriklenebilirdir. Bu yilizden
s0zde kompakt X uzayr kompakttir. Teorem 5.2.21 den X uzay1 kompakt ve metriklenebilir

oldugundan C;,+(X) uzay ikinci sayilabilirdir. O
Teorem 5.2.23 X uzay: tam regiiler olmak iizere asagidaki sartlardan birinin saglanmasi du-

rumunda C7, p* (X) uzay1 Lindelof degildir.

(a) X uzayi clp-kompakt, fakat kompakt degildir.
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(b) X uzay1 kompakt, fakat metriklenebilir degildir.

Ispat: (a) X uzay1 clp-kompakt ise Teorem 4.1.9 dan C*, »+(X) =Cj(X) vebuyiizden C7, . (X)
uzay1 metriklenebilirdir. Eger C7, o (X) uzayin Lindelof alirsak Teorem 5.2.21 den X uzay1
kompakt ve metriklenebilir olur. Bu ise kabuliimiiz ile ¢elisir. O halde Cz‘lp* (X) uzay1

Lindelof degildir.

(b) X uzay1 kompakt ve C D (X) uzay1 Lindelof ise C o (X) uzay1 ikinci sayilabilir olacagi
icin Teorem 5.2.21 den X uzay1 metriklenebilir olur. Bu ise kabuliimiiz ile ¢elisir. O halde

Cyy,+(X) uzay: Lindel6f degildir. O

523 C,y(X) ve Cy,o(X) uzaylarmn sayilabilirlik 6zellikleri

Teorem 5.2.24 Tam regiiler X uzayi icin asagidaki ifadeler denktir.

(1) C,¢(X) uzay: PBo-uzaydir.

(2) Cy¢(X) uzayr Xp-uzaydir.

(3) C,(X) uzay1 kozmik uzaydir.

(4) C,(X) uzay ikinci sayilabilirdir.

(5) C,¢(X) uzay: ayrilabilirdir.

(6) C,y(X) uzay1 PBo-uzaydir.

(7) Cyy(X) uzayr Xo-uzaydir.

(8) C,y(X) uzay1 kozmik uzaydir.

(9) C,y(X) uzay ikinci sayilabilirdir.
(10) C,y(X) uzay1 ayrilabilirdir.

(11) X uzay1 kompakt ve metriklenebilirdir.

Ispat: X uzay1 kompakt ve metriklenebilir ise Sonug 4.2.9 ve Sonuc 4.1.21 den C, (X) =

Cu(X) =C,y(X) = C,¢(X) oldugundan Teorem 5.2.21 den agiktir.
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6. BOLUM
SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada X  topolojik wuzaydan Y  topolojik uzayma tanimli  tim
siirekli fonksiyonlarn kiimesi olan C(X,Y) iizerinde oncelikle kiime-agik topolojiler,
diizgiin topolojiler, ortii topolojiler ve grafik topolojiler gibi cesitli fonksiyon uzaylari
topolojilerinin tanimlar1 verildi. Daha sonra, yar1 kompakt ve clp-kompakt gibi kompaktligin
zayif formlar ile bu topolojilerin bazi genellemeleri verildi. Tanimlanan tiim topoloji-
lerin karsilagtirilmasi yapildi. Yart kompakt-agik topoloji ve clp-kompakt-acik topolojilerin
metriklenebilirlik, tam metriklenebilirlik ve sayilabilirlik 6zellikleri ayrintili olarak incelendi.

Bu ozellikler tanimlanan diger topolojiler icinde incelendi.

Yar1 kompakt-agik ve clp-kompakt-acik topoloji icin bu ¢alisma kapsami disinda kalan
topolojik 6zellikleri incelenebilir. Ozellikle clp-kompakt-agik topolojinin metriklenebilmesi

icin ¢aligmalar yapilabilir.
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