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OZET

Calismanin ilk boliimiinde tez ile ilgili literatiir bilgisine yer verilmistir. Ikinci boliimde tez
boyunca kullanilacak tanim ve teoremler verilmistir. Ugiincii boliimde s(f,A,p) modiiliis
fonksiyonu yardimiyla tanimlanmig bulanik ¢ift indisli dizi uzay1 tanimlanarak bazi cebirsel ve
topolojik dzellikleri incelenmistir. Dérdiincii boliimde s2 (X, f) bulanik normlu ift indisli dizi
uzay1 modiiliis fonksiyonu yardimiyla tanimlanmistir ve topolojik 6zellikleri irdelenmistir.

51200 (f) uzaymin seviye kiimesi cinsinden bulanik normlu ¢ift indisli dizi uzay1 incelenmistir.
s(f, A, p) dizi uzaymn Kéhte Toeplitz dualleri verilmistir. Altinc1 bolimde s7[f, p] modiiliis

fonksiyonu yardimiyla tanimlanmis bulanik ¢ift indisli fark dizi uzayi tanimlanmis ve topolojik

ozellikleri incelenmistir.
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ABSTRACT

In the first part of the study, literature information about the thesis is given. In the second part,
definitions and theorems that will be used throughout the thesis are given. In the third chapter,
s(f,4,p) fuzzy double index sequence space defined with the help of modulus function is
defined and some algebraic and topological properties are examined. In the fourth chapter,
s2(X, f) fuzzy normed double index sequence space is defined with the help of modulus

function and its topological properties are discussed. s;_(f) fuzzy normed double index
sequence space has been investigated in terms of the a level sets. In the fifth chapter, Kohte
Toeplitz duals of the sequence space s(f, 4, p) are given. In the sixth chapter, sZ[f, p] fuzzy
double index difference sequence space defined by modulus function is defined and its

topological properties are examined.
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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

dogal sayilar kiimesi
reel sayilar kiimesi
kompleks sayilar kiimesi
bulanik sayilarm uzay1
bulanik say1 dizileri uzay1
bulanik intervaller uzay1
kompleks ve reel degerli ¢ifti dizilerin uzay:
a sayisinin tam kismi
A nin kapanigi
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p-toplanabilir bulanik sayilarin dizi uzay1

u € R(I) i¢in a seviye kiimeleri

{t € R:u(t) > 0}
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E nin siirekli dual uzay1
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BOLUM 1

GIRIS

Zadeh, klasik kiime teorilerinin yetersiz kaldig1 durumlarda verileri daha iyi ifade etmek
icin hali hazirda kullanilan olasilik uzaylarinin yani sira bulanik uzaylar fikrini ilk olarak
ortaya atmigtir [1]. Giinlimiizde bulanik yapilar insan etkisinin ve doganin mekanik sitemlerle
multidisipliner ¢alistig1 durumlarda daha fazla karsimiza ¢ikmaktadir. Son yillarda yapay
zekanin giinliilk hayatimiza girmesi ile birlikte goreceli bilginin aktarimmnin daha saglikli
yapilabilmesi i¢in bulanik sistemler siklikla kullanilmaktadir. 1982 yilinda Wang olasilik ve
bulanik kiimeler uzay1 ikilisini faktoér uzaymin temeli olarak ele almigtir. Wang’a gore faktor
uzaylar yapay zekanin mekanik kisminin matematik temeli olarak goriilmektedir. Oncelikli
olarak bulanik sistemler, yapay zekanin alt dali olan makine 6grenme icin tutarliligr yiiksek
ciktilar elde etmek ve daha hassas veriler liretmek amaci tasimaktadir. Fiziksel bir fenomenin
gbzlem ya da deney yoluyla elde edilen verileri, tahmin, kiimeleme gibi islemleri uygulamak
icin, bir reel say1 ya da bir aralik yardimiyla olgiilebilir ve sistemlere aktarilabilir. Veriler,
klasik anlamda iyi taniml kiimeler veya bulanik kiime teorisindeki gibi a — seviye kiimeleri

ile kesin olmayan araliklar yardimiyla tanimlanabilir.

Bulanik kiimeler ve bulanik mantik, doga bilimlerinin uygulamalarinda ya da karar verme
(desicion making) uygulamalarinda kesin (crisp) verilerin kullanilmasi ile olusan bosluklar
doldurmak i¢in sik¢a kullanilir. Tek veya ¢ok degiskenli analizden, diferansiyel denklemlere,
cebirdeki ideallerden latis teoriye kadar bir¢cok konu iizerinde bulanik anlamda caligsmalar
yapilmistir. Bulanik sistemlerin giinliik verileri isleme sekli giinliik yasam verilerinin daha
verimli bir sekilde sistemlere dahil edilmesine yardimci olmustur. Bu sistemler, belirsiz ve
kesinligi olmayan veri ve bilgileri tanima, temsil etme, manipiile etme, yorumlama ve kullanma
kapasitesine sahiptir. Ayrica bulanik kiime teorisinden faydalanarak ayrik (discrete) veri yerine
veriyi bulaniklastiracak daha baska kiime teorileri de ortaya atilmistir. Bu kiimelerden bazilari,
tip-2 (type-2), sezgisel (intuitionistic), soft, granular, bipolar, neutrosophic, bulanik

kiimelerdir.

Calismamizda kullanilan ¢ift indisli dizilerin ilk donem literatiir taramasi su sekildedir.
Bromwich reel ve kompleks uzaylarda cift indisli diziler tizerinde ilk ¢aligmalar1 yapmistir [2].

Cift dizi uzaylar icin tek indisli dizilerden farkli olarak bir¢ok yakinsaklik tanimi verilmistir.



I1k olarak Pringsheim sinirl1 olmayan ¢ift dizi uzaylari i¢in yakinsaklik tanimini vermistir [3].
Hardy cift indisli uzaylarin topolojik 6zelliklerini incelemistir ve buna ek olarak sinirli satir ve
siitun elemanlar igin ¢ift dizilerde yakinsakligi tanimlamistir [4]. Regiiler ¢ift dizi uzaylar
yapisindan dolay1 oldukg¢a kullanigh ve tizerinde fonksiyonel analitik metotlar1 kullanmak i¢in
¢ok elverislidir. Mori¢z, Pringsheim anlaminda ||-|| . normuna gore yakinsak ve sifira yakinsak
uzaylarin Banach uzay1 oldugunu gdstermistir [5]. Zelster’in [6] cift indisli uzaylardaki
calismasmin ardindan bir¢ok yazar bu konuda ¢alismalar yapmustir [7,8]. Hill ise ¢ift dizi

uzaylarmin topolojik 6zellikleri {izerinde oncii ¢aligmalar yapmustir [9].

Modiiliis fonksiyonu fikri ilk defa Nakano tarafindan ortaya atilmistir [10]. Ruckle modiiliis
fonksiyonlarin koordinat fonksiyonlarinda sinirliligindan faydalanarak FK uzay1 insa etmistir
[11]. Daha sonra Maddox [12] sirsiz matrisler yardimiyla paranormlu dizi uzaylarim
tamimlamug, stireklilik ve smirhilik ile ortaya ¢ikan problemleri asmak igin modiiliis
fonksiyonlarindan yararlanmistir [13]. Son zamanlarda bir¢ok yazar tarafindan bu uzaylarin

topolojik ozellikleri incelenmistir [14,15,16].

Dubios ve Prade bulanik sayilar iizerinde operator islemlerini tanimlamistir [17]. Bulanik dizi
uzaylar1 iizerinde ilk ¢alismalar1 ise Nanda vermistir [18]. Matloka ve Kaleva bulanik sayilarin
smirlilik ve yakinsakligr ile ilgili incelemelerde bulunmustur [19,20]. Stojakovi¢ yaptigi
caligmalarda Zadeh’in bulanik genisleme prensibini kullanarak bulanik sayilarin yakinsakligini

incelemistir [21].

Simdi, bulanik kiimelerin toplanabilirligi {lizerine son zamanlarda yapilan bazi ¢aligmalar
siralanacaktir. Tripathy ve Dutta c¢ift indisli bulanik uzaylarin temel 6zellikleri ve sinirh
varyasyonlar1 lizerine incelemeler yapmustir [22,23]. Talo ve Basar modiiliis fonksiyonu
yardimiyla tanimlanmis bazi 6zel dizi uzaylarini incelemis ve @ — seviye kiimelerini kullanarak
a —, f — ve y — dual tanimlarin1 vermistir [24]. Ayrica Talo ve Basar klasik bulanik kiimeler
icin bulanik matris doniistimlerini incelemistir [25]. Son zamanlarda Dutta ve Gogoi, Cesaro
tipindeki bulanik uzaylarin dual ve matris doniisiimleri ile ilgili ¢calismalar yapmistir [26].
Diamond ve Kloeden bulanik sayilar uzayinin Hausdorff metrigi ile Lipschitz oldugunu
gostermistir. Zadeh’in bulanik say:1 fikrini literatlire kazandirmasinin ardindan Nanda ve

Tripaty farkli tipte bulanik reel degerli dizi uzaylar1 tanimlarini vermistir [27].



Bu calismada modiiliis fonksiyonlari yardimiyla tanimlanmis bulanik ¢ift dizi uzayr insa
edilmigtir. Girig boliimiinde ilk olarak ¢alismamiz boyunca kullanilacak bulanik ¢ift dizi
uzaylar1 kavramina temel teskil eden reel degerli ¢ifti diziler incelemistir ve bu konuyla ilgili
ihtiya¢ duyulacak tanim ve teoremlere yer verilmistir [18,28,29]. Buna ek olarak bahsedilen
dizilerin baz1 topolojik 6zellikleri irdelenmistir. Cift dizi uzaylarinin yakinsaklik ve smirlilik
gibi tanimlar1 bulanik dizi uzaylar1 kavrami géz onilinde bulundurularak verilmistir. Ayrica
bulanik Prignsheim anlaminda yakinsaklik kavrami iizerinde durulmustur. Bulanik dizi
uzaylarinin cebirsel 6zellikleri ve lizerine tanimlanan metrigin yapisi ve tamlig ile ilgili tanim
ve teoremlere yer verilmistir. Modiiliis fonksiyonu yardimiyla tanimlanan ¢ift dizilerinin FK

uzaylarinin topolojik yapilar1 ve toplanabilirligi verilmistir [30,34].



BOLUM 2

TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Lineer metrik uzaylar topolojik vektor uzaylariin 6zellestirilmis bir halidir. Koordinat bazi
fonksiyonlar1 yardimiyla tanimlanan bir uzayin Fréchet uzay1 oldugunu gostermek i¢in ya bir
tam lineer metrik uzay ya da uzayin yerel konveks ve ayrilabilir (Hausdorff metriklenebilir)
oldugunu gostermek gerekir. Simdi modiiliis fonksiyonu yardimiyla elde edilen bulanik ¢ift

dizi yapilari i¢in gerekli tanimlar ve teoremlere yer verilecektir.

2.1. Metrik ve Topolojik Vektor Uzaylar

Tanim 2.1.1. X evrensel bir kiime olmak iizere, d: X X X — R doniisiimii asagida verilen

ozellikleri sagliyorsa d ye metrik ve (X, d) ikilisine metrik uzay denir.

i) Her x,y € X i¢ind(x,y) = 0;
ii) Herx,y e Xi¢cind(x,y) =0 x=y;
iii) Her x,y € X i¢ind(x,y) = d(y, x) ise;
iv) Herx,y,z e Xicind(x,y) + d(y,z) = d(x,2).
Yar1 metrikte ise d(x,y) = d(y, x) sart: aranmamaktadir. Ornegin X = [0,1] iizerinde,

_ y—=Xxy =X
d(x,y) = { 1, diger durumlarda

seklinde tanimlanan d metrigi i¢in d(x,y) # d(y, x) dir.
Tanim 2.1.2. X lineer uzay ve d:X X X — R metrik olmak iizere, her x,y,z € X igin
d(x + z,y + z) = d(x,y) (translation invariant) 6zelligini d metrigi sagliyorsa ve toplama ve
skalerle ¢arpma iglemleri X uzayinda siirekli ise (X, d) ikilisine lineer metrik uzay denir [32].
Bir lineer metrik uzay tam ise Fréchet uzayir olarak adlandirilir. Yerel konveks ve
metriklenebilir tam uzaya da Fréchet uzay1 olarak anilir.
Lineer metrik uzaylar ve total paranormlu uzaylar ayni uzaylardir. Simdi paranorm tanimini
verelim.
Tamm 2.1.3. X lineer uzay ve h: X — R fonksiyonu asagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa;

i) x =0ise h(x) =0 (0 = X in sifur elemant);

ii) Her x € X i¢in h(x) =0 ;

iii) Her x € X i¢in h(x) = h(—x) ;

iv) Her x,y € X i¢in h(x) + h(y) = h(x + y);



V) (A4,) skalar dizisi, n — oo giderken A4,, = A ve (x,,) vektorler dizisi n - oo igin
h(A,x, — Ax) — 0 (skalar ¢arpmada siireklilik) ise;

(X, h) ikilisine paranormlu uzay denir. (i) 6zelliginin karsiti da mevcutsa yani h(x) = 0 iken
x = 6 ise bu paranorma totaldir denir. Her x € X i¢in h(x) = d(x, 0) ise h ve d fonksiyonlari
ayni ozelliklere sahiptir. Her x,y € X i¢in h(x —y) = d(x,y) saglaniyorsa ve (X, h) total
paranormlu uzay ise (X, d) ye yar1 lineer metrik uzay (ya da lineer metrik uzay) denir ve karsitt
da dogrudur [32].
Nakano tarafindan tanimlanan modiiliis fonksiyonlar1 bir¢ok problemin ¢oziimiinde dizi
uzaylar1 tiretmek i¢in kullanilmistir. Simdi modiiliis fonksiyonlarinin tanima yer verelim.
Tamm 2.1.4. f:[0,00) — [0,00) fonksiyonu asagidaki ozellikleri sagliyorsa bir modiiliis
fonksiyonu adin alir. Her ¢,z € [0, ) igin,

) f)=0ot=0,

i) f(t+2)<f(®)+f(2,

iii) f artandir,

iv) f'sifir noktasinda sagdan siireklidir.
Ayrica (ii) ve (iv) 6zelliklerinden dolay1 f fonksiyonu [0, )da siireklidir. Ornegin 0 < r < 1
icin f(t) = t" fonksiyonu bir modiiliis fonksiyonudur [13].
Simdi ilerleyen boliimlerde kullanacak olan ifade ve ispatlara yer verilecektir.
Onerme 2.1.1. f 6zdeslik fonksiyonundan farkl1 bir modiiliis fonksiyonu olmak iizere her t €

[0, ) ve n > 0 tamsayist i¢in,
t 1

)5

dir [14].

Ispat: f (%) < — esitsizligini kabul edelim. Buradan hareketle,
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elde edilir. (2.1) den f(t) <1 elde edilir. t € [0, ) oldugundan bu ¢ikarim fonksiyonun

sagdan siirekli ve artan olmasiyla ¢eligir. O halde t € [0, o) ve n > 0 tamsayist i¢in f (%) >

1
— saglanir.
n

Onerme 2.1.2. f bir modiiliis fonksiyonu olsun. Bu takdirde t € [0, ) ve 0< § < 1 olmak
lizere t > § i¢in;

f < 2f(61)t

esitsizligi gecerlidir [14].

Ispat: ¥Vt € [0,0) ve 0< 8§ < 1vet > § icin;
Fo<f(1+ Et]) <f()+ f([% t|) (22)
dir. t tam say1 ise f modiiliis fonksiyonu i¢in f(t) < tf (1) oldugundan [11] ve (2.2) den,
< F(1) + E t] f<f@(1+ E t])
< f(1) (1 +%t> < 2f(1)%t
dir. Burada [x] ifadesi x in tam kismini ifade etmektedir.

Tamim 2.1.5. X, K cismi iizerinde bir vektor uzayr ve E S X olsun. Eger hert €(0,1) ve

X,y € Eicin tx + (1 —t)y € E ise E ye konvekstir denir [33].
Simdi vektor uzaylarinda lokal konveksligin tanimini verelim.

Tammm 2.1.6. Bir topolojik vektér uzayi sifirin her komsulugunda sifirin konveks bir

komsulugunu bulunduruyorsa bu uzaya lokal konvekstir denir [33].

Teorem 2.1.1. (Hahn-Banach Teoremi) X reel veya kompleks normlu lineer uzay, M € X X in
bir alt uzay1 ve f € M™* smirli bir lineer fonksiyonel olsun. O zaman &yle bir F € X™ lineer

fonksiyoneli vardir ki F nin M tizerinde bir kisitlamasi f ve [|F||x+ = |[f]|p~ dir.

Tamm 2.1.7. X ve Y iki normlu lineer uzay ve T: X — X lineer operatdr olsun. Eger Vx € X

ve x # 0 igin,
ITx]l < Kllx|

olacak sekilde bir K > 0 varsa T lineer operatorii sinirlidir denir. X ten Y ye biitlin sinirh lineer

operatorlerin kiimesi B(X,Y) ile gosterilir ve bu uzayin normu,



Il

Tl =
xexxl=1 Il

dir. Y uzay1 Banach ise B(X,Y) tamdir [34].

Tamm 2.1.8. X F cisim iizerinde olmak {izere vektdr uzayi olsun. O zaman bir T: X — F lineer
operatoriine lineer fonksiyonel denir [33].
Onem arz eden kisimlardan birisi de yar1 normlu uzaylarm lokal konveks topolojik uzaylara

denk olmasdir.
Tamm 2.1.9. Yar1 normlu uzaylar arasinda tanimli bir T lineer operatorii x # 0 igin,

ITx]l < IIT NIl

esitsizligini saglar [33].

Tanim 2.1.10. X bir normlu uzay olsun,

X*=BX,R) ={f|If:X - R, f lineer}

olarak tanimlanan L(X, R) ye X in cebirsel duali denir ve genellikle X* ile gosterilir [35].
Tamm 2.1.11. X bir yar1 normlu uzay olsun. f € X i¢in,

IfIl = supllfCOl: llxll < 1,x € X}

ile tanimlanan norma goére X* bir Banach uzayidir [35].

Buraya kadar verilen tanimlar Hahn- Banach teoreminin dogal sonuglarindan biri olan dualleri
anlamak i¢in gerekli tanimlardir. Dualler bir uzay iizerinde korunan doniistimleri inceler ve bu
uzaylar hakkinda bilgi verir. Mesela normlu bir uzayin duali ayriksa, kendisi de ayriktir. Hahn-
Banach teoremi genel olarak bir uzayda tanimli lineer ve sinirli bir alt uzaym normunu
koruyarak tiim uzaya genisletilebilecegini ifade eder. Dualler ile birlikte uzaymn yansimali,
normal ve simetrik olma gibi kavramlar1 da normlu uzaylar i¢in Hahn-Banach teoreminin dogal
sonuglarindandir.

Teorem 2.1.2. X bir yar1 normlu uzay ve E X in bir alt uzay1 ve f € E* olsun. Bu durumda f
bir F € X* fonksiyoneline,

IFI = 1IFI

seklinde genisletilebilir [33].

Teorem 2.1.3. X bir normlu uzay ve x, € X sifirdan farkli bir vektor olmak iizere,

IfIl =1, f(xo) = lIxoll

olacak sekilde bir f € X* vardir [36].



2.2. Bulanik Kiimeler ve Bulanik Dizi Uzaylar:

Tamm 2.2.1. R nin bir bulanik alt kiimesi, R uzayindan birim araliga bir doniisiim olan u
fonksiyonu ile tanimlanir ve x € R i¢in
u:R - [0,1]
temsili ile ifade edilir [1]. Uggen iiyelik fonksiyonu, yamuk iiyelik fonksiyonu, pargali iistel
iiyelik fonksiyonu, Gauss iiyelik fonksiyonu yaygin olarak kullanilan tiyelik fonksiyonlaridir.
Tanmm 2.2.2 x e R, u: R - [0,1] ve a € (0,1] i¢in [u], ifadesi u bulanik kiimesinin a —
seviye kiimelerini ifade eder ve
[ul, ={xeR:ulx) = a}
seklinde gosterilir [37].
Tanim 2.2.3 u: R - [0,1] olmak {izere [u], seviye kiimesine u bulanik kiimesinin destegi
(support) denir. Ayrica biitiin &« — seviye kiimelerinin kapanisi,
[ulo = U [ula
a€(0,1]

seklinde ifade edilir [37]. Yani [u], R nin sinirli bir alt kiimesidir. 0 < a < 8 < 1 igin
[ulg € [uly € [ulo
oldugu agiktir.
x € R igin u(x) = 0 oldugunda [u], = @ olacagindan bulanik kiimelerde normal tanimina
ihtiya¢ duyulmustur.
Tamm 2.2.4. x € R olmak iizere u: R - [0,1] i¢in [u]; # @ ise u bulanik kiimesi normaldir
[28].
Tamm 2.2.5. X bir topolojik uzay ve f: X — R reel degerli bir fonksiyon olmak {izere y € R
igin,
{x € X|f(x) = y}
kiimesi X lzerinde kapali ise f ye iist yar1 siireklidir denir [38].
Tamim 2.2.6. X R iizerinde ayrilabilir Banach uzayi olsun. u: X’ — [0,1] bulanik kiimesi i¢in
X iizerindeki biitiin st yar1 siirekli bulanik kiimeler asagidaki 6zellikleri saglar [37]:

i) [ul, ={x € R:u(x) = a} bostan farkli ve Va € (0,1] igin kompakt,

i) [u], = m kiimesi sinirl (dolayisiyla {ist yar siireklilikten kompakt),

iii) Va € (0,1] i¢in [u], konveks.
Tamm 2.2.7. u: R - [0,1] olmak iizere u fonksiyonu agagidaki sartlar1 sagliyorsa u ya bir

bulanik sayidir denir [39]:



i) u normaldir, u(t,) = 1 olacak sekilde t, € R vardir;
ii) u bulanik konvekstir, her t,z € R ve her A€ [0,1] i¢in uf[At+ (1 —A)z] =
min{u(t),u(z)} dir;

iii) u st yar stireklidir;

iv) [u], = {t € R: u(t) > 0} olarak gosterilen {t € R: u(t) > 0} kiimesinin kapanisi
kompakttir.
Tanim 2.2.8. F(R) bulanik sayilarin bir kiimesi ve (u; ) dizisi F(R) de bir dizi olsun.
w(F) = {ux € FR)|u: N - F(R) }
ye bulanik say dizilerinin kiimesi denir [24].
Tamm 2.2.9. F(R) deki bulanik sayilarin bir dizisi u = u,, ile gosterilirse agik olarak
u® = (up) = (wf,ug, ..., ug, ...)
bigiminde verilen diziye u; bulanik dizisinin @ — seviye kiimesi denir [37]. u; dizileri ayni
zamanda
u® = (ug) = ([ug (@, uf (@], [uz (@), uz (@], ..., [ug (@), ug (@], -..)
seklinde interval dizileri olarak ifade edilebilir.
u nun destegi (support) varsa ve u® kompakt ise u® kapalidir. Dolayisiyla a € (0,1] i¢in u®
kesim kiimesi de kompakt ve destek kiimesine sahiptir.
Simdi bulanik say1 dizi uzaylarindaki gerekli olan bazi tanimlar1 verelim.
Tanim 2.2.10. F(R) bulanik sayilarin kiimesi, (u;) F(R) de bir dizi olsun ve (u;) dizisinin
limiti u, fonksiyonu olsun. Buna gore u, a yakinsayan biitiin yakinsak bulanik sayilarin dizisi
c(F) ile gosterilir
c(F) = {u,, € F(R) |lil£n We = Ug, Up € F(R)}
dir. Ayrica sifira yakinsayan dizilerin kiimesi

co(F) = {u, € F(R) |li’£n w=0 )

seklinde ifade edilir [24].
Tamm 2.2.11. w(F) nin cebirsel yapisi,
i) Toplama;
+:w(F) X w(F) - w(F)
(w,v) s u+v=_~uy+vr) = WU, Uy, e, Upy o) + (U1, Vg oo, Uy o) + 00
= (Uy + v, Uy + Vg, e, U F U, )
ii) Skaler carpma A € R i¢in;
Alu,) = AQug) = (Aug, Auy, ..., Auy, ...)



seklinde verilir [28].
Tamm 2.2.12. u € w(F) olmak iizere a — seviye kiimesi ile bulanik mutlakligin tanimi
agagidaki sekilde verilebilir [41].

lul™(a) = max{0,u”(a), u™(a)},
[ul*(a) = max{lu™ ()], [lu* ()|}.

Tanim 2.2.13. u, v,z € w(F) vez = 6, t € R olmak iizere,
i) ful={

i) lu+v| <|ul+|vl;

u, uz=0,
—u, u<ao;

iii) [tu| = [t]lul;
iv) u = 0ise |u| = 0;
v) —z<u<zise|u|l <z
ozellikleri saglanir [25].
Tamm 2.2.14. u; € F(R) olmak iizere, o — seviye kiimesi ile skaler carpma tanimu,

[Mu ™ (@), i (@)], 22> 0}

M = 2 = Auye™ (@), we* (@)] = {[/Iuk+(a) (@], 1<0

ile verilir. Burada ujf = [u,~ (@), ux " (a)] dir [28].

2.3. Bulanik Metrik Uzaylar

Tamim 2.3.1. d: F(R) x F(R) = R ve a € [0,1] olmak iizere,
(w,v) = d(w,v) = max{lu,~ (@) — v~ (@), [ (@) — v (@1}

ile taniml1 d fonksiyonu metrik sartlarini saglar ve F(R, d) uzayina bulanik sayilarin metrik
uzay1 denir [28].

F(R) bulanik sayilarin kiimesi ve u;: R — [0,1] olmak iizere u;, normal, st yar siirekli,
konveks ve @ = 0 igin u, kompakt ise f:N - R ve k - f(k) = (u) = (uq, Uy, .., U, --0)
icin metrik uzay tanimi asagidaki sekilde verilsin.

Tanim 2.3.2. d: R(I) X R(I) - R ve u,v € R(I) olmak iizere,

d(u,v) = sup] du®,v%)

a€lo,1
ile tanimli d metrigine gore (R(/), d) metrik uzaydir. Burada R(I) biitiin bulanik intervallerin

kiimesidir ve (R(I), d) tamdir [28].
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Tanim 2.3.3. A ve B, (R(I), d) metrik uzaymin iki alt kiimesi olmak iizere iki kiime arasindaki

uzaklik

h(A,B) = max {sup {inf d(a — b)},sup {inf(a — b)}}

ac€A \beB beEB \a€A

seklinde tanimlanan Hausdorff uzakligi ile hesaplanir [37].

Uyar12.3.1. (u) = ([ug,u;]), F(R) de kapali ve sinirli ailelerin bir intervaller dizisi olsun.
Bu durumda u;, < v sadece u; < vy ve uf < v; olmasi durumunda gegerlidir [24].
Teorem 2.3.1. w;, = [u;, ui], vy = [vg,vi] € F(R) olsun,

d(u, vi) = max{|u; — v |, luf —vgl}

metrigine gore (F(R), d) ikilisi bir metrik uzaydir. Buna ek olarak (F(R),d) metrik uzay1
tamdir [37].

Tanim 2.3.4. (u;) bulanik sayilarin dizisi ve @ € [0,1] olsun. Eger Ve > 0 i¢in k > n,, iken
d(ug, uy) = df,uf) < ¢

olacak sekilde bir n, € N varsa uy, € F(R) i¢cin (u;) — u, yakinsaktir denir [28]. Burada
d(ug, uf) = Jg[gflf]{ luk (@) —up~ (@), lug (@) —up* (@)l }

seklindedir. l}im U, = Uy oldugundan,

d(ue Ug) = Sup]{ff(uz‘i‘,ug‘)}

a€lo0,1
= a?[lol,)q{max{lu'; (@) = up~ (@), [wf (@) — ug* (@)1}

elde edilir [37].
Tamim 2.3.5. (u;) bulanik sayilarin dizisi olsun. Eger Ve >0 i¢in i,k =>n, iken
d(u;,u;) < € olacak sekilde bir ny € N varsa (u;) dizisi bulanik sayilarin bir Cauchy
dizisidir denir [37].
Tamm 2.3.6. Biitiin sinirli bulanik sayilarin dizisi o, (F) ile gosterilir. Buna gore
loo(F) = {ux € F(R)|d(ug, 0;) <o}
dir. Burada d metrigi d (uy, vx) = sup d(uy, vy) dir [37].

2.4. Bulanik Cift Diziler

Tamm 2.4.1. X bostan farkli herhangi bir kiime olmak tizere f:N X N — X olsun,

(m,n) = f(m,n) = Xy
seklinde tanimlanan f fonksiyonuna bir ¢ift indisli dizi denir.

Herhangi bir x = (x,,,) ¢ift dizisinin Xx,,,, elemanlari,
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seklinde sinirsiz bir matris olarak ifade edilebilir. Kompleks veya reel degerli biitiin ¢ift indisli
dizilerin kiimesi Q ise;

Q={x = (xpmn),Ym,n € N| x,,,,, € C}

kiimesi Va € Cve Vx,y € Q i¢in ax = (aXyy) Ve X + Y = Xpun + Ymn islemleri ile bir lineer
uzaydir.

Tamm 2.4.2. Bulanik ¢ift indisli say1 dizilerinin kiimesi

wy (F) = {(we)lup, € F(R) k, 1 € N}

ile ifade edilir. Burada u,,; bulanik dizisinin elemanlar1 k, [ € N igin birer bulanik sayidir [29].
Tamim 2.4.3. (uy;) bir reel degerli ¢ift indisli bulanik dizi olsun. k,l < m,n igin uy; < Uy,
sart1 saglaniyorsa (uy;) dizisi monoton artandir [29].

Tamm 2.4.4. (u;) bulanik sayilarin bir ¢ift indisli dizisi olsun. Eger Ve > 0 igin k, [ > n,
iken d(uy;, u) < € olacak sekilde bir ny, € N varsa (uy;) dizisi u € F(R) ye Prignsheim
anlaminda yakinsaktir denir [29].

Uyar 2.4.1. Pringsheim anlaminda yakinsak diziler sinirli olmak zorunda degildir.

Tamim 2.4.5. (uy;) bir reel degerli ¢ift indisli bulanik dizi olsun. Eger Vk,l € N igin
lug| < M seklinde bir M > 0 reel sayisi varsa (uy;) dizisi sinirhidir denir [29].

Tanim 2.4.6. (uy,;) bir reel degerli ¢ift indisli bulanik dizi olsun. a € [0,1] i¢in (uy;) dizisinin

bir & — seviye kiimesi uy,; () seklinde ifade edilsin, eger

sup d(uy, 0) = sup sup {max{ lugg ()|, lug(a)l }} < oo
kl k,l a€l0,1]

sartin1 sagliyorsa uy; () siirhidir denir [29].

Tamim 2.4.7. (uy;) bir reel degerli ¢ift indisli bulanik dizi ve w, (F) bu dizilerin uzay1 olsun.
Uy = 0 icin

d (e, 0) = max{ lug (O)] , luf, () }

dir. Burada |uy;| bulanik saymin mutlak degerini gostermektedir [29].

Uyan 2.4.2. Cift indisli uzaylar i¢in tanimlanan bir norm tek indisli uzaylara dizinin terimleri

k,j = 1,2,...icin aj, = a; kabul edilerek aktarilabilir [5].

Teorem 2.4.1. ¢} vech sirasiyla ¢ift indisli Pringsheim anlaminda yakimsak ve sifira
akinsak uzaylar smurli olsun. Bu durumda c? ve c? uzaylan || .||, normu ile Banach
y Yy 2 2,0 Yy

uzayidir [42].
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Tanmim 2.4.8. (u;) bir reel degerli ¢ift indisli bulanik dizi olsun. w, (F) reel degerli ¢ift indisli
bulanik dizi uzay1 (vy;) € w,(F) i¢in k,l € N ve (uy;) € w,(F) oldugunda (vi;) < (uy)
oluyorsa w-, (F) normal (solid) olur [29].
Tamim 2.4.9. (uy;) bir reel degerli ¢ift indisli bulanik dizi ve w, reel degerli ¢ift indisli dizi
uzay1 olsun.
K= {(k;,l;,):ieN|k; <k, <k;<-,l;<l,<l3<-}cNXxXN
kiimesi tanimlansin. w, nin K — adim uzayz,
/1$2 {(ukili) € (Uz(F)|(ukl) € (Uz}
seklinde tanimlanir. (uy;) € w, nin bir kanonik on goriintiisii olan (vy;) € w,(F),

_ (ur, klEK
Vit = { 0, diger
dir [29]¢
Tamm 2.4.10. (u;) bir reel degerli ¢ift indisli bulanik dizi olsun. w,(F) reel degerli ¢ift
indisli bulanik dizi uzayr biitliin adimlardaki kanonik ©n goriintiileri igeriyorsa
monotondur [29].
Tamim 2.4.11. (uy;) bir reel degerli ¢ift indisli bulanik dizi ve w,(F) reel degerli ¢ift indisli
bulanik dizi uzay1 olsun. 7, N de bir permiitasyon olmak tizere (uy;) € w,(F) igin (unkm) €
w, (F) oluyorsa w, (F) simetriktir [29].
Tamim 2.4.12. (uy;) bir reel degerli ¢ift indisli bulanik dizi ve w,(F) reel degerli ¢ift indisli
bulanik dizi uzay1 olsun. (uy;), (V) € w,(F) igin (Uy; - V) € w,(F) oluyorsa bu dizi uzayi
bir cebirdir [29].
Tamim 2.4.13. (uy;) bir reel degerli ¢ift indisli bulanik dizi ve w,(F) reel degerli ¢ift indisli
bulanik dizi uzay1 olsun. (vy;) € w,(F) i¢in (uy;) € w,(F) ve vy, = 0 oldugunda uy; = 0
oluyorsa hep yakinsak degildir (convergence firee) [29].
Simdi ¢ift indisli bulanik normlu uzay ispatlarinda kullanilacak énermeyi verelim.
Onerme 2.4.1. x,,,, dizisi m ile monoton olarak artan bir dizi ve y,,,, dizisi de x,,,,, terimine

bagli olarak Ypm, = Ximp — X(m-1)n $€klinde n ile monoton olarak artiyorsa

lim lim x,,, = lim lim x,,,

m—00 nN—0o n—->00 m—0co
esitligi mevcuttur.
Ispat: y,,, = 0 nin n ile monoton olarak arttig1 kabulden agiktir. Reel analizden dl¢iiye gore

monoton yakinsaklik teoreminden

Hm [ yimn = f lim v,

n—-oo
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elde edilir. Olgiiniin say1labilirliginden,

[o/0) [0/0)
lim Vmn = E lim y,.n
n—0co n—o0o
m=1 m=1

yazilabilir. Serinin kismi toplamalar dizisi lizerinden limit alinirsa

L L
lim lim z Ymn = lim lim z Ymn
n—ooL—co L—>oon—oo
m=1 m=1

olur, Yiun = Xmn — Xm—1n 1fadesi yerine yazilirsa,
L

Xmn — Xm-1n = l!l_)%rlll_r)go Xmn — Xm-1n
1 m=1

lim lim

n—ooL—co

NgB

3
T

lim lim x,,, = lim lim x,,,

n-co m-c m- n-co
esiklikleri elde edilir.

Calisma boyunca Y’ X,;° ifadesi yerine };; ,Prignsheim anlaminda limit P — lim ifadesinin
yerine de lim ve (0,0) yerine sadece 0 kullanilacaktir.

Tamm 2.4.14. f bir modiiliis fonksiyonu olmak iizere,

Ly(f) = {x € Q| Ty f (X |) < o0}

uzayna skalar degerli ¢ift dizi uzayi denir [43].
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BOLUM 3

MODULUS FONKSIYONU ILE OLUSTURULAN BULANIK CiFT DizZi
UZAYLARI

Bu boliimde s(f, A4, p) modiiliis fonksiyonu yardimiyla tanimlanmis bulanik ¢ift indisli dizi
uzayl tanimlanarak bazi cebirsel ve topolojik 6zelliklerine yer verilecektir. Ayrica
s(f,A,p) uzayr modiliis fonksiyonu yardimiyla tanimlanmig bulanik ¢ift indisli dizi
uzaylarinin genellestirilmis hali olan p — sinirli ve A — skalar parametrelerine bagl olarak

kapsama teoremlerine yer verilecektir

3.1. s(f, 4, p) Dizi Uzayr

Tamim 3. 1. 1. (fi;) cift indisli modiiliis fonksiyon dizisi olsun. k,l € N i¢in p = (py;) pozitif

ve sinirly, A = (Ay;) sifirdan farkli kompleks degerli sinirhi diziler olmak {izere;

[00]

z [|/1kl|fkl(d(ukl; 6))]pkl < 00} (3.1)

k,l=1

s(f,Ap) = {ukl € wy(F)

kiimesi modiiliis fonksiyonu yardimiyla tanimlanan siirli bulanik ¢ift dizilerin uzayidir.
Tanmm 3.1.2. (f};) cift indisli modiiliis fonksiyon dizisi olsun. k,[,m,n € N i¢in p = (py;)
pozitif ve sinirl, A = (4;) sifirdan farkli kompleks degerli sinirlt diziler olmak iizere;

m_ Y. [alr (a9 = of 52

kl=1

so(f,Ap) = {ukl € Wy (F)

kiimesi Pringsheim anlaminda sifira yakinsak dizilerin uzayidir.
Tanmm 3.1.3. (fi;) cift indisli modiiliis fonksiyon dizisi olsun. k, [, m,n € Nigin p = (py;)
pozitif ve sinirli, A = (4;) sifirdan farkli kompleks degerli sinirlt diziler olmak iizere;

lm 2 [kl (d(ws, 0) — L) = 0} (3.3)

kl=1

sc(f,Ap) = {ukl € Wy (F)

kiimesi limu,; = L olmak {izere Pringsheim anlaminda yakinsak dizilerin uzayidir.

Bir uzayin siirekli bir bazinin olmasi i¢in Hausdorff, ayrilabilir ve tam olmasinin énem arz
ettigi bilinmektedir. s(f, 4, p) uzay1 tanimlanirken bulanik anlamda Hausdorff metrik ve lokal
konveks ve monoton yapiya sahip modiiliis fonksiyonu kullanilmistir.

Tamm 3.1.4. Bir lokal konveks (X, R) ¢ift dizi uzayinda,

Z: X = R,z = (z) = |zpl
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olarak tanimlanan biitiin yar1 normlar siirekli ise (X, R) uzayina bir DK uzayi denir [33].
Tamim 3.1.4. Fréchet topolojisi ile DK uzayina FDK uzayi denir [33].
Tamim 3.1.5. Normlu FDK uzayina BDK uzay1 denir [33].

Teorem 3.1.1. u = uy;, v = vy € s(f, A, p) olmak iizere asagidaki sekilde tanimi verilen

1
Pkl

d(u, v) = (Z [|/1kl|fkl(d(ukl; 6))]pkl>
kl=1

metrigi ile birlikte (s(f, 4, p), d) bir metrik uzaydur.
fspat.‘
) dwv)=02u=",
ii) d(u,v) =d(v,u),
oldugu asikardir.
i) u=1uy, v=vy, z=2, €s(f,A,p) oldugu kabul edilsin. Simdi d(u,z) <

d(u, v)+d(v, z) oldugu gosterilecektir.
1

d Dkl
d(u,z) < (Z [Mkllfkl(d(ukl'Zkl))]pkl>

k,l=1

g

(>

=1

1

Pl
| At frea (d (s, i) + d (v, Zkl))]pkl>

—~

=1

’

[
[Mkl Ifkl(d(ukl' Ukl)) + A Ifkl(d(vkl' Zkl))]pkl>

=
[ee]
<
[ee]
<

elde edilir. (3.1) ve Minkowski esitsizliginden,

1

. °° Pr1
d(u,z) < (Z [|Akl|fkl(d(ukl'Vkl))]pkl>

Kkl=1
o p%l (3.4)
+ (Z |Akl|[fkl(d(vkl'zkl))]pkl>
Kki=1

=d(u, v)+d (v, 2)
olur. O halde (3.4)den (s(f, 4, p), d) uzay1 bir metrik uzaydr.
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Simdi s(f, A, p) uzaymn lineerligi incelenecektir.
Teorem 3.1.2. s(f, A, p) dizi uzay1 lineerdir.
Ispat: uy;, vy, € s(f,4,p) ve n € R olsun. s(f, A, p) uzaymin tanimindan

[|/1kl|fkl(d(ukl,6))]pkl < o
Kl=1
ve
klZl[I/lkllfkl(d(vkl’6))]pkl < o0 s

dir. (3.5)den M € R ve || < M igin,

[ee]

[Mkl | fie (nd (uger, 0) + d(vy, 6))]sz

Kl=1
< Z | Akt| frer nd(um,O)) + |/1kl|fkl(d(vkl, 0))]pkl

Kki=1

Pkl Pki (3.6)

< M—kl | fret nd(ukb 0)) + Mkl Ifkl(d(vkl; 0))]

ki=1 Ki=1
<M Z Mkllfkl(d(uklfo)) pkl + Z Mkllfkl(d(vkl'ﬁ))]pkl

k=1 Kki=1

< o0

elde edilir. (3.6) den agiktir ki nuy; + vy € s(f, A, p). Boylece s(f, A4, p) dizi uzay: lineerdir.
Teorem 3.1.3. s,(f, A, p) ve s.(f, A, p) uzaylar1 R de lineerdir.

Ispat: s(f, A, p) uzaymin ispatina benzer sekildedir.

Teorem 3.1.4. s(f,A,p), d metrigine gore tam metrik uzaydur.

Ispat: {u®} € s(f, A, p) ve i € N igin {u®} bir Cauchy dizisi olsun. u € (f, 4,p) igin

1

- Pkl
(Z [Mkllfkl(d(ukl, 6))]pkl> <o

kl=1
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dir. Bu durumda her & > 0 icin i,j > n, iken d(u®,u"?) < & saglanacak sekilde bir ny € N
vardir. {u(i)} bir Cauchy dizisi oldugundan i — oo i¢in u; P — uy,; yazilabilir. Bu durumda

i,j =nyvesabitk,l € Nicin

1

(Z [1Asalfa (A2, ))]”’”) e (3.7)

k=1

elde edilir. (3.7) den

z | Ak frer d(ukl ,ukl)))] <gPkl
Ki=1
bulunur. j — oo alinirsa

1

0]

( > [1ulfa( @, u,d))]”’”>p“ <e (3.8)

elde edilir. (3.8) esitsizligi i, ] = n, igin d(u,((il), u,d) < ¢ oldugunu gosterir yani &(u,((?, ukl) €
s(f,A,p) dir. M > 0 igin d (u(i), 6) < M olacak sekilde vardir dolayisiyla s(f, A, p) siirhdir.

Buradan hareketle kg, [, € N i¢in
1

ko,lo Dkl

O [lfu(d@?wd)[™ ) <d@®,0) <m (3.9)

k,l=1

elde edilir. (3.9) ve Minkowski esitsizliginden,

1 1
ko,lo Pki ko,lo Prl

z [Mkllfkl(d(uklr 6))]pkl = z [|/1kl|fkl(d(ukz ukl)) + d(uk ))]

k1l k1l

1
ko.lo Pkl

> [l fia(dGan )™

k1l

IA

ko.lo Pri

+ D [wlfal @, o)™

Kl
elde edilir. Son esitsizlik sinirlilik ve Cauchy sartlarini saglandigini ifade etmektedir.

ko, ly = oo igin

1

- Dkl
(z [|Akl|fkl(d(ukb 6))]pkl> <e+M< o

kl=1
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olur. O halde u = uy,; € s(f,4,p) dir. Bdylece (s(f,4,p),d) tamdir ve ispat tamamlanmis
olur.

Teorem 3.1.5. s(f, A, p) uzay1 normal (solid) uzaydir.

Ispat: (uy;) ve (vg;) reel degerli ¢ift indisli bulanik diziler olsun. (k,1) € N X N i¢in

(i) < (ugy) ve (uy) € s(f, A, p) olsun. Buradan,

[ee] [ee]

[|/1kl|fkl(d(vkl,6))]pkl < [I/lkllfkl(d(uklfﬁ))]pkl < ® (3.10)

kl=1 kl=1
elde edilir. (3.10) den (vy;) € s(f, 4, p) elde edilir ve s(f, A, p) uzay1 normaldir.

Teorem 3.1.6. s(f, 4, p) uzayi simetrik uzaydir.

Ispat: (uy;) € s(f,A,p)vek,l € Nigin € > 0 abagh i, = ix(€),i, = i;(¢) € N X N vardur.

Buradan,
Z [|/1kl|fkl(d(ukb 6))]pkl - z [|/1kl|fkl(d(ukl, 6))]pkl <e¢ (3.11)
k,l=1 kSikO,lSilo

elde edilir. (vy;) ¢ift indisli bulanik dizisi,

{(ukl): 1< k < ikO' 1< l < ilO} c {(vkl): ikO < ikl' ilO < ill} (312)
olsun. (3.11) ve (3.12) den
[Mkl Ifkl(d(vkl’ 6))]pkl - Z [Mkl Ifkl(d(vkl; 6))]pkl
k,l=1 k<igylsiy,
- w (3.13)
= Z [M-kllfkl(d(ukl' 6))]pkl - Z [Mkllfkl(d(ukl' 6))]pkl <&
kl=1 kSikO,lSilo

elde edilir. (3.13) den

[ee]

Z [|/1kl|fkl(d(vkl,5))]pkl < o0

ki=1
olur. Yani (uy;) dizisinin bir permiitasyonu olan (vy;) € s(f,4,p) dir, dolayisiyla s(f, 4,p)
simetriktir.

Teorem 3.1.7. s(f, A, p) uzay1 hep yakinsak (convergence free) degildir.

Ispat: u = (ugy) , Ay = 1, pry = 2 ve fiq(t) =t ve k # [ icin uy; = 0 oldugu kabul edilsin

Ve
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E<E+n) ,—ESnS1
3\k k k
- — —_ < <=
k(” k) K="k

0, ,diger durumlarda

olsun. (3.14) bulanik sayisi i¢in (3.1) den

[ee] [oe]

> W@ D) = ) [ <
k

k,l1=0 =1
elde edilir. Yani (uy;) dizisi yakinsaktir, ayrica (uy;) € s(f,A,p) dir. Diger taraftan v =
(vkl) , Akl = 1, Pri = 2 ve fkl(t) =t ve k * l lgln U = 0 ve

k

-k 3.15
Vick —E(n—k) —k<n<k (3.15)

0 ,diger durumlarda

oldugu kabul edilsin. (3.15) bulanik sayis1 i¢in (3.1) den

[ee] [o¢]

Z [|/1kl|fkl(d(vkl,6))]pkl = Z|k|2 = o0
3

k,[=0 =1

elde edilir. Yani (vy;) dizisi yakinsak degildir ve (vy;) € s(f,A,p) dir. s(f, A, p) uzay1 hep
yakinsak (convergence free) degildir.

Teorem 3.1.8. y(F, f) temsili olarak s(f,A,p),so(f,4,p), ve s.(f, A, p) uzaylarindan birini

belirtsin. fi; = f1 Ve fyun = f> ki modiiliis fonksiyonu olsun. Bu durunda,

i) y(E )Ny f) Sy fi + 12),

i) yFE)SYE faef)

i)y e{s.(f,Ap),so(f, 4, p)}olsun. fi(t) < fo(t) ve t € [0, ) igin
Y(F,f2) S v(F, f),

iv)  1imZ2> 0isen € Nicin y(F, f) = y(F, f) dir,

tooo t
ozellikleri saglanir.
fspat.‘

i) Teorem s(f,A,p) igin ispat edilsin. Diger durumlar i¢in ispat benzer sekildedir.
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Uy € s(f,A,p) ve uy €y(F, f1) Ny(F, f,) olsun. Bu durumda

[ee]

D (120l (G + £ (@ 9))] ™ < (3.16)

k,l=1

olur. (3.16) ve Maddox esitsizliginden,

[Mkl |f1 (d(ukl' 0))]pkl

IA
NgE

D [l (G + £ (@, )™

k,l=1

ta
1l

s

1

(151 f2 (d (g, 0))] (3.17)

+

=

l
< ©o

1

elde edilir. Son esitsizlik (3.17) tizerinden y(F, f;) Ny (F, f5) € y(F, f; + f2) oldugu agiktir.

ii) uy; € y(F, f1) olsun. f, modiiliis fonksiyonu oldugundan & > 0 ve f,(8) = € olacak
sekilde € > 0 vardir. u = (uy;) € y(F, f;) i¢in kg, L, € N vardir 6yle ki,

0]

Z[Mkllfl(d(ukl' 6))]pkl <3é (3.18)

kol

k,l > kg, 1, olur. (3.18) esitsizligin her iki tarafinin f, ile bileskesi alinirsa,

[00]

f2 Z [Mkllfl(d(uklrﬁ))]pkl <f;(6)=¢

k,l=k0,lo

= i (12, <f2 o (fi(dGwa, 6))))]”’“ <

k,l=k0,l(]
= Uy EY(F, fr°f1)
elde edilir.

iii) f1(t) < fo(t) vet € [0, ) igin uy; € y(F, f;) ise

Z [|/1kl|f1(d(ukl:6))]pkl < Z [|Akl|f2(d(ukl'6))]pkl

k,l=1 k,l=1

oldugundan uy; € y(F, f,) olur.
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iv) y(F,f1) Sy(F,fo0 f1)icin fy = I ve f, = f™ almwrsay(F) € y(F, f™)

kapsamasi elde edilir. Karsit ispat igin K = tlim %t) oldugunu kabul edelim. [54] Onerme 1
den faydalanarak K = inf {%t) > O} dir. Buradan K > 0 ve t > 0 i¢in f(t) = Kt vardir ve

buradan
F2(t) = f(OKt = K. Kt = Kt

elde edilir. Genel olarak f™(t) = K™t elde edilir. H = sup py; olmak lizere,

D 11l (@, D)™ < ) [Pl (g, 0)]
kl=1 kl=1

< max(1, K™} > [l (e, )]
k=1

dir. Dolayisiyla uy; € y(F, f) elde edilir. Bu durumda y (F, f™) < y(F, f).
y(F, ") =y(F,f) du.

Simdi baz1 kapsama iligkilerini ifade ve ispat edelim.

Teorem 3.1.9. s(f,A,p) € s(p) dir.

Ispat: uy; € s(f,A,p) ve uy, & s(p) kabul edilsin. Yani

Z [|/1kl|fkl(d(ukl,6))]pkl < o
Ki=1

vEe
)

(|/1kl|d(ukl' 6))pkl =

k,l=1

yazilabilir. (n;, m;) ¢ift indisli dizi olsun dyle ki,
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Ni+1,Mj+1

Z (Iseld (e, 0))™ > 1 (3.19)

k=TLi,l=mj
olsun. (3.19) esitsizligin her iki tarafinin f modiiliis fonksiyonu altinda bileskesi alinirsa,

Ni+1,Mj+1

FO <fl D (Raldu, )™

k=njl=m;

RiriMae (3.20)
< ) [F(raldGu D)™

k=ni,l=mj

elde edilir. (3.20) esitsizliginde i, j — oo alinirsa

[ee]

Z [fir (1Al d G, 0))]7 < o0

ki=1
oldugundan kalan indislerin toplami i¢in

Ni+1,Mj+1

= Z [f (1Aald i, D) = 0 (3.21)

k=nil=m;

elde edilir. Sonug olarak (3.20) ve (3.21) den

Ni+1,Mj+1

fO< D [F(Aaldua D)™ > o0

k=nil=m;
dir. Yani f(1) = 0 olur. Bu bir ¢eliski olusturur. Ciinkii, t = 0 i¢in modiiliis fonksiyonu
f(t) = 0 degerini almalidir. uy; € s(p) olmalidir ve s(f,A,p) € s(p) dir. Ayrica A;; =1,
f(ug) = uy icin s(f,A,p) = s(p) dir. O halde s(f,4,p) S s(p) kapsamasi vardir.

Teorem 3.1.10. 4, > 0 olsun. Eger limsup (%) < oo ise s(f, 4, p) 2 s(f, u, p) dur.
Akl

Ispat: ty, = Z—:; olsun. Bu durumda Sllcllp ty; < oo esitsizligi vardir. Buradan k, [ € N igin

it < tkid (3.22)

esitsizligi yazilabilir. Eger uy; € s(f, A, p) alinirsa (3.22) den

[ee]

Z [I.ukllfkl(d(ukl' 6))]pkl < ® (3.23)

k,l=1
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[ee]

[t Akt | frea (A (s 6))]pkl < (3.24)

k,l=1

olur. Boylece (3.23) ve (3.24) den s(f, 4,p) 2 s(f, 1, p) elde edilir. Diger taraftan s(f, 4, p) 2

s(f,u, p) saglansin ve sup t;; = oo oldugu kabul edilsin. En az biri monoton artan digeri
ki

azalamayan (i) ve (i;) dizileri vardir 6yle ki i — oo i¢in (kl) dizisinin bir alt dizisi (ii;) dir.

Eger uy; € s(f, 4,p) alinirsa,

[ee]

— Diyi
[|tikillikil|fikil (d(ukikil'o))] Y=o (3.25)

k,l=1

dir. (3.25) den

Z [I,ukllfkl(d(ukl, 6))]pkl = 00

k,l=1

elde edilir. Fakat (uy;) € s(f,A,p) oldugundan buradan bir geliski elde edilir. Oyleyse

11msup tr; = limsup (,u ) <
Aki
sart1 saglanmalidir.

Teorem 3.1.11 A, u > 0 olsun. Eger 11m1nf( ) >0 ise s(f,4,p) € s(f,u,p) dir.

Ispat: liminf ( ) > 0 oldugunu kabul edelim. t;; = % olsun. O zaman yeteri kadar biiyiik
kl

k,l € N degerleri ve r > 0 igin t; = r vardir. u; € s(f, 4,p) igin

Z [12ialfa (@i, D)™ 27 > [l fia (A i, 0] (3.26)

ki=1 Kkl=1
dir. (3.26) den

> Dtalfa(d g, )™ < o0
k,l=1

dir. Ayrica uy; € s(f,u,p) dir ve bu uy; € s(f, 1, p) oldugu sonucunu verir. s(f,4,p) S

s(f, u, p) kapsamasi mevcuttur.
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Diger taraftan s(f,A,p) € s(f,u,p) ve 11m1nf( ) < 0 olsun. (ii;) artan pozitif bir dizi

olsun. Eger tj; < 0ise i4;; < p;,;, olacak sekilde i —» oo, i = 1 i¢in en az biri monoton artan

digeri azalamayan (kl) dizisinin bir alt dizisi olan (i;) ve (i;) dizileri vardir. Bu durumda,

Dbl <]
kil=1 k=1
esitsizligi vardir. Simdi uy,; dizisi
-1, . .
Uy = {'Aikil l|fiki1 (d(ulkll’ )) k=l l=1 (3.27)
0, ,diger durumlarda
seklinde tanimlansin. Bu durumda (3.27) ve (3.1) den
|1|Pikit =o0
ki=1

elde edilir. Bu durum uy; € s(f, A, p) olmasi ile gelisir. Ayrica i — oo ve k, [ = o igin

Diyi
z |#lkll|flkll d(ulkll'o))] =

k,l=1

dir ve uy, & s(f, ,p) olur. Bu bir celiskidir. O halde 1iminf(%) < 0 kabulii yanhstir.
kl

Akt
liminf(t,;) = hmmf( ) >0
Hia

olmalidir.
Teorem 3.1.12. Eger 11m1nqul > 0ise s(f,4,p) € s(f, A q) dr.

Akl

Ispat: Yeteri kadar biiyiik secilmis k,l € N icin r > 0 olmak iizere >
kl

> r bagmtisi

mevcuttur. Eger uy; € s(f, 4, q) ise,

oo

Z [0kt o (d G, )] 7 < (15 fier (A (g, 0))] ™ < 00

k,l=1 k=1

esitsizligi k, | € Ni¢in uy; € s(f, A, p) oldugunu gosterir. Diger taraftan s(f, 4,p) € s(f, 4,q)

oldugunu kabul edelim. liminf% <0 olsun. i » oo, i =1 igin (kl) dizisinin bir alt dizisi
kl

(ixi;) olsun. Bu durumda,
Diris < 1
Pipi; U

olacak sekilde en az biri monoton artan digeri azalamayan (i), ) ve (i;) dizileri vardir.
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1 - . .
= fu 1(d(uk1.0)) k=l L =1
[ A

0 ,diger durumlarda

Uk =

ise uy; € s(f, A, p) dir. Fakat

—log

1
/i Zlog )
(1/1‘) >e 1
i=1

oldugundan uy; € s(f, A, p) olmasina ragmen u; & s(f, 4, q). Bu bir ¢eliskidir. s(f,4,p) S

s(f,4,q) kapsamasmin ger¢eklesmesi igin liminf% > 0 kabuli gereklidir. Bdylece ispat
kl

tanimlanmis olur.

Teorem 3.1.13. Eger her k,l € N ve her t > 0 igin sup fi;(t) < o ise I, € s(f, A, p) dir.
k.l

Ispat: Kabul edelim ki t >0 ve sup fi;(t) < oo olsun. supluy| =t ise bu durumda
ki ki

d(ug;, 0) <d(t,0) < oo elde edilir. p,; monoton artan dizisi igin

[ee] [ee]

Z | Akild (g, 0) < Z | A4 1d (2, 0)

k,l=1 k,l=1

oo

< D (hulde,0)™

k,l=1

[ee]
l=

<

[Mkl |fkl(d(t, 5))]pkl

k,l=1

< 00
yazilabilir. Ayrica z [0 fa (d(t, 00)]P ifadesinde Ay = 1, pg = 1 ve fiq (i) =
k,l=1

Uy alimirsa l, € s(f, 4, p) oldugu agiktir.

Teorem 3.1.14. (f};) cift indisli modiiliis fonksiyon dizisi olmak iizere sy(f,4,p) €
s(f, A, p) ve sc(f,4,p) < s(f,4,p) dur.

Ispat: uy; € so(f,4,p) igin

knln

lim [Mkllfkl(d(ukl: 6))]pkl =0<o

kyplyp—00

k,l=1

oldugundan s, (f,4,p) < s(f, A, p) acgiktir.
Uy € s.(f, A, p) olsun. Modiiliis fonksiyonunun 6zelliklerinden ve Minkowski esitsizliginden

faydalanilarak,
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kn:ln kn,ln

O [Malfia(@Cuia, D)™ < > [Pl fia (ot 0 = LI + [l fia (LIP

k=1 kl=1
yazabilir. |L| < K; olacak sekilde bir K; tam sayisi sayisi vardir. Buradan

knln knln

Z [I/lkllfkl(d(uklfﬁ))]pkl < Z [t fier (d (ugeg, 0) — LY]PRE 4 [| A 1K) frog (1)]PR

k,l=1 k,l=1
< oo

olur. (3.59) da k,l,, — oo giderken limit alinirsa uy; € s(f, A, p) olur. O halde s,(f, A, p) <
s(f,Ap) ves.(f,Ap) cs(f,4p) dir.

Teorem 3.1.15. (f};) cift indisli modiiliis fonksiyonlarinin bir dizisi olsun. Eger

[ee]

> [l fea( i, D) < o0

k,l=1

ise s(4,p) © s(f,4,p), so(4,p) < so(f, 4, p) vesc(4,p) < sc(f, 4, p) du.

Ispat: uy;, € s(A,p) ise
Z (|/1kl|d(ukl' 6))pkl <o
kI=1

esitsizligi vardir. supd (uy;, 0) = supmax{ |ug,(0)| , |ui,(0)] } igin,

max{ |[uig (0] , [ (0)] } = lug;(0)]

olsun.e > 0ve 0 < § < 1oldugunda 0 <t < §icin f(t) < € alinirsa,

D Wl @D = > (i@ + > (Rl @ P
kl=1 kl=1 k=1 (3.28)
lugil<8 lugil>6

elde edilir. (3.28) den ve modiiliis fonksiyonunun 6zelliklerinden faydalanarak

[00]

Z (|Akl|fkl(uﬁ(6)))pkl <e¢

k,l=1
lugil<8

elde edilir. |uy;| > § igin
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|u klI L ml

[ | < ——

olsun. Burada|uy;|, uy; sayisinin tam kismini belirtmektedir. f nin 6zelliklerinden

f(|ukl|)<(1 h ’“')f(l)<2f(1)' i (3.29)

olur. Bu durumda (3.29) den

S (Ralfueion)™ <220 S (i@ pre
kl=1 k,l=1 (330)
lukil>6

olur. (3.30) den

Z [ U (0)]Pet < ¢ +

k,l=1

) N P
D Ul @D < oo
kl=1

elde edilir. Boylece uy; € s(f, A, p) olur. O halde s(4,p) c s(f,A,p) kapsamasi dogrudur.

Diger kapsamalar benzer sekilde gosterilebilir.
Teorem 3.1.16. s(f, A, p) € s(4,p) dir.

Ispat: uy, € s(f,,p) ve uy; & s(4,p) oldugunu varsayalim. Bu durumda

zk l_l[f|/1kl|kl(d(ukl, 6))]sz < oo ve zk l_l(lﬂ'klld(ukb (‘)))pkl _

dir. Oyle bir (m;, n;) dizisi vardir ki, modiiliis fonksiyonlarinin 6zelliklerinden faydalanarak

Mit1 Mg M1 Mty
(I/lklld(uklr 6))pkl >1 = fiu() < fu Z Z(Mkﬂd(ukl'ﬁ))pkl
k=mi,l=nj k=m;l=n;
Mmi+1,Mj+1 (33])
= fu(1) < Z [|/1kl|fkl(d(ukl' 6))]pkl
k=mi,l=n]~

bagintilar elde edilebilir. i,j = oo i¢in (3.31) den

28



Mi+1,Mj+1

[Ilkllfkl(d(ukl, 6))]pkl -0

k=mi,l=nj

olur ve f;;(1) = 0 elde edilir. Bu durum modiiliis fonksiyonunun 6zellikleri ile beraber ele
alindiginda ¢eligki olusturur. O halde Z (I/lklld(ukl,ﬁ))pkl = oo 1raksamasi mevcut
kl=1

degildir. O halde s(f,A,p) € s(4,p) elde edilir. Sonug olarak fi;(u) =u alnirsa
s(f,A,p) =s(4,p)olur.

Teorem 3.1.17. s(f, A, p) uzay1 u = uy; olmak lizere,

h(u) = z [|/1kl|fkl(d(ukl:6))]pkl
k=1

paranormu ile (s(f, 4, p), h) ikilisi paranormlu bir uzay belirtir.
Ispat: s(f,A,p) nin h(u) ile paranormlu olma sartim1 sagladigim gosterilecektir. Burada

Uk, Vit € S(f, A, p) olmak tizere,

D h@ =) [Ialfuld@ 0™ =0

i) h(u) = Zj:l:l[llkllfkl(d(ukl:6))]pkl =0

iii) Yu € w,(f) igin h(u) = h(—u) oldugu agiktir,

iv)
h(u+v) = ) [ fier (d (g, 0) + d (v, 6))]pk1
kl=1
= Zzol:l[l/lkllfkl(d(ukl, 0)) + 1Al fi(dr, ﬁ))]pkl

= zkl_l[ukﬂfkl(d(ukb 6))]pkl + Zk l_l[fllkllkl(d(vkl, 6))]pkl
< h(u) + h(v)
V) t, = 0 veuy €s(f,A,p)icing,n > 0 sayilart vardir yle ki

h(u) = Z [|/1kl|fkl(tnd(ukl; 6))]pkl
Kki=1

fonksiyonu 0 noktasinda siireklidir . 0 < § <1 icin 0 <t < § olacak sekilde t vardir ve

lh(u)| < Zdlr. Ayni zamanda n = n, oldugunda |t,,| < & olacak sekilde bir n, vardir. Ayrica

uy; € s(f, 4, p) oldugu igin
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[ee]

Z [|/1kl|fkl(d(ukl,6))]pkl < o

k,l=1

dir. n > ny alindigindany > 0 ve € > 0 igin

[oe]

Z [Mkllfkl(tnd(ukl’6))]sz <§

kl=ng4q

olur. Buradan

No [ee]

h(t,uw) = Z [|/1kl|sz(tnd(ukl'6))]pkl + Z [|/1kl|fkl(tnd(ukl:6))]pkl

k=1 kl=ng41
[0

& 4
SE-I_ Z Mklfkl(tnd(ukl'o)”pkl

kl=ng4q

IA

&

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur Ayrica,

h(u) = Z [|/1kl|fkl(d(ukl:6))]pkl
k=1

paranormu totaldir.

Teorem 3.1.18. s(f,p) uzay1 f;; = f i¢in bir DK-uzayidir.
Ispat: Ym,n € N igin
Brn:s(f,p) = C
u- P, (u) =upy,
olacak sekilde koordinat fonksiyonlar: siireklidir.
supd (Umn, 0) = supmax{ |uzn (0|, I, (0)] 3 (3.32)
oldugunu hatirlanarak (3.32) den max{ |u;,(0)| , |4}, (0)| } = [, (0)] dir.
Ve>0 i¢in 3§ >0, h(u) < itken 6 = f(e) ve Apn =1, fun = f Ve Pmn = 1 olarak

secilirse,
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D @rn @) < £(&) > I @ D] < £ ()

m,n=0
olup f modiiliis fonksiyonu artan oldugundan [, (0)| = |B,(w)] < € elde edilir.

Onerme 3.1.1. uy; € w,(F), 1, € R ve |uy|™ = M esitligi mevcut olsun.

1
|up "™ =M = |uy| = M

1

1
yazilabilir. M"kt < max (1,M Tkl) esitsizligi de gerceklenir. Genel olarak 0 < infry; < oo

olmak iizere K = sup ry; olmak iizere H = max(1, K) seklinde ifade edilirse,

{u = () ) (I < oo}

k,l=0

uzayina

Tl
sup|uy | #
k,l

paranormu ile paranormlu uzaydir denir.

Teorem 3.1.19. s(f, p) dizi uzay1 u = uy; olmak iizere,

h(u) = Z [fkl(d(uklfﬁ))]pkl
kl=1
paranormu ile tamdir.

Ispat: (u™), s(f,A,p) de bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda Ve > 0 igin3In, E N 3 m,n >

ng icin h(u™ — u™) < € olur.

Her i,j igin P;;(u) = u;; koordinat fonksiyonlar1 s(f, 4, p) iizerinde siireklidir. O halde her
i,j € N XN i¢in (u{;‘) dizisi R de bir Cauchy dizisi olsun, dyleyse m > n, olacak sekilde
ny € N vardir veR tam oldugundan (u{;’) dizisi R nin bir u = (u;;) elemanina yakinsaktir.

Ay =1, fiy = f.py = 1ve max{ |uj;(0)] , |uf;(0)] } = [w;;(0)] igin
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h™ —u") <& = z | (g™ (0) — u;" ()] <
fj=1

k.l (3.33)
> > 1 (@ — uy"®)| < ¢
i,j=1
elde edilir. n = oo i¢in limit alinirsa (3.33) den

k,l
> lim z | (1, (D) — ui*(0))| <

ij=1

k,l
N z I (™ (0) — ui; )| < &
ij=1

bulunur. Buradan Vm > n, i¢in h(u™ — u) < € olacak sekilde € > 0 vardir ve boylece u™ —

u yakinsamasi elde edilir. Diger taraftan,

k,l k1l
DIy @)] = ) 1f (@) - uy™(0) + w0

ij=1 ij=1
k,l k,l
4 A o (3.34)
< ) fuy® - uy™@)| Y |f ;@)
i,j=1 Lj=1
& &
< 5 + > £

bulunur. O halde, (3.34) den u € s(f,p) dir. ispat tamamlanmus olur.
Sonug 3.1.1. s(f, p) bir FDK-uzayidir.

Teorem 3.1.20. s, (f, A, p) ve s.(f, A, p) uzaylari L > 0 olmak tizere,

1

fz(u) = (Z [|/1kz|fkl(d(ukl' 6))]pkl>
kl=1

ile paranormlu bir uzaydir. Burada M = max{1, sup py;} < 1 dur.

Ispat: w, vy € s.(f,A,p) igin,
1

D A0 = (7, fu(2uld@,0) - L))" = 0

i) AW = (27 Al 1Al fia (d i, 0) = L)P) 2 0
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i) Vu € w,(f) i¢in h(uw) = h(—u) oldugu agiktir,

1 1 1
iv) |wg + v M < lug ™ + v M ve M < 1 i¢in Maddox 6zdesliginden faydalanilarak,

1

h(w+v) = ) [1 2kt fier (A (g, 0) + d (w1, 0)) — 2L]p“>M
K=t
< i [l fra (A g, ) + Ayl fra (d i, D)) — ZL]W)M
K1
< i [l fia(d g, 0)) - L]p"l>ﬁ
K1
(i [l fier(d (v, 0)) — L]pkl>ﬁ
< h( =) + h(v)

v) uy; € s(f, A, p) olsun. Bu durumda

> [l (i, )P < o0

k,l=1

oldugundan € > 0 ve m,n > N igin

Z [l/lkllsz(d(ukl,ﬁ)) _ L]sz <

k,l=mn

vel <m,n < Nigin

[l/lkllfkl(d(ukl, 6)) _ L]sz <

k,l=mn
k=1
elde edilir. m ve n ye bagli olarak secilen deger M,,,, olarak gosterilecektir. Burada

M= max M
1smmnsN mn

dir. t € R ve biitiin (k, 1) ikilileri i¢in
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Ms

2 t| Akl fia d(uklv 0)

kl=1 kl=1

|12l fa ((d(ukl, 0))—tL+ tL)]pkl
(3.35)

8

< Mkl|fkl d(ukzlo) —tL ‘g 2 [ Ak frr tL]PR:
Ki=1 Ki=1

elde edilir . Daha sonra (k,l > M), (k,l < M), (k = M,l < M), ve (k < M,l = M) durumlar1

icin (3.35) esitsizligi par¢a par¢a incelendiginde,

M-kllfkl(d(uklr 6)) - tL]pkl + Z [Ilkllfkl(d(ukl, ﬁ)) — tL]pkl

k<M
Z |/1lcl|]clcl(d(ulcl' O)) - tL pkl Z |/1kl|fkl(d(ukl» O)) - tL]pkl

>M1
Z [ Agr | frer tLIPH

bulunur. Biitiin (k, 1) ikilileri i¢in f siirekli oldugundan ve t — 0 igin

Z [|/1kl|fkl(d(ukl» 6)) = tL]pkl + z [| At fratLIPE — 0

k,lI=sM k,l=1

yakinsamasi Pringsheim anlaminda elde edilir. Yani

Z [|/1kl|fkl(d(ukl» 6)) - tL]pkl + Z Akl figtLIPEE < Z (3.36)

k,lI=sM k,l=1

olur. Ayn sekilde diger k ve [ degerleri i¢in ise,

8

Z [I/lkllfkl(d(ukl, 6)) _ tL]pkl <

k,I>M

(3.37)

[ee]

Z [Mkllfkl(d(ukl,ﬁ)) _ tL]pkl <

k=M,lI<M
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§°° = £
[t fier (d (g, 0)) — L] < 7
k<M,1=M

esitsilikleri elde edilir. (3.36), (3.37) den

[ee]

> el (i, D)™ < &

k,l=1

olur. t — 0 iken A(tu) — 0 bulunur. Bu durumda s.(f, 4, p) bir paranormlu lineer topolojik

uzay olur. s, (f, A, p) uzaymin da paranormlu uzay oldugu benzer sekilde ispatlanabilir.
Teorem 3.1.21. Birim vektorler ¢ift dizisi s(f, p) de sinirlidir.
Ispat: k,l €N, t € R, py; = 1 ve fi; = f olarak secilirse,

[oe]

R = ) IF Q@)

k,l=1

dir. (ey;) birim vektor ¢ift dizisi olmak {izere,

hter) = ) If Ccer) | =f (D (339)

k,l=1

dir ve tey,; ler s(f, p) de orijine f(|t|) birim kadar uzaktadir. f(|8])<e olacak sekilde § € R

ve0 <t <6 igin
h(tey) = f(lt)) < f(U8D (3.39)

bagmtilar: varsa f artandir. (3.38) ve (3.39) dan

h(te;1) = f(It]) < f(I8]) < &= tey; € {X:h(w) < &}

olacak sekilde te,; nin bir sifir merkezli {X: h(u) < &} yuvari tarafindan yutulacagini gosterir.

Yani (ey;) dizisi s(f, p) de sinirhdir.
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BOLUM 4

MODULUS FONKSIYONU iLE OLUSTURULAN BULANIK NORMLU CiFT DizZi
UZAYLARI

Bu boliimde s2(X, f) bulanik normlu ¢ift indisli dizi uzay1 modiiliis fonksiyonu yardimiyla
tanimlanacak ve topolojik 6zelliklerine yer verilecektir. Ayrica 51200 (f) uzaymin seviye kiimesi

cinsinden bulanik normlu ¢ift indisli dizi uzaymin topolojik 6zellikleri tanimlanacaktir.

4.1. Bulanik Norm

Tanim 4.1.1. Biitiin bulanik sayilarin kiimesi F (R) ile gosterilsin.

wy(F) ={u = uy|u:N - F(R) }

olacak sekilde bir ¢ift indisli dizi uzaylar1 belirtmek tizere,

M = {M(uy) |k, 1 €N}

kiimesi lizerinde bir topoloji olsun ve

M (ugr) = llugll

yart normu yardimiyla tanimlansin. Bu durumda (a)z (F),m (ukl)) yart normlari tarafindan
iretilen uzay sonsuz dizi uzayidir. Bu topolojik uzay1 lokal konvekstir ayn1 zamanda sayilabilir
ve metriklenebilirdir. Ayrica

() :Z 1 ”ukl” :Z 1 M(ukl)
7 2541 T+ [[ugl 2541 1+ M ()

k1l k,l

olacak sekilde n(u) varsa paranorm totaldir.

(ux) € w,(F) olmak tizere n(u) — 0 olmasi i¢in M (uy;) — 0 olmasi gerekir. w,(F) uzay1
tizerinde daha genis topolojiler tanimlanabilir fakat burada w,(F) tizerinde tanimlana zayif
topoloji (stireklilik) bizim i¢in yeterli olacaktir. Paranorm yardimiyla tanimlanan uzayin total
ya da tam olusu (a)z (F),m (u,d)) uzayina baghdir. (wz (F), r)(u)) koordinat
fonksiyonlarinda stirekli olmasi igin (wZ(F ), M (ukl)) uzaymin tam olmasi gerekir. Yani
(a)z(F ), n(u)) nin FK uzay1 olmasi igin (wz(F ), M (ukl)) uzay1 Banach olmalidir. Ruckle’in
“Koordinat fonksiyonlari ile tanimli sinirhi bir FK uzayr var midir?” problemi modiiliis
fonksiyonu yardimiyla insa edilen dizi uzaylar ¢oziilmistiir [11]. Bu aragtirmada, benzer
sekilde w,(F) uzaymn alt kiimesi olan vektor degerli ¢ift indisli dizi uzayr modiiliis

fonksiyonlar1 yardimiyla tanimlanmstir.
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Tanim 4.1.2. < kismu siralama bagmtis1 F(R) iizerinde tanimli olsun. a € [0,1] igin uy; <
vy ve uf < vl ise u v dir. t € R olmak lizere B,0,0 ve @ islemleri F(R) X F(R)
iizerinde asagidaki sekilde verilmistir [45]:

(u @ v)(6) = sup{u(s) Av(t —s)},

SER

wov)() = Slellg{u(S) Av(s —t)},
@OV® = sup {ul®)Av(Ys)}
(u @ v)(t) = supf{ul(st) Av(t)}.

SER

Tanim 4.1.3. @,6,0 ve @ islemlerinin a seviye kiimesi i¢in denklemler asagidaki sekilde
tamimlansin. ku ifadesi ku(t) = u(t/ k) ve Ou(t) = 0 olacak sekilde u,v € F(R) ve a €

[0,1] icin [u]® = [ug,ul] ve [v]* = [vg, v} ] olmak lizere;
[u @ v]® = lug +vg,ug +vzl,
[u©v]* = lug —vg,ug —vzl,
[u © v]* = [ug.vg, ug-val,
1Qul* == =|uz >0,
[lull* = [max(0,uz, —ug), max(lug|, lug ]
seklindedir [45].
Tamim 4.1.4. X, R de bir vektor uzay1 olmak iizere [|-||: X = F(R) normu tanimli olsun. 4 ve
U smrasiyla sol ve sag normlart belirtmek iizere; A,U:[0,1] x [0,1] - [0,1] seklinde
tanimlansin. Bu doniisiimler simetrik, azalmayan ve ayn1 zamanda A(0,0) =0 ve U(1,1) =
1 sartlarimi saglasmn. (X, |||, 4, U) dortliisiine bulanik lineer normlu uzay denir ve ||-|| bulanik
normu asagidaki sartlari saglar [44].

) x#0=infocaallxlly >0

ii) x| =0 x=0,

iii) [[tx|| = |t]l|x]| ,x € X vet €R

iv) Vx,y € X icin

a) s<|lxlI7,e<|lyll™ ves+t<llx+yll~
= |lx +yll(s + &) = A(llxlI(s), Iyl (©))
b) s=|xlI”,t=1yll” ves+t=llx+yll~

= |lx + yli(s +t) < U(llxlI(s), Iyl (D)).

Burada sirasiyla (X, ||)]|7) ve (X, ||-]|") alt ve {ist normlu uzaylar1 belirtmektedir.
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Uyan 4.1.1. s,t € [0,1] i¢in A(s,t) = min(s, t) ve U(s,t) = max(s,t) ise (iv) ozelligi
llxx + yll < lxIl & Iyl

licgen esitsizligini saglar [45].

Bu ¢alisma boyunca t € [0,1] igin A(s, t) = min(s, t) ve U(s, t) = max(s,t) oldugu kabul
edilecektir.

Tamim 4.1.5. X R de lineer normlu bir uzay olmak {izere ||-|| bulanik normu asagida verilen
tiggen bulanik say1 yardimiyla 0 < k < 1 ve 1 < t < o ig¢in ||x|| asagidaki sekildedir:

0, 0 < n < k||x|| veyan = t||x]| ise,
n
Ixll(n) =< (1 = k)|lx]| 1-k’
—n t
t—=Dlxll t-1

Tanim 4.1.6. (X, ||*]]) bulanik normlu lineer uzay ve (x,,), X de bir dizi olsun. Eger Vx € X

kllx]| < n < ||x|| ise,

[x]| <n < t|x]| ise.

igin,

lim ||, — x|z =0

n-oo

oluyorsa (x,) yakinsaktir. Burada sirasiyla (X, ||-||7) ve (X, ||:]|%) alt ve iist normlu uzaylarini
belirtir [53].

Uyar1 4.1.2. X in S gibi bir alt vektor uzaymin kompakt olmasi i¢in S nin biitiin dizilerinin
(X, |IIl) de yakinsak olmasi gerekir.

Tamm 4.1.7. (X, ||*||) bulanik normlu lineer uzay ve (xi;) de X uzayinda ¢ift indisli dizi
olsun,

klli_r)lgo”xkl —xllg =0

icin (x;) dizisi x e Prignsheim anlaminda yakinsaktir denir.

Tamm 4.1.8. (X, ||"|l1) ve (Y, ||"|l,) iki bulanik normlu lineer uzay olmak tizere, T: X — Y
lineer operatdrii k > 0 i¢in

ITxll, < & O llxll

sartint sagliyorsa T ye kuvvetli bulanik sinirlidir denir [45].

4.2. s’(X, f) Dizi Uzayr

Tanim 4.2.1. (X, ||*]|) bulanik normlu lineer uzay, f modiiliis fonksiyonu ve uy; € w, olmak

iizere k,l € N i¢in

s?(X,f) = {u € wZ:Zf(”ukl”) < 00}
Kl
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uzay1 tammlansin. s2(X, /) uzayinin lineer oldugu modiiliis fonksiyonunun ozelliklerinden

asikardir.
Uyari 4.2.3,1. Burada (X, || .||) bulanik normlu lineer uzay1 iizerinde tanimli olan s?(X, f)

dizi uzaymin elemanlari [”ukl”sz(x,f)]a = [luillz, luw 1] seklinde i¢ ige gegmis interval

degerli bir bulanik say1 belirtir. Boliim 4.2. deki teoremler araligin sag ucu ||uy;||% ve her @ €

[0,1] i¢in ispat edilecektir. Araligin sol ucu ||uy; ||z igin ispatlar benzer sekildedir.

Teorem 4.2.1. (X, ||-]|) bulanik normlu lineer uzay olsun. s2(X, f) uzayi,

T = fUwal)
k,l

seklinde verilen paranorm ile paranormlu uzaydir.

Ispat:
i) u=0 veVk,ligin uy; = 0 oldugundan T(0) = X, f([I0]|}) = 0 elde edilir.
i) T(—w) = X fUl—wllz) = Xt fUlurallz) = T 0.

iii) u, v € s2(X, f) i¢in,
Tu+v) =) i +viall2)
k,l
< Fllualls @ ol

k,l
< ;f(numn:;) @ ;f(nvkln;).

iv) u = u' € s2(X, f) herhangi bir dizi ve t = (t') de bir skaler degerli dizi olsun. Benzer
sekilde Vi € Nve i —» oo i¢in u! - u® ve T(u'—u’) - 0 olacak sekilde K > 0

oldugunda |ti| < K sayis1 vardir.
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T(thu! — t%u®) Zf ||tiu, — t°u,21||2)

ol
f (“tiulicl — thup tthup, — tougz”:)

" 7 (e - el @ levud — el

IA

IA
=N =V zM

f ”t Ui = ¢ ukl” @ Zf ”t up — t’ugl“ ) @1

Wi @Zf et = e0[lluts])

R

< K.T(u —uO)GBZf |tl—t0|||ukl|| )

IA
=

olur. (4.1) esitsizliginin ilk kism1 i = oo iken T(ui - uo) — 0 oldugu i¢in sifirlanir. Simdi
esitsizlikteki ikinci terim incelenecektir. Vi € N i¢in |ti = t°| < Z olacak sekilde bir Z > 0

degeri mevcuttur. Bu durumda
Zu® = (Zul) € s*(X, f)

dir. ¢ > 0 ve Vi € N i¢in en az bir kyl, € N var olsun.

ko lo

[ee] oo
D =ellugll) < >0 > (e = eolldll) + 0> (I = ellugi)
Kk, k=ko+11=ly+1 k=0 1=0
) Ly ko 0
(e =eolllll) + >0 > £ (e - elllell)
k=ko+1 1=0 k=01=ly+1

olur. Ayrica

ko o ko o
g > D (l = el = 0 D (bl = ekl )
k=0 1=0 k=0 1=0
vee >0 Figvei > i, icin
ko o ko o
i of[l,,0 ||T ot
D r(le - elldll) <> (2llll) <
k=0 =0 k=0 =0
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elde edilir. Bu durumda ve € > 0 ve i > i, i¢in benzer sekilde,

ko lo

ZNM—ﬂMMDSéi if@wMD+ZZkMMM)
k,l k=0 =0

k=k0+1 l=lg+1

0 lo ko 0
v f(lel))+ > > (i)
k=ko+1 1=0 k=01=ly+1
<ELELELE_,
“4 4 4 4

elde edilir. Bu durumda i — oo i¢in
T(t'u! — t°°) > 0
yakinsamasi mevcuttur.

Onerme 4.2.1. Her paranormlu lineer uzay d(x,y) = ||x — y|| ve ||x|| = d(x, 0) normlartyla
birer metrik uzaydir. Fakat bu durumun tersi dogru degildir. ||x|| = d(x, 0) 6zelligi bir ¢ok

norm i¢in gegerlidir [32].

Tamim 4.2.2. t(F) € w,(F) olmak tizere t(F) dizi uzayi igin

Tjj:t(F) > F

Tij(w) = w;

ile tanimlanan T;; koordinat fonksiyonlar: siirekli ise t(F) bir FDK uzayidir.

Teorem 4.2.2. (X, ||*|]) bulanik normlu lineer uzay olsun. s?(X, f),
+
T =) f (llugll})
ij

paranormu ile FDK uzayidir.
Ispat: s*(X, f) uzaym T paranormu ile FDK uzay1 oldugu ii¢ adimda gosterilecektir.

i) s%(X,f) uzaymn lineer oldugu ve T paranormunun bu uzayda tammli oldugu

bilinmektedir.
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ii) Simdi Tj;: s2(X,f) - Xigin T; () = u;; seklinde verilen T;; fonksiyonun siirekliligi

gosterilecektir. € > 0 a bagh bir § = f (&) igin,

e =) f(lull}) <5 =@
iJ
(4.2)
f(“uij”D <f(®

olup modiiliis fonksiyonu artan oldugundan (4.2) den
+ +

il = | T35 @

esitligi elde edilir.

iii) s2(X,f) uzaymin tamhgmi gostermek igin s2(X,f) de (u!) Cauchy dizisi
alimsin. Ve > 0 i¢in Iny €N ve i,j > n, igin T(ui = uj) < & dir. Ayrica k,l €
N X N igin Ty, = uy, fonksiyonlar siirekli oldugundan V k,I € N X N igin (ul,)
dizisi i > n, oldugundan (u};) dizisi Cauchy dizisidir. Bulanik sayilar uzay: tam

oldugundan u = ul;, - u = uy, seklinde verilen bir noktaya yakinsar.

u-ou =T —w)<é

, O
=3 (e —wlall}) < €
k,l

mn

, -+
= > (Il —all}) <€
k,l=0

(4.3)

(4.3) de j — oo i¢in limit alinirsa,

mn
= tim > f (lub - wlll}) < &
H k.~ Ypally

k,l=0
= > F (ke — wally) < € 44
k1l

=>Tul-u)<é& Vi>ng

sul>u

elde edilir. Ayrica (4.4) den
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> Fllul) = Y (s =+ )
k.l K1
< 7 (= aall}) @ Y7 (k) < 2 49
k,l K1

@.5) den %; f ([lulall”) < oo oldugundan u € s?(X, £) elde edilir.

Teorem 4.2.3. Biitiin modiiliis fonksiyonlar1 i¢in s?(X, f) < s2(f) dur.

Ispat: Oncelikle u € s?(X, f) fakat u & s2(f) oldugu kabul edesin. (i,) ve (j,,) artan dizileri

igin,
in=1 jnpn—1 in=1 jn—1
1< ) D lwallr S D D wall
k=ip—11=j,—1 k=ip—11=j,—-1
in-1 jn—1

> > > fllwllp) <eo (4.6)
k=ip—11l=j,—1
in_l jn_l
= lim 2 Z Flugll®) =0

k=ip—11=jp—1

dir. Modiiliis fonksiyonun ozelliklerinden f(1) > 0 olmasi gerektiginden (4.6) bir ¢eliski

olusturur olur o halde u € s2(f) dur.

Uyarn 4.2.2. Vektor degerli dizi uzaylar i¢in Schauder bazi yoktur. Bunun yerine baz yerine

gecen operatorler ailesi Yilmaz tarafindan tanimlanmistir [46].

Onerme 4.2.2. Her bir x € s?(X) i¢in bir Hamel baz1 yardimiyla

X = E L X
k,LENXN

seklinde bir ifade yazilabilir. Burada I;;: X = s2(X) ve (k, 1) # (i,)) i¢in I,;(t) = y vardir

oyle ki yy; = t,y;; = 0 dir. Ayrica F = N X N nin sonlu bir alt kiimesi olmak tizere

x = Pp(x) = Z L X

k,lEF
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dir ve Pg(x) ag1 s%(X) nin topolojisinde x noktasina yakinsar. Bu kisimda F kesin olarak

kapsamalar ile yonlii bir ag olarak ele alinmstir [43].

Teorem 4.2.4. Her bir u € s2(X) igin,

u= E LUy
k,IENXN

temsili vardir ve Ij;: X = s2(X) , I, (t) = vy, = v olmak iizere

(v =0, (kD) # Q)
Vg = {Uij =t, (kD) =C(@)

seklinde tanimlidir.

Ispat: Pr: s%(X) » s?(X) i¢in k,l € F ise
Pp(ugr) = wyg

vek,l € F ise

Pp(u) =0

dir. Buradan hareketle

TP -w= ) fUPha—ualD) = D flwall)

k,lIENXN k,lENXN\F

olur ve u € s2(X) igin 9 > 0 bulanik say1 olacak sekilde

flullz) <9

k,lENXN (47)

(4.7) bagintist vardir. Bu durumda € > 0 igin bir Fy(€) vardir ve

fllully) < €
k,IENXN\F,

olur. Fy € F seklinde kesin olarak kapsamali bir ag oldugundan,
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TP -w= Y flwlld) <&
k,IENXN\F (4.8)

olur . O halde (4.8) den Pr(u) — u oldugu agiktir.

Hatirlatma 4.2.1. X bir Banach uzay1 ve (x;;) € X ise %+ é =1vel<p<q < olacak

sekilde bu [P uzay1 iizerinde tanimli norm

1
i P
1l ={Z|xmlp} <o
k,l

seklindendir. p = oo ise [ normu sup normudur. (x;;) € X igin sup|xy;| < oo dir. (X, ||*]])
k=1

bulanik normlu lineer uzay olsun, buradan yola ¢ikarak ¢ift indisli L(X) uzayin1 asagidaki

sekilde tanimlansin:

L(X) = {u = Uy (S ()

sup [[ugllg < oo}-
k,IEN

Teorem 4.2.5. (X, ||*|]|) bulanik normlu lineer uzay ve f € s2(X)* ve ¢ € L(X*) olsun,

fw = Z Orr(Uger)
k.l

ise s2(X)* = L(X*) dur.

Ispat: u € s?(X) olmak iizere

u= E LU
k,IENXN

oldugu gosterilmisti. f € s%(X)* ise 0 zaman f fonksiyonu siirekli oldugundan

f@= ) (f o))

k,lENXN

elde edilir. ¢ fonksiyonu agagidaki belirtildigi sekilde,

@:NXN—>F, g = (f oly)
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tanimlansin. ¢ i¢in

lollz < If1lz © il < 1Ifllz < oo
lolle = suplllellz:k,l € N x N} < |If]lz

oldugu aciktir. Bu durumda ¢ € L(X™) dir.

+

< D llgallé O lwalls < lollo © lull

Kk,lENXN

If @z < O (Uger)

k,lENXN

a
dir. Oyleyse

If11Z < llelle = If1Ia < llewllz
elde edilir. Bu durumda ||@||, = ||f]| dir.

Diger yandan ¢ € L(X*) igin s?(X) iizerinde f fonksiyonellerinin lineer kombinasyonu

fw = Z Or(Uper)
k.l

olarak yazilabilir ve |f(w)| < ll@lle O llullf dir. Yo € L((F)*) igin, T:s?(X)* - L(X*)
olacak sekilde T lineer birebir fonksiyonlari tammlidir. O halde Ty = ¢ olur. T: s2(X)* -

L(X™) ye lineer izometridir.
Teorem 4.2.6. s2(X, f)* = L(X*) du.

Ispat: s?(X)* = L(X*) nin ispatina benzer sekilde modiiliis fonksiyonunun &zelliklerinden

faydalanarak ispat yapilabilir.

4.3. Seviye Kiimesi Cinsinden Bulanik Norm

Bu kisimda modiiliis fonksiyonu yardimiyla tanimlanan Felbin tipinde ¢ift indisli bulanik
normu uzaylara yer verilecektir.
Tamim 4.3.1. (X, ||]|) bulanik normlu lineer uzay ve (x,,), X de bir dizi olsun. ¥n € N igin

Lllxnll <7
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olacak sekilde n € F(R) varsa bu diziye bulanik sinirlidir denir [45].
Tamm 4.3.2. (X, ||*||) bulanik normlu lineer uzay olsun. (x,), X de bir dizi olsun. Vn € N ve

1 € F(R) i¢in a — seviye kiimesi cinsinden sinirl uzay [,
[nle,], = [suplivallz. inf oz lxall < .1 € F@RY|
n

araligi ile ifade edilir. [lenlllw]a = [lenlll_oo, ||xn||l+°o] dir. [lenlllw]a (X, |l - 1) bulanik normlu

lineer uzayinda i¢ i¢e gecmis interval degerli bir bulanik say1 belirtir [45].
Onerme 4.3.1. a € [0,1] olmak iizere [a,, b,] bostan farkli araliklar olmak iizere, a), — «

(0,1] araliginda artan bir dizi olsun. Asagidakiler saglanirsa,
i) 0<a; <a,icin|ag,ba,| 2 [aq, ba,]
i) [Jim ag, , Jim be, ] = lag, be]
lag, b,] araligina bir bulanik say1 denir.
Tamim 4.3.3. (X, ||"||) bulanik normlu lineer uzay olsun slzoo (f)ktimesi (X, ||']) modiiliis
fonksiyonu yardimiyla tanimlanan biitiin sinirli dizilerin uzay1 olsun. 51200 (f) nin bilesenlerine

gore toplama ve skalerle carpma islemelerine gore lineer oldugu aciktir. 51200 (f) kiimesi her k, 1

icin

(2.0, = [{sup Fhua 22}, im0 el < 9) @“9)
seklinde yazabilir. Buradan acikea

st,(N}, = S;Pf(llukzllg) 4.10)
ve

{s2. (N} = inflod: flllwall) < 9, vk, 1} @.11)
dur.

Teorem 4.3.1. (X, |||) bulanik normlu lineer uzay ve (uy;) Xde surl bir dizi olsun. s7_(f)

bir bulanik say1 belirtir.
Ispat: a € (0,1] araliginda tanimli olsun. Vk,[ icin dyle bir ¥ bulanik sayis1 vardir ki
f(llug ) £ 9 dir. Daha sonra,

S’glpf(llumll;) <d9; <9}

yazilabilir. Burada

Sllcllpf(llukzll&) < inf{dg: f(luwll) 2 9,Vk, 1}
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elde edilir. Yani [slzoo (f)]a = [{slzw (f)};,{slzoo (f)};] araligi a € (0,1] i¢in bostan farklidir.
Simdi bu araligin yukarida verilen bulanik say1 sartlarini sagladigini gosterelim.
i) 0<a; <a,igin
SIEIIJf(IIukzII&l) < Slgpf(lluklllaz)
dir. ¥z, <95, oldugundan,
inf{ﬁ(}; f(lugll) 2 9, VEk, l} < inf{ﬁ;l :fUlugl)) 2 9, vk, l}

yazilabilir. Yani [slzoo (f )]a - [slzoo (f )]a elde edilir ve ilk sart saglanmis olur.
2 1

ii) (a,) dizisi (0,1] araliginda artan olsun ve ayrica a ya yakinsasin. (a,) dizisia, <

an+1 < a seklinde yazilabilir. Buradan,
sup sup f(llukllz,) < sup f(lugllz) (4.12)
no okl k,l

yazabiliriz. € > 0 ve kg, ly € N vardir dyle ki

”ukolo”an > S,‘;lp”“kl”&n —& (4.13)
bulanik sayilarin tanimindan ||uk0 lo”_ = lim||uk0 o ||_ oldugunu biliyoruz. Her iki tarafin f

an n a

modiiliis fonksiyonu ile bileskesini alinirsa f siirekli oldugundan,
f (“ukﬂl(’”an) = hrrln (f“ukolo”a)
yazabiliriz. Oyle bir n, sayisi vardir ki,

F(laeally, ) + &> £ (s, @.14)
vardir. (4.12), (4.13), (4.14) baglantilarin1 goz oniine alirsak,

sup sltllpf(lluklllgn) +2e> f(||uk010||; ) +2& 2 sup f(llwll) (4.15)

n , 1o )

elde edilir. € = 0 igin (4.15) den
sup sup f(llugllz,) = sup f (lwllz)

no okl k,l
elde edilir. Diger taraftan [47] Teorem 5.4 ten faydalanarak
lirrlninf{ﬁ;l Ff (w2 9, Yk, l} = inf{ﬁ;l L f (D) = 9, Yk, l}
dir. [slzoo (f )]a bulanik say1 olma sartlarini saglar.
Sonug 4.3.1. (X, ||*|]) bulanik normlu lineer uzay olsun ve (uy;) € [slzoo (f)]a olsun. ¥ > 0 ve

9 € F(R) olsun. Bu durumda bu kiime Sy ile ifade edilsin ve
Sp = inf {94, : f(lwwll) < 9,9 > 0,Vk, I}
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51200 (f) sayist f(||lugll) 2 9 igin Sy nin en kiigiik elemamdir.
Ispat: 9 € Sy ve a € (0,1] icin

{s2. (O} = inf9: fUluall) < 9,9 > 0,vk, 1} < 93

ve

{Slzoo(f)}; = SI:l,lpf(”ukl”;) < Uy

dir. Ayrica f(llugllt) < 9F oldugundan,

{s2. (O} = inf{95: fUlwall) < 9,9 > 0, vk, 1}
vEe

{Slzoo(f)}; = Sllclzpf(”ukl”;)

dir. Buradan sf>o (f)ESygvef (Iluklllslz a) Z U elde edilir.

Teorem 4.3.2. s?_(f) uzayi bulanik normlu uzaydur.
Ispat: Simdi 51200 (f) uzayinin tanimlanan bulanik normun dort sartini sagladigini gosterelim.

) (uu) €si (f)ve (uy) # 0olsun. ko, Iy € N ve a € (0,1] igin uy,;, # 0 vardir ve

0< inf f(|[uegsll;) < £ (s ll) < sup f (lu 1)

0<é6=<1

dir. Buradan

0< it f ([lteqsyll;) < inf sup flluallz) = inf fClwel)

0<é=<1
elde edilir.
i) (u) €si (f) ve (u) = 0igins? (f) = 0 olur. Diger taraftan s7_(f) =0
olsun. a € (0,1] i¢in
- +
(2.0} = (LY =0

olur ve sup f (Jluxllz) = 0 elde edilir. uy; = 0 ve Vk, [ igin bu durum gegerlidir.
ki
i) t # 0 € R ve (uy) € si_(f) olsun. a € (0,1] igin

[s2. 01, = [{sup Fllewalia)], imnf (02 Fewall) < 0, vk, 1

yazabiliriz. Modiiliis fonksiyonunun 6zelliklerinden biliyoruz ki [uy,;] degeri u;,; sayisinin tam

kismini belirtmek tlizere 0 < m < 1 i¢in

|2 ]
T

|2 ||
T

flull) < (1 + l )f(l) =2f(D)

dir. Buradan hareketle f§ > 0ve t # 0 € R icin 2f (1)5 < [ i¢in
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[s2.(Feu)], = [fsup riewmal}. inf 08 fQlewal) < 0,11

= [{e Isup f (D} inf {9+ fQlsall) < %,Vk, |

yazabilir. p = % alinirsa,

= [{1B1sup F Qo nr U102 £l < v 1)

= 181 {sup F Qa2 Blinf (02 £l < p, v, 1)
= 1BI[s%, (f (tw)],
olur.

iv) a € (0,1] igin
{Slzoo(f(ukl + vkl))}; = Sllcl,zpf(”ukl + viallz)
seklinde ifade edilebilir. Modiiliis fonksiyonun 6zelliklerinden
S}g})f(llukz +uplly) < S’g})(f(llumll&) + flviallz))

= {51200 (f(ukl))}; + {51200 (f(vkl))};

elde edilir. € > 0 ve f(Jlug 1) 2 9 ve f(llvill) Z p olcak sekilde U, p bulanik sayilari varsa

S}l{llpf(llumllé) +e>9;

Ve

S’glI)f(IlvMIIZ) +e>pg

yazilir. (X, || . ||) bulanik normlu lineer uzayi i¢in ||x + y|| < ||x|| @ [|y|| oldugundan
Sllcllpf(”ukl + Vialle) < Sllc'llpf(”ukl”a) D S}?lpf(”vkl”a) AN

dir. Buradan

Sllcllpf(”ukl +vlly) <95 +ps < S’?})f(”ukz”:xr) + Sllcllpf(”vkl”;) + 2¢

elde edilir.

Sllcllpf(”ukl +vrlly) < Sllcllpf(”ukl”Z) + Sllcllpf(”vkl”;)

dir. Boylece si_(f) uzay1 bulanik normlu uzaydur.
Uyarni 4.3.1. Reel degerli (xy;) ¢ift indisli dizinin Pringsheim anlaminda Cauchy olmasi igin
€ > 0 abagh dyle sayilari ny < k,l[,m,n vardir ki k,, = k(&) ve l,, = [, (€) oldugunda

Kl lim ”xkl - xmn”Z <g
,L,mmn—-oo
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dir. Burada @ € (0,1] ve ayrica (X, [|]|) bulanik normlu lineer uzaymin tam olmasi igin Cauchy
dizilerinin yakinsak olmas1 gerekir.
Teorem 4.3.3. (X, ||||) bulanik normlu lineer uzay ise s;_(f) uzay tamdur.

®

Ispat: ut = (ukl) bir Cauchy dizisi olsun. Vk,l ve i — oo i¢in u()

- 13 olacak sekilde

Ty vardir. Daha farkli sekilde ifade edersek, € > 0 a bagh dyle bir ng < i,j vardir dyle ki

M _ 3,0 || (4.16)

| i
la

dir. (4.16) dan Sloo(f) vei,j = ng i¢in
inf {o: f (|| ulf — u?||) < 0. vk, 1} <& (4.17)
yazilabilir. i,j = n, ve 9, bulanik sayis1 i¢in (4.17) den
¢, <inf {19+ (” ull) — ukl)”) Z 9,Vk, l} + &< 2¢ (4.18)
yazilabilir. (4.18) den
£ (|| 1 = w2]|) < 90, vk 1 (4.19)
elde edilir. (4.19) esitsizligi lizerinden supremum alinirsa
Supf<|| ) — u?| ) <O, < 2¢ (4.20)
elde edilir. Ayrica (4.20) dan i,j = n, i¢in
supf (” ul®) — 4 ” ) <2e (4.21)
olur. k, I = 1 olarak alinirsa (4.21) den,
(” ul) — ugjl)” ) < 2e
elde edilir. (u11) dizisi sl (f) de bir Cauchy dizisidir. (X, ||-||) tam oldugundan (r;;) € X
vardir ve i = o0 i¢in u§1) - 174 dir.
Simdi R = (1) , u' = (u,(;l)) ve i — ooigin u' —z_ R oldugunu kabul edelim. no <i,j,
a € (0,1] olsun. € > 0 abagh 6yle bir ny, < i, j ve 9yvardir dyle ki
oy < 2¢
ve
(|| ud — uk,)||) < 9y, Vk, | (4.22)

dir. k, 1 € N sabitleri i¢in j, € N, j, = ng ve j = j, olarak alinirsa (4.22) den,
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f(” ul(cjl) - rkl”) <e¢ (4.23)

vardir. i > ng icin (4.23) den,

- nl) s (1 -
Z29,P ¢
olur. i > ij ve Vj i¢in (4.24) den

(2 - ral) <002

Ve

) Df (” u(]O) B r’““) (4.24)

||ui — R”:lzoo“ = inf {19;: f(” u,(:l) — rkl”) Z 9, Vk, l} < Vg, +€<3e¢
elde edilir. Yani R € slzoo elde edilir. ¥, bulanik sayis1 ve i > i ve Vj icin

F(|wd = mal) < v0 @ 2

elde edilmis olur. i > i, ler sabitlenirse u‘ € 51200 oldugu i¢cin ¥; bulanik sayis1 vardir dyle ki,

(” we) — Tkl”) ! (4.25)

dir. Ayrica biitiin j ler i¢in (4.25) den

Fllmall) < £ (|| uld = ma|) @ £ (]| 2

IEECHEA
yazilabilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. u,(cil) = Ty dir.
Tanim 4.3.3. (X, ||*||) bulanik normlu lineer uzay olsun. s, (u;) dizisi tanimh bulanik norma
gore uy; — 0 seklinde sifira yakinsayan uzayini belirtsin ve bu uzay slzoo ile ayn1 bulanik norm
ve islemlerle tanimli olsun. Bu durumda Yu,,; € SCZO icin
||uk,l||slz<>o = ||ukl||sgo
dir.
Sonuc 4.3.2. (X, ||*]|) bulanik normlu lineer ve tam uzay olsun. O halde SCZO uzay1 da tamdir.
Ispat: S&, uzaymin 51200 nin kapal1 bir alt uzayini gostermemiz yeteri olacaktir.
ut (u,(;l)) € s, dizisi R = (1) ye yakinsak olsun. a € (0,1], € >0 vei = i i¢in
i + — i . ® —
ot =R, = inf {0 £ (| u® = ra]|) < 0. vk 1} < &
olur. Sabit i > i, i¢in 9, bulanik sayis1 vardir dyle ki

9§, < inf {19+ (” ull) — rk,”) 2z 9,Vk, l} + &< 2¢

Ve
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£ (|| = ria|) < 90, vh,1

dir.u' € sCO icin i € N vardir ve i > i, igin

F(l2],) <

olur. Eger i > i, ise

+
Flinale) < £ (|| = na]] )+ £ (| w@]]”) < 060 +2 < 32
elde edilir.
Ornek 4.3.1. R reel sayilar iizerinde tanimli bulanik normlu uzayi (R, ||*||) le gosterelim.

el = { ¢

= |ul
0, diger durumlarda

ise a € (0,1] igin

[lullle = [l [ul]

dir.

Ispat: (1,0,1,0,...) € (R, ||]]) olsun. & € (0,1] igin
1(1,0,1,0, . )llia = sup lbpllz =1

n,bn€{0,1}
Ve

1(1,0,1,0, . )l o = inf{02: byl 9, by € {0,13,Vk, 1} = 1
elde edilir ve [((1,0,1,0, ...)|l,, = 1 dur.

Vauy € 52 icin llwll,z = Il oldugundan, {%:n € N} € co(R, |IFll) olsun. a € (0,1]
o0

igin
1 _
I =1
n a
gt 1
|G, , = mrtoe: |5l < o vetf=1
/¢ n
dir ve (%) =1 olur.

Co

Tamm 4.3.4. R lizerinde ||z||™: R - [0,1] de tanimli norm,
~_ {1, t=lz|
e ={y (2o
taniml1 olsun. ||. ||~ normu R de bir bulanik normdur ve a — seviye kiimesi tiiriinden tanimi
a € (0,1] i¢in
lzll~]e = [Izl, |2]]
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dir.

Tamim 4.3.5. (X, ||']]) bulanik normlu lineer uzay olsun. (X, ||-||) dan (R, ||]|™) tanimh
kuvvetli bulanik siirh operatorlere (X, ||-||) nin kuvvetli bulanik sinirl fonksiyoneller denir
ve bu fonksiyonellerin kiimesi (X, ||]|)* ile gosterilir [45]. g € (X, ||'])* olsun. (X, ||*|])* nin

elemanlan

{l lg ()] lg ()]
sup

x+0 ”x”; ’x:tO ”x”c_z

,a € (0,1]}

seklinde verilen bir araliktir .Burada araligin ilk terimi monoton artan ve ikinci terimi monoton
azalan olup i¢ ice gegmis kapali ve sinirli araliklar olup || g||* aralik degerli bulanik say1 belirtir.
Buna ek olarak ||-[|* aslinda (X, [|*]])* da taniml1 bulanik bir normdur. Ayrica (X, ||-||)* uzayina
(X, I|*]D) nin kuvvetli duali denir.

Teorem 4.3.4. (X, ||-]]) bulanik normlu lineer uzay olsun. Eger g € (sczo)* ise gy € (sczo)*

olacak sekilde sadece bir tane dizi vardir dyle ki a € (0,1) ve Yuy, € s igin

i) 9((uk1)) = Yki=1 Gr1 (Ukr)

i) Zi=illgall? o = gl o
i) X5=1llgwllz o = Ngwllz
fspat.‘

i) g€ (sczo)*olsun. Daha énce u € s2(X) igin

u= Z LU
k.l

seklinde yazilabildigi gsterilmisti. Buradan k, [ € N i¢in

Ia(w) = g((O, oo Uy, 0, ))

k,l. eleman1 u olan g;,; fonksiyoneli yazilabilir. K > 0, a € (0,1) ve Yuy; € SCZO igin,
|g((ukl))| < K”ukl”s_goa

vardir. @ € (0,1), ve Vk,l € N igin

g ()| = |g((0, ey Ugp, 0, ))| < K||(0, ..., uy, 0, ...)||S_goa

= K suplluglly
Kl
= K|lugllz

oldugundan gy, € (s2)  elde edilir. uy, € s2 veigink,,n € N

knln

Z () = g ((un' oo Uyl 0, ))
7y
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yazabiliriz. k,l, - o ic¢in g ((un, U1, 0, )) - g((ue) oldugu agiktir. a €
(0,1) igin
|g((u,d)) —g ((ull, e U150, ))| = |g ((0, w0 W ))|

<K sup |lugllz
K, 1<Kp,ly

dir ve kyl, » o i¢in  sup ||ugllz = 0 dur. Yani a € (0,1) ve g € (sczo)* olmak tizere
K l<knln

kabul edelim ki gy, fiy € (X, | 1D)* ve uy € sZ, igin

g((ukl)) = Z i (Ur) = Z fra Quier)

ki=1 k=1
olsun. k,l € N i¢in g;;(u) = g((O, e U, 0, . )) oldugundan birebir baktigimizda
i) = fra(ui)
dir. Dolayisiyla g((ukl)) = Y r1=1 911 (Ug;) gosterimi bir tanedir.
ii) a € (0,1) ve Vuy, € s igin,

|g((ukl))| Z i (W)
kl=1

|
1=1

oo
< | g1 (i) |
’ = o

< D gl luallz < ) lgwalls” suplinall;

k k,l=1

yazilabilir. Vuy,; € sZ oldugundan

l9(@) = > lgialle Tl

kl=1

dir. Bu |lgll" < Xi=1llgrlly”  oldugunu gosterir. ||gllz" = Xii=1llgk 3" oldugunu

gostermek i¢in k, 1 € N igin B(X, [|.lz) de =12, ... i¢in (u,lcf‘) dizisi mevcuttur. || .|[2*
tanimindan,
lim g ()] = N galla

vardir. i = oo iken gkl(u,ic’f) monoton artar. Dolayisiyla x,; = Y% -4 gkl(u,iéla) toplami da

monoton artandir. n —  i¢in y,; = X,; — X, ; farki da monoton artar.

n n
lim lim ub®) = lim lim ul®
n—oo [—»>oo gkl( kl ) i—00 n—oo gkl( kl )

k,l=1 k,l=1

dir. Onerme 1.4.1. den faydalanarak
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oo

Z lgully™ = z 1m|gkl(ukl)|
Kkl=1

lim lim z g (ui)

n—oo [—»oo

k,l=1

lim lim z gkl(u,i('f’)

>0 n—
k,l=1

= lim limg ((ull, ...,u,i\,j:ln,, 0, ))

[—0oo n—oo

< Ngullg”
elde edilir. Z?[:lllgkl”:g’;a = ”gkl”;—g;a dr.

iii) a € (0,1) ve Vuy, € s igin,

i Ira (i)

k,l=1

(o0
< Z gl sl < Z gl supli I

k,l=1

oo

< ) 19wl

k=1

|g((ukl))| =

dir. supllu |l < nf{dz: llwell 2 9, Vk, 1} oldugundan,
Kl

l9(@)| < D Ngiallzinf 102+ luwall < 9, v,

kl=1

olur. (X, ||*|)* uzayinin {[sup lﬁ’;ﬁzl , sup lg(le] ,a € (0,1]} tanimindan faydalanarak,

x*0 x#0 ||x||a

lgwll=t = g (u)| g (u)| Z”g Iz
= Tl nf O el < 9,9k, = e

olur. ||glla” < Xki=1llgrlle™ dir. llgulla™ = Xxi=1llgrlle™ gdstermek igin,l € N igin
BX, |I'lIZ) de i = 1,2, ... igin (u,lcf‘) dizisi mevcuttur. ||-||;* tanimindan,

: i,a' _ —%

llgglgkl(ukl )| = |lgnillz

vardir. i = oo iken gkl(u,ic’f) monoton artar. Dolayisiyla x,; = Y2 ,_4 gkl(u,iéla) toplami da

monoton artandir. n — o giderken y,; = x,; — X,_1; farki da monoton artar.

n n
lim lim z ub®) = lim lim ul®
n—oo {—oo gkl( kl ) i—>00 n—ooo gkl( kel )

k,l=1 k,l=1

dir. Yani,
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[ee] oo

Z lgrllz® = z 1m|gkl(ukl)|
K

lim lim z g (ui)

n—oo [—»oo

k,l=1

lim lim z gkl(u,i('f’)

>0 n—
k,l=1

= lim limg ((ull, ...,u,i\,j:ln,, 0, ))

[—0oo n—oo

< lgrllc”
olur. Y- 1”gkl”5 a ”gkllls a
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BOLUM 5
DUALLER VE MATRIiS DONUSUMLERI

Bu bolimde s(f, 4, p) dizi uzaymin Kohte Toeplitz dualleri incelenecektir.

5.1. s(f, A, p) Dizi Uzayinin Kéhte Toeplitz Dualleri

Tamim 5.1.1. (4, ||*]]) bir reel Banach uzay1 olsun. [; (a) mutlak toplanabilir dizlerin kiimesi

{a}ien icin
li(a) = {{ai}ieN: a; €EX,i=12,.. leaill < 00}
i=1

dir. Burada (1, (x), ||||) Banach uzayi ve ||-||; normu ||[{a;};ienll1 = Xi2qlla;|l seklindedir.
Maddox E kompleks sayilarda bir kiime olmak iizere g paranormu ile paranormlu (E, g)
uzayin siirekli duallerinin varligini oldugunu gostermistir [51]. Bu uzayinin genellestirilmis
K&hte- Toeplitz duali E* ile gosterilirse,
Et = {a: z a;x;, her x € E igin yaklnsaktlr}

i=1

dir [50]. Ayrica 1 < infpy; < Pr < SUPPy; < © ve pi + qi = 1igin [, uzay
kl kl

(%) =

(xdien: X €EX,i=12, .. leil”“ < oo}
i=1

dir. Maddox M =supp,; olmak iizere g(x)= (Zf‘;llxl-lpkl)l/ M paranormu ile

lp* (x) dualinin elemanlarinin

Z —au
Zaixi < ( |a;|9kIN Pri + N)g(x)

i=1 i=1
formunda oldugunu goéstermistir. Burada N tam sayisi suppy; ¢ bagl olmak iizere g(x) < 1
dir [50].

Tamm 5.1.2. uy; € w,(F) ve x € R(I) olmak iizere bulanik fonksiyonlar serisi

[00]

Z Uy (x)

k=11
olsun. Eger € > 0 a bagl dyle bir ny = ny(e), my = my(e) € N vardir ki n; > n > ngy ve

my > m > m, icin
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ny,mq

d z u(x),0 | <e

k=n+1l=m+1
varsa R(I) lizerinde diizgiin yakinsaktir denir.

Tamm 5.1.3. u,(f), 1 (f) € wy(F) ve A = (Amniy) sinirsiz bir matris ve m,n, k,l € N
olmak tizere A: u; (f) = p,(f) ye bir doniisiim olsun. Her uy; € py (f) i¢in Au = {(AU)pn}
ve Au € p,(f) vardir oyle ki,

[oe]

(Au)mn = Z AmnkiUkl

Il
dir.
(s(f, 4, p), h) uzayinin h(u) paranormu ile paranormlu uzay oldugunu daha 6nce gostermistik.

Simdi genellestirilmis Kohte- Toeplitz duallerinden ilki olan a dualini gdsterelim.

Teorem 5.1.1. s(f, A, p) uzayinin « duali uy; € s(f,4,p), L > 1 ve % + i = 1 igin,

[oe]

> [

k,l=1

qdkil
(S(f' A, p))a = {ukl € wZ(F) fkl(d(ukl,ﬁ))] L7kl < OO}

drr.

Ispat: |, f mutlak toplanabilir uzaylari tanimlayarak baslayalim,

oo

z d(uy vy, 0) < 00}.

k=1

Lf = {ukl € w,(F)

Buradan sonra gosterimde kolaylik i¢in py; =p ve qy; = q olarak yazilacaktir. u,v €
s(f,A,p), L>1ve % + % = 1 i¢in Maddox esitsizliginden faydalanarak

d(uv,0) < d(u,0)d(v,0) < L(d(u,0)9L9 + d(v, 0)P)

elde edilir [40]. u = uy; € s(f, A, p) kabul edilsin. Bir bulanik sayinin mutlak degeri
max{lu~|, [u*|} < d(u,0)

dir. $imdi daha sonra kullanmak iizere Y, (f) uzay1

2

seklinde tamimlansin. Y, (f) uzaymm s(f, A, p) uzaymm a duali oldugunu gosterelim.

Uy € s(f, A, p) ve vy € YZ(f) igin,

1
Aki

dkl
YZ(f) = {ukl € w,(F) fkl(d(ukl' 6))] L™k < oo, L > 1}
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Z d(uv, 6) == Z d(uklvkl, 6)
k,l=1 k,l=1

< Z d (g, 0)d (v, 0)
k,l=1

dir. Son esitsizlikte f modiiliis fonksiyonu ile bileske alinirsa,

[0¢]

< Z fa(d (e, 0)d vy, 0))

k,l=1

= Z fkl(d(uklr 6))fkl(d(vklr 6))
kil=1
fkl(d(uklr 6)) Z fkl(d(vkl' 6))
=

<
k=1 k=1

y

edilir. Buradan

= Z |/1iu|fkl(d(ukl'6)) Z 1Ak frea (A (vier, 0))

k,l=1 k,l=1

yazilabilir. Maddox esitsizliginden,

o q
SL( > fkl(d(ukl,ﬁ))] L7+

k,l=1

0 p
Z |/1kl|fkl(d(vkl'6))] ) <
k=1

elde edilir. wy,; € (s(f,4,0))" ve Y2(f) € (s(f,4,p))" dur.
Diger taraftan Y2(f) 2 (s(f, 4, p))aoldugunu gostermek i¢in vy, € s(f, 4, p) ve uy, € Y7 (f)

olsun. L > 1 igin

= q
[Z |/1Lm|fkl(d(ukl'6))] L 9 =00

k=1
olur.y =0,1,2,...icin {0 <n(0) <--<n(y)<--} ve {0<m(0)<--<m(y)<-}
dizileri pozitif artan diziler i¢in [52],

n(y+1)-1,m{y+1)-1 q

_ _4q
Y, = Z |%kl|fkl(d(ukl:0)) @+2)r>1
k=n(y),l=m(y)

dizisini yazalim. Benzer sekilde (vy;) dizisinin bir alt dizisi olan (vy,,) yi n(y) <k, <
n(y+1) ve m(y) <l <m(@y+1) ve k.l #k,| oldugunda vy, = 0 olacak sekilde
tanilayalim,

1
(vktlt) - Ak ;

ttt

q
(ﬁktlt)q y + 2)_qu_1.

1
fkl(d(ukl' 6)) (
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Buradabazi M > 0 lerve fy,, = fkl(d(vkl, 6)) igin
Bre1,
fkl(d(ukl; 0))

yazilabilir. Tanimlanan diziler goz 6niine alindiginda,

ny+1)-1,m(y+1)-1 n(y+1)-1,m(y+1)-1
_ 114 q _ _
(d(uklvklro)) = z |/1—kl| (ﬁktlt) r+2) 1y, !
k=n(y),l=m(y) k=n(y),l=m(y)

n(y+1)-1,m@y+1)-1
< z y+2)1
k=n(y),l=m(y)

elde edilir ve son esitsizlikteki seri raksak olur. Simdi vy; € s(f, A, p) i¢in son esitsizligi

tekrardan yazarsak,
n(y+1)-1,m(y+1)-1
AP
Mklfkl(d(vkl, O))|

k=n(y),l=m(y)

n(y+1)-1,m(y+1)-1 )
= z < |_| |fkl(d(uklr 0))|) (y + 2)—qyy—1>

k=n(y),l=m(y)
esitsizligi elde edilir. Esitsizligin sag tarafindan
n(y+1)-1,m(y+1)-1

q-1)p r (g-Dp
=M z |/1kl (|fkl(d(ukl' 0))|) (y +2)79Y,7?

k=n(y),l=m(y)
n(y+1)-1,m@y+1)-1

q —
<o+ Y (|,%M| fra(d g, 6))) (r +2)7 1, 0Py + 2)0P)

k=n(y),l=m(y)
n(y+1)-1,m@y+1)-1

—-q
< MP z (v +2)72Y, 7Y, (y + 2)P ¥, P (y 4 2)(-P)
k=n(y),l=m(y)

elde edilir. Buradan,

ny+1)-1m(y+1)-1 5 n(y+1)-1,m(y+1)-1
(y+2) .
< MP ———F < MP (y+2)? <o
k=nl=m@y) (¥ +2)Y,1 ke=n(y)l=m(y)

elde edilir. Yani

z |/1kl|fkl(d(vkl'0)) < MPZ(}/ +2)72 <
1ol
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ve Uy €s(f,A,p) oldugu anlamina gelir. wuy € Y7 (f) kabuli celiski olusturur.
Z;jl: 1d(uv, 0) ifadesinin yakinsak olmasi icin uy € YZ(f) olmahdir. Yani 1wy, €

(s(f, A,p))" dir. Dolaysiyla (s(f,4,p))" € Y2(f) elde edilir. (s(f,4,p))" = Y2(f) dur.

Teorem 5.1.2. s(f, A, p) uzaymnn 8 duali uy; € s(f,4,p), L > 1ve % + % = 1 i¢in,

i _.\4a
ki=1

dir.

Ispat: wy € s(f,1,p) ve v € lof olsun. (d(uy,0))" yakmnsak oldugu icin d(uy,0) €
s(f,A,p) dir. Benzer sekilde vy, € [, f icin d(vy,, 0) € lqf yakinsaktir.

d (Ui Vir, 0) < d (g, 0)d (v, 0)

oldugundan,

(o] 1 [0/0) r 0 _ q
Z d(uy vy, 0) < z [|Akl|fkl(d(ukb0))]p Z [|/1ikl|fkl(d(vkl'0))] L™
kl=1 Kkl=1 Kkl=1

<

ifadesi de yakimsaktir. Bu ise [, f < (s(f A p))ﬁ oldugunu gosterir.

Diger taraftan vy, € (s(f, 4, p))ﬁolsun ve (uk,) € s(f, 4,p) dizisi,
"N q_l . -
uk, = {[|’1ikil|fikil (d(vikil’ O))] , el =k, 1
0, diger durumlarda

seklinde tanimlansin. Buradan gerekli islemler yapildiginda,

[ee] [00] [oe]

Z d(u,idvkl,ﬁ) = Z [|’1ikil|fikil (d(vikil’ﬁ))]q_l Z [Mkllfkl(d(vkllﬁ))]
kil=1 kl=1 k,1=1
< [Mkllfkl(d(vkl’ 6))]q
k=1

elde edilir. vy € I,f oldugu agiktir ve (s(f,4,p))" € I f dir. Burdan (s(f,A,p))" = I, f
olur.

Teorem 5.1.3. s(f, 4, p) uzaymn y duali (s(f, 4,p))" d.

Ispat: Daha énceden s(f, 4, p) uzaymin solid oldugunu ispatlanmisti. Bir dizi uzay1 eger solid
ise a ve y dualleri aym olacagindan s(f, 4,p) uzaymm y duali (s(f, 2, p))adlr.

Teorem 5.1.4. A = (a;n;) sinirsiz bulanik sayilarin bir matrisi olmak tizere m,n, k,l € N ,

L>1vel<p<00,%+%=1igin
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Z [|%m|fkl(d((14u)mn, 6))]_q -9 < o

k=1
sart1 saglaniyorsa A € (s(f, 4, p): ly) dir.

Ispat: uy;, € s(f, ,p) olsun. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

d ((Aw) mn, 0 =d ( Z Amnki Ukl 6)

k,l=1

0]

< Z d(@mnkiter, 0)

< Z fkl(d(amnklukl'ﬁ))

k=1

0]

< Z |ﬂ.kl%’d|fkl(d(amnklukl'6))

k=1

z |/1 |fkl(d(amnkl' 0)) Mkllfkl(d(ukl' 0))

IA
MSII

|/1 |fkl(d(amnkl'0)) Z M-kllfkl(d(ukl,()))

k,l=1

S

l

elde edilir. Maddox esitsizliginden faydalanarak L > 1 igin

[0¢]

L [( i [l fea (@ (@, 6))]>q L7 + (Z (1l fier(d (i, 6))]>p <

k,l=1 k,l=1

olur ve bu 4 € (s(f, 4,p): l») oldugu anlamina gelir. Boylece ispat tamamlanmisg olur.
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BOLUM 6

MODULUS FONKSIYONU iLE OLUSTURULAN BULANIK CiFT INDIiSLi FARK
DiZi UZAYLARI

Bu béliimde s;[f, p] modiiliis fonksiyonu yardimiyla tanimlanmus bulanik ift indisli fark dizi
uzay1 tanimlanmig ve topolojik 6zelliklerine yer verilecektir.
Tanim 6.1.1. Q = ¢, ¢, L, olmak {izere reel degerli bulanik cifti indisli fark dizi uzay1 k, [ €

N i¢in,
Q) = {(xkl)|(Axkl = Xpp — Xk+1,0 — X141 T xk+1,l+1) € Q}

dir [48,49].
Tanmim 6.1.2. (x;) nin gift indisli reel degerli dizilerde,
i) (k, 1) nin varyasyonlar1 i¢in k veya [ sabit oldugunda (xy;) nin sinirli,
i) Y Y|Axy,| serisi yakinsak ise,
Y. Y|Axy;| ye (xg;) nin bir sinirli varyasyondur denir [23].
Tamm 6.1.3. x = (x;) ,¥ = (Vx1), € w,(F) smirh ve pozitif sayilarin bir dizisi ve p € R
olsun. Modiiliis fonksiyonun kullanarak yeni bir bulanik ¢ift indisli dizi tanimlansin. Sirasiyla

p-toplanabilir s7, 2, sZ, s{._sirli varyasyon uzaylar1 asagidaki sekildedir.

S)%[f;P] = {x = (Xx) € wy(F) Z [f1d(Axy, 0)]7 € 53}:
Kki=1

knln

S p] =% = G) € w(P) | lim > [F1d(bx, DIP = 0,

k,l=1

kn,ln

Scz[f;P] = {x = (xx) € w,(F) X llinl)oo Z [fld(AxklﬁG) —L|JP>0L>0¢,

k,l=1

knln

$2Uf,p] = {x = () € 02(F) [sup > [Fld(Axia, DI < eoy.

fln (T2
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Teorem 6.1.1. s7[f, p] dizi uzay1 y = 1,,(0 < p < ), ¢, ¢y i¢in yar1 linerdir.

Ispat: s]f [f,p] € w(F) oldugu igin toplama ve skaler ¢arpma altinda kapali oldugu i¢in

modiiliis fonksiyonu ve tanimlanan d metriginin 6zelliginden agiktir.

Teorem 6.1.2. s?[f,p] uzayt M = max{1, sup p} oldugunda, y = I, (0 <p < ) olmak

tizere x,y € s;[f,p] igin,

1/M

D(x,y) = {sup(fld(xx1, yk1)1P) +sup(fld(x1;, y1)17) +

oo p
Z f[d(Axkl'O) ] }

metrigi ile (D, s2[f, p]) ikilisi tam metrik uzay belirtir.

Ispat: vy =l igin ispatlayalim. D nin 51200 [f,r] tizerinde bir metrik olusturdugu agiktir bu
durumda tamligin1 géstermemiz yeterli olacaktir. (x{;l = (x™) € st bir Cauchy dizisi olsun.

m,n — oo ve Vk,l[,m,n € N igin

D™, x™) = (sup(Fld(xe™, % ™D) /M + (sup(Fld (o™, x0,™)]) /m
P/M

(Z Fld(axia™, A )]) -0
kl=1
= (Z f[d(Axklm,Axm“)Q =0

k=1

p = (Pr) € R smirh ve reel sayilarin pozitif bir dizisi oldugu ve f modiiliis fonksiyonu
oldugundan, Vk,l €N ve x = (x) € w,(f) ig¢in (sup(f[d(xklm,xkln)]))p/M -0 ve
(sup(f[d(xllm,xll”)]))p/M — 0 dir. Buradan d(xp™, x1™) = 0 ve d(xy;™, x;™) =0
oldugu goriiliir. m, n > n i¢in 6yle bir € > 0 vardir ki, d (x;;™, X1 ™) < € ve d(xy;™, x;™) <
€ olur. (x;;™) dizisi R(I) da bir Cauchy dizisidir. (x;;™) bir Cauchy dizisi oldugu i¢in d
metrigi ile yakinsaktir. Benzer sekilde (x;;) de bir Cauchy dizisidir ve d metrigi ile

yakinsaktir. Ayrica Vk,l € N i¢in lim x,;™ = x; ve lim x;;” = x;; dir. Diger taraftan
m—oo m—oo

metrigin ikinci kismindan
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[ee]

> Flaxg™ ™) - 0

dir. Dolayistylam,n — o igin, d(Axy;™, Axy,™) = 0 dir. Buradan (Axy,™) Cauchy dizisi olur

ve Vk, ! € N i¢in yakinsar.

Simdi k =1=1 i¢gin (Axy;™) fark dizisini ele alalim. r}llirgo X2™ = X,, olsun. Burada

(x11™), (x31.™), ve (x1,™) yakinsak oldugundan(x,,™) yakinsaktir. (Ax;,™) dizisinde
(x12™), (x25™), ve (x;3™) yakinsak oldugundan(x,3;™) yakinsaktir. Yani Vk,l € N i¢in

(x);™) yakinsaktir ve lim x;;™ = xj; dir. Buradan hareketle x;;™ — x); Vk,l € Nvem —
m-—0oo

oo olsun, yani x3;™ = xj; = X olsun,

oo

d(Ax;,0) < Z d(Axy;, Axy™) + Z d(Ax,™, 0)

k,l=1 k,l=1 kl=1

f ( Z d(Axy,, 0)) <f ( Z d(Axy, Axklm)> +f ( z d(Axy, ™, 6))
k=1

k=1 k=1 ]
oo p oo 14 co p
[f Z d(Axkl'6)>] [ (Z d(Axkerxklm)> f(z d(Axy ™, 6))]
k=1 1=1 kl=1
<L(e+K)
< 00

i¢in L = max (1, 25UPP ~1) gibi sabit bir sayidir. xj; — x,; dizisi D metrigine gore yakinsak

ve x]} € sf_ oldugundan sZ[f, p] uzay: tam metrik uzaydir.
Teorem 6.1.3. s[f,r] dizi uzay1 y = lo, c, ¢, iin bir DK uzayidir.

Ispat: Py:s2lf,p] = wy(F) ve Py(x) = xy;, x € sZ[f,p] koordinat fonksiyonu k,l € N
igin siireklidir. xg; € s?_ bir dizi olmak iizere x;; — 0 dir. Bu durumda w,(F) uzayinda da

xp; = 0 dir. x; = 0 € s2[f, p] olsun. Oyleyse

(sup(F1d Goer™, xa™D)7/M + (sup(FId Gear™, xa™D)M + (B0 T2 Fld(Bx™, Ax™D) ™ = 0

dir. m — oo igin,
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z d(Ax,;™,0) > 0
k=1

olur. Dolayistyla m — oo i¢in, d(Axy,™,0) — 0 elde edilir. x;; — 0 € s2 dir ve s2[f, p] dizi

uzay1 bir DK uzayidir.

Teorem: 6.1.4. s;_[f,p] uzayi hep zaman yakinsak degildir.

Ispat: x; € s{_[f,pligin f(x) =x vepy = 1 olmak iizere k > 2 oldugunda ,

Xp1 = —1ve x;;, =1, k # ligin x,; = 0 olacak sekilde

1
kt +1, ETS t<o0
= 1
X8 =31 e, 0<t<z
0, diger

bir (x;;) dizisi tanimlansin. Buradan

Yot =23 oG« 3 rfeGe )] -

k=1 kl=1 k,l=1

olur ve x; € s [f,p] dizi wraksaktir. s?_[f, p] hep yakinsak degildir.
Teorem 6.1.5. s _[f, p] uzay1 simetrik degildir.
Ispat: (x;;) ift indisli bulanik dizisi

k?t+1 —i<t<0
) kz— —

(B =91 gz, osv:skiz
0, kciftise

ve | > 2 oldugunda, x;; = 1, k # ligin x;; = 0 olsun. f(x) = x ve py; = 1 olmak iizere;

Zki (k+1)2

k=1
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X € st [f,p] dir. (v cift indisli bulanik dizisi Yy, = Xgx, k # Ligin k gift ise y; = 0
k tek ise

_{T, [ tek
Vi = 0, diger

olacak sekilde (yy;) dizisi (x;) in bir permiitasyonu olsun. f(x) = x ve py; = 1 olmak iizere;

[ee]

f[d(Axkl' 0)] ]

k,l=1

oldugundan yy; & s%[f, p] oldugundan simetrik degildir.
Teorem 6.1.6. s/_[f,p] uzayr solid degildir.

Ispat: xj; € s3[f,plve d(i;,0) < d(xy;,0) olsun. yy; € si[f,p] ise

[Fld@yi, OI]" <
KkI=1
olmalidir.(x,;) ¢ift indisli bulanik dizisi k,1 > 2 oldugunda x;; =1, x3y = -1 , k #1 > 2

Xkl = 0 ve

1
(1 + k30), —EStSO

t) = 1
() =4 1 _pspy 0<t<5
0, diger durumlarda

olsun. Buradan f(x) = x ve py; = 1 igin,

[ee]

(5 it i)

k,l=1

=2( ) L VY L QU S

B k3 k3 (k+1)3
k=1 k=1

oldugundan x;; € s2[f,p] dogrudur. d(yy,;,0) < d(xx;,0) i¢in y;,; bulanik ¢ift indisli dizisi,

k,l=1

[d(Axkl' 0) Z d (g, 0) +
kil=1
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yu =1, lgiftise

Ykt =3{Yk1 = —1, ktekise
Vi =0, diger durumlarda

seklinde secilsin.

> [Fld @y, 01 =

K1=1
oldugundan yy; & s%[f,p] dir. s3[f,p] dizi uzay1 solid degildir.

Teorem 6.1.7. s/ uzayl, f; ve f, modiiliis fonksiyonlar igin

mevcuttur.

) sy(f) nsy () S sy(fa+ f2)

i) sy (f1) € sy (fa © f1)

i) f1(t) < fo(t) . t € [0, ) i¢in s7(f;) € s7(f1)
dir.

fspat.‘

) x = (), Y = ) € (L) N SE(F) olsun. Xy, Yies € 3(f2) 0 S (£y) igin

(fi + fz)(d(xkp}’m))p Sfl(d(xkl'ykl))p +f2(d(xk1:yk1))p
ve x15, Y11 € sy (f1) N sg(f2) igin

(fi + fz)(d(xu;)’ll))p Sfl(d(xlbyll))p +1> (d(xkp)’m))p
dir. Benzer sekilde,

asagidaki

Z (hi+ IA@x, O < ) [Ald@re DI + ) (Ll O1f

k,l=1 k,l=1 kl=1

kapsamalar

dir. Dolayistyla k, I € Nolmak tizere k,1 — oo igin x = (x4;) € sy (fy + f2) elde edilir.

ii) x = () € s¢(f1) olsun. f, modiiliis fonksiyonu siirekli oldugundan & > 0 olacak seklinde

bir f,(6) = & mevcuttur. Ayrica ko, ly € N ve kg > k, [, > [ olacak sekilde,
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f1(d(xk1'Yk1))p +f1(d(xllryll))p + Z [f1 [d(Axy,, 6)]]p <é

k=1

vardir. f, ile bileskesini alirsak,

oo

> [hld(ax, 6)]]”)

k=1

fae (fl(d(kaYkl))p +f1(d(x1l'yll))p +
< f2(8)

olur yani x = (xy;) € s{(f2 © f1) elde edilir.

iii) t € [0, ) icin f;(t) < f,(t) oldugundan ,
fl(d(xkliykl))p < fz(d(xkp}’m))p;
fildCxeq, y1) DP < fo(1dCeyg, 1) DP

[ee] [00]

> [Ald@rg, 01 < ) [£,ld @, O

k,l=1 k,l=1

ifadeleri modiiliis fonksiyonun ozelliklerinden yazilir. Buradan x = (x;) € S]E (f2) ve
sp(f2) € sy (f1) elde edilir.

Teorem 6.1.8. s3[f] € s3 dur.

Ispat: xy; € s2[f] fakat xj; & s% olsun. Bu durumda Y3, Zf‘;l[f[d(Axkl,ﬁ)]]p < o0 ve

Yie1 2i2qld(Axy, 0)]P = 0 olur. (s;,t;) dogal sayilarda ¢ift dizi olsun.

si+1 tj+1 si+1 tj+1
1<) > (g, 0)| = fm<f|Y ) d(ax;,0)
i=s; j=tj i=s; j=t;
si+1 tj+1
= f < ) > [fla(axy, 0]
i=s; j=tj
bu durumda
oo si+1tj+1
Z [fld@xi, D] < 00 = i,j = oo igin Z Z fld(ax;;,0)] -0
k,l=1 i=s; j=tj
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elde edilir. Dolayisiyla f(1) = 0 elde edilir. Bu bir geliskidir. Y j—; X572, [d(Axg;, 0)]P = 0
olamaz. O halde x; & s% kabulii yanhistir. s3[f] € s% kapsamasi mevcuttur. Ayrica f(x) =

x aliirsa s [f] = s2 elde edilir.
Teorem 6.1.9. s2[x,y, f,pl uzaymmy = lo, ¢, ¢y i¢in @ — duali If uzayidir.

Ispat: 11k olarak If' asagidaki sekilde tanimlansin.
I = {(xkl) € wy (F): Z D (X, 0) < 00}
kL

Bu durumda

(s7)“ = {Ger) € w2 (F): Ixiyial € I,y € 57}

esitligi elde edilir. Buradan

Z D (xxiykes )= Z D(SUP f(d(xklrykl))p + sup f(d(xu,}ﬁl))p
Kl Kl

[ee]

P
+ Z f[d(Axklekl'ﬁ)]] ,6>

k,l=1

= Z D(SUP f(d(xkp)’m))p ) 6) + Z D(SUP f(d(xu'}’u))p ) 6)
Kl Kl

o p '
+ ; D ( kzl fld(Ax Axy, 0lf . 6)

seklinde yazilabilir. Simdi
fUd(Xr1, Y1) DP < M ve f(1d (eyy, y1) DP < No

olacak sekilde M,, N, > 0 mevcut olsun ve

Z D(sup f(d(xkp}’m))p 0) <M
Kl

Z D(sup f(dCxy, y1))",0) <N
ol

var olsun. Minkowski esitsizliginden ve modiiliis fonksiyonun 6zelliklerinden

Z D ( i [fd(Axi Ay, 6)]r ’ 6) < Z D (
kL kl=1 k,l k
Y. (

k1l

1P
[fd(Axkll 6)] ) 6)

s

~
Il

DM1s

1

1P
[fd(Ayy, 01| , 6)

1

=
—~
I
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esitsizlikleri yazilabilir. d(Axy;, 0) < K; ve d(Ayy;, 0) < L, olacak sekilde K;,L; > 0 var
olsun. K, L > 0 i¢in,

D(d(Axy;,0),0) < D(K,,0) <K

D(d(Ay;,0),0) < D(L,,0) <L

dir. Ayrica

o 1P T 0 1P
> ( D [fd(x,0)] ,6> <| D fdaxq, 0)
Il k=1 | Lk, 1=1 |
ve

o 1P r 1P
Z D ( Z [fd(Ayi, 0)]] , 6) < Z [fd(Ay, 0)]
Il k=1 | Lk, 1=1 |

esitsizlikleri mevcuttur. H = max(1, 25'PP~1) olarak secilirse

ZD(xklykl,ﬁ) <HM+N+K+L) <o
k,l

elde edilir. If < (s2) olur.

Diger taraftan x;; = 1 kabul edilsin ve y,,; € (sf)aolsun.

Z D (X1 Vi1 6) = Z D Yk, 6)
kil kL

elde edilir ve y,, € If olur. (s2)* € I elde edilir. (s2)" = If dur.
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SONUC

Bu tezde bulanik anlamada Hausdorff metriginden faydalanarak s(f, 4, p) ¢ifti indisli bulanik
dizi uzaylari ve bulanik norm tanimindan faydalanarak s2(X, f) ¢ift indisli bulanik normlu dizi
uzaylart verilmistir. Ayrica s(f, 4, p) dizi uzayinin siirekli duali ve Kohte Toeplitz dualleri
incelenmistir. Buna ek olarak S)E [f, p] ¢ift indisli fark dizi uzay1 tanimlanmustir. Bu ¢alismanin
is1¢inda p — toplanabilir s(f,A,p) uzaymin matris donisimleri kapsamli bir sekilde
incelenebilir ve c¢ekirdegi lizerinde caligmalar yapilabilir. Tezden ¢ikarilmast planlanan
yaymlar asagidaki sekildedir.

e p-Bounded Variation of Modulus Type Fuzzy Double Sequence Spaces,

e Fuzzy Normed Double Sequence Spaces by Modulus,

e Felbin Type Fuzzy Normed Double Sequence Spaces by Modulus,

e Fuzzy Difference Sequence Spaces by Modulus.
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