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OZET

Bu tez alt1 béliimden olusmaktadir. ilk boliimde giris kismi bulunmaktadir. ikinci
boliimde sirastyla 3-boyutlu Oklid uzayinda, 3-boyutlu Lorentz uzayimnda ve 3-boyutlu
Galile uzaymda temel tanim ve teoremler yer almaktadir. Ugiincii boliimde 3-boyutlu
Oklid uzaymda developable yiizeylerin singiiler noktalar1 incelenmis ve bulunan
singiileritelerin karakterleri belirlenmistir. Bunlar cuspidal edge, cuspidal crosscap ve
swallowtail singiileriteleri olarak elde edilmistir. Dordiincii boliimde 3-boyutlu Lorentz
uzaymda bazi yiizeylerin singiilerite sartlar1 arastirilip Oklid uzayna benzer sekilde
singiilerite tipleri tartisilmistir. Besinci bolimde ise 3-boyutlu Galile uzayinda ti¢ farkli
developable ylizey icin singiiler noktalar arastirilmis ve yine diger uzaylara benzer
sekilde, bulunan singiileritelerin karakterleri belirlenmistir. Son olarak altinc1 boliim

tartisma ve sonuclara ayrilmistir.
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ABSTRACT
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the second chapter, 3 dimesional Euclidean space, Lorentz 3-space, Galilean 3-space
and their fundamental definitions and theroems are given respectively. In the third
chapter, singular points of developable surfaces are examined and the types of these
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singularities. In the fourth chapter necessary conditions for the singularity of some
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SIMGELER ve KISALTMALAR LIiSTESI
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1. BOLUM
GIRIS

Developable yiizeyler esas olarak yiizey tlizerindeki metrik degistirilmeden diizlemsel
parcalara ayrilabilen ylizeylerdir. Bununla birlikte sikistirma veya gerilme kaynakli
bozulmalar olmadan bir diizleme doniistiiriilebilirler. Bu 6zellikleri sebebiyle kartografik
izdiisiimlerde ve diizlemsel materyallerin iiretiminde uygulama alanina sahiptirler.
Birgok harita projeksiyonu developable yiizeyler ile siniflandirilir. Koni, silindir ve
diizlem bu duruma 6rnek olarak verilebilir. Ayrica developable yiizeyler bu 6rneklerle
sinirht degildir. Eliptik koni, hiperbolik silindir vb. yiizeyler de birer developable
yiizeydir. Bu ylizeylerin bir diger uygulama alani ise mimaride kullanilan geometridir.

Mimarlar develoapble yiizeyler ile ¢alismalarindaki limitleri belirleyebilmektedirler.

Diferansiyel geometride ise developable yiizey dzel bir regle yiizeydir. Oyle ki bu regle

ylizey lreteg egrisi boyunca her noktasinda ayni tanjant diizleme sahiptir.

Developable yiizeyler ile ilgili birgok g¢alisma mevcuttur ve bunlarin bir kismi da
singiilerite teorisi ile ilgilidir. Zhao ve arkadaslar1 bir parametreli developable yiizeylerin
ozelliklerini incelemislerdir. Murata ve Umehara 3-boyutlu Oklid uzayinda diizlemsel
yiizeylerin davranislarini aragtirmislardir. Izumiya ve Takeuchi ise yine 3-boyutlu Oklid
uzayinda 6zel developable ylizeyler tanimlamislardir. Bu caligmalarinda {ic farkh
developable yiizeyden bahsetmislerdir. Bu yilizeyler sirasiyla bir uzay egrisinin
rektifiyan developable yiizeyi (egri boyunca rektifiyan diizlemlerinin ailesi), egrinin
Darboux developable ylizeyi (singiiler noktalar modifiye Darboux vektorlerin bitis
noktalar1 olarak tanimlidir) ve son olarak egrinin tanjant Darboux developable yiizeyi
(egrinin teget gostergelerinin Darboux developable yiizeyi) olarak verilmistir. Yazarlar
bu developable yiizeylerin lokal olarak cuspidal edge, swallowtail veya cuspidal
crosscap yiizeylerine diffeomorf oldugunu gostermislerdir. Bununla birlikte 3-boyutlu
Oklid uzayinda lokal diffeomorfizmlerin siniflandirilmasi probleminin ¢dziimiinii

Ishikawa ve Yamashita vermistir:

V 3-boyutlu bir M manifoldu iizerinde bir afin konneksiyon ve a:1 — M, M iizerinde

C® tipinden bir egri olmak {izere,



1) Eger V,(sq), V4(so), V3 (so) lineer bagimsiz ise V —tanjant yiizey (s,, 0) noktasinda
lokal olarak cuspidal edge yiizeyine diffeomorftur.

2) Eger V,(s0), V4(so), V3 (sp) lineer bagimli ve V,(sy), V4 (so), V& (so) lineer bagimsiz
ise bu durumda V —tanjant yiizey (sy, 0) noktasinda lokal olarak cuspidal crosscap

yiizeyine diffeomorftur.

3) Eger V,(so) = 0 lineer bagimli ve VZ(sy),V3(sy), Va(s,e) lineer bagimsiz ise bu
durumda V —tanjant yiizey (s, 0) noktasinda lokal olarak swallowtail yiizeyine

diffeomorftur.
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Cuspidal edge Swallowtail Cuspidal crosscap

Sekil 1.1 Cuspidal edge, Swallowtail ve Cuspidal crosscap

Singiilerite teorisi ile ilgili Oklid dis1 uzaylarda baska ¢alismalar da mevcuttur. Brander
3-boyutlu Lorentz uzayinda sabit ortalama egrilikli spacelike ylizeylerin singiileriteleri
iizerine c¢aligmistir. Fujimori ve digerleri 3-boyutlu Lorentz uzaymnda spacelike
maksimal yiizeylerin singiileritelerinin cuspidal edge, cuspidal crosscap ve swallowtail
singiileritelerinden olustugunu gostermislerdir. Kokubu ve digerleri ise 3-boyutlu
hiperbolik uzayda singiileritelerin sadece cuspidal edge ve swallowtail

singiileritelerinden ibaret oldugunu bulmuslardir.

Bu tez ¢alismasinda, verilen literatiir 1518inda 3-boyutlu Galile uzayinda developable
ylizeylerin genellestirilmesi yapilarak bu yiizeylerin geometrik yapilar1 incelenmistir.
Ishikawa ve Yamashita tarafindan verilen metod ile bu yiizeylerin singiiler noktalarinin

karakterleri belirlenmistir.



1.1. Amac¢ ve Kapsam

Bu ¢alismanin temel amaci, 3-boyutlu Galile uzayinda Izumiya tarafindan tanimlanan ti¢
developable yiizey (Darboux develeopable yiizey, tanjant Darboux developable yiizey ve
rektifiyan developable yiizey) i¢in singiiler noktalari arastirmak ve bu noktalarin
singiilerite tiplerini belirlemektir. Bununla birlikte 3-boyutlu Oklid uzayi ile 3-boyutlu
Lorentz uzaymda bu konuda yapilmus literatiirde yer alan ¢alismalar incelenerek Galile

uzayi ile karsilagtirmalar yapmaktir.



2. BOLUM

TEMEL TANIMLAR

2.1. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Temel Tanimlar

Tanmm 2.1.1. I € R reel uzayin bir acik alt araligi olmak iizere y:I c R — E3ile

verilen diferansiyellenebilir y fonksiyonuna 3-boyutlu Oklid uzayimnda bir egri denir.

Tamm 2.1.2. y:1 € R - E3, 3-boyutlu Oklid uzayr E3 te keyfi bir egri olsun. E3
uzayinda, her X = (xq,%5,%3), Y = (y1,¥2,V3) € E3 icin

(X,Y) = x1y1 + %2, + X33

ile verilen (.,.) standart Oklid i¢ carpimi olmak iizere, (y'(s),y’(s)) = 1ise y, birim

hizli egri (veya yay parametresi ile verilmis egri) olarak adlandirilir.

Bir y egrisinin birinci, ikinci ve tigiincii tiirevleri kullanilarak elde edilen T, N, B vektor
alanlarina sirasiyla teget, asli normal ve binormal vektor alanlar1 denir. Burada {T, N, B}
egrinin her noktasinda ortonormal bir ¢at1 olusturur. Bu ¢atiya y egrisinin Frenet ¢atisi

denir.
k(s) = lly"(s)|| egrinin egriligi olarak isimlendirilir. k(s) # 0 olmak iizere y egrisinin
birim normal vektor alani icin ¥ '(s) = k(s)N(s) dir. Son olarak T(s) = y'(s) olmak

tizere B(s) = T(s) X N(s) olarak verilir. Bu durumda Frenet formiilleri ise

T'(s) = k(s)N(s)
N'(s) = —k(s)T(s) + t(s)B(s)
B'(s) = —1(s)N(s)

olarak tanimlidir. Burada t(s), y egrisinin s noktasindaki torsiyonudur (burulmasidir).

Tanim 2.1.3. Herhangi bir y: I - R3 birim hizli egrisi i¢in k(s) # 0 kosulu altinda y bir
vektor alani D(s) = (i) (s)T(s) + B(s) olarak tanmimlanir ve buna y nin modifiye

Darboux vektor alami denir. Birim Darboux vektor alanmi ise

D(s) = (1/V12% + k2 )(s)(x(s)T(s) + k(s)B(s)) ile verilir.



Tanimm 2.1.4. k(s) # 0 olmak iizere y: I — R3 egrisi verilsin. y min teget vektorleri sabit
bir dogrultu ile sabit bir a¢1 yapiyorsa y ya bir helis (egilim ¢izgisi) denir. Bununla
birlikte ¥ nin helis olmas1 durumunda (t/k)(s) = sabit oldugu bilinmektedir. Ozel

olarak hem k(s) # 0 hem de 7(s) sabit iseler bu y ya dairesel helis denir.

Tammm 2.1.5. x(s) # 0 olmak iizere y:I - R3 egrisi verilsin. ¥ nin birim normal
vektorleri sabit bir dogrultu ile sabit bir ag1 yapiyorsa y ya bir slant helis denir. Ayrica

Bununla birlikte y bir slant helistir ancak ve ancak

K2 T/ _
o(s) = <m (E) >(s) = sabit
dir.
Tanm 2.1.6.. k(s) # 0 olmak iizere y: I » R3 egrisi verilsin. y egrisinin egriligi k ve
torsiyonu t olmak iizere G)I = sabit ise bu egriye konikal geodezik egri denir.

Tamm 2.1.7. a:1 > R3 ve B:1 —» R3\{0} diferensiyellenebilir fonksiyonlar ve I bir

acik olmak tizere
Fap(tu) = a(t) +up(t)

seklinde taniml1 doniisiime bir regle yiizey denir. Burada a, regle ylizeyin dayanak egrisi
ve f ise regle yiizeyin dogrultmanidir.

Onerme 2.1.6. k(so) # 0 ve (t/k)'(sy) # 0 olmak iizere bir ¥ : I » R3 icin asagidaki
onermeler dogrudur:

a) J c I bir agik aralik ve s, € J i¢in tek bir & : ] > R3 konikal geodezik egri vardir
oyle ki 8(sy) = y(sp) dir ve §(s) nin egriligi x(s), §’nin sy noktasindaki burulmasi

T(sp) dir. Boylece y(sg) ve 6(sy) en az 5 noktada temaslidir.

b) J c I bir agik aralik ve sy € ] icin tek bir & : ] & R3 slant helis vardir dyle ki
6(sg) = y(sp) dir ve §(s) nmin egriligi k(s), &’nin s, noktasindaki burulmast t(s,) dir.

Boylece y(sg) ve 8(sg) en az 5 noktada temaslidir.

Ispat: a) (i) (so) = b ve (i), (so) = c olsun.

Ks(s) = K(s)
75(s) = k(s)(cs + a)



olarak yazilabilir. Burada a = b — c¢s, ve §®)(s,) = y®)(s,) dir. Bu kosullar altinda

6 (s) gerekli sartlar1 saglar.

b) a(so) = d olsun. §®(s,) = y®)(s,) baslangi¢ kosullar: altinda

Ks(s) = K(s)

(T—8>, (s) = dkg(s) <1 + (T—6>2 (s)>3/2
Ks 8 Ks

olarak yazilabilir. Boylece §:] — R3 egrisi gerekli sartlar1 saglar.

Onerme 2.1.6 da verilen konikal geodezik egriye oskiilatér konikal geodezik egri, slant
helise ise oskiilator slant helis ad1 verilir.

2.2. 3-Boyutlu Lorentz Uzayinda Temel Tanim ve Teoremler

Tanmm 2.2.1. u = (uy, Uy, u3), v= (vy,V,,v3) € E* olmak iizere (,):E*xE* - R,
(u,v) = (u,v) = —uyv; + uyv, + uzv; seklinde tamimlanan simetrik, bilineer ve

non-dejenere metrik tensore Lorentz metrigi denir [8].

Tanmm 2.2.2. (,), E3de Lorentz metrigi olsun. {E3(,)} ikilisine 3- boyutlu Lorentz

uzayr denir ve E} ile gosterilir. v = (v;,v,,v3) € E* olmak iizere v’nin normu

[Vl = +/|{v, V)] seklinde tanimlanir [7].

Tanim 2.2.3. v = (v;, v, v3) € E3 olmak iizere,

(v, v) > 0 ise v’ye spacelike vektor,

(v, v) < 0 ise v’ye timelike vektor,

(v,v) =0, v =0 ise v’ye lightlike vektor denir [7].

Tamm 2.2.4. y, E3 de bir egri olmak iizere eger y' sirasiyla spacelike, timelike veya

lightlike ise y egrisine de sirasiyla spacelike, timelike veya lightlike egri denir [7].

Tamm 2.2.5. y, E3 de bir egri olmak iizere eger (y',y') = £1 ise ¥ ya birim hizh egri
denir [7].



Tamim 2.2.6. ¥, E; de spacelike bir egri olmak {izere eger y min asli normal vektdrii N

sifir ise bu egriye pseudo null egri denir [7].

Tammm 2.2.7. E} Lorentz uzayinda teget, normal ve binormal vektdr alanlarinin
olusturdugu ciimle {T, N, B} y(s) egrisinin Frenet ¢atis1 olsun. y egrisinin karakterine

gore Frenet esitlikleri agagidaki formlari alir.

1. Durum: y lightlike olmayan bir egri ise Frenet formiilleri asagidaki gibidir.

T 0 €K 07T
N'| = [—&x 0 €T||N (3.2)
B’ 0 _£2T O B

Burada x ve T sirasiyla egrinin egriligi ve burulmasidir. Ayrica &, = (T, T) = +1
g, = (N,N) = +1 ve g5 = (B, B) = +1 dir.

Aynizamanda T X N = €;6,B, N X B = €,&3T, B X T = g,€3B esitlikleri saglanir [7].

2. Durum: y(s) lightlike ise Frenet formiilleri asagidaki gibidir.

T 0 «x 01[T
N'| = 0 —x|[N (3.2)
B’ 0 —t O1ILB

Yine k ve t sirastyla egrinin egriligi ve burulmasidir. y(s) bir dogru ise ¥ = 0, diger

durumlarda ise k¥ = 1 dir.

(T, T) =(B,B) =(T,N) =(N,B) =0, (N,N) =(T,B) =1 dir ve bununla birlikte
TXN=-T, NXB=—-B,BXT = —N esitlikleri saglanir [7].

3. Durum: y(s) pseudo null bir egri ise Frenet formiilleri asagidaki gibidir.

T 0 x O7[T
Nl=[0 t o0][[N (3.3)
B’ -k 0 —tlLB




Burada k ve t sirasiyla egrinin egriligi ve burulmasidir. y(s) egrisi dogru ise egrilik

k = 0, diger durumlarda ise x = 1 dir. Ayn1 zamanda,

(N,N)=(B,B) =(T,N)=(T,B) =0, (T, T) =(N,B) =1 dir ve bununla birlikte
TXN=N,NXxB=T,BXT =B esitlikleri saglanir [7].

Tamm 2.2.8. 3-boyutlu Lorentz uzayinda birim hizli bir a : I - E} egrisi verilsin.
nin Frenet elemanlar1 {T, N, B} olmak tizere eger (T, v) = sabit olacak bigimde sabit bir
v € E3 vektorii varsa bu durumda « egrisine bir helis denir. v vektdriine paralel her
dogrultu helisin eksenidir. Oklid uzayma benzer sekilde a nim egriligi k ve burulmasi 7

olmak tizere (t/x)(s) = sabit dir ancak ve ancak « bir helistir [7].

Bununla birlikte 3-boyutlu Lorentz uzayinda 6zel olarak normal vektori lightlike olan

spacelike egri bir helistir. Ayrica lightlike bir egri helistir ancak ve ancak T = sabit

dir.

Tamm 2.2.9. 3-boyutlu Lorentz uzaymnda birim hizli timelike bir a : I — E} egrisi
verilsin. @ nin Frenet elemanlar1 {T, N, B, k, T} olmak iizere a bir slant helistir ancak ve
ancak asagidaki iki fonksiyondan biri sabittir.

K? 7\’ K? 7\’
3(;) veya 3(;)

(t2-K?)2 (2 -K2)2

Tamim 2.2.10. 3-boyutlu Lorentz uzayinda birim hizli spacelike bir a : I — E3 egrisi

verilsin. a nin Frenet elemanlan {T, N, B, k, T} olsun.

a) a nmn normal vektorii spacelike ise @ bir slant helistir ancak ve ancak asagidaki iki

fonksiyondan biri sabittir.

K? 7\’ K? 7\’
1 () veya ()

(t2-k?)2 (t2-k?)2

b) @ nin normal vektorii timelike ise a bir slant helistir ancak ve ancak asagidaki

fonksiyon sabittir.



2.3. 3-Boyutlu Galile Uzayinda Temel Tanim ve Teoremler

Bu boliimde 3-boyutlu Galile uzayinda temel kavramlar verilmistir.

Galile uzay1, esasen izotropik koninin diizleme doniistiigii pseudo Oklid uzaymin bir
0zel durumudur. Fizikte Oonemli kullanim alanlarina sahip ¢arpim uzaymin Klein
geometrisi olarak da verilebilir. Galile geometrisinin diger geometrilerden ayristigi
nokta, tizerinde ¢alisilirken daha az zaman harcanarak ayrintili inceleme olanagi sunan
basitligidir.

Tamm 2.3.1. 3-boyutlu Galile uzayr Gz’ de iki vektor u = (uq, Uy, Uz), v = (1, vy, V3)

arasindaki Galile i¢ ¢carpimi;

Uiy, u, veya vy Stfirdan farkli ise
(W, v)g, = her ikisi d . (2.4)
Uy Uy + U3 V3, uq ve vy her ikisi de sifir ise
ve Galile vektorel carpimi;
( 0 e, e3
i u; U usl, uq, veya vy sitfirdan farkli ise
_JIv1 V2 V3
(uXv)g, = el €, ey (2.5)
l Uy Uz Uz, u, ve vy her ikisi de sifir ise
k vV, VU, Vs

seklinde tanimlanir. Burada ey, e, ve e; Oklid uzaymin standart bazlaridir [1].

Tanimm 2.3.2. y:1 € R — G5 3-boyutlu Galile uzayinda keyfi bir egri olsun. Eger x(s)
egrinin yay parametresi ise bu durumda y(s) = (s,y(s),z(s)) olarak elde edilir ve y
egrisinin birinci egriligi x(s) ve ikinci egriligi (burulmasi) 7(s)

K(s) = ((r2(s) + (2)2(s))

det(y' ()" ()7""'(s))
ws) = [r(s)]?

seklinde tanimlanir [1].

y nin Frenet 3-ayaklisi;
T(s) =y'(s) = (1, y(s),2(s))

N(s) = 57"(9) = 5 (0,y"(),2" ()

B(s) = %(0, —2"(5),y"(s))



seklinde verilir. T, N ve B vektorlerine sirastyla y egrisinin teget, asli normal ve
binormal vektorleri denir. Bu vektorlerin tlirevleri igin asagidaki Frenet formiilleri

gegerlidir [1].

T' 0 x O[T
Nl l=]0 0 t||N
B’ 0 —7t O0lLlB

Tanmm 2.3.3. y:1 € R — G3, 3-boyutlu Galile uzayinda Frenet catist elemanlari
{T,N, B,k # 0,7} olan bir egri olmak tizere D(s) = t(s)T(s) + k(s)B(s) vektoriine y

egrisinin Darboux vektorii denir.

Bu durumda Darboux vektorleri kullanilarak Frenet formiilleri asagidaki sekilde de

tanimlanabilir.
T'(s) = D(s)x;T(s)
N'(s) = D(s)xgN(s)
B'(s) = D(s)x;B(s)
Burada x; Galile vektorel ¢arpimi olmak iizere

0 e, e3
U Uz Uz
Uy VU V3

dir [6].

Uxgv =

Tammm 234. y:I €S R - G;, 3-boyutlu Galile wuzayinda Frenet -elemanlar
{T,N, B,k # 0,7} olan bir egri olsun. Eger y boyunca (g) = sabit ise bu durumda y ya
helis denir. Burada k ve t sirastyla y egrisinin egriligi ve burulmasidir [1].

Tamm 2.3.5. y:1 S R - Gz, 3-boyutlu Galile uzayinda Frenet -elemanlar

{T,N,B,x # 0,7} olan bir egri olsun. Eger x ve t, y boyunca pozitif sabitler iseler bu

durumda y ya dairesel helis denir.

Teorem 2.3.6. 3-boyutlu Galile uzayinda birim hizli bir @ : I - E3 egrisi verilsin. a
nin Frenet elemanlart {T, N, B, k,t} olmak iizere a bir slant helistir ancak ve ancak

asagidaki iki fonksiyondan biri sabittir.
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k2 (1) k2 1\’
5 () vera -5 0)
Ispat 2.3.1. Oncelikle 3-boyutlu Galile uzayinda Frenet elemanlar1 {T,N, B,k = 0,7}

olan bir y egrisinin slant helis oldugu kabul edilsin. U ise (N, U)¢, = a = sabit olacak

bigimde bir vektor alani olsun. Bu durumda

U=fi(s)T(s) +a+ fz(s)B(s)

olacak bi¢cimde f; ve f; fonksiyonlar1 vardir. Eger U sabit ise U ya karsilik verilen

denklemin tiirevi alindiginda
fi=0
fik—fzz=0
fs +ar=0

bulunur. Yukaridaki ikinci esitlikten f; = f3£ oldugu goriiliir. Bununla birlikte f; # 0

ise (U,U)g, = f{ = sabit dir. Ayrica yine yukaridaki ikinci ve iigiincii esitliklerden

2 —
f: 32 (i) =m? ve boylece f; = +% bulunur. Yukarida verilen tigiincii esitlikten

= —art

elde edilir. Bu son ifade ise

2 ’

K (T —a
S v
T3 \K m
olarak hesaplanir. Bu da teoremin ilk kisminin ispatin1 tamamlar.

—_— 2 !
Tersine ¥ (ﬁ) ifadesinin sabit oldugu kabul edilsin. Bir a sabiti icin

U=T(s)+a+ B(s)

tanimlansin. U nun tiirevi alindiginda Galile uzayindaki Frenet formiilleri kullanilarak

Z—Z = 0 bulunur. O halde U sabit bir vektordiir. Diger yandan

11



yuz + Zuz

(N,U)g, = a=—3—=a

elde edilir ki bu da y nin bir slant helis oldugunu gosterir.

Eger fi=0 ise (UU)s, =a*+ff=sabit ve Dbodylece f3=0
fi=0

fik—fzt=0
fs +atr=0

esitliklerinden a = 0 bulunur. Bu durumda ise U = 0 olur ki bu da bir ¢eliskidir.

Ve

Tamm 2.3.6. 3-boyutlu Galile uzayinda bir v = (x, y, z) vektori igin eger x # 0 ise v

ye non-izotropik vektor denir. Tiim birim non-izotropik vektorler (1,y, z) formundadir.

Izotropik vektorler igin ise x = 0 dir.

12



3. BOLUM

3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA DEVELOPABLE YUZEYLER VE
SINGULERITELERI

Bu béliimde 3-boyutlu Oklid uzayinda verilen bir egrinin ii¢ farkli developable yiizeyi
ele alinmigtir. Developable yiizeyler regle yiizeylerdir ve  Fg 6l XR - R3
doniisimii ile belirlidirler. Burada y:1 > R3® ve §&:1 - R3\{0}olmak iizere

Fy.5 (tu) = y(t) + ud(t) dir.
3-boyutlu Oklid uzayinda k(s) # 0 olmak iizere y birim hizl1 bir egri olsun.

1) Fo 5 (s,u) =y(s) + uD(s) ile tammlanan yiizeye y nin rektifiyan developable
yiizeyi denir.

2) Figr(s,u) = B(s) +uT(s) ile verilen yiizeye y nin Darboux developable yiizeyi
denir.

3) Fion(s,u) = D(s) + uN(s) ile tamimli yiizeye y nin tanjant Darboux developable
yiizeyi denir.

Teorem 3.1. y: I — R3 birim hizli bir egri olsun. Bu durumda

a) y nin rektifiyan developable yiizeyi y(sy) + uyD(s) noktasinda lokal olarak cuspidal

T

edge ylizeyine diffeomorftur ancak ve ancak (K) (s9) # 0, (i) "(s9) # 0 ve

1
() ts0)

b) ¥ nin rektifiyan developable yiizeyi y(sy) + ugD(s) noktasinda lokal olarak

dir.

u():

swallowtail yiizeyine diffeomorftur ancak ve ancak G) (so) # 0, (%) (sp) =0,

(2)" (s0) % Ove o = ; L dir.

=) (S0)

Ispat 3.1. y:1 - R® birim hizh bir egri olsun. y nin rektifiyan developable yiizeyi
Fo5(s,u) =y(s) + uD(s) olmak iizere bu yiizey denkleminin kismii tiirevleri Frenet

formiillerinin kullanilmasiyla
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F, = (1 +u (i) )T ve F, = (i) T + B olarak bulunur. Buradan gerekli hesaplamalar

yapildiginda singiiler nokta u, = —+— olarak elde edilir. Bu singiiler nokta igin

=) (s0)

singiilerite karakterlerine bakalim.

a) Daha once bahsedildigi iizere cuspidal edge singiileriteleri V,(sy), VZ(so), V3 (so)
lineer bagimsiz oldugunda elde edilmektedir. Burada bulunan singiiler nokta ile bu sart

arastirldiginda
' (s) = u} (E) T +uy'B
a''(s) = (u(; G) + ' (%) )T +uo"B
a"(s) = (uf’ (%) + 2u (E) 't (%) VT + (uo’ (%) )N +1o"'B
olmak iizere det(a’, ", a'"") = u,'3 (;) ' olarak bulunur.

O halde bu determinantin sifirdan farkli olmasi igin G)’ # 0 ve bununla birlikte
U2 # 0= G) '" # 0 sonucuna ulasilir.

b) Swallowtail singiilerligi icin V,(sy) = 0 lineer bagimh ve V2(sy), V3 (so), Ve (so)
lineer bagimsiz olmalidir. O halde ilk olarak a'(s) =0=>u;=0= G)” =0 elde
edilir. Ikinci olarak uj, = 0 iken

! 1A
det(a” ,a",a®) = 3uy"? (%) (_u()"T Ful'T + 2up” G) )

olarak hesaplanir. Lineer bagimszlik i¢in G) #0 ve u, ' # O:>(£) # 0 sartlan

saglanmalidir.

c) Cuspidal crosscap singiilerligi igin V,(sg), VA(So), Vo (so) lineer bagimh ve

Vo (s0),V4(s0),Ve(sy) lineer bagmmsiz sartlari  saglanmahidir. Bu durumda
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det(a’,a”,a"") = uy" (i) k = 0 olmak tiizere buradan (i) = 0 ve bununla birlikte

u>=0= (i) = 0 olmalidir. Bu kosullar altinda det(a’,a’’,a’V) hesaplanirsa bu

determinantin sonucu sifir olarak bulunur ki bu da vektorlerin lineer bagimli oldugu

anlamina gelir. O halde cuspidal crosscap singiilerligi bulunamaz.
Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.2. y: I — R3 birim hizl bir egri olsun. Bu durumda

a) y nin Darboux developable yiizeyi Fr(s,u) = B(s) +uT(s), Fr)(Se, Up)
noktasinda lokal olarak cuspidal edge yiizeyine diffeomorftur ancak ve ancak

T(sg) # 0, (t/x)'(sp) # 0, ve ug = (7/k)(s,) dir. Burada

C X R ={(x1,x5)|x? = x3} x R dir.

b) ¥ nin Darboux developable yiizeyi Fgr)(s,u) = B(s) +uT(s), Fr(So Uo)
noktasinda lokal olarak swallowtail ylizeyine diffeomorftur ancak ve ancak

7(50) # 0, (t/K)'(50) = 0, (7/K)"(so) # 0 ve uy = (t/k)(s,) dir. Burada

SW = {(xq, x5, x3)|%, = 3u* + u?v, x, = 4u3 + 2uv, x; = v} dir.

c) y mnn tanjant Darboux developable yiizeyi Fry(s,u) = B(s)+uT(s),
Fg (S0, up) noktasinda lokal olarak cuspidal crosscap yiizeyine diffeomorftur ancak ve
ancak uy = 7(sg) = 0, (7/k)'(so) # 0 dir. Burada

CCR = {(x1, x5, x3)| x; = u3, x, = udv3, x5 = v2} dir.

Ispat 3.2. y:1 - R3 birim hizli bir egri olsun. y nin Darboux developable yiizeyi
Figry(s,u) = B(s) + uT(s) olmak iizere bu yiizey denkleminin kismi tiirevleri, Frenet
formiillerinin kullanilmasiyla F; = (uk —7)N ve F, =T olarak bulunur. Burada ise
gerekli hesaplamalar yapildiginda singiiler nokta u, = %(so) olarak elde edilir. Bu
singiiler nokta icin singiilerite karakterlerine bakalim.

a) Biliniyor ki cuspidal edge singiileriteleri V,(so),V3(se),V>(sy) lineer bagimsiz
oldugunda elde edilmektedir. Burada uy = %(so) olarak bulunan singiiler nokta ile bu

sart aragtirildiginda
15



nr 1

Q) )7 (0 |

= (() ot (2) &)W+ (5) e

olmak tizere det(y',y",y"") = (i) k27 elde edilir.

O halde bu determinantin sifirdan farkli olabilmesi igin G) (so) #0vet(sy) #0

sartlar1 saglanmalidir.

b) Swallowtail singiilerligi icin V,(so) = 0 ve V2(sq), V3 (sy), V& (so) lineer bagimsiz
olmalidir. Bu durumda det(y"”,y""’,¥"*) # 0 sart1 saglanmalidir. O halde oncelikle

V. (so) = 0 olabilmesi igin

olmalidir. Bununla birlikte

y(s) = ((%) -3 (%) K3 — (%) K'(2 — K)) T

(}Z) (2k —3k") + ( ) (k" —kt*> —K3) + (%) K)N

n3

det(y”,y"",y%) = (—) 2( ) ( ) ) =6 (i) k2t # 0 olur.

O halde bu determinantin sifirdan farkli olabilmesi i¢in 7(s) # 0 ve G) # 0 elde

+(
(3(’TC KT+ ) (2m+xr)>
(

edilir.

¢) Cuspidal crosscap singiilerligi i¢in V, (sq), V2 (so), V3 (so) lineer bagimli ve ayn1

zamanda V,(so), V2 (so), Vi (so) lineer bagimsiz olmalidir. Bu durumda

/3
det(y',v",y"") = (i) k%t = 0 olmak iizere buradan 7 = 0 ve

! 14 !

det(y',y",y") = (E) K (3 (E) KT + (T) k't + kT ))
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ve buradan da G) # 0 olarak bulunur.

Teorem 3.3. y: I — R3 birim hizli bir egri olsun. Bu durumda

a) y nin tanjant Darboux developable yiizeyi F(5 x(s,u) = D(s) + uN(s), lokal olarak

F 5,5)(S0, Ug) noktasinda cuspidal edge yiizeyine diffeomorftur ancak ve ancak
uy =o0(sg) # 0, a'(sy) # 0 dur.

b) ¥ nin tanjant Darboux developable yiizeyi F (5 y)(s,u) = D(s) + uN(s), lokal olarak

F 5,5 (S0, ug) noktasinda swallowtail yiizeyine diffeomorftur ancak ve ancak
Uy = 0(sy) # 0,0'(sg) = 0ve " (sq) # 0 dir.

¢) y nin tanjant Darboux developable yiizeyi F (5 y)(s,u) = D(s) + uN(s), lokal olarak
F5,n)(S0,Up) noktasindacuspidal crosscap yiizeyine diffeomorftur ancak ve ancak

Uy =0(sy) =0, o'(sy) # 0 dir.

Ispat 3.3. y:1 > R3 birim hizli bir egri olsun. y nin tanjant Darboux developable yiizeyi

Fon(s,w) = D(s) + uN(s) olmak iizere bu yiizey denkleminin kismi tiirevleri, Frenet

formiillerinin kullanilmasiyla F; = (ut + (g) )B ve E, = N olarak bulunur. Burada ise

gerekli hesaplamalar yapildiginda singiiler nokta u, = o(s,) olarak elde edilir. Bu

singiiler nokta i¢in singiilerite karakterlerine bakalim.

a) Daha once verildigi iizere cuspidal edge singiileriteleri V,(sy), V2(so), V> (so) lineer

bagimsiz oldugunda elde edilmektedir.
Burada uy = o(sy) olarak bulunan singiiler nokta ile bu sart arastirildiginda
y'(s) =0d'N
y"(s) =—ko'T+0¢"N+10'B
"' (s) = (—k'c’ — 2kd'")T + (—k?c’ —1t%0" + 6" )N + (t'6’ + 216")B
olmak iizere
det(y',y",y") = 6" (k1" — 1x') = 66"3 (1 + TZ)%

elde edilir.
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O halde bu determinantin sifirdan farkli olabilmesi i¢in o(sy) # 0 ve a'(sy) # 0 sartlar

saglanmalidir.

b) Swallowtail singiilerligi i¢in V,(sy) = 0 ve V2(sy), V3 (sy), Vi(so) lineer bagimsiz

olmalidir. Bu durumda det(y",y"", y'¥) # 0 sart1 saglanmalidir. O halde 6ncelikle
V,(so) = 0 olabilmesi i¢in

y'(s)=cd'N=0=>0"=0
olmalidir. Bununla birlikte

yW(s) = (—k"0' —3k'c" — 2x0" + k30’ + k1?0’ — K0'")T
+ (6'"V = 3kKk'c’ — 311'0"” — 3K?0"")N

+ (=k?10' — 130’ + 16" + 10’ + 376" + 210"")B
olmak {izere
det(y”,y"",y%) = 6" (—6k1'0"? — 4x10" 0" + 6K'T0""? + 4KTC"'?) # 0 OlUI.
O halde bu determinantin sifirdan farkli olabilmesi i¢in " # 0 olmas1 gereklidir.

c) Cuspidal crosscap singiilerligi i¢in V,(so), Va(so), Va(so) lineer bagimli ve ayni

zamanda  V,(sy),V3(so),Vi(sy) lineer bagimsiz olmahidir. Bu  durumda
3 3
det(y’,y",y"") =0 (k' — 1K) = 003 (k*> +12)2 =0
olmak tizere buradan o = 0 ve
det(y’,y",y%) = 0"?(c'(tk" — k") + 30" (tk' — k1)) # 0
o' #0
olarak bulunur.
Bu teorem i¢in bagka bir ispat metodu da asagida verilmistir.

Sirastyla K (s) ve T(s), uzay egrisi T(s) nin egriligi ve torsiyonu olarak alinirsa basit bir
hesaplamayla

K(s) = J0Z +70(), T(5) = (7 (2) ) (s) olarak bulunur.

Bunun sonucunda a(s) = (T/K)(s) elde edilir.
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Onerme 3.1. k(s) # 0 olmak iizere y:I — R3 birim hizl1 egri olsun. Bu durumda

a) y nin rektifiyan developable yiizeyi F(, 5y: [ X R - R3 konikal bir yiizeydir.
b) y bir konikal geodezik egridir.

Ispat 3.4. F, ) nin singiiler locusu

1 ~
o(s) =y (s) = | 77 | () D(s)

ile belirlidir.

Frenet formiilleri kullanilarak

1 N —2
i) = (T ( T ) 5
0@ =(-) ®((-)) ©DE)
bulunur. Boylece ¢”'(s) = 0 dir ancak ve ancak (t/x)"(s) = 0 dir. F(, 5, nin konikal bir

yiuzeydir ancak ve ancak &(s) =0 ise benzer sekilde gosterilebilir. Bu da ispati
tamamlar.

Onerme 3.2. k(s) # 0 olmak iizere y : I — R3 birim hizli bir egri olsun. Bu durumda
a) y nin tanjant Darboux developable yiizeyi F(5,) : I X R = R3konikal bir yiizeydir.
b) y bir slant helistir.

Ispat 3.5. y nin tanjant Darboux developable yiizeyi F 5 (s, u) nin singiiler locusu
o(s) = D(s) + a(s)N(s) ile verilir. Bu nedenle F5 (s, u) ancak ve ancak ¢’(s) = 0
ise konikal bir yiizeydir. Frenet formiilii ile D(s) = —o(s)N'(s) oldugu gériilebilir..

Dolayisiyla ¢'(s) = 0 ancak ve ancak ¢'(s) =0 dir. Bu da ¢ nin sabit oldugu

anlamina gelir ki bu durumda y bir slant helis olur.

Ornek 3.1.
) = a® — b? (cos((a + b)B) cos((a— b)H) a? — b? (sin((a + b))
”()‘<_ 2a ( (a+Db)? (a—Db)? )'_ 2a ( (a+Db)?
sin((a — b)#)\ Vva? — b? b
+ (@ =b)? ), ab coS 9)

uzay egrisi ele alinsin. Bu egri i¢in egrilik ve torsiyon sirasiyla

k(6) = Va? — b2coshbO ve 7(0) = Va? — b?sinhf

olarak hesaplanir. Buradan da
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—b

0'(9) = m
ve

7(0)

@) tanbf

bulunur. Bununla birlikte

@)Y\ _ -b 7(0)\" _  2b?
(K(Q)) " cos?b@ #0ve (K(G)) " cos2b@ #0

dir. Boylece y nin bir slant helis oldugu ancak dairesel helis olmadig1 sdylenebilir.
Teorem 3.5. e gore bu egri bir dairesel helisin tanjant developable yiizeyinin
geodezigidir. Hatta bu tanjant developable yiizey y(6) nin rektifiyan developale
yiizeyidir. a = 2 ve b = 1 olmak lizere bu egri ve rektifiyan developable ylizeyi asagida

goriilebilir.

Sekil 3.1 y(0) egrisi ve y(0) nin rektifiyan developable ylizeyi
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4. BOLUM
LORENTZ UZAYINDA MAKSIMAL YUZEYLER VE SINGULERITELERI

Bu boliimde Lorentz uzayinda maksimal yiizeylerin singiileriteleri arastirtlmistir. Esasen
bu uzayda singiiler noktas1 olmayan tek complete maksimal yilizey diizlemdir. Ancak

bunun disinda singiiler noktalara sahip bir¢ok complete maksimal yiizey mevcuttur.

Bilindigi iizere 3-boyutlu Lorentz uzayimnda complete maksimal (ortalama egriligi sifir
olan) yiizey diizlemdir. Bununla birlikte herhangi bir maksimal yiizey lokal olarak null
holomorfik immersiyona yiikseltilebilir. Ancak 3-boyutlu Lorentz uzayina null
holomorfik immersiyon regiiler olmayabilir. Burada bu sekildeki yiizeylere
maksylizeyler denecektir. Aslinda bu durum 3-boyutlu hiperbolik uzaydaki diizlemsel
yiizeylere benzerdir ki bu uzayda singiiler noktaya sahip olmayan complete non-singiiler

yiizeyler horo-kiire ve hiperbolik silindirlerdir.
3-boyutlu Lorentz uzaymda bir M manifoldu verilsin.

g : M - E3 immersiyonu icin ds? = (dg,dg) metrigi pozitif tamiml ise g spacelike
denir. Ayrica M manifoldu yénlendirilebilirdir. g : M — E3 spacelike immersiyonunun
Lorentz birim normal vektorii v teget diizleme ortogonaldir ve (v, v) = —1 dir. Hatta bir

doniistim olarak
v:M - H: = H2 U H?

seklinde yazilabilir. Burada

H-|2- = {v = (vll Uy, v3) € E13|<vl v) = _1l %1 > O}

HE = {v = (vli Uy, v3) € E13|<vl v) = _1l %1 < O}
dir. v: M - HZ doniisiimiine g fonksiyonunun Gauss déniisiimii denir. g : M - E3
spacelike immersiyonu maksimal olarak adlandirilir ancak ve ancak ortalama egrilik
fonkiyonu sifirdir.  : H2 — C U {00} déniisiimii igin

" dh,
= TIov =
ahz - V_l ah3
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seklinde yazilabilir. Burada h = (hq, h,, h3) fonksiyonu maksimaldir. Ayrica v nin
goriintii kiimesi HZ oldugundan M iizerinde |h| # 1 dir. Maksimal yiizeyin Gauss

donilistimii

1
_ _ 2
v= 1= |h|2( (1 + |h|*),2Reh, 2Imh)

seklinde yazilabilir. M manifoldunun holomorfik déniisiimii G = (G, G,, G3) : M - C3

olsun. Eger (dG,dG)= —(dG,)?+ (dG,)* + (dG3)? =0 ise G ye Lorentz null

doniistimii denir.

h: M — CU {oo} fonksiyonu, spacelike maksimal immersiyon g nin Gauss doniisiimii

olsun. Bu durumda holomorfik doniisiim
1 z
G= Ef (=2h, (1 + BV=IA - 1)) w
Zo

bir Lorentz null déniisiim olur. Burada w, M iizerinde bir 1-formdur.
w =09, — \/__15.93
ve ds? = ((1 — |h|?)?ww dir.
Tanmm 4.1. do? = (1 + |h|?)?|w|? = 2(|dG,|*+|dG,|?*+|dG3|? kiimesi verilsin. Bu
kiimeye h maksylizeyinin lift-metrigi denir. Bununla birlikte (h,w) ikilisine g

maksylizeyinin Weierstrass datasi denir. Ayrica h, g nin regiiler noktalar1 tizerindeki

Gauss doniisiimiidiir.
K 452, lift-metrik do? nin Gauss egriligi olsun. Bu durumda

Tamim 4.2. g : M — E3 yonlendirilmis 2-manifold olan M iizerinde bir fonksiyon olsun.
Eger W c M agig1, gy bir maksimal immersiyon olacak sekilde mevcutsa g ye
maksimal doniisiim denir. Bununla birlikte bir p noktasinda ds? dejenere ise bu

durumda p noktasi g nin bir singiiler noktasi olur.

Tanm 4.3. g: M > E3, W c M agi@1 iizerinde maksimal immerisyonu veren bir
maksimal donligiim ve p € M\W bir singiiler noktas: olsun. Bu durumda eger asagidaki

sartlar saglaniyor ise p admissible singiiler nokta adini alir.

a) p noktasinin bir U komsulugu iizerinde g : U N W — R, fonksiyonu C! smifindan

diferensiyellenebilirdir.
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b) dg(p) # 0 dir.
Eger biitiin singiiler noktalar admissible iseler bu durumda g ye maksyiizey denir.
Ayrica dg(p) # 0 olmasi p singiiler noktasinda rank(dg) = 1 oldugu anlamina gelir.
Onerme 4.1. M bir yiizey ve F : M — €3 bir Lorentz null immersiyon ve
—|dF,|* + |dF,|*+|dF5]* # 0
olsun. Bu durumda g = F + F bir maksyiizeydir.
Simdi maksyiizeylerin singiilerite karakterleri ele alinacaktir.
Oklid uzayma benzer sekilde
CP = {(x,y,z) € R3| x%? = y3}
SW ={(x,y,z) € R® | x = 3u* + u?v,y = 4u + 2uv,z = v}
kiimeleri sirasiyla cuspidal edge ve swallowtaildir.

Teorem 4.1. U, kompleks diizlem (C, z) nin bir ag131 ve g : U — E3, (h,w) Weierstrass

data ile maksyiizey olsun. Bu durumda
a) p € U bir singiiler noktadir ancak ve ancak |h(p)| = 1 dir.

b) g nin bir singiiler p noktasinin komsulugunda goriintiisii lokal olarak cuspidal edge

ylizeyine diffeomorftur ancak ve ancak

ve

dir. Burada w(z)=w(z)dz ve ' = % dir.

C) g nin bir singiiler p noktasinin komsulugunda goriintiisii lokal olarak swallowtail
yiizeyine diffeomorftur ancak ve ancak

!

h

ve
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Onerme 4.2. p = y(0), g:U - R3 fonksiyonunun bir non-dejenere singiiler noktasi

dir.

olsun. Burada p bir singiiler nokta olmak tizere y = y(t): (—¢, &) = U egrisine singiiler
egri denir. Ayrica y(t) nin teget dogrultusu singiiler dogrultu olarak tanimlidir. Ozel
olarak dg(u) = 0 olacak sekildeki sifirdan farkli u vektériine null dogrultu denir. Bu

durumda asagidaki ifadeler dogrudur.

a) g nin p noktasindaki goriintiisii lokal olarak cuspidal edge yiizeyine diffeomorftur

ancak ve ancak u(0), y(0) mn bir kat1 degildir.

b) g nin p noktasindaki goriintiisii lokal olarak swallowtail yiizeyine diffeomorftur

ancak ve ancak u(0), y(0) n bir katidir ve % det(y (t), u(t)) =0y # 0 dir.
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5. BOLUM
GALILE UZAYINDA SINGULERITELER

5.1 Galile Geometrisinde Bazi Fonksiyonlarin Singiileriteleri

Oklid uzayina benzer sekilde, 3-boyutlu Galile uzayinda D(s) = (t/k)(s)T(s) + B(s)

bir y egrisinin modifiye Darboux vektoriidiir. Ayrica d : I — SZ kiiresel egrisi

D(s)
D)l

d(s) =

olarak verilsin. Burada S2 = {(x,y, z)||x — xo| = r} olarak tanimlidr.
Ayrica

RG(y) =T(s) + uB(s)

RD(y) = y(s) +uD(s)

yiizeyleri verilsin. d kiiresel Darboux goriintiisii, RG(y) rektifiyan Gauss yiizeyi ve
RD(y) ise y nin rektifiyan developable yiizeyidir.

Teorem 5.1.1. y : I = G5 birim hizli bir egri olsun.

a) Galile kiiresel Darboux goriintiisii d(sy) noktasinda lokal olarak cusp egrisine

diffeomorftur ancak ve ancak (E) (sp) # 0 ve (E) (s) # 0 dir.

b) y egrisinin rektifiyan Gauss yiizeyi lokal olarak cuspidal edge yiizeyine

T(s¢) + uyB(s,) noktasinda diffeomorftur ancak ve ancak u, = f(so) ve (S) (sg) # 0

dir.

C) y egrisinin rektifiyan Gauss yiizeyi lokal olarak swallowtail yiizeyine

T(sg) + ugB(sy) noktasinda diffeomorftur ancak ve ancak u, = %(so), (S) (s) =0

ve G)” (so) # 0 dir.
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d) y egrisinin rektifiyan developable yiizeyi y(sy) + uoD(s) noktasinda lokal olarak

T

cuspidal edge ylizeyine diffeomorftur ancak ve ancak (K) (so) # 0, (E) "(s0) # 0 ve

1
®) 6o

e) y min rektifiyan developable yiizeyi y(so) + uoD (s) noktasinda lokal olarak

dir.

u0=

T T

swallowtail yiizeyine diffeomorftur ancak ve ancak (K) (sg) # 0, (K) (s9)=0,

G)m (so) £ 0veu, = (,; dir.

=) (s0)

Burada cusp egrisi C = {(x, x,)|x? = x3} ve swallowtail

SW = {(x1, x5, x3)|x; = 3u* + u?v, x, = 4u® + 2uv, x5 = v} dir.

ol 0.2

Sekil 5.1.1 Cusp Egrisi
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Sekil 5.1.2 Cuspidal Edge

Sekil 5.1.3 Swallowtail

y : I = Gz, k # 0 olan birim hizli bir egri olsun. Bununla birlikte T # 0 oldugu kabul
edilsin.

F,:1x S% > R fonksiyonu F,(s,v) = det(T(s),N(s),v) seklinde tanimlansin. Bu
sekilde ifade edilen Fj fonksiyonuna y egrisi lizerinde Galile yiikseklik fonksiyonu

denir. O halde asagidaki 6nerme verilebilir.
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Onerme 5.1.1. y: I - Gs, k # 0 ve T # 0 olan birim hizl bir egri olsun.

a) Fp,(s) =0 dir ancak ve ancak v = AT(s) + uB(s), |A|=41 olacak sekilde A ve

u sabitleri vardir.
b) Fy.(s) = Fj,,(s) = 0 dir ancak ve ancak v = +(T(s) + E (s)B(s)) dir.

C) Fpy (s) = Fy,,(s) = Fy,,(s) = 0 dir ancak ve ancak
b= i(T(S) +§(S)B(s)), (5) () = 0 i

d) Fi(s) = Fy(s) = Fpyy(s) = Fpp,(s) = 0 dir ancak ve ancak

T

v=+(T0+2©B6), (£) © = (%) ) = 0dir
e) F,(s) = Fiv(s) = Fpy(s) = Fpy(s) = Fp,,(s) = 0 dir ancak ve ancak

v = i(T(s) +§(s)B(s)), B =) ©=""©=odr

T

Ispat 5.1.1. Frenet formiilleri kullamlarak gerekli hesaplamalar yapildiginda asagidaki

sonugclar elde edilir.
i) Fp,,(s) = t(s)det(T(s), B(s),v)
i) Fy.,(s) = t' det(T, B, v) + kt det(N, B, v) — t2det(T, N, v)

i) Fpy(s) = (¢ — ) det(T, B,v) + (2kt’ + k') det(N, B, v) — (3t7") det(T, N, v)

iv) FpY (s)(s)=(z" — 6't%17") det(T, B, v) + (3kt"' k> + 3k't’ + k'"'7) det(N, B, v) +
(t* — 417’ — 31U'%)det(T, N, v)

V)Fp,(s) = (t* — 15772 — 10727’ + 7°) det(T, B, v) +
(6k't" + 4xt"" + 4k"1" — 9kt?1’ + Kk"'T — K'13) det(N, B, v) + (10737' — 107’7 —
5tt""")det(T, N, v)

(a) (a) sikki (i) numarali sonug sebebiyle asikardir. v € S2 olarak kabul edildiginde

v = +T(s) + uB(s) olarak bulunur.
(b) (a) sikkindaki sonug¢ (ii) numarali denklemde kullanildiginda u = ig olarak
hesaplanir ve bu sonugla v = + (T(s) + % (s)B(s)) elde edilir.
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(c) (b) sikki (iii) numarali esitlikte kullanilirsa (E) = 0 elde edilir. Boylece (c) sikkina

ulasilmis olur.

(d) (c) sikki (iv) numarali denklemde yerine yazilip G) = 0 esitliginin kullanilmasiyla

K

(;)” = 0 bulunur.

(e) Bu sikkin ispati i¢in de benzer yontemler kullanilir.
Simdi Galile uzayinda uzaklik fonksiyonunu tanimlayalim.

Fy:1xG3—-> R fonksiyonu Fy(s,u) = det(T,N,y —u) seklinde verilsin. Bu
fonksiyona y tizerinde uzaklik fonksiyonu denir. Bu durumda asagidaki Onerme

verilebilir.
Onerme 5.1.2. y: 1 = G, k # 0 ve T # 0 olan birim hizl bir egri olsun.

a) Fg,(s) = 0 dir ancak ve ancak y — u = AT(s) + uB(s) olacak sekilde A ve yu sabitleri

vardir.
b) Fau(s) = Fgy(s) = 0 dir ancak ve ancak y — u = u(=T + B) dir.

¢) Fj(s) = Fj.(s) = F},(s) = 0 dir ancak ve ancak

Bl

d) F(s) = Fgu(s) = Fg(s) = Fg,,(s) = 0 dir ancak ve ancak

y—u=-"251+8), (2) () # 0di.

Bl

e) F,(s) = F3(s) = Fy,(s) = Fg,(s) = Fg,(s) = 0 dir ancak ve ancak

y—u= (£T+B), G)’(s)iOve (%)”(s)thdir.

y—u= (11), CEr+8), () =0, ()= (3" =0dr.

Ispat 5.1.2. Frenet formiilleri kullanilarak gerekli hesaplamalar yapildiginda asagidaki

sonuclar elde edilir.
) Fay,(s) = (s)det(T(s), B(s),y(s) — u)

i) Fj,(s) = 7' det(T, B,y — u) + kt det(N, B,y — u) — t2det(T, N,y — u))
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i) Fj(s) = ("' —1t3)det(T, B,y —u) + (2kt’ + k1) det(N, B,y — u) —
(3tt') det(T,N,y —u) + kt

iv) Fiv (s) = (""" — 612t") det(T, B,y —u) +
(Bkt"” — k13 + 3K't’ + K''7) det(N, B,y —u) + (% — 417’ — 3v'®)det(T,N,y — )

+2 k't + 3kT’

V) Fg,(s) = (t* — 15102 — 10127’ + %) det(T, B,y —u) +
(61't" + 4Kt + 4"t — 9Tt + K"t — Kk'T3) det(N, B,y — w) + (10737 —

107't" — 51’1’”’) det(T,N,y —u) + 6kT" + 8k'" +3k"t — K13

() (i) numarali sonug sebebiyle asikardir. Boylece

y —u = AT(s) + uB(s) olarak bulunur.

(b) (a) sikkindaki sonug¢ (ii) numarali denklemde kullanildiginda A = %u olarak

hesaplanir ve bu sonuglay —u = GT + B) elde edilir.

(c) (b) sikka (iii) numarali esitlikte kullanilirsa u = L ve G) # 0 elde edilir.

T
K

(d) (c¢) sikki (iv) numarali denklemde yerine yazilirsa G) = 0 bulunur.

(e) Bu sikkin ispat1 i¢in de benzer yontemler kullanilir.

5.2. Galile Uzayinda Helisler ve Teget Dogrultusu
Bu boliimde Galile uzayinda bir uzay egrisinin rektifiyan developable yiizeyi, Galile

kiiresel Darboux goriintiisii ve rektifiyan Gauss ylizeyinin geometrik ozellikleri
!
incelenecektir. Bir dnceki bolimde verilen onermeler dogrultusunda (E) ve modifiye

Darboux vektorii (E) T + B nin 6nem teskil ettigi anlasilabilir. Eger (%) = sabit ise bu

durumda y egrisi Galile uzayinda bir helis olacaktir. Galile gemberi ise diizlem tizerinde

egri olan B:1 — S, B(s) = T(s), y egrisinin Galile kiiresel teget goriintiisiidiir.

Onerme 5.2.1. ¥ : I - G5 birim hizl bir egri olsun. Bu durumda y bir helistir ancak ve
ancak modifiye darboux vektorii D sabit bir vektordiir. Bu durumda asagidaki durumlar

verilebilir.
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a) B:1-S& B(s)=T(s), y egrisinin Galile kiiresel teget goriintiisii, Galile birim
kiiresi SZ {izerinde bir gemberdir.

b) y egrisinin rektifiyan developable yiizeyi y + uD bigimindedir.

Ispat 5.2.1. Frenet formiilleri kullanilarak modifiye Darboux vektoriiniin tiirevi
hesaplanirsa D’ = G)I T olarak bulunur. Bu durumda agikg¢a goriilebilir ki y bir helistir

ancak ve ancak D’ = 0 dir. Bu 6nerme ise modifiye Darboux vektdriiniin sabit bir vektor

olmas1 anlamina gelir. Bu durumda
B(s) =T(s), B'(s) = k(s)N(s), B = k' (s)N(s) + k(s)T(s)B(s) olur.

B egrisinin egriligi kz(s) = (E) (s) = sabit olur. Bu ise Galile kiiresel teget goriintiisii
f nin Galile birim kiiresi lizerinde bir cember olmas1 demektir.

5.3. Galile Uzayinda Bir Parametreli Fonksiyonlarin A¢ilim
Bu kisimda Galile uzayinda fonksiyonlar i¢in singiilerite teorisi ile ilgili baz1 sonuglar

verilecektir.

H: (I XR",(sg,wp)) = R bir fonksiyon olsun. H fonksiyonuna f(s) = H,,, (s, wy)
fonksiyonunun r-parametreli unfoldingi denir. Eger her 1 < q < k i¢in f@(s,) = 0 ve
f&+D(s,) # 0 ise f fonksiyonu s, noktasinda A, singiileritesine sahiptir denir. Bununla
birlikte eger her 1<q <k icin f@(s,) =0ise f fonksiyonu s, noktasinda
A, singiileritesine sahiptir denir. Simdi H bir f fonksiyonunun unfoldingi ve f(s)

fonksiyonu da k > 1 olmak fiizere s, noktasinda Ay singiileritesine sahip olsun. H

. . e . dH
fonksiyonunun s, noktasindaki kismi tiirevi o
1

dH .
JEt <d_14/1 (s, Wo)) (so) = Z a;jx’!

seklinde gosterilsin. Bu durumda eger katsayilar matrisi (ai j) nin ranki

k—1, k—1 <rise H fonksiyonuna p yonlii unfolding denir.

Simdi de H fonksiyonun catallanma kiimesi By kiimesini tanimlayalim.

(s, 9noktasinda — = — =

5 - [oerr OH 0°H _
99 _ 092
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H fonksiyonun diskriminant kiimesi ise

0H
Dy = {196]]@ (s,9)noktasinda — = O}

09

olarak tanimlidir.
Bu tanimlarla birlikte asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.3.1. H: (I X R",(sg,wp)) = R, sy noktasinda A, singiileritisine sahip bir

f (s) fonksiyonunun r-parametreli unfoldingi olsun.

1) H, p yonlii bir unfolding olsun.

a) Eger k = 2 ise By, lokal olarak {0} x R"~1 e diffeomorftur.
b) Eger k = 3 ise By, lokal olarak C x R" e diffeomorftur.

c) Eger k = 4 ise By, lokal olarak SW x R"~3 e diffeomorftur.
2) H, yonlii bir unfolding olsun.

a) Eger k = 2 ise Dy, lokal olarak {0} x R"~?! e diffeomorftur.
b) Eger k = 3 ise Dy, lokal olarak € x R" e diffeomorftur.

c) Eger k = 4 ise Dy, lokal olarak SW x R"~3 e diffeomorftur.

Burada cusp egrisi C = {(x1,x3)|x2 = x3} ve swallowtail

SW = {(x1, x2, x3)|x; = 3u* + u?v,x, = 4u + 2uv, x; = v} dir.

Onerme 53.1. F,:I x S2 > R fonksiyonu birim hizli y egrisi iizerinde yiikseklik
fonskyionu olsun. Eger Fyy,, Sonoktasinda Ay singiileritisine sahip ise (k = 2,3) bu

durumda Fj, fonksiyonu Fy,, nin p yonlii bir unfoldingidir.

Ispat 5.3.1. y(s) = (s,y(s),z(s)) ve v = (1,v,,v3) olsun. Yiikseklik fonksiyonunun
tanimindan Fy = det(T, N, v) dir. Boylece

1
Fy = E(y”v3 —z'"2+y'z" —y"z")
olur. Daha 0nce tanimlanan

JEt (dﬂ (s, v0)> (so) ifadesinden

dv;
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d ’ 124 nr .
J? (d— (s, v0)> (50) = bj(s0)s +5b{'(so)s? +=b{" (s0)s%, i = 2,3

bulunur. Burada B(s) = (0, by, b3)(s) = %(o, —z",y") dir.
Simdi iki durum ele alinacaktir.

Durum 1: F,, , s noktasinda A, singiileritisine sahiptir. Bu durumda asagidaki matris

p= [_(z%so))’ (y"<s0>>’l
K(So) K(So)
Durum 2: F,,, so noktasinda A; singiileritisine sahiptir. Bu durumda asagidaki matris
<z"(s0)>’ <y"<s0>>’1
k(o)) \kGso) ) |
(z"(s@)” (y"(so)>”|
k(o)) \klso) ) |

Boylece Frenet formiillerinden detQ = det(T, B’, B'") olarak bulunur. Bununla birlikte

yazilabilir:

yazilabilir:

|-
|
°=|
|

Frenet tiirevleri ile birlikte detQ = t3(s,) sonucuna ulasilir.
F,:1 x S2 x R - R fonksiyonu F,, (s, v,w) = F(s,v) — w olarak tanimlansin.

Onerme 5.3.2. Eger s, noktasinda Fo.(s,v,w), A,k =1,2,3 singiileritisine sahipse bu

durumda F,, fonksiyonu F, nin yénlii unfoldingi olur.

Ispat 5.3.2. Onerme 5.3.1 deki yaklagim kullanilarak

- 1
Fr(s,v,v) = E(}’”% —z"'vy +y'z" —y"z") v,

bulunur. Bununla birlikte i = 2,3 ve Jk=1 <Z—i’i‘ (s, v0)> (so) icin

aF, , [ 0F, B 1,
a_vl(so;vo) +/ <6_vl (So» Vo)) (s) =—1+0s+ OES
aﬁh 2 aﬁh , " Sz
a_vl- (S0, Vo) +J 9, (S0, Vo) | (So) = bi(sp) + b;(s9)s + b; (50)?

dir.
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Simdi li¢ durum ele alinacaktir.

Durum 1: F,,, s, noktasinda A, singiileritisine sahiptir. Bu durumda asagidaki matris
_ l <Z”(50)> <y”(So)>l
R=|-
K(So) K(So)
Durum 2: F,, s, noktasinda A, singiileritisine sahiptir. Bu durumda asagidaki matris

[_1 _ z"(so) y"'(s0)\]
_I K(So) K(So) I
- l . <z"(so)>’ <y~(50)>' J
K(So) K(So)

Durum 3: Fj,, s, noktasinda A singiileritisine sahiptir. Bu durumda asagidaki matris
[ <Z”(So)> <y”(So)> '
_1 —
K (So) K(So)
7" (s ! (s 4
u=1|o _( (0)) <3’(0)>
k(o) k(o)

_(z"(s@)” <y"(s0))”
K(So) k(So) ) |

Galile uzaklik fonksiyonundan siradadaki 6nermeyi verebiliriz.

yazilabilir

yazilabilir:

S

yazilabilir:

Onerme 5.3.3. Birim hizli y egrisi iizerinde Fy:I X G3> > R uzaklik fonksiyonu
Fy(s,u) = det(T,N,y —u) verilsin. Eger Fy, , So noktasinda Ay, (k=2,3,4)

singiileritesine sahip ise bu durumda F; fonksiyonu F,, in p-yonlii bir unfoldingi olur.

Ispat 5.3.3. y(s) = (s,y(s),2(s)) ve (u = uy,uy, u3) olsun. Uzaklik fonksiyonunun

tanimindan

Fi(s,u) = det(T,N,y — u)

_( ) ,Z” ,yll ( )le+
—Su1yKZK yuzk(zuﬁ
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Il "

bununla birlikte j*~1 <Ziu”il (s, u0)> (so) vep(s) = -y« + z’yT i¢in

3 aFd _ ! 1 143 2 1 nr 3
(55 (5,u0) | (s0) = '(s0)s + 50" (s0)s” + " (s0)s
l

oF, 1 1
J? <_d (s, uo)) (so) = —b{(so)s - Ebi”(so)sz - gbl{(sﬂ)sg

aui

olur. Burada B(s) = (0,b,,bs) = %(0, —z",y") dir. Simdi ¢ farkli durum ele

alinacaktir.

Durum 1: s, noktasinda Fg,, fonksiyonu A, singiileritesine sahiptir. Bu durumda

asagidaki G matrisi tanimlanabilir.

G =[p'(so) —bz(so) —b3(so)]

G= y’Z_”_ZIy_”I Z_”I _y_”,
K K K K

Ayrica Frenet formiillerinden B'(s) = —tN # 0 dir. Boylece G matrisinin ranki 1 dir.

Durum 2: s, noktasinda Fg,,, fonksiyonu A; singiileritesine sahiptir. Bu durumda

asagidaki H matrisi tanimlanabilir.

o= [P'(So) —by(so)  —b3(so)
p"(so) —by(so) —bs'(so)
Burada H matrisinin ranki 2 dir.

Durum 3: s, noktasinda Fg,, fonksiyonu A, singiileritesine sahiptir. Bu durumda

asagidaki K matrisi singiiler olmayavak bi¢imde tanimlanabilir.

P'(so)  —ba(so)  —b3(so)
K =1p"(s0) —b3(so) —b3(s0)
p""(s0) —b3"(so) —b3"(so)

Bunun icin detK # 0 oldugunu belirtmek yeterlidir. E = (1,0,0) i¢in
p(s) = det(T, E, N) olmak iizere

p'(s) = tdet(T,E, B)

p"(s) = v' det(T,E,B) — t?> det(T,E,N) — k1

35



p""(s) = ("' — %) det(T,E,B) — 317’ det(T,E,N) — k't — 2x7’
dir. Bu hesaplamalar K matrisinin ilk siitununa gore yapilmistir. Boylece
detK = p' det(E,N",N"") —p" det(E,N’,N"") + p'""det(E,N',N"")

olmak tizere Frenet formiillerinden gerekli tiirevler yerlerine yazildiginda

!

T
_ 2.3(2

detK = k°t (K)

elde edilir. Burada k # 0,7 # 0 ve s, noktasinda Fg,, fonksiyonu A, singiileritesine

sahiptir. Boylece G) # 0 ve detK + 0 dir.

5.4. Galile Uzayinda Developable Yiizeyler ve Singiileriteler
Bu boéliimde 3-boyutlu Galile uzayinda verilen bir egrinin {i¢ farkli developable yiizeyi

ele alinmistir. Developable yiizeyler Galile uzayinda da regle ylizeylerdir ve
Fys:I xR — R  donisimii ile belirlidirler. Burada y:[—>G; Ve

8§ : I - R3\{0} olmak iizere F(; 5 (t,u) = y(t) + us(t) dir.
3-boyutlu Galile uzayinda x(s) # 0 olmak iizere y birim hizli bir egri olsun.

1) Fop(s,u) =y(s) +uD(s) ile tanimlanan yiizeye y nin rektifiyan developable
yiizeyi denir.

2)Fp)(s,u) = B(s) + uT(s) ile verilen yiizeye y nmin Darboux developable yiizeyi

denir.

3)F5.ny(s,u) = D(s) + uN(s) ile tamimh yiizeye y nin tanjant Darboux developable
yiizeyi denir.

Burada D(s)= (i) T + B, y egrisinin modifiye Darboux vektdrii ve D(s), y egrisinin

birim Darboux vektoridiir. y = (s, y(s), z(s)) birim hizli egrisi i¢in Frenet elemanlari

{T,N, B, k, t} olmak iizere
1
D=1T+kB=1t(1,y',z") + K;(O, =z",y")
= (t,ty’,—z"tz" + ")

_ K
<D,D>=1*>=|D||=+<D,D>=1>D(s) = T+;B
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olarak hesaplanir.
Teorem 5.4.1. y: I — G3 birim hizl bir egri olsun. Bu durumda

a) y nin rektifiyan developable yiizeyi y(sy) + uoD (s) noktasinda lokal olarak cuspidal

edge yiizeyine diffeomorftur ancak ve ancak G) * 0, G) # 0veuy = ——dir.

() o
b) y min rektifiyan developable yiizeyi y(sy) + uoD(s) noktasinda lokal olarak

swallowtail yiizeyine diffeomorftur ancak ve ancak G) %0, G) =0, (%) #= 0 ve

1
() ts0)

Ispat 5.4.1. y:1 - R® birim hizli bir egri olsun. y nin rektifiyan developable yiizeyi

dir.

u0=—

Fy 5y(s,u) = y(s) + uD(s) olmak iizere bu yiizey denkleminin kismi tiirevleri Frenet
formiillerinin kullanilmasiyla

!

E =y’+u((£) T+£T’+B’>

!

Fs=y’+u<(£) T+£KN—TN)
ve

olarak bulunur.

!

Fxch = 1746 0 0= (o-(1+u()).0)
) o1

oldugundan bu yiizey i¢in singiiler nokta uy = — % oldugu gortiliir.

K

Bu singiiler nokta i¢in singiilerite tiplerine bakalim.
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a) Daha 6nce bahsedildigi iizere cuspidal edge singiileritleri V,(sy), V2 (so), V3 (so)

lineer bagimsiz oldugunda elde edilmektedir. Burada bulunan singiiler nokta ile bu sart

arastirilldiginda (E) * 0, (i) #0,uy = — i, sartlarina ulasilir.

b) Swallowtail singiilerligi i¢in V,(so) = 0 ve V3(sy), V3 (so), Va(sy) lineer bagimsiz
olmalidir. Gerekli hesaplamalar yapildiginda

T\ T T 1
o) =0 () =) ¢0'u°=_(r_
elde edilir.

c) Cuspidal crosscap singiilerligi igin V,(so), Va(so), Vo (so) lineer bagimli ve
Ve (s0),V4(so),Vi(sy) lineer bagimsiz sartlari  saglanmahdir. Bu durumda

T

det(a’,a”,a"") = u,'3 (E) k = 0 olmak tizere buradan G) = 0 ve bununla birlikte

U3 =0> (E) = 0 olmalidir. Bu kosullar altinda det(a’,a”,a’’) hesaplanirsa bu

determinantin sonucu sifir olarak bulunur ki bu da vektorlerin lineer bagimli oldugu

anlamina gelir.
O halde cuspidal crosscap singiilerligi bulunamaz.
Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 5.4.2. y : [ = G5 birim hizli bir egri olsun. Bu durumda

a) y mn Darboux developable yiizeyi Figr)(s,u) = B(s) +uT(s), Fgr)(so up)
noktasinda lokal olarak cuspidal edge yilizeyine diffeomorftur ancak ve ancak

7(s0) # 0, (/1) (50) # 0 ve ug = (2 (s0) dir.

Burada € X R = {(xy,x,)|x? = x3} X R dir.

b) ¥y nin Darboux developable yiizeyi Fgr)(s,u) = B(s) +uT(s), Fpr(So Uo)

noktasinda lokal olarak swallowtail ylizeyine diffeomorftur ancak ve ancak
T(sg) # 0, (/1) (sp) = 0, (t/x)"(s0) # 0 ve uy = (7/k)(sy) dir. Burada
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SW = {(x1, %3, x3) %1 = 3u* + u?v, x, = 4u® + 2uv, x3 = v} dir.

¢) y nin Darboux developable yiizeyi F(gr)(s,u) = B(s) +uT(s), Fpr)(so, uo)

noktasinda lokal olarak cuspidal crosscap ylizeyine diffeomorftur ancak ve ancak
1(Sp) =0 2 uy = G) (s) =0, (i) (sg) =0ve G) (sp) # 0 dir. Burada
CCR = {(x1, x3, x3)| %y = U3, x, = u?v3, x3 = v} dir.

Ispat 5.4.2. y : I > G5 birim hizli bir egri olsun. ¥ nin Darboux developable yiizeyi
Figr(s,u) = B(s) + uT(s) olmak lizere bu yiizey denkleminin kismi tiirevleri, Frenet

formiillerinin kullanilmasiyla F; = (uk —7)N ve F, =T olarak bulunur. Burada ise
gerekli hesaplamalar yapildiginda singiiler nokta uy = G) (so) olarak elde edilir. Bu
singiiler nokta i¢in singiilerite karakterlerine bakalim.

a) Biliniyor ki cuspidal edge singiileriteleri V,(sq),V2(sq), V3 (sy) lineer bagimsiz

oldugunda elde edilmektedir.

Burada u, = G) (so) olarak bulunan singiiler nokta ile bu sart arastirildiginda

y=B+ (i) T olmak tlizere

0= () v (26 |
13

K+ (%)’ lc’) N + (%) KTB
T

tirevleri i¢in det(y',y",y'") = (;) k27 elde edilir.

O halde bu determinantin sifirdan farkli olabilmesi igin (E) (s9) #0 ve t(sy) #0

K

sartlar1 saglanmalidir.

b) Swallowtail singiilerligi icin V,(so) = 0 ve V2(sp), V3 (sq), Va(s,) lineer bagimsiz

olmalidir. Bu durumda det(y",y"", y'*) # 0 sart1 saglanmalidir.

T !
Ve(s0) =027/ ()= 0= (=) () =0
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elde edilir. Bununla birlikte

yW(s) = (%)w T + (3 (E)m K+ 3 (%)” K + (%), k' — (E), KT2> N
+ (3 (%)” KT + 2 (E)I K't+ (E)I KT') B

olmak Uzere

"o 1w T\'"3 2
det(y",y"",y") = 6(;) k“t # 0 olur.

O halde bu determinantin sifirdan farkli olabilmesi i¢in x(s) # 0 ve G) # 0 olmasi
gereklidir.

c) Cuspidal crosscap singiilerligi i¢in V,(so), Va(so), Va(so) lineer bagimh ve ayni

zamanda  V,(sy),V3(sg),Va(sy) lineer bagimsiz olmahdir. Bu durumda

13

det(y',y",v"") = (E) k%t = 0 olmak iizere buradan G), =0ve

K

det(y',y",y") = (E)” K (3 (i)” KT + 2 (i), K'T+ (%), m”) # 0 iken

K

(i)n # 0 olarak bulunur.

Terorem 5.4.3. y:1 — G5 birim hizli bir egri olsun. Bu durumda

a) y nin tanjant Darboux developable yiizeyi Fp n)(s,u) = D(s) + uN(s) igin cuspidal
edge singiileritesine sahip degildir.

b) ¥ nin tanjant Darboux developable yiizeyi Fn)(s,u) =D(s)+ uN(s) igin
swallowtail singtileritesi yoktur.

¢) y nin tanjant Darboux developable yiizeyi F(5 ny(s,u) = D(s) + uN(s) igin cuspidal
crosscap singiileritesi mevcut degildir.

Ispat 5.4.3 y:1 - G3 birim hizli bir egri olsun. ¥ nin tanjant Darboux developable
yizeyi Fpn(s,u) = D(s) + uN(s) olmak iizere bu yiizey denkleminin kismi

tiirevleri, Frenet formiillerinin kullanilmasiyla

F,=D"+uN'
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!

FS=T’(§) B+(§)B’+uTB

!

FS=KN+(§)B+

g) (—tN) + utB = (ur + (E),> B

F = (ur + (g),) B

/N

ve F, = N olarak bulunur.

Galile vektorel carpiminin kullanilmasiyla

e; e es
ExE =0 0 ur+ (—) = (ur +(=) 0,0)
0 1 0

olur. y(s¢) = D(sq) + 0 (sq)N(so) olmak iizere

4

y' = (g), B+0¢'N+o0tB=0¢'N+ ((;)

==

y'" = (a”’ -2 (g) T — (g) v/ —30'1% — 301'1")

+O'T)B

!

T — O'T2> N + (20’T +o1t’ + (g)”> B

K ! K n
+ (30‘”1’ +30't' + ot —01% — (—) 2 + (—) )B
T T
olarak hesaplanir. Simdi singiilerite karakterlerine bakalim.
a) Daha 6nce verildigi iizere cuspidal edge singiileriteleri V,(sy), V2 (so), V3 (so) lineer

bagimsiz oldugunda elde edilmektedir.

Burada uy = o(sy) olarak bulunan singiiler nokta ile bu sart arastirildiginda

det(y’,y",y"") = 0 bulunur.

O halde bu determinantin sifirdan farkli olabilmesi miimkiin degildir. Sonu¢ olarak

cuspidal edge singiilerligi mevcut degildir.
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b) Swallowtail singiilerligi icin V2(sy),V3(so),Va(se) lineer bagimsiz olmali ve
Vo (sp) = 0 olmalidir. O halde y'(sy) = 0 ve det(y",y"",y'*) # 0 sart1 saglanmalidir.
Ancak det(y”,y"',y*") = 0 olarak hesaplanr.

O halde bu determinantin sifirdan farkli olabilmesi miimkiin degildir. Swallowtail

singiileritesi yoktur.

¢) Cuspidal crosscap singiilerligi icin V,(sq), V2 (so), V> (sy) lineer bagimli ve ayni
zamanda V,(sy), V4(so), V& (so) lineer bagimsiz olmalidir. Bu durumda parametreden

bagimsiz olarak det(y’,y",y""") = 0 bulunur. Bununa birlikte det(y’,y",y") =0
elde edilir ki lineer bagimsizlik igin bu determinantin sifirdan farkli olmasi gereklidir.

O halde cuspidal crosscap singiileritesi bulunamaz.
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6. BOLUM

TARTISMA VE SONUC
6.1. Tartisma

Bu ¢alismada, dncelikle 3-boyutlu Oklid uzayinda ii¢ farkl1 developable yiizey icin (bir
egrinin tanjant Darboux developable yiizeyi, Darboux developable yiizeyi ve rektifiyan
developable yiizeyi) icin singiiler noktalar arastirtlip bu noktalarin singiilerite
karakterleri (cuspidal crosscap, cuspidal edge, swallowtail) bulunmustur. Daha sonra 3-
boyutlu Lorentz uzayinda maksimal spacelike yiizeyler i¢in singiiler noktalar arastirilip
yine singiilerite tipleri belirlenmistir. Son olarak ise 3-boyutlu Galile uzayinda, Oklid
uzayinda yapilan ¢alismaya paralel olarak ti¢ farkli developable yiizey igin (bir uzay
egrisinin tanjant Darboux developable ytizeyi, Darboux developable yiizeyi ve rektifiyan
developable ylizeyi) i¢in singililer noktalar bulunup bu noktalarin singiilerite tipleri
(cuspidal crosscap, cuspidal edge, swallowtail) elde edilmistir. 3-boyutlu Galile
uzayinda elde edilen sonuglarin diger uzaylarda elde edilen sonuglardan daha sinirh

oldugu goriilmiistiir.

6.2. Sonug¢

Yapilan calismada elde edilen sonuglar asagidaki sekilde 6zetlenebilir:

3-boyutlu Oklid uzaymda Izumiya nin ele aldigi developable yiizeyler igin ii¢ farkli
singlilerite karakteri bulunmustur. Bunlar cuspidal edge, cuspidal crosscap ve
swallowtail singiileriteleri olarak elde edilmistir. 3-boyutlu Lorentz uzayinda ise Oklid
maksimal spacelike yiizeyler i¢in Oklid uzaymdan farkli olarak iki cesit singiilerite tipi
karsimiza ¢ikmistir. 3-boyutlu Galile uzayinda ele alinan bir uzay egrisinin rektifiyan
developable yiizeyi, Darboux developable yiizeyi ve tanjant Darboux developable
ylizeyl icin ise singiilerite arastirmalar1 rektifiyan developable ylizey ve Darboux
developable yiizey icin Oklid uzayma benzer sekilde ii¢ farkli singiilerite karakterinin
bulunmasiyla sonuglanmustir. Ancak Oklid uzayindan farkli olarak tanjant Darboux
developable yiizey i¢in singiiler nokta bulunmasina ragmen 6zel singiilerite karakterleri

bulunamamustir.
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