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Ikinci boliimde, on bilgiler ve iiciincii boliimde kullanilacak olan bazi tanimlar,

lemmalar ve teoremler verilmistir.
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1. BOLUM
GIRIiS

Kainat’in bir diizen lizerine yaratildig1 stiphesizdir. Gozle goriiniir ya da goriinmez olan
bu diizenin varligini ispatlamada bizim en temel aracimiz matematiktir. Matematik,
ayrica tiim bilimlerin yardimei bir bilimi olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Yardimer bilim
olarak matematik ilk basta fen bilimlerinde sik¢a karsimiza ¢iksa da, sosyal bilimlerin
de temel araglarindan biridir. Bu nedenledir ki matematik canli cansiz her varligin
hizmetindedir. Insanoglu yaratilisindan giiniimiize kadar; tarim, hayvancilik, savas,
astronomi, fizik, tip, miihendislik, resim, miizik vb her isinde matematikten

yararlanmistir.

Son zamanlarda diferansiyel denklemlerle yakindan ilgili olan fark denklemler
matematikgiler tarafindan sik¢a islenen bir konu olmustur. Fark denklemler, diferansiyel
denklemlerin gelistirilmesiyle giintimiizde ki haline getirilmistir. Fark denklemleri ve
diferansiyel denklemler bir biri ile biiyiikk benzerlikler gostermektedir. Ancak bu iki

denklem arasinda bazi farklar da bulunmaktadir.

Fark denklem; insanoglunun giindelik yasaminda karsilastigi olaylar1 ve sorunlari
matematiksel olarak c¢o6ziime ulastirmaya yarayan bir denklemdir. Bu sebepten
matematikgilerin ve bilimcilerin ¢ok ilgi goren bir alan1 olmustur. Bu denklemler; fizik,
kuantum, kimya, biyoloji, tip, genetik, ilag, miihendislik, teknik bilimler, ekonomi,
olasilik teorisi ve sosyal bilimler gibi bir¢ok bilim alaninda kullanilmaktadir. Fark

denklemlerin kullanildig1 bazi problemler agagida verilmistir.

Tavsan Problemi: Daha ¢ok Fibonacci olarak bilinen iinlii italyan matematikgisi
Leonardo di Pisa 1202 yilinda yazdigr Liber Abaci adli kitabinda ilk defa tavsan
probleminden s6z etmistir. Bu problem “bir ¢ift olgun tavsan her aym sonunda bir ¢ift
yavrulamakta ve bu yavrular iki ayda olgunlagmaktadir. Bu varsayim altinda bir cift
olgun tavsanla ise baslanirsa, bir yil sonra kag ¢ift tavsan elde edilir?” seklindedir. Bu
problemin ¢oziimil, birinci ayin sonunda ilk olgun ¢ift bir ¢ift yavru doguracagindan, iki
¢ift tavsan bulunur. ikinci ayin sonunda, sadece ilk olgun ¢ift dogurmaya devam
edeceginden, ii¢ ¢ift tavsan elde edilir. Ugiincii aym sonunda, hem ilk hem de ikinci ¢ift

doguracagindan, bes cift tavsan bulunur. Bu sekilde devam edilirse aylara gore tavsan
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cifti sayis1 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377 olarak bulunur. Ote yandan,
tavsan probleminin matematiksel modeli x(n+2)—x(n+1)—x(n)=0, x(0)=1,
x(1)=2, 0<n<12, dir. Burada x(n) n. aym sonundaki tavsan ciftlerinin sayisidir. Bu

model ikinci basamaktan bir lineer fark denklemidir [19].

Bir Ulusal Gelir Modeli: Ug parametreden olusan bir M, ulusal geliri iicer aylik

n

(ceyrek yil) donemler sonunda hesaplanmaktadir. Bu parametreler miisteri harcamalari

C,, 0zel yatirnmlar /, ve hiikiimet harcamalar1 G, seklinde olup M, =C,+1, +G, dir.

Boyle bir ulusal geliri modellmek i¢in ekonomist Paul A. Samuelson bu faktorlere dair
asagidaki kabullenmeleri yapmustir. “(i) Herhangi bir ¢eyrek yildaki miisteri harcamasi
bir 6nceki ¢eyrek yildaki ulusal gelir ile orantilidir, (i1) Herhangi bir ¢eyrek yilda olusan
0zel yatirnm, o g¢eyrek ve bir Onceki ¢eyrek yil Tlizerinden yapilan miisteri
harcamalarindaki artis ile orantilidir (ivmelenme prensibi), (iii) Hiikiimet harcamalari

her ¢eyrek yilda aynidir”. Bu kabullere gore (i) den C, =aM, ,, 0<a <1, yazilabilir.

n—12

Burada o orant1 sabiti marjinal tiiketim sabitidir. Buna gore bireyler gelirlerinin sabit

bir oranini harcama egiliminde olurlar. (ii) den /, = A(C,-C, ), 0< g <1, bulunur.
Burada S orant1 sabitidir. Bu ifadeden, tiiketim azalirken, yani C,—C, , <0 halinde

tireticilerin yatirim amaclh sermayelerini agagi ¢ekme egiliminde olacaklari ve buna

mukabil tiiketim artarken, C, —C,_, >0 durumunda {ireticilerin yatirrm harcamalarini

artirmak isteyecekleri dusiiniilebilir. C,, I, de yerine yazilirsa I, =af(M, ,-M,_,)

no

dir. (ii1) kabuliine gore hiikiimet harcamalar1 her ¢eyrek yilda ayni kaldigindan, G, = g

yazilabilir. Burada g sabiti hiikiimetin sabit harcama degerini gostermektedir. Boylece

C I, ve G, ifadeleri M, de yerine yazilirsa, wulusal gelir i¢in

no n n

M =aM,  +off(M,, -M, ,)+g veya M, ,—-o(l+pM,  +ofM, =g, neN,

n+l
denklemi elde edilir. Burada M, ve M, verilen baslangic degerleridir. Bu denklem

ikinci basamaktan bir lineer sabit katsayili fark denklemi olup ¢6zliimii ulusal geliri
niteler. Bu denkleme gore herhengi bir periyottaki ulusal gelir 6nceki iki periyottaki

gelirle iligkilidir [19].

Richardson Silahlanma Yarisi Modeli: X ve Y rekabet halinde olan iki tilkeyi gostersin

ve onlarin n. yildaki askeri biitceleri sirasiyla x, ve y, olsun. Lewis F. Richardson
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askeri biitcelerdeki yillik degisimin Ax, =Ky —ax, +g, Ay, =Lx,—fy, +h lineer

denklemleriyle iliskili oldugunu belirtmistir. Burada K, L, a, f, g, h katsayilar1 negatif
olmayan sabitlerdir. K ve L savunma katsayilar1 olup bir iilkenin mevcut askeri
biitgesine diger tilkenin verdigi tepki gostergeleridir. o ve f yorgunluk katsayilar1 olup
eylemsizlik ve askeri biit¢elerdeki artigin olasi negatif ekonomik bedel olgiitleridir. g ve
h sabitleri askeri olmayan siyasi ve ekonomik kaygilar1 gosteren diismanlik hisleridir

[19].
1.1. Amac¢ ve Kapsam

Bu calismanin temel amaci, Stevi¢ ve arkadaslarinin [1] makalesini detayli olarak

incelemektir.
1.2. Kaynak Arastirmasi

Calismanin bu kisminda, ¢arpilabilir tipteki fark denklem sistemlerinin ¢oziilebilirligi

ve onlarin uygulamalari ile ilgili literatiirde yapilmis olan ¢calismalardan bahsedilecektir.

Stevi¢ ve arkadaslar1 (2014) “On positive solutions of a system of max-type difference

z? X

n-1

P P
. L Y z
equaitons”  isimli  c¢alismalarinda  x,,, =max {c, =t Y =maxgc,——,

n-1

P
n

xp }, neN,, p,ce(0,0), maksimum fark denklem sisteminin pozitif
yn—l

z,,, = max {c,

¢ozlimlerinin sinirhilik karakterini ve global kararliligini incelemislerdir.

Stevi¢ ve arkadaslar1 (2014) “Long-term behavior of positive solutions of a system of

max-type difference equations” isimli caligmalarinda

p X7

Yo 1 .
X, =maxya,——"=—,y, =max a,————¢, a,p>0ve Vje 2,..k ,q,20,

q; 4q;
JE [T
j=2

j=2
fark denklemlem sisteminin biitiin pozitif ¢ézlimlerinin ¢ekimliligini garanti eden bazi

yeterli sartlar verilmislerdir. Ayn1 zamanda sistemin pozitif ¢oziimlerinin sinirlik

karakterini de incelemislerdir.



Stevi¢ ve arkadaslarn (2014) “Boundedness character of a max-type system of

X

n-1

P
difference equations of second order” isimli c¢alismada x | :max{A, J; 2 },
P

Vo = max{A,xT"}, neN,, min{4, p,q} >0, maksimum tip fark denklem sisteminin
yn—l

pozitif ¢ézlimlerininin sinirliligini incelemislerdir.

Stevi¢ ve arkadaslar1 (2015) “On a product-type system of difference equations of

z! wo

n W o o=—n

b 0 ntl = g4 °
w Z

n-1 n-1

second order solvable in closed form” isimli ¢alismalarinda z ,, =

neN,, ab,c,del, z,z,w,w,€C, fark denklem sisteminin kapali formda

¢oziilebilir oldugunu gdstermislerdir.

Stevié¢ (2015) “Product-type system of difference equations of second-order solvable in

a c f
z X
29 L o _ yn __ n _ n
closed form” isimli ¢alismasinda x , = pr Vo = et Z,., = S neN,,
n—1 n—1 n—1

a,b,c,d,f,g€Z , x,y,z,€C—{0}, i€{0,1} ikinci dereceden fark denklem

sisteminin kapali formda ¢6ziimlerini vermistir.

Stevi¢ ve arkadaslar (2016) “Solvability of a close to symmetric system of difference

equations”  i1simli  calismalarinda  ikinci  mertebeden  carpilabilir  tipteki

) - d . .
Z, =0ZW, W, =Wz a,b,c,deZ,a,peC, =z z,w,,w,e€C, simetrik

n+l n ‘n-1? n—-1s
fark denklem sisteminin ¢ozilebilirligini incelemislerdir. Bu c¢alisma ile literatlirdeki

bazi1 yeni sonuglar1 genisletmislerdir.

Stevi¢ ve arkadaslar1 (2016) “Two-dimensional product-type system of difference

equations solvable in closed form” isimli ¢alismasinda iki boyutlu carpilabilir tipteki

e .- a_ b c d
¢ozilebilir z,, =az;w _,w, =pw z ., abcdeZ, a,feC, z ,z,,w, ,w,eC,

n “n-1? n—

fark denklem sisteminin genel ¢6ziimiinii kapali formda vermislerdir.

Stevié¢ (2016) “Solvability of a class of product-type systems of difference equations”

isimli ¢alismasinda karmagik diizlemde iki bagimli degiskenli matematiksel ifadeden,
4



carpilabilir tipteki fark denklem sisiteminin

_ a b _ c d
z, =0z, W, ,,w, =pw ,z a,b,c,del,a,feC, z ,,w,,w,eC,

n—-1°
coziilebilirligi tlizerine calismistir. Buldugu sonuglar literatiirdeki baz1 yeni sonuglari
tamamlamistir. Sistemin genel ¢oziimleri i¢in kapali formiiller ya da bunlarin nasil elde

edilecegine iliskin metodlar verimistir.

Stevi¢ (2016) “New solvable class of product-type systems of difference equations on

the complex domain and a new method for proving the solvability” isimli ¢aligmasinda

oqe . . h d
carpilabilir  tipteki z, =az w, ,, w, =pw .z.,, neN,, ab,c,deZ,

a,peC—-{0}, w,,w,,w,,z,,z,€C—-{0} iki degiskenli fark denklem sisteminin

coziilebilirligini 6nceki yontemlerden farkli bir yontemle incelemistir.

Stevié¢ ve Rankovi¢ (2016) “On a practically solvable product-type system of difference

_ a,. b _ c_d
l_az w, Wn+l_ﬂwnzn—l neNO’

n''n?’

equations of second order” isimli ¢alismalarinda z

a,bc,del., a,fecC-{0}, z,,z,w,eC—-{0}, ikinci mertebeden fark denklem

sistemlerinin ¢oziilebilirligini detayl bir sekilde incelemislerdir.

Stevié¢ (2017) “Product-type system of difference equations with a complex structure of

solutions” isimli g¢alismasinda garpilabilir tipteki z,,, =az'w’ w,_, =pw 27,

n n n

neN,, ab,c,deZ o,p,w,,w Ww,z,,2z,,2,€C—{0}, fark denklem sisteminin

¢oziilebilirligini incelemistir. Bu konuda yapilan calismalarin aksine ¢oziimlerin daha

karmasik yapiya sahip oldugunu gostermistir.

Stevi¢ (2017) “Solution to the solvability problem for a class of product-type systems of
difference  equations” isimli  ¢aligmada iki  boyutlu  c¢arpilabilir  tipteki

C

z, = az;’_lwf_l, w, = ,Bwn_zz,‘f_z, a,b,c,deZ,a,peC,z ,,z ,w,,w, eC, fark
denklem sisteminin agik c¢oOziimlerini vermistir. Temel / en karmasik durumlarda
problemi c¢ogunlukla iki farkli yontem kullanilarak ¢ozmiistiir. Coziimlerin yapisini
belirleyen tgilincii dereceden polinomlardan sonuncusunun ¢6ziim oldugunu

gostermistir.



Stevi¢ (2017)  “Solvable product-type system of difference equations with two
dependent variables” isimli calismada iki bagimli degiskenli carpilabilir tipteki
z  =azw,w  =pw_z', abecdel,a,feC, z_,z,w,,w w,eC, fark

denklem sisteminin ¢oziilebilirligi, yeni bir sinifi vermistir. Coziimlerinin ayrintili bir

analizini yapmustir. Buldugu sonuglar 6nceki ¢éztimleri tamamlamuistir.

Stevi¢ (2017) “Solvable product-type system of difference equations whose associated
polynomial is of the fourth order” isimli ¢alismasinda iki boyutlu c¢arpilabilir tipteki

a_ b

z. =azw, w., =Bzl neN,, a,b,c,d e, a, feC-{0}
Z 5,2 ,25,W . W, €C—{0}, fark denklem sisteminin bd #0 oldugunda dordiincii

dereceden bir polinom sistemle iliskilendirmistir. Céziimlerini tlim olast durumlarda

polinomun kdkleri araciligiyla a,b,c,d parametreleri ile temsil etmistir.

Stevié¢ ve arkadaslari (2017) “On a solvable class of product-type systems of difference

d

equations” isimli galismalarinda carpilabilir tipteki z,,, =az!w), w,, =pwiz],

n+l
neN,, a,b,c,deZ, a,feC-{0}, z,,z,,z,,w, € C—{0}, fark denklem sisteminin
biitiin olas1 durumlarda kapali formdaki c¢oziimlerini elde etmistir. bd #0 temel

durumunda, ¢6ziimleri sistemin parametrelerinin bazilarina bagli olan bir polinomun

kokleri yardimiyla ayrintili bir sekilde incelemislerdir.

Stevi¢ (2017) “Solvable three-dimensional product-type system of difference equations

with multipliers” isimli ¢aligmasinda ¢arpilabilir tipteki iic boyutlu fark denklem
sisteminin x,,, =ay'z’,, v, =Bzx",, z  =yx/y¢, | neN,, ab,cd, f,gel,

a,B,yeC—{0}, x,,y,,z, e C-{0}, i €{0,1}, ¢oziilebilirligini gostermistir.

Stevi¢ (2017) “Solvability of the class of two-dimensional product-type systems of
difference equations of delay-type (I, 3, 1, 1)” isimli calismasinda iki boyutlu
carpilabilir tipteki z, =az’ w',, w,=pw’_z’  neN,, k,,mseN, a,b,c,d €,

ve a,f €C, fark denklem sistemlerinin (pratik) ¢oziilebilirligi ¢aligmasindaki son ve
onemli adimlar1 sunmustur. Simdiye kadar diisiiniilmemis en karmasik durumu
incelemistir (k=/=s=1 ve m=3). Tim olas1 durumlarda, sistemin ¢oziimleri i¢in

6



kapali formiiller bulmustur. Durumlardan bazilar literatiirde ilk kez ortaya ¢ikmaktadir.
(1) 6=0;(12) ¢=0;3) d=0;(4) ac#0; (5) a=0, bes durumda ¢oziimlerin yapisini

ayrintili olarak ele almistir.



2. BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tezin temel sonuglart ile ilgili iiglincli boliimde yararlanilacak temel

kavramlar verilecektir.
2.1. Lineer Fark Denklemleri

Tammm 2.1.1: Bir x:N—>R fonksiyonu i¢in A fark operatérii veya x in birinci

basamaktan farki Ax(n)=x(n+1)—x(n) seklinde tanimlanir; burada N={0,1,2,...}
dogal sayilar climlesi ve IR reel sayilar climlesidir. Buna gore x in ikinci basamaktan

fark1 (A’x), A’x(n) = A(Ax(n))=x(n+2) —2x(n +1) + x(n) ve boyle devam ederek x in

k [k
k ymc1 basamaktan farki (A*x), Afx(n) = Z(—l)’ ( _}c(n+k— 7) seklinde hesaplanir;
J

j=0

k - s
burada k£ > j olmak iizere ( j _ Kk l)'"_('k AL dir.
J J:

Bazen fark operatorii iki ya da daha ¢ok degiskenli fonksiyonlara uygulanabilir. Boyle
bir durumda A operatoriiniin sag alt kosesine konulan bir indis yardimiyla hangi
degiskenin bir birim 6telendigi gosterilmis olur. Ornegin

A ne' =(n+1)e' —ne' =¢' | Ane' =ne™' —ne' =ne'(e—1) [19].

Tanim 2.1.2: E oteleme operatorii Ex(n)=x(n+1) seklinde tanimlanir. Bu tanima gore
E*x(n)=x(n+k) dir. Ayrica a ve b sabitleri igin

E(ax(n)+by(n)) = aEx(n)+bEy(n) dir; yani E operatorii lineerlik 6zelligine sahiptir.
A ve E operatorleri arasinda A= E—1 iliskisi vardir; burada [ ozdeslik operatoriidiir;
yani Ix(n)=x(n) Buradan AE=FEA degisme o0zelligi ortaya ¢ikar. Binom

formiiliinden, £ yinc1 basamaktan fark ve 6teleme operatdrleri, sirasiyla,

k

A =(E-1) =Z[k)(—1)f E' ve E* =(A-1) :i[l‘f}&ﬂ dir [19].

Jj=0 J=0

Tanim 2.1.3: ne N bagimsiz degisken ve x bilinmeyen fonksiyon olmak {izere
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F(n,x(n),x(n+1),...,x(n+k))=0 2.1
esitligine bir fark denklemi denir. E=A+1 operatdrii goz Oniine alinirsa (2.1) fark

denklemi
G(n,x(n), Ax(n),...,Ax(n)) =0
formunda yazilabilir. (2.1) denklemi

x(n+k)=f(n,x(n),x(n+1),...,x(n+k—1)) yada
Ax(n) = g(n,x(n), Ax(n),...,A* 'x(n)) yada

A'x(n) = g(n,x(n),x(n+1),...,x(n+k —1)) formunda ise normal fark denklem adim alir

[19].

Tamm 2.1.4: Bir fark denkleminde bilinmeyen fonksiyonun mevcut en biiyiik ve en

kiigiik argiimentinin farkina o denklemin basamag: denir [19].

Tamm 2.1.5: k yinc1 basamaktan bir fark denkleminin bir 6zel ¢6zlimiinii bulmak i¢in o
¢oziime iliskin

x(ny+i)=ea,, 0<i<k-l, (2.2)
ANx(n)=a, 0<i<k-1 (2.3)
biciminde ilk % tane ardisik degerin belirtilmesi gereklidir. Burada n,eN ve
., a,....,a, , reel sabitlerdir. (2.2) ya da (2.3) kosullarina baslangi¢ kosullari adi

verilir. k£ yinci basamaktan bir fark denklemi ve (2.2) ya da (2.3) baslangi¢ kosullarindan
meydana gelen probleme bir baslangi¢ deger problemi denir [19].

Teorem 2.1.6: k yic1 basamaktan lineer olmayan skaler normal

x(n+k)= f(n,x(n),x(n+1),....,.x(n+k-1)), neN, (2.4)
fark denklemi ve
x(0) =y, x(D)=0a,,... x(k=1) =, (2.5)

baslangi¢ kosullari verilsin. f fonksiyonu bagl oldugu degiskenlere gore tanimli ise, o

zaman (2.4)-(2.5) baslangi¢ deger probleminin bir tek ¢éziimii vardir [19].



Tamm 2.1.7: a,(n),a,(n),...,a,(n) katsayilari ile g(n), n>n, i¢in tanimli reel degerli
fonksiyonlar ve [n,,©) ={n,,n, +1,n,+2,...} lizerinde a,(n) =0 olmak iizere
x(n+k)+am)x(n+k-1)+..+a,(n)x(n)=g(n) (2.6)
bi¢cimindeki bir denkleme k yinct basamaktan lineer fark denklemi denir. Bu denklem,
g(n)=0 oldugu zaman homojen denklem, aksi durumda homojen olmayan denklem
olarak adlandirilir. Buna gore k£ yinc1 basamaktan bir lineer homojen fark denklemi
x(n+k)+amx(n+k-1)+...+a,(n)x(n)=0 (2.7)
seklinde ifade edilir. Ayrica biitiin a,(n) katsayilart a,(n)=a, seklinde sabitse, (2.6)

denklemine sabit katsayili, aksi halde degisken katsayili fark denklemi denir [19].

Tanmm 2.1.8: {a,} _,, {6}, ve {c,}.,, gercel say1 dizileri ve VneN, i¢in
b, # 0 olsun. Asagida verilen

x,.,+ax,  +bx =0, nelN, (2.8)

n+2 n"n+l nn

xX,.,+ax,  +bx =c, nelN; (2.9)

n+2 n"n+l
(2.8) denklemine ikinci mertebeden lineer homojen fark denklemi, (2.9) denklemine de

ikinci mertebeden lineer homojen olmayan fark denklemi denir [20].

Tanmmm 2.1.9: x={x,} _, ve y={»,}_,, (2.9)un iki ¢oziimii olsun. {C(x,y;n)} _,

X, v,
Casoratyamt C(x,y;n)=

=X, V,u— XV, neN, seklindedir [20].

n+l n+l

0
n=0 >

Teorem 2.1.10: x={x} _, ve y={y,} (2.8)’in iki ¢oziimi olsun. Bu durumda

asagidaki ifadeler saglanir.

(i) Casoratyan {C,} _, birinci mertebeden lineer bir homojen fark denklemini saglar.
n—1

Yani; C,,,—b,C, =0, neN, vesonugolarak C, = [kujCo dir.
k=0

(ii) Eger C(x,y;n)#0, neN,, ise x={x,}. , ve y={y,}._,, (2.8)’in lineer bagimsiz

¢Oztimleridir [20].
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Teorem 2.1.11: x={x,}", ve y={y,} _,, (2.8)’in iki lineer bagimsiz ¢dzimi ve
{x{71 . (2.9)’un bir 6zel ¢oziimii olsun. Bu durumda

(1) (2.8)’in genel ¢ozimi x,(n)=cx, +c,y,, neN,dir. Burada ¢, ve ¢, keyfi
sabitlerdir.

(i) (2.9)’un genel ¢ozimi x,(n) =cx, +c¢,y, +x;, nelNg,dir. Burada ¢, ve ¢, keyfi
sabitlerdir.

Sabit katsayili lineer fark denklemlerinde

X, ,px,., +qx, =0, pgeR, g#0, neN, (2.10)
(2.8)’in ¢ozlimii igin basit bir formiil vardir. (2.10) igin bir ¢oziim ararsak. x, = A",
neN;, A#0 ise o zaman (2.10) ikinci dereceden denklem olusturur.

A+ pl+q=0 (2.11)
(2.11) denklemi (2.10)’un karakteristik denklemi olarak adlandirilir ve kokleri (2.10)’un

karakteristik ~ kokleri olarak adlandirilir.  (2.11)’in  koklerini  veren formiil

4, =2PENP 4

2
2p 7 dir. Eger (2.11) denkleminin diskriminati A = p”* —4q pozitif ise

farkli iki reel koki vardir. Bu durumda {4, 4} ciimlesi (2.8) denkleminin bir temel
climlesidir. Buradan (2.8)’in genel ¢oziimi ¢, ve ¢, keyfi sabit olmak iizere

x, =c A" +c,A) seklindedir. Eger (2.11) denkleminin diskriminanti A=0 ise
A=4=A= —g olup c¢ift kath kokii vardir. Bu durumda (2.8) denkleminin bir temel

ciimlesi {4",nA"} olup genel ¢6ziim x, =(c, +nc,)A" dir. Eger (2.11) denkleminin
diskriminantt A<0Q ise karakteristik kokler birbirinin eslenigi olan A, =a+ib ve

A, =a—ib karmagik koklerdir. Bu durumda (2.8) denkleminin bir temel climlesi

{r" cos@,r"sin@} dir. Burada r=+a’+b>, a+ib karmasik sayisinin modiilii ve 6,

. . - .. a . b
a+ib karmasik sayisinin argiimentidir. € agis1 i¢in cosd=— , sinfd=— ve
r r

—r<@<xz dir. Bu durumda (2.8)’in genel ¢ozimi x,=r"(c, cosnb+c,sinnb)

seklindedir [20].
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Teorem 2.1.12: 4, ve A, (2.11) karakteristik denkleminin kokleri olsun. Bu durumda
(2.10) denkleminin genel ¢Oziimiinii i¢in asagidaki durumlardan biri gegerlidir.

(1) Eger A, ve A, kokleri reel ve farkliise x, =c A" +¢c,4), ne N dir. Burada ¢, ve c,
keyfi sabitlerdir.

(i1) Eger 4, =4, ise x, =c 4" +c, A4, neN, dir. Burada ¢, ve ¢, keyfi sabitlerdir.

(iii) Eger A,=axib=re™ ise x,=c;r"cosnd+cy"sinnd, neN, dir. Burada

r=<a*+b*, cosd = % , sinf = %, O e(-m, ], ¢ ve c, keyfi sabitlerdir [20].
Teorem 2.1.13: {a,} _,, b}, ve {c,}. ,, gercel sayilarin dizisileri, Vn € N, igin
b, #0 ve

xX,.,+tax, +bx =c, nelNg, (2.12)
fark denklemi verilsin. {x,}_, ve {y,} _,

Voo,+tay ,+by =0, neN, (2.13)

homojen fark denkleminin lineer bagimsiz iki ¢oziimii ise, Denklem (2.12)’nin 6zel

¢Ozimi
Xt Vin
n—1 X
x, ()= ¢ it—21 peN, (2.14)
k=0 il Yew
xk+2 yk+2
dir [20].

2.2. Lineer Fark Denlem Sistemleri

Tamm 2.2.1: ki boyutlu lineer homojen fark denklem sistemleri

X, =ax, +by,
(2.15)
yn+l :C'xn +dyn

seklinde tanimlanir. Sistem (2.15) matris formunda ise
xn+1 xn
=4 (2.16)
yn+1 yn
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seklinde yazilir. Burada A:(a

b
dj dir. Egeanz(x") alinirsa  Sistem (2.15),
c

Y
Z ., =AZ seklinde matris formunda yazilabilir. A¢iktir ki Sistem (2.15)’ in bir ¢oziimii
neN,, tim degerleri i¢in bu sistemi saglayan degerlerin kiimesidir. Genel ¢oziim,
sistemin tiim ¢oziimlerini i¢eren bir ¢oziimdiir. Sistem (2.15)” in 6zel ¢6zimii

X,=¢ y,=d (2.17)
baslangi¢ kosullarimi saglayan ¢oziimiidiir. Burada ¢ ve d reel sayidir. (2.17) de
belirtilen kosullarla birlikte Sistem (2.15)’in 6zel ¢oziimiinii bulma problemine
baslangi¢ deger problemi denir. Sistem (2.15)’ in ¢oziimii ise

Z =A"Z, (2.18)
seklinde oldugu kolayca goriiliir. Lineer fark denklem sistemlerinin ¢oziimiinii elde
ederken temel problem A" nin hesaplanmasidir. Sistem (2.15)’in iki ¢oziimii z' ve z’
ise bunlarin lineer bagimsiz olmasi i¢in ¢oziimlerden birinin digerinin skaler bir kati
olamayacagi aciktir. Yani, Vn€N, icin ¢z +c,z. =0 esitligi ancak ve ancak
¢, =¢, =0 olmast durumunda saglanacaktir. Dolayisyla Sistem (2.15)’in lineer

bagimsiz ¢oziimlerinin kiimesine de temel kiime, siitunlart Sistem (2.15)’in lineer

bagimsiz ¢oziimlerinden olusan matrise de temel matris denir[20].

Teorem 2.2.2: Z ,, = AZ denklem sistemi verilsin. Bu durumda asagidaki ifadeler

n+l
dogrudur.

(1) Sistem (2.15) i¢in ¢oziimlerin bir temel kiimesi vardir.

(i) Sistem (2.15)’in ¢dziimlerinin bir temel kiimesi {z',z*} ise, 0 zaman Sistem (2.15)

G

j , ¢.,c, €R dir. Burada F =(z',z") Sistem
CZ

’in genel ¢oziimii z=c¢,z' +¢,z° = F(

(2.15)’in temel matrisidir[20].

Tamm 2.2.3: Iki boyutlu lineer homojen olmayan fark denklem sistemleri

Z.,=AZ +B, Z,=d, neN,, (2.19)

seklinde tanimlanir. Burada B, = (b,(n),h,(n))" ve d=(d,,d,)" dir. Baslangic deger

problemi
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Z,=Ad+Y A"'B, n=N, (2.20)
i=0

seklinde tek bir ¢oziime sahiptir [20].

Teorem 2.2.4. Her 2x2 reel matris, asagidaki durumlardan biri tarafindan verilen J

matrisine benzerdir.

0
(1) Eger A reel ve farkli 6zdegerlere sahipse 4, # 4,, J = (’3 N j ,

A1
(i1) Eger A reel ve esit 6zdegerlere sahipse 4, =4, =4, J = (0 /J,

o
(111) Eger A'nin karmasik 6zdegerleri varsa A=a+iff, J :( 5 'Bj.
- «

Teorem 2.2.4, A"'" in  hesaplanmasinda etkili bir aractir.  Yani,
A" =(PJP"Y" =PJ"P""’nin hesaplanmasi i¢in kullamilir. Burada J yukaridaki

teoremin Onciillerindeki J’lerden biridir [20].
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3. BOLUM

IKINCi MERTEBEDEN CARPILABILIR FARK DENKLEM SISTEMLERININ
COZULEBILIRLiGi

Bu boliimde, Stevi¢ ve arkadaslarinin [1] makalesi detayli olarak incelenmistir.

a,b,c,d €7 ve baslangig sartlar1 z_, z,, w_,, w, kompleks sayilar olmak {izere

Wa Z¢
_ " . “n
Zn+1 - Zb ? M;nJrl - 4 n eRIO’ (31)
n—l1 n-1

seklindeki fark denklem sistemi ele alinacaktir.

3.1 (3.1) Denklem Sisteminin Coziimleri ve Coziimlerinin Davranisi

Sistem (3.1)’in iyi tanimli ¢oziimlerini elde etmek icin, dncelikle sistem (3.1)” in iyi
taniml1 olmadig1 noktalarin kiimesinin

U={(z_,2zy,w_,w,) €C*:z, =0 veya z, =0 veva w_, =0 veya w, =0}

oldugu denklem sisteminin yapisindan kolaylikla gdriiliir. Dolayisiyla bundan sonra
sistem (3.1)’ in iyi tanimli ¢ozlimleri i¢in baslangi¢c kosullarinin C\{0} kiimesinden

secilecegi agiktir.

Teorem 3.1. a,b,c,d € Z ve baslangi¢ degerleri z_, ,z, ,w_, , w, € C\{0} olsun. Bu

durumda, sistem (3.1) kapali formda ¢oziilebilir.

Ispat:
a=a, b=b, ¢c,=c, d =d (3.2)
ZC
olsun. Sistem (3.1)’deki ilk denklemde w, yerine —“1- yazilirsa
n-2
¢ 4

a d ca;—h, a

z = wynl _ Wi _ Zn—ll l _ Znil (3 3)
n+l b b - da, b ’
n—1 Zn—l Wn—Z W)7—2

elde edilir. Burada a,:=ca,—b, ve b,:=da,dir. Benzer sekilde, Sistem (3.1)" deki

a
n—1

ikinci denklemde ise z, yerine yazilirsa

b
n=2
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C,
a 1

w

n—1

q b ac,—d, ¢y
w o= Zy — 22 _ Wi — W (3 4)
n+l d, 4, ba, 4 .
anl Wn—l Zn72 Zn—2

elde edilir. Burada c,:=ac,—d,, d,:=bc, dir. Ote yandan, Sistem (3.1)’ deki
denklemlerde, (3.3) ve (3.4) denklemleri kullanilirsa

a
a
wn—2
b aa,—b, ay
z — Zn3 W2 — W, o (3 5)
n+l b, ba, by 0 .
Wn—2 Zn—3 Zn—3
]
c
Zn—2
) d ccy—d, cy
w — Wn—l — Wﬂ—3 — Zn—2 — Zn—2 (3 6)
n+l d, d, dc, ds '
Zn—2 Zn -2 Wn -3 Wn -3

elde edilir. Burada a, :=aa, —-b,, b, :=ba,, ¢;:=cc,—d,, d,:=dc, dir. Varsayalim ki,

keNve n>2k-2 igin,

A1 2k-1
w Z
— " n=2k+2 — “n2k+2
S R 67
Z —1 W 2k-1
n—2k+1 n—2k+l
Ay 7= A0y 5 —by o, by i=bay ,, ¢y =00y, —dy,, dy = dey
A4S
Ay ok
z w
_ Zuopn _ Wil
Zn+1 - by ? Wn+1 - oy s (38)
W, ok .y

P Py Py P 1 2
a,, ‘=ca,,_—b, ,, b, :=da,, , ¢, :=ac,, —d,, ,, d, =bc,,_, olsun. Sistem (3.1)

deki denklemlerde, (3.7) ve (3.8) denklemleri kullanirsa,

a Ay
Wn—2k
Z“zk Zb Waau‘bzk W“2k+1
z — Sn-2k+l _ n=2k-1 — n=2k _ n—2k (3 9)
n+l szk szk Zbazk Zb2k+] ’ :
n-2k n—2k n-2k-1 n—2k-1
¢ Sk
Zn—Zk
Cok da cey—dyy €2kl
W= Woiakn — \ Waoagm _Zuok . Zunk (3.10)
ntl T dyy - dyy T Ao ROV :
z z w w5
n—2k n-2k n=2k-1 n-2k-1

elde edilir. Burada a,,,, :=aa,, —b,,, b,,,,:=ba,,, ¢, =cc, —d,,, d,, =dc, diu.

Benzer sekilde Sistem (3.1)’ de (3.9) ve (3.10) denklemleri kullanilirsa,
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( ZL j“zlm

n—2k—1

A2 et by D42

W2k Wo-2k—2 T o N T Y 311
(3.11)

d
Z = = = =
n+l by by day g Ly
Zy 2k 2y 2k Wo2k—2 W, 2k-2
C24+41
a
( Wn—Zk—l ]
. b o d )
Gt Ao ki1~ dog €242
w o = Zrak N\ Fnakd T R L P (3.12)
n+l d. d be. d :
w 2k+1 w 2k+1 z 2k+ z 2k+2
n-2k-1 n-2k-1 n-2k-2 n-2k-2

elde edililir. Burada a,,,,:=ca,,,—b,., by.,i=da,,,,, Cy.,i=0acy,,,—dy.,,
d,,., =bcy,,, dir. Boylece, yukaridaki tiimevarim (3.7) ve (3.8) denklemlerinin
VkeN ve n=2k—1 i¢in saglandigi ve (a,),.y ve (b,), dizilerinin asagidaki

esitlikleri V& eN ic¢in sagladig goriiliir.

a,, =cay, —b,, |, (3.13)
by =day; ,, (3.14)
Ay = Ady, — by, (3.15)
by = bay, (3.16)
Cyp =0Cyy  —dyy s (3.17)
d,, =bc,, ,, (3.18)
Copar = CCy =y, (3.19)
oy = dcy. (3.20)

(3.9)-(3.12) denklemlerinden, n € N, i¢in,

%Wzﬁzlzmzign (3.21)
i w3

Wann = %, Wania = Z?Tz:a (3.22)

esitlikleri elde edilir. (3.13)-(3.16) denklemlerinden

a,,,, =aa,, —da,, |, a,, ,=ca,  —b,,, ke,

yazilabilir ki buradan

ay,.,—(ac—b—-d)a,,  +bda,, =0, keN, (3.23)

a,,., —(ac—b-d)a,, +bda,, , =0, k=2, (3.24)

elde edilir. Benzer sekilde, (3.17)-(3.20) denklemlerinden
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Copuy =CCyy —bCyy 1y Cyp oy =ac,,  —dc,,, k€N,

yazilabilir ki buradan

Cops —(ac=b—d)c,, ,+bdc,, , =0,keN, (3.25)
Copny —(ac—=b—d)c,, +bdc,, , =0,k>2, (3.26)
elde edilir. Simdi, (3.23)-(3.26) denkelmleri =0, d =0 ve bd #0 durumlari i¢in ayri

ayri ele alinacaktir.

b=0 Durumu: Bu durumda, (3.23)-(3.26) denklemlerinden asagidaki

ay,., =(ac—d)a,, .k €N (3.27)
a,,., =(ac—d)a,, .k eN (3.28)
Copry =(ac—d)c,, .,k eN (3.29)
Copay =(ac—d)c,, k€N (3.30)

esitlikler yazilabilir. (3.27)-(3.30) denklemleri ikinci mertebeden sabit katsayili lineer
denklemeler oldugundan ve Denklem (3.2) dikkate alindiginda, indirgeme yontemi ile

(a,),.y Ve (c,),. ' nin ¢oziimleri

a,,, =(ac—d)a,,  =(ac—d)'a,, ,=..=a(ac—d) =alac—-d)",keN,, (3.31)
a,,,, =(ac—d)a,, =(ac—d) a,,_, =...=a,(ac—d)" =ac(ac—d)", k eN,, (3.32)
Cypy =(ac—d)c,, , =(ac—d)’c,, ,=..=c/(ac—d)* =c(ac-d) ,k eN,, (3.33)
Copy =(ac—d)c,, =(ac—d)’c,, , =c,(ac—d)* =(ac—d)"" ke N, (3.34)

elde edilir. (3.31)-(3.34) denklemleri, (3.13)-(3.20) denklemlerinde yerine yazilir ve
b =0 oldugu dikkate alinirsa

by =0, keN,, (3.35)
b, .,=da,,, = d(a(ac—d))=ad(ac—d)*, k e N, (3.36)
d,., =dc,, =d(ac—d)*)=d(ac-d)", keN,, (3.37)
d,., =0, keN,, (3.38)

elde edilir. (3.31)-(3.38) denklemlerinde n =k almip, (3.21)-(3.22) denklemlerinde

yerine yazilirsa, Sistem (3.1)’ in ¢0ziimii
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(e’ ac(ac—d)
ac—d) 0

Z2n+1 = WO ’ Zzn+2 = ad(ac—dY' , NE Noa (339)
W7]
Zc(ac—d)" 1
_ ‘0 _ . (ac-d)""
Wit = gty > Va2 =Wo , neN,, (3.40)
w

-1

olarak elde edilir.

d =0 Durumu: Bu durumda, (3.23)-(3.26) denklemlerinden asagidaki

Ay, =(ac—b)a,,, .k eN, (3.41)
a,,., =(ac—b)a,, ke N, (3.42)
Cypz =(ac=Db)c,,, 1,k €N, (3.43)
Copsy =(ac—b)c,, k€N, (3.44)

esitlikler yazilabilir. Benzer sekilde, (3.41)-(3.44) denklemleri ikinci mertebeden sabit

katsayil1 lineer denklemeler oludugundan ve Denklem (3.2) dikkate alindiginda,

indirgeme yontemi ile (a, ), ve (c,),. ' dizileri

a,,., =(ac—b)a,, , =(ac—b)a,, ,=..=a,(ac—b)" =a(ac-b)", keN,, (3.45)
a,,,, =(ac—b)a,, = (ac—b)’a,, , =...=a,(ac —b)" =(ac -b)"", k e N, (3.46)
Copy = (ac—b)c,, | =(ac—h)’c,, , =...=c,(ac—b)" =ac(ac —b)*, k e N, (3.47)
Copin = (ac—b)c,, = (ac—b)c,, , =...=c,(ac—b)" =ac(ac —b)*, k e N, (3.48)

seklinde elde edilir. (3.41)-(3.44) denklemleri, (3.13)-(3.20) denklemlerinde yerine
yazilir ve d =0 oldugu dikkate alinirsa

b,,., =blac-b)*, keN,, (3.49)
by, =0, keN, (3.50)
dy, =0, keN, (3.51)
dypy =bey,, =bclac—h)*, ke N, (3.52)

elde edilir. (3.45)-(3.52) denklemlerinde n=+k alinip (3.21)-(3.22) denklemlerinde

yerine yazilirsa, sistem (3.1)’ in ¢oziimi
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a(ac—b)"
o Wo (ac—h)""!

2ot T plaeny ? Zamr2 =50 , nelN, (3.53)
Z,
Wac'(ac—h)"
_ _clac=h)" _ "0

Wanet = %o > Woa = ey > E N, (3.54)
Z,

olarak elde edilir.

bd #0 Durumu: Bu durumda

u,,—(ac=b-dyu, +bdu, =0, nelN, (3.55)

ikinci mertebeden sabit katsayilt homojen fark denklemine ait karakteristik denklemi

P(A)=2*>—(ac—b—d)A+bd =0 (3.56)

ac—b—d+.\/ ac—b—d > —4bd

ve onun kokleri A 5

Ve

ac—b—d—\/ac—b—d > _4bd
a 2

seklindedir. (3.23)-(3.26) denklemleri ile (3.55)

denklemi ayni formda oldugundan, (a,;,,)cy,> (@ )ian > (Copi)ien, » (Cop s dizileri
(3.55) denkleminin ¢oziimlerini saglar. (3.55) denkleminin (ac—b—d)’ #4bd igin
genel ¢oziimii

u, = A" +a,), neN, (3.57)
seklindedir. Burada «, ve «, keyfi sabitlerdir. Eger (ac—b-d)* =4bd ise, bu
durumda (3.55) denkleminin genel ¢oziimii

u,=(n+p)A, neN, (3.58)
seklindedir. Burada p, ve S, keyfi sabitlerdir.

Eger (ac—b—d)* #4bd ise,

a, =a,
a,=ca-b, (3.59)

2
a,=ac—ab-ad,

a,=b’-2abc+a’c’ —acd,
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b =b,

b,=ad,

b, = abc-b’,

b, =a’cd —abd —ad’,
¢ =c,

c,=ac—d,

¢, =ac’ —cd —bc,

¢, =a’c® —2acd —abd -d’,
d =d,

d, = bc,

d,=acd -d’,

d, = abc® —bcd —b’c,

degerleri igin (a,.,,),c0s (Bopei)ner> (Conri)nearvs (o) pers 1 =1,2 dizileri

a2k+l ﬂ,‘kﬂ Z2k+1 ’ NO’
A=A
4 ~(ac—b- ) —(ac—b— il)ﬂ.zk“
2k+2 T ﬂ—l /12 !

by = (aC b= /12)21 —(ac=b= /21)22 ,keN,,

W%,
by, = adw, keN,,

A=4

czkﬂ ﬂvlk_” ﬂzlm—l k . N

(ac—d = )4 ~(ac—d - 2)X"

Corer =

keN,,

eN,,

A=4

g qlaemd= IV ~aemd =2 | o
A4

d2k+2 C /llkﬂ 22k+1 ’ No’

A4

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

seklindedir. (3.63) - (3.70) denklemleri (3.21) ve (3.22) esitliklerinde yerine yazilirsa,

Denklem (3.1)’ in iyi taniml1 ¢oziimleri



n+l_/in+l
PR

. oy a,il”*'_,],f” _b(\ac—b—ﬂa)ﬁn—(éw—b—ﬂ)ﬂ;
. W Wo =w, ** z o
25+ szm plac=b=2g A"~ ac—b=A) 2y 0 B
i
4_
z, i~
(ac—b=2o) A ~(ac—h—3) 5™ 1 +
lac=n—-m )4 i+ IS
Z%2ns2 z A=A (e b )" Aaeboh), ad
V4 = 0 = 0 =z lliﬂ/z w
2n+2 D12 11”“ -ﬂéﬁl 0 -
W—l ! ad PRy
w, "
+1 n+l
Lj’l 7’q2+ n+l_ qntl 7 . )
s PA AT jlacd=lp) W lac-d-A)
_ ZO _ ZO _ ﬂl—ﬂ/z /11722
W1 = - =% e
n+ Wdz,,” d(ac—d—ﬂg);ﬁ” —(ac—d-4)7;
-1 A=A
W
(ac—d—2p) K" ~(ac—d—2) B! ,
o o (ac-d=2) " Haed-dy g™ A=A
W =M W —Ww Ak z
2042 T dhn - -0
271 + bcﬁ
Z,

olarak elde edilir.

Eger (ac—h—d)* =4bd ise (3.56) denkleminin ¢akisik kokleri

ac—b—d

h=1 ==

seklindedir. Buradan (3.59)-(3.62) esitlikleri

(@i ais B s o) pers (o) =12 dizileri
ey = alk +1)2)

Ay, = ((@ac—b—=2)(k+1)+ ) A

b,,., =b((ac—b—2)k+ )"

by, =ad(k+1)Af

Con =k +1)Af

Coppr = (ac—d =AYk + 1)+ 2) A

dy,, =d((ac—d -2k + )2

dyy, =be(k+DAf keN,

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

kullanilarak

(3.76)
(3.77)
(3.78)
(3.79)
(3.80)
(3.81)
(3.82)

(3.83)

olarak elde edilir. (3.76)-(3.83) denklemleri (3.21) ve (3.22) esitliklerinde yerine

yazilirsa Denklem (3.1)” in iyi taniml1 ¢dziimleri

A2 041 a(n+) )"
Wyt W, L a( DA _—b((ac—b A A A
Zopt = = . =W Z
n+ b2 b((ac=b=A)ntA) A
z 271

-1
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72042 Z(()(ac—b At +A) A

—h— DHAVAT . —ad (nv) A
S e A T (3.85)
W _ Zgz”“ _ ZS(HHW :Zc(n+l)2|" W—d((acAd—A)lHﬂ‘)/l,”'l (3 8 6)
2n+l Wi?"“ Will((ac_d_ll)”_(_ﬂqmm 0 -1 .
B WS’z,Hz 3 W(()(ac—d—/ll Wnt+)+2) 4 L (aemd A Y DA A —be(nt )2 387
Wanea = P Sbelns " =" Z (3.87)

-1 -1

seklinde olur ki ispat tamamlanirm.

Teorem 3.1’ in ispatindan asagidaki sonug elde edilir

Sonu¢ 3.2. ab,c,deZ, (z,,w,),.,, Sistem (3.1)° in 1yl tanimli ¢6zimi ve
Z 1,2y, W, W, € C—{0} olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur.

(a) Eger b=0 ise, Sistem (3.1)’ in genel ¢oziimii Denklem (3.39) ve Denklem (3.40) ile
verilir.

(b) Eger d =0 ise, Sistem (3.1)’ in genel ¢6ziimii Denklem (3.53) ve Denklem (3.54)
ile verilir.

(c) Eger bd #0 ve (ac—b—d)’ #4bd ise, Sistem (3.1)’ in genel ¢oziimii (3.71)-(3.74)’
deki denklemler ile verilir.

(d) Eger bd #0 ve (ac—b—d)’ =4bd ise, Sistem (3.1)’ in genel ¢oziimii (3.84)-(3.87)

> deki denklemler ile verilir m.

Yorum 3.3. Kompleks sayilarin kuvvetlerinin ¢ok degerliliginden kaginmak igin
a,b,c,d € Z kosulu alimmistir. Boylece z ,,z,,w_,w, € C baslangi¢ kosullar1 i¢in

Sistem (3.1)’in tek bir ¢oziimiiniin olmas1 amaglanmistir m.

Simdi Sistem (3.1)” in ¢ézlimleri kullanilarak, Sistem (3.1)” in ¢dzlimlerinin asimptotik

davranisi a, b, ¢ ve d’ nin durumlarina gore asagidaki teoremlerde incelenecektir.

Teorem 3.4. a,c,deZ, b=0, z_,z,,w ,,w, € C={0} ve (z,,w,),.,, Sistem (3.1)” in
iyi tanimli ¢6ziimii olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir.
(a) Eger ac=d ise, 0o zaman (z,,w,),., sisteminin ¢oziimleri er-ge¢ sabittir.
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(b) Eger ac—d=1 ise, o zaman (z,,w,),., sisteminin ¢oziimleri iki periyotlu;

ac—d =—1 ise, 0 zaman (z,,w,),._, sisteminin ¢oziimleri dort periyotludur.

(c) Eger ac—d >2 ve ()<|wg — o iken z,, , — 0 dir.

(d) Eger ac—d =2 ve \wg

(e) Eger wy =1 ise, 0 zaman VrneN,igin z,,,, =1 dir.

(f) Eger ac#d, a+0, 19=pq—7[ igin w,=¢", geN, peZ ise, o zaman z,,, T

periyotludur. Burada 7' <2q dur.

(g) Eger ac—d <-2 ve O<‘wg\<1 ise, 0 zaman n — « iken z,,,, —>0;

zaman n — o iken z,,,, — o dur.

(h) Eger ac—d <-2 ve O<|wg\ <1 ise, 0 zaman n— « iken z,, ., —> ®; "‘ >1 ise,
o zaman n — o iken z,, , — 0 dir.
Zac
(i) Eger ac—d =2 ve 0 <|—|<1 ise, 0 zaman n — o iken z,,, —0 dir.
—l
Zac
(j) Eger ac—d =2 ve |——{>1 ise, 0 zaman n —  iken z,,,, — o dur.
-1
~ » d - o . .
(k) Eger z;° =w’| ise, 0o zaman Vn eN i¢in z,, , =1 dir.
.
() Eger ac#d, a#0, c#0 veya d#0 ve 0 == igin z; =w"{e’, qeN, peZ
q
ise, 0 zaman z,,,, T periyotludur. Burada 7" <2¢g dur.
Zac ac
(m) Eger ac—d <-2 ve 0<|——|<1 ise, 0 zaman n— iken z,,, —>0; |—=>1
W—I Wi
ise, 0 zaman n — o iken z,,,, — o dur.
Zac ac
(m) Eger ac—d <2 ve 0<|——| <1 ise, 0 zaman n— iken z,, > ; |—>1 ise,

—1 w—l

o zaman n —  iken z,, =0 dir.

(0) Eger ac—d >2 ve 0<|—- <1 ise, 0 zaman n — o iken w,,,, =0 dur.
W
1
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c

Zo
d

W

(p) Eger ac—d >2 ve >1 ise, 0 zaman n — © iken w,, , — o dur.

- . d - .. .
(q) Eger z; =w, ise, o zaman VneN i¢in w,, ,, =1 dir.

y T . ; :
() Bger ac=d ve 0=LCicin z£=w'e”, qeN, peZ ise, o zaman w, , T
q

periyotludur. Burada 7 <2¢ dur.

c c
- Z . . .
(s) Eger ac—d <-2 ve 0<|—-|<1 ise, 0 zaman n — o iken w,,,, = 0; |—-|>1 ise,
W—l W—l
0 zaman n — o iken w,,,, — o dur.
z zy
(t) Eger ac—d <-2 ve 0<|—%- <1 ise, 0 zaman n—> oo iken w,, ; —>; |[—|>1 ise,
w w
-1 -1

o zaman n — o iken w,, ., — 0 dir.
(u) Eger ac—d 22 ve 0<|w,| <1 ise, 0 zaman n — o iken w,,,, — 0 dur.
(v) Eger ac—d =2 ve |w0| >1 ise, 0 zaman n — o iken w,,, — o dur.

(w) Eger w, =1 ise, o zaman Vne N w,, , =1, dir.

(x) Eger ac=d ve 0=L" igin w,=¢“, qeN, peZ ise, o zaman w,,, T
q

periyotludur. Burada 7' <2g dur.
(y) Eger ac—d <-2 ve |wy|>1 ise, 0 zaman n — o0 iken w,,,, = 0; 0<|w| <1 ise, 0

zaman n — o iken w,,,, —> oo dur.

(2) Eger ac—d <2 ve 0<|wy|<1 ise, 0 zaman n— o iken w,,,, = 0; |w|>1 ise, 0

zaman n — < iken w,, , —> oo dur.
Ispat. (g)-(z) onciillerinin ispatlar;, (a)-(f) onciillerinin ispatina benzer sekilde

yapilabileceginden, burada sadece (a)-(f) dnciillerinin ispatlar1 yapilacaktir.

(a): ac =d kosulu Denklem (3.39) ve Denklem (3.40)’ ta yerine yazilirsa, n €N, i¢in,
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_ q,atae=d)" _ o a(0)" _
Zonn1 =Wy =w, =1
Z(z)zc(ac—cl)” ZSC(O)”
Z = = =
2n+2 Wad(ac—d)" Wad(O)" ’

-1 -1
(3.88)
c(ac—d)" c(0)"
_ %0 _ %o
2n+l v PR )
Wfll(ac ) Wizl(O)

_ (a(‘*d)nﬂ _ (0)”“ _
Wonea =W =w, =1

elde edilir ki buda (z,,w,),._, sisteminin ¢dziimlerinin er-ge¢ sabit oldugunu gosterir.

(b): ac—d=1 kosulu Denklem (3.39) ve Denklem (3.40)’ ta yerine yazilirsa,

n e Njigin,
_ alac=d)" _ _a()' _ _ a
Zyun =Wy =Wy =W
ch(ac—d) Z(z)zc(l) Z(c)zc
ZZn+2 = P no d °
Wf;l (ac—d) W‘_’fl 1) W:l |
(3.89)
(ac—d)" ()" :
Z(C)(ac ) Z(c)( ) Z(C)
W2n+1 = d JY = (1) = d °
W,](ac_ ) e 1() we
_ (acid)m-l _ (l)"” o
Wi =Wy =W =W,

elde edilir. Denklem (3.89) dan (z,,w,),._, sisteminin ¢dzlimlerini iki periyotlu oldugu

kolayca goriiliir. Ote yandan ac—d =-1 ise, varsayim Denklem (3.39) ve Denklem

(3.40)’ ta yerine yazilirsa, ne N, icin,

_ a(ae=d)" _ . a(-1)"
Zop1 = Wo =W,
ch(ac—d)” ch( 1"
22n+2 = d N = 1—1)" °
Wfl (ac—=d) Wili (=)
, ; (3.90)
Zg(acfd) Z(c)’(*l)
Wans = d(acdy  _d(1)
W, w_
_ (a(77d)nwl _ (71)11”
Wan2 =Wy =W ;
elde edilir. Denklem (3.90)’ da sirasiyla n yerine 2n ve 2n+1 yazilirsa,
5 Zac(—l)Z” P
o ,aDT L a () _“0
Zap1 =W =Wy Zapn T ad(~1)>" =T
W, W,
2 (3.91)
(—=1)°" .
B ZS( ) _ Zg _ (—1)”“ _L
Wanet = - d Wania =Wo T,
w W Wo

Ve
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a(—1)2 1 ch(q)z”“ Wil(lj
Z4f’l+3 :WO :_aaz4n+4 = ad(_1)2n+l = ac
Wo W, 2
2 (3.92)
z ™" w) -1
Wines = Ty e Wina =W =W,

elde edilir ki bu da (z,,w,),., sisteminin ¢oziimlerinin dort periyotlu oldugunu

gosterir.

(¢)-(d): ac—d>2 ise o zaman n— o iken (ac—d)" —  oldugu kolayca goriiliir.

Bundan ve Denklem (3.39)’ dan, eger 0<‘w§ l <1 ise, limz, , =limw!“ " =0 dur.

n—>w0

>1 ise, limz,,,, =limw{“ " = elde edilir ki istenendir.
n—>w n—>0

Benzer sekilde, (w;
(e): w, =1 ifadesi Denklem (3.39)’ da yerine yazilirsa
ZZ,H_I _ Wg(ac—d)” — la(ac—d)" =1

elde edilir ki istenendir.

): o=~ icin ac#d, a#0, w,=¢", geN, peZ kosullar1 Denklem (3.39)’ da
q

kullanilirsa, n e N, i¢in,

2 i pa(ac—d)"
_ alac=d)y" __ g iONa(ac-d)' __ a(ac—d)" __
Ty =Wy =) =(e ) =e T (3.93)

bulunur. Ote yandan

pa, pa(ac—d), pa(ac—d)’,..., pa(ac—d)*,

sayilar1 arasinda 2¢q ile boliindliglinde ayni kalani veren 2 sayr vardir dyle ki
0<i<j<2qig¢in, pa(ac—d) ve pa(ac—d)’’ dir. Buise, k, €N igin

pa(ac—d)' — pa(ac —d)' =2k,q (3.94)
oldugu anlamina gelir. Denklem (3.94)’ iin her iki yani, m e N igin, (ac—d)" ile
carpilirsa

pa(ac—d)"™" — pa(ac—d)"" =2k,q(ac—d)"

elde edilir. Bu ise, ne N, i¢in, pa(ac—d)"(mod2q) dizisinin er-ge¢ 7T = j—i<2q

periyotlu oldugu anlamina gelir.
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Teorem 3.5. a,b,ceZ, d=0, z ,z,,w ,,w, € C—{0} ve (z,,w,),., Sistem (3.1)’ in
1yl tanimli ¢6ziimi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir.

(a) Eger ac =b ise, o zaman (z,,w,),._, sisteminin ¢dziimleri er-geg sabittir.

n’
(b) Eger ac-b=1 ise, o zaman (z,,w,),., sisteminin ¢oziimleri iki periyotlu;

ac—b=-1 ise, o zaman (z,,w,),._, sisteminin ¢dziimleri dort periyotludur.

n’

a
W,
TO — 0 dir.

(¢) Eger ac—b>2 ve 0< <1 ise, 0 zaman n — o iken z

2n+1
Z,

a

< W, . .

(d) Eger ac—b=2 ve |- >1 ise, 0 zaman n — o iken z,,,, — <o dur.
z

1

(e) Eger w{ =z’ ise, 0 zaman VneN,igin z,,,, =1 dir.

() Eger ac=b, 0= icin wi=z"¢", geN, peZ ise, o zaman z,, T
q

periyotludur. Burada 7 <2¢ dur.

a a

3 W, . . W, .
(g) Eger ac—b<-2 ve 0<|— <1 ise, 0 zaman n — 0 iken z,,,, —-0; |-/ >1 ise, o
VA Z
—1 -1

zaman n — o iken z,,,, — o dur.

a a

Wy ) . v .
> <1 ise, 0o zaman n — o iken z,,,, — ©; oy >1 ise,
-1 -1

(h) Eger ac—b<-2 ve 0<

o zaman n — o iken z,, , — 0 dir.
(i) Eger ac—b=2 ve 0< |zo\ <1 ise, 0 zaman n — o iken z,,,, =0 dir.
(j) Eger ac—b=2 ve |zo| >1 ise, 0 zaman n — o iken z,, ,, —> o dur.

(k) Eger ac=5b veya z, =1 ise, o zaman VrneN i¢in z,, ., =1 dir.

() Eger ac#b ve 0=~ icin z,=¢”, geN, peZ ise, o zaman z,,, T
q

periyotludur. Burada 7' <2g dur.
(m) Eger ac—b<-2 ve 0<|z,| <1 ise, 0 zaman n — o iken z,,,, > ®; |z[>1 ise, 0
zaman n — <« iken z,,,, = 0 dir.
(n) Eger ac—-b<-2 ve O<|Zo| <1 ise, o zaman n —> o iken z,, —0; |zo|>1 ise, o

zaman n — oo iken z,, — oo dur.

28



(o) Eger ac—b>2 ve 0<

z;| <1 ise, 0 zaman n — oo iken w,,,, = 0 dur.

(p) Eger ac—b=2 ve

zy|>1 ise, o zaman n — o iken w,,,, = o dur.

(q) Eger z; =1 ise, o zaman VrneN i¢in w,,,, =1 dir.

(r) Eger ac#b ve 0 =" icin zi=e"

q

, geN, peZ ise, o zaman w,,, T

periyotludur. Burada 7 <2¢ dur.

(s) Eger ac—b<-2 ve 0<‘Z(‘)’|<1 ise, 0 zaman n — o iken w,, , —0;

c :
zy|>1 1se, o

zaman n — « iken w,,,, — o dur.
(t) Eger ac—b<-2 ve O<\z§|<1 ise n—> o iken w,,,, — ©, eger ‘zg">1 ise n—> o0

iken w,, ., — 0 dir.

ac
y W, . .
(u) Eger ac—b>2 ve 0 <|——| <1 ise, 0 zaman n — o iken w,,,, — 0 dur.
-1

ac

< W, . :
(v) Eger ac—b>2 ve |——|>1 ise, 0 zaman n — o iken w,,,, — o dur.

~1
o be - .
(w) Eger w;* =2z"| ise, 0o zaman Vne N, w,, , =1, dir.

be i@

icin wy°=z"1¢", qeN, peZ ise, o zaman w,,, T

(x) Eger ac=b ve 0=2%
q

periyotludur. Burada 7 < 2¢ dur.

ac ac
< W, . . .
(y) Eger ac—b<-2 ve 0<|—=|<1 ise, 0 zaman n— o iken w,,,, = 0; |—=|>1 ise,

Z

0 zaman n — o iken w,,,, —> oo dur.
ac ac

9 W, . .
(z) Eger ac—b<-2 ve 0<|——| <1 ise, 0 zaman n — o iken w,,,, = ©;
z C

>1 ise,
-1

0 zaman n — o iken w,, ., — 0 dir.

Ispat
(a): ac =b kosulu Denklem (3.53) ve Denklem (3.54)’ te yerine yazilirsa, ne N icin,
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g
ZZn+l - Zfiac_b)n - foo)n —
Zoni2 = (()aﬁb)’m =Z(()0)IM =1,
W = gelae) e _q (3.95)
2+l = 20 0 )
L Wgc(ac—b)” B e’ »
2n+2 T betac—b)’ N be(0)' T

-1

elde edilir ki bu da (z

-1

w,), -, sisteminin ¢éziimlerinin er-ge¢ sabit oldugunu gosterir

n’

(b): ac—b=1 kosulu Denklem (3.53) ve Denklem (3.54)’ te yerine yazilirsa,

n e Njigin,
a(ac—b)" a(1)" a
3 W _ W _W
2n+l T b(ac—b)" - b(1)" b
Z, -1 Z
_ (acfb)"ﬂ _ (l)"” _
D2 =49 =2y T Zpo (3.96)
_c(ac=bY _ _e()" _ e )
Wan1 = 2o =Zy " TZps
Wgc(uc—b)" Wgc(l)" Wgc
W. = = =
2n+2 be(ac—b)" be(1)" be 2
z-, zZ Z_,4

elde edilir. Denklem (3.96)’ dan (z,,w,),., sisteminin ¢Oziimlerinin er-ge¢ iki

periyotlu oldugu kolayca goriiliir. Ote yandan ac—b=-1 kosulu Denklem (3.53) ve

Denklem (3.54)’ te yerine yazilirsa, n € N, i¢in,

Wg(acfb)" Wg(—l)”
Zant T blac—by (1)
Z Z
(CIC*}J)HH (71)n+1
z =z =z
2n+2 0 0 s
. (3.97)
_ _clac=b)" _ _e(-1)"
Wan1 = 2o =Zy
Wgc(ac—b)" Wgc(—l)"
wW. = =
2n+2 Zbc(ac—b)" Zbc(—l)” ’

-1 -1

elde edilir. Denklem(3.97)’ de sirasiyla n yerine 2n ve 2n+1 yazilirsa,

\2n
Wa( b “ 2t 1
z _ " _ "0 z _ Z( 1) —
Anel T gy T b0 4n+2 T <0 - ’
Z_, _ Zy
2 (3.98)
ac(-1)" ac
_ e e _W -
W4n+l - ZO - ZO’ W4n+2 - be(-1)2" = _be
Z_4 Z
Ve
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—1 2n+
Wa( ) Z/)

_ 0 _ -1 _ (71)2/#2 _
Zans = 0 _Wa s Zanss — 2o =2
zZ
-1
B (3.99)
(1) 1 Wgc Z_;
w =Z = — wW =
4n+3 0 c? 4n+4 be(—1)2 ac
Z z_, Wo

elde edilir ki bu da (z,,w,),._, sisteminin ¢dziimlerinin er-ge¢ dort periyotlu oldugunu
gosterir.

(¢)-(d): ac—b>2 ise o zaman n— » iken (ac—b)" — o oldugu kolayca goriiliir. Bu

a
ve Denklem (3.53y ten, eger 0<|—- <1 ise,
z
a(ac—b)" Wa a
limz,,,, =lim—"——=1im(—>)“"" =0 dir. Benzer sekilde, 0I>1  ise,
n—w n—w b(ac=b) n—w Zb Zb
Z_1 -1 -1
a(ac—b)" Wa
limz,  =lim—> =lim(=2)“™" = elde edilir ki istenendir.
2n+l " b
n—>o0 n—son Zbim’—b) n—0 z’,

(e): w =z", ifadesi Denklem (3.53)’ te yerine yazilirsa
Wg(ac—b)”

Z =
2n+l b(ac—b)"
Z_1 -1

Wa B! B!
— (_b())(ac b) _ l(ac h) :1
Z

elde edilir ki istenendir.

(: 0=L% icin wi=z"e", geN, peZ kosullari Denklem (3.53) te kullanilirsa,
q

neN, icin,
a(ac—b)" a DT . p(ac—b)"
W, w, 0 . u i " Tt
_ " _ 0 \(ac—h)" __ i N(ac=h)" __ g \(ac=h)" _ q
2o = ey Z—,,) =(e") =(e ") =e (3.100)

-1 -1

bulunur. Ote yandan
p, plac—b), plac—b)’,..., p(ac—b)*
sayilar1 arasinda 2¢q ile boliindiigiinde ayni kalani veren 2 sayr vardir Oyleki
0<i<j<2qig¢in, p(ac—b) ve p(ac—b)’’ dir. Buise, k, €N igin
plac—b) — p(ac—b)' =2k,q (3.101)
oldugu anlamina gelir. Denklem (3.101) in her iki yanini, m € N i¢in, (ac—5b)" ile
carpilirsa
plac—b)"" = p(ac —b)""" =2k,q(ac —b)"
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elde edilir. Bu ise, neN, icin, p(ac—5b)"(mod2q) dizisinin er-ge¢ 7 =j—i<2q
periyotlu oldugu anlamina gelir.
(g)-(h): ac—b<-2 oldugundan, Denklem (3.53)’ te sirasiyla »n yerine 2n ve
2n+1yazildiginda, n e N, i¢in,

a(ac h)

Do neN, (3.102)

Z4n+l b(ac—b)zn ?
-1

a(ac—h)>""!

=M Sy d e, (3.103)

z
4n+3 b(ac—/?)znﬂ z
,] -1

elde edilir. Denklem (3.102)’ den

a(acfb)

limz,, = hrn——hm( " )("‘ D7 elde edilir. Eger 0<
n—w " n—w b(ac by’

a

<1 1se hmz4 2=0

Z—l

a

>1 ise, hmz4 ., = oldugu kolayca gériiliir. Ote yandan Denklem(3.103)

oldugu,

a
Wo) ac b\

elde edilir. Eger 0< <1 ise hmz

ane3 = P, CECT

‘ten 11mz4n , =lim(—~
n—>0 271

>1 iselimz,, ; =0 oldugu kolayca goriiliir.

Z

a
Wo <

b
Z,

(i)-(D: (c)-(f) onciillerinin ispatlarinda

nin yerine z,, z,,,, in yerine de z,,,,

almarak (1)-(1)’ nin ispat1 benzer sekilde yapilabilir.

(m)-(n): Denklem (3.53)’te n yerine sirasiyla 2n ve 2n—1 yazilirsa.

2n+1

Zopr =2y (3.104)

= g™ (3.105)

z 4n+4

2n+1

elde edilir. ac—b<-2 ise o zaman n — o iken —|ac b — —o oldugu kolayca

goriilir. Bu ve Denklem (3.104)° den llmz4m2—hmz et

n—w

elde edilir. Eger

0<|z,| <1 ise limz,, , = oldugu, =0 oldugu kolayca goriiliir.

2n+2

Ote yandan ac—b<-2 sartindan n— o iken (ac—h)*""* — o olur. Bu ve Denklem
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(ac_b)2n+2

(3.105)’den limz,, ,, =limz, elde edilir. Eger 0<\ZO‘<1 ise limz, ,=0

oldugu, = o0 oldugu kolayca goriiliir.

4n+4
00

0)-(r): w,,, :(zg)(‘”_")” esitligi kullanilarak (0)-(q) Onciillerinin ispati kolayca elde
edilir. (r) onciiliiniin ispati ise (f) Onciiliiniin ispatina benzer sekilde yapilabilir.

(s)-(t): Denklem (3.54)’te n yerine sirasiyla 2n ve 2n+1 yazilirsa.

Wy = 25 (3.106)
W = (20) (3.107)
elde edilir. ac—b<-2 ise o zaman n— o iken (ac—b)" — o oldugu kolayca

c(ac—h)*"

goriiliir. Bu ve Denklem (3.106)” dan hm W, = 11mz elde edilir. Eger 0< ‘zg | <1

ise limw, , =0 oldugu,
n—>0

zg" >1 ise 11_{2 w,,,, = oldugu kolayca goriiliir. Ote yandan

" s _% olur. Bu ve Denklem (3.107)’den

ac—b < -2 sartindan n — « iken

: 1 ¢ 7‘ac—b|2"Jrl [ eN—® o1 ., ¢ . . .
}1;1133 Wy,5 = 113;(20) =(z;)" elde edilir. Eger 0O<|zj|<l ise limw,, ,=0o0

n—»0

zo‘ >1 ise limw,, , =0 oldugu kolayca goriiliir.

n—ow

oldugu,

0

(ac—b)
w-x): w,,,, =( o j esitligi kullanilarak (u)-(w) onciillerinin ispat1 kolayca elde

—1

edilir. (x) onciiliiniin ispat1 ise (f) Onciiliiniin ispatina benzer sekilde yapilabilir.

(y)-(z): Denklem (3.54)’te n yerine sirastyla 2n ve 2n+1 yazilirsa

ac(ac— b)

Wyir = 7@;7-( )W“ (3.108)
—1

T ( )'””’| (3.109)

1

elde edilir. ac—h<-2 ise o zaman n—>o iken (ac—h)" — o oldugu kolayca

goriiliir. Bu ve Denklem (3.108)’ den limw4n+2=1im(w—20)(”c‘b)zn elde edilir. Eger

ac
w

0<|—%
Z

ac
—>1 ise limw, =00 oldugu kolayca
i n—>

<1 ise limw,, , =0 oldugu,

goriiliir. Ote yandan ac—b<-2 ise 0 zaman n—> o iken —|ac—b\2"+] — —oo0 oldugu
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kolayca goriilir. Bu ve Denklem (3.109)’ dan limw,, , :lim(w—[‘jc)7‘“7}"%l elde edilir.

ac ac

5 W, — . o y
Eger 0<|—|<1 ise }111_)n010w4"+4 = oldugu, |—=|>1 ise 'lll_rgmw4 =0 oldugu kolayca

-1 -1

gorilirm.

Teorem 3.6. a,b,c,deZ, z ,,z,,w_,w, € C—{0}, (ac—bh-d)’ =4bd , ac—b—d =2
ve (z,,W,),-_;, Sistem (3.1)" in 1yl tanimli ¢6ziimii olsun. Bu durumda asagidaki

ifadeler saglanir.

a

w,
~ 0 . .
(a) Eger 0< == <1 ise, 0 zaman n — o iken z,,,, — 0 dir.

-1

a

W,
~ 0 . .
(b) Eger prT== >1 ise, 0 zaman n — o iken z,, , —  dur.
-1
Wa
~ a __ _b(ac—b-1) : . _ " :
(c) Eger wy =2z ise, 0 zaman n — o iken z,, , =— dir.

-1

(d) Eger 6 = Pz igin wj =z"“?*Ve’ geN, peZ ise, 0 zaman z,,,, T periyotludur.
q

Burada 7' <2¢g dur.

ac—b—1

(e) Eger 0 <|—"——| <1 ise, 0 zaman n — 0 iken z,,,, =0 dur.
w

-1

ac—b-1

(f) Eger ‘;}ad >1 ise, 0 zaman n — o iken z,,,, — © dur.

-1

ac—b
- ac=b-1 _ _ ad : : _“0 :
(g) Eger z; =w ise, 0 zaman n — o iken z, , =——- dir.

-1

(h) Eger 0 =2Z icin 20" =we® , geN, peZ ise, o zaman Z,,., I periyotludur.
q

Burada 7' <2¢g dur.

c

Z
. - 0 . .
(i) Eger 0< e <1 ise, 0 zaman n — o iken w,,,, — 0 dir.
-1

c
b4
. ~ 0 . .
(j) Eger W= >1 ise, 0 zaman n — o iken w,,,, —> o dur.
-1
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~ c _  d(ac—d-1) : . o ZO .
(k) Eger z; = w ise, 0 zaman n —> o iken w, , =—— dir.

() Eger 0 =27 icin 26 =w!““e”  geN, peZ ise, o zaman w, ., T periyotludur.
q

Burada 7' <2¢g dur.

ac—d—1

(m) Eger 0 <|————|<1 ise, 0 zaman n — o iken w,, , — 0 dir.

-1

ac—d—1
(n) Eger | ———|>1 ise, 0 zaman n — o iken w,,,, — oo dur.
z
-1

< —d-1 be - . .
(0) Eger w;““" =z7| ise, 0 zaman n — « iken w,, , =——— dir.

(p) Eger 0 =2Z icin we " =2, geN, peZ ise, o zaman w,, ., T periyotludur.

Burada 7' <2¢g dur.

Ispat ac—b—d =2 kosulu Denklem (3.75)’te yazilirsa karakteristik denkleminin
kokleri A4, =4, =1 dir. Elde edilen bu deger (3.84)-(3.87) denlemlerinde yerine

yazildiginda
a(n+1) a a
Zons1 = b((‘:}:—h—l)nﬂ) =K}?( h(aM:?h—l))n (3.110)
A z, Zz i
Z(ac—b—l)(n+l)+1 Zac—b (ac—b-1)
—_ 0 _“0 0 n
Zzn+2 - Wfi[(nﬂ) - Wﬁ] ( Wi?’ ) (31 1 1)
c(n+l) c c
Z 4
— 0 ) 0 n
Wonn = wiil((ac—d—l)ml) - Will Will(ac—d—l)) (3-1 12)
(ac—d-1)(n+l)+1 ac—d ac—d—-1
W, W,
—__0 _ 0 0 n
Wania = be(n+l) ke ( be ) (3-113)
Z_ z_ z_

esitlikleri elde edilir.

, . Ws W,
(a)-(c): Denklem (3.110)’dan }llr};zz”+1 = },Iigz_bo(sz?b—l))
-1 4

elde edilir. Eger

a a

W w,
0 ; 3 — : = 0
= <1 ise 111121 z,,.,=0 dir. Benzer sekilde eger S

-1 -1

0< >1 ise
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a
) B . , < a _ _blac=b-1) - W
}ll_r}gzznﬂ =oo dur. Ote yandan Denklem (3.110)’da eger wj =z’ ise z,,, = >

-1

oldugu kolayca gortiliir.

(d): 0= Pz icin w{ =z""“""e’ geN, peZ kosullari Denklem (3.110) da
q

kullanilirsa, n € N i¢in,

Wa P a irP"

0ty =2 ¢ (3.114)
o z

a a
wo i
b z

-1

no__ Wg iG\n __
b(ac—b—l)) - _b(e ) =
Z—l

-1 -1

Zop =

elde edilir. Teorem 3.5” in (f) Onciiliiniin ispatinda a(ac—»)" yerine n alarak Teorem

3.5- (f) Onciiliiniin ispatina benzer sekilde ispat yapilabilir.

ac—b (ac—b-1)

(e)-(g): Denklem (3.111)’ den limz, , = lim%(z"T)” elde edilir. Burada
n—>w0 n—»o0 W71 W_l
ac—b-1 ac—b-1
0< iv" —|<l ise limz, ,=0 dir. Benzer sekilde eger —I>1 ise
o 1
s Zacfb
limz, , =codur. Ote yandan Denklem (3.111)’de eZer zo " =w ise z,,, ="

-1

oldugu kolayca gortiliir.

(h): 0= icin 2" =we’, geN, peZ kosullan Denklem (3.111) de
q

kullanilirsa, n e N, i¢in,

ac—b (ac—b-1) ac—b ac—b ac-b
_% (A _ %

pr
: z =
= ( )" = (€)' =—(e 1) =F(e
2 w it w w w ©

i7rﬂ
q

V4

(3.115)

elde edilir. Benzer sekilde Teorem 3.5’ in (f) Onciiliiniin ispatinda a(ac—b)" yerine n

alarak Teorem 3.5- (f) Onciiliiniin ispatina benzer sekilde ispat yapilabilir.
2 %

d( d(ac—d-1
W,l W_](ac )

(i)-(k): Denklem (3.112)’ den limw,,, =lim )" yazilabilir. Burada eger

C
Zy

Wﬁil(ac—d—l)

c
_ %0
Wfil(ac—d—l)

0< <1 1ise, limw, =0 dir. Benzer sekilde eger >1 ise

: 2 - c ac—d— . Zc
limw, ., = dur. Ote yandan Denklem (3.112)’de eger z; = w'{“ ™ ise w,,, =—2

n—>0 )

oldugu kolayca goriiliir.
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M: =22 icin z=w'““Ve’ geN, peZ kosullart Denklem (3.112) de
q

kullanilirsa, n € N ig¢in,
P pn
) Zy n 8 7 n_ 2y Ty
Wyt = — i (G = — e ) =—- (e) (3.116)
2n+l i{] Wiil(au—a’—l) Wf]

19

dir. Benzer sekilde Teorem 3.5 in (f) onciiliiniin ispatinda a(ac—»b)" yerine n alarak

Teorem 3.5- (f) Onciilliniin ispatina benzer sekilde ispat yapilabilir.

ac—d ac—d—1
(m)-(0): Denklem (3.113) ‘den hmw2 > hﬁn; Wz()m (WOZT)” dir. Burada eger
-1 -1
ac—d-1 ac—d—1
0< OZbc <1 ise ,I,EEW”*Z =0 dir. Benzer sekilde eger Ozb" >1 ise an30w2n+2 =
—1 -1
ac—d-1
dur. Ote yandan Denklem (3.113)’ te eger w;“ ‘"' =z ise w,, = OZT oldugu

kolayca gortiliir.

(p): =% icin wi =2"e"  geN, peZ kosullari Denklem (3.113)’ de
q

kullanilirsa, n e N, i¢in,

Wac—d Wac—d—l Wac—d " Wac—d P Wm —d n
Wi,pr = Z°b ()" = Z“,,c (¢ )”:—Z",,C (e?) = _ (@ ¢ (3.117)

—1 -1 -1 -1
dir. Benzer sekilde Teorem 3.5’ in (f) Onciiliinlin ispatinda a(ac—»5)" yerine n alarak

Teorem 3.5- (f) Onciiliiniin ispatina benzer sekilde ispat yapilabilir m.

Teorem 3.7. a,b,c,d €7, z_,zy,w ,,w, € C—{0}, (ac—b—d)’ =4bd , ac—b—d =2
ve (z,,W,),-_;, Sistem (3.1)" in iyi tamiml ¢6ziimii olsun. Bu durumda asagidaki

ifadeler saglanir.

a

(a) Eger 0< m <1 ise, o zaman n — o iken z,,,, =0 ve z,,  ; —> oo dur.

—1

a
(b) Eger W >1 ise, 0 zaman n — o iken z,,,, —>» ve z,, ., — 0 dir.

A : wy 1 d
(c) Eger W =1 ise,0zaman z,, , =—-= ,neNj, d.

Z, 20 Zapss
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a b(ac b+1)

(d) Eger 0=% icin wyz’ , qeN, peZ ise, o zaman z,,,, Ve z,,,.; I

periyotludur. Burada 7' <2¢ dur.

ac—b+1

(e) Eger 0< &)

<1 ise, 0 zaman n — « iken z,,,, -0 ve z,,,, — oo dur.

ac—b+1
(f) Eger OWT >1 ise, 0 zaman n — oo iken z,,,, > ve z,,,, =0 dir.
-1

ac—b+1 Zac*b
(g) Eger =1 ise, 0 zaman z,, , =——= ,neNy, dm.
1 W, Zania
= )44 ac—b+1 ad _i0 .
(h) Eger 9=7 i¢in z; =w'e”, geN, peZ ise, o zaman z,,,, ve z,,., I

periyotludur. Burada 7' <2¢ dur.

d(uc d+1)

ZoW

<1 ise, 0o zaman n — o iken w,,,, -0 ve w,, , — o dur.

d(ac d+1)
ZyW

(j) Eger

>1 ise, 0 zaman n — oo iken w,,,, — © ve w,, ; — 0 di.

c
d d+1 . Z 1
(k) Eger zgw’(“™**V =1 ise, 0 zaman w,, , =—> =——, nelN,, di.
w,
-1 4n+3

3 V4 p .
(1) Eger 6’=p7 icin ziw!“ " =¢’ geN, peZ ise, o zaman w,,, ve w, ., T

periyotludur. Burada 7 < 2¢ dur.

ac—d+1
(m) Eger 0 <|———| <1 ise, 0 zaman n — o iken w,,,, =0 ve w,,,, —> o dur.
Z
—1
ac—d+1
(n) Eger | ——|>1 ise, 0 zaman n — o iken w,,,, = © ve w,,,, — 0 dur.
-1
Wac—d
ac d+1 be 0 _
(o) Eger w, =z’| ise, 0 zaman w,, , =——=——, ne N, dir.

-1 Wira

< 4 d+l _ _bc ib .
(p) Eger 6’=p7 icin wi" " =z"e", qeN, peZ ise, o zaman w,,,, ve W, 5 T

periyotludur. Burada 7' <2¢ dur.
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Ispat ac—b—d =-2 kosulu Denklem (3.75)’te yazilirsa karakteristik denkleminin
kokleri A4, =A,=-1 dir. Elde edilen bu deger (3.84)-(3.87) denlemlerinde yerine

yazildiginda
a(n+)(=1)" a(-1y" a
z, = M Mo yucry (3.118)
2n+l b((ac=b+1)n-1)(-1)"" D 5 blac=b+l)

—1 -1 -1

S(@cb) =D (aesb)(-1)' ac-bil

0 0 0 n(-1y"
z, = = ( ) (3.119)
2042 1y Y d
n Wad(n+1)( 1) Wiul{( 1) W:ll
c(n+)(-1)" c(-1)" c
z zZ z "
0 0 0 n(-1y
W = = ( ) (3.120)
20+ i = . (o
s Wff(ua—d+l)n—l)(—l) ! Will( 1) W_a’(ac d+1)
((ac—d+1)(n+1)-1)(-1)" (ac—a’)(—l)" ae—d+l
w, w, p
— _ 0 n(-1)
Mo = T ey T ety (?c) (3.121)

1 1 -1

esitlikleri elde edilir. (3.118)-(3.121) denklemlerinde » yerine sirasiyla 2n ve 2n+I

alinirsa
a —b(ac—b+1)
wl W, Z V4
_0 0 2n 1 20+l
Zgpn — ( —h(ac—h+1) ) s Zapz = (7a) 5 (3 . 122)
271 zZ, 1/1/0 W,
ac—b ac—b+1 ad ad
Z w w
=20 20y _ " T \2nl
Z4”+2 - ad ( ad ) ’ Z4VH4 T _ac-b ac—b+l ) 4 (3 . 123)
Wy Wy 2y 0
o e d d(ac —d+1)
—_ 0 0 2n 2n+1
W4n+1 - 4 ( —d(ac—d+1) ) ) 4n+3 ( ) 5 (3 124)
W, w, ZO
(ac—d) cc—d+1 be be
W, W, V4 z
0 0 2n _ -1 —1 2n+1
W4n+2 he ( he ) L) W4,H4 - (ac—d) ( e—d+l ) (3 125)
Z_, z, Wy W0
bulunur.

(a)-(c): Denklem (3.122)” de her iki denklemin esitligininher iki tarafinin limiti alinirsa

a a b —b(ac—b+1)

—th( %o )" ve 11mz =lim— (——

)2n+1
=0 Z b(ac b+1) 4n+3 P W WO

limz,, yazilir. Burada ti¢
n—>0

a
M
Z:lb(ac—bH)

<1 ise limz, , =0 ve 11mz =00 dur.

n—®0

durum s6z konusudur. Eger 0<

4n+l 4n+3

a
Wo

Benzer $ek11de cger W
-1

>1 ise limz, 6 = ve hrnzM+3 =0 dir. Ote yandan

n—o0

a
W, 1
. W, - et
b+1) =lise z,,,,=— = . oldugu kolayca goriiliir.
—1 -1 4n+3

Denklem (3.122)’de eger
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(d): 9=% icin wiz"\“"M =e”, geN, peZ kosullari Denklem (3.122)’ de

kullanilirsa
a a a a 2P
z _ Wo ( WO )2n _ Wo (eiﬁ)Zrl _ WO em q
dntl T —b(ac—b+1) - )
Z4 24 24 Z
Sb phlac—b+) 2P JLEE L
“1 —1 2n+l _ “ —i0N\2n+l _ “—] q
Zgpez = ( )T =— (@) = ¢
wy Wo Wo

esitlikleri yazilir. Benzer sekilde Teorem 3.5 in (f) Onciiliiniin ispatinda a(ac—b5)"

yerine sirasityla 2n ve 2n+1 alarak Teorem 3.5- (f) Onciiliiniin ispatina benzer sekilde

ispat yapilabilir.
(e)-(g): Denklem (3.123)’ te her iki denklemin esitligininher iki tarafinin limiti alinirsa
Zac —b ac—b+1 Wad wad
limz,,,, =lim v(t)/“ —(2—)*" ve limz,,,, =lim im— — ZT:;H)MH ifadeleri yazilabilir.
-1 -1 0 0

ac—b+1

<1 ise hmz =0 ve

Burada yine ili¢ durum soz konusudur. Eger 0< anin

-1

ac—b+1

,1,1_{2 z,,., = dur. Benzer sekilde eger >1 1se 1111_{2 Z,,., =% ve limz, , =0 dir.

n—w

-1

ac—b+1 a
Ote yandan Denklem (3.123)’te eger % =11se z, , Yo _ ! oldugu kolayca
w

ad b
-1 Z—l Z4n+4

gortliir.
(h): 6= Pz icin z"" =w"e’, geN, peZ kosullar1 Denklem (3.123)’
q

kullanilirsa, n e N, i¢in,

ac—b ac—b+1 ac—b ac-b  2np
z Zo ( 0 )2}1 _ Z() (ei9)2n — ZO em q
4n+2 T Wad ad ad ad
-1 -1 -1 -1
. (3.126)
ad ad ad ad _, <l p
. W W, )2n+1 W (e —19)2n+| W e Ty
An+d T _ac-b ac—h+1 B ac—h = _ac—h
20 & 0 0

elde edilir. Benzer sekilde Teorem 3.5” in (f) Onciiliiniin ispatinda a(ac—5)" yerine

sirastyla 2n ve 2n+1 alarak Teorem 3.5- (f) Onciiliiniin ispatina benzer sekilde ispat
yapilabilir.
(i)-(k): Denklem (3.124)’ te her iki denklemin esitligininher iki tarafinin limiti alinirsa
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c d —d(ac d+1)

c
Z, 4
_ 0 2n _ —1 _|
llrn Wy, = lim—>- (W) ve lim NWy,5 = lim =L (——
n—w W oW n— n—m Z ZO

)" yazilabilir.

(4

Burada da {i¢ durum soéz konusudur. Eger 0< <1l ise limw, A =0 ve
n—0

d(ac d+1)

.
z
1 _ . - 0 . . -
limw, ,=c dur. Benzer sekilde eger —dteD) >1 ise limw,, =0 ve
n—>0 W_] n—>0
ZC
) 3 .. i 5 ; ~ '
}}_{EW%H =0 dir. Ote yandan Denklem (3.124)’de eger ———— TaediD =1 1ise
-1
a
w, 1
_ 0 - e eeqee

Zgpir =5 = oldugu kolayca goriiliir.

Z—] Z4n+4

): 0=% icin ziw!“ ™ =¢” ¢qeN, peZ kosullar1 Denklem (3.124)

kullanilirsa, n e N, i¢in,

c c c c mzﬂ
W — ZO ( ZO )2n — Z(] (eiﬁ)ZH — ZO q
4n+l d —d (ac—d+1) d d
~ e y (3.127)
d —d(ac —d+1) Wd Wd _mﬂ
2n+l _ YV —i@\2n+l __ "V q
Wines = ( )= (@) =—e
ZO Zy Z

elde edilir. Benzer sekilde Teorem 3.5 in (f) Onciiliiniin ispatinda a(ac—b)" yerine

stirastyla 2n ve 2n+1 alarak Teorem 3.5- (f) Onciiliiniin ispatina benzer sekilde ispat

yapilabilir.
(m)-(0): Denklem (3.125)’ te her iki denklemin esitligininher iki tarafinin limiti alinirsa
(ac—d) ac—d+1 bc bc
W, W, z z
1 — im0 (0 y2n R B e B 220 1:
}ggmm = }gg — (=) ve limw,, , =lim—=—(—=7) yazilabilir.
271 Z_1 n—o n—w WO )
ac—d+1

<1l 1ise limw,  ,=0 ve

n—w

Burada da ii¢ durum s6z konusudur. Eger 0<|——

-1

ac—d+1
. _ . - 0

limw, ,, = dur. Benzer sekilde eger —(>1 ise hm W, = 0 ve limw,,  ,=o
n—>®0 271 n—»0

Wac—d+1 Wac—d 1
dur. Son olarak Denklem (3.125)’ te eger —4—=11ise w, , =——— = oldugu

Zbc 4n+2 Zbc w
-1 -1 4n+4

kolayca goriiliir.
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p7r ac—d+1 be i0

(p): O=— igin w, =z, gqeN, peZ kosullart Denklem (3.125)

kullanilirsa, n € N i¢in,

(ac—d) ac—d+1 (ac—d) (ac—d) ;. 2np
W — WO ( 0 )Zn — w() (ei9)2n — WO em q
4n+2 bc be be bc
Z 1 -1 Z_
- (3.128)
be bc be be L st p
w, —L(L)ZHH —_ A (e 716’)2n+1 Z. e Ty
4n+d Wéac—d) Wgc—dll - lae=d) (ac -d)

elde edilir. Benzer sekilde Teorem 3.5” in (f) Onciiliiniin ispatinda a(ac—5b)" yerine

stirastyla 2n ve 2n+1 alarak Teorem 3.5- (f) Onciiliiniin ispatina benzer sekilde ispat

yapilabilirm.

Teorem 3.8. a,b,c,deZ, z,z,w, w,€C—-{0}, bd=#0, (ac—b—d)’ =4bd ,

ac—-b—d >2 ve (z,,w,),.,, Sistem (3.1)’ in iyi taniml1 ¢6ziimii olsun. Bu durumda

nz—

asagidaki ifadeler saglanir.

aly

W,
(a) Eger 0< %

T/I) <1 ise, 0 zaman n — oo iken z,,,, — 0 dir.

a’
5 w, . .
(b) Eger ﬁ >1 ise, 0 zaman n — o iken z,,,, — o dur.
—l

a
(¢) Eger wi =z"“""% ve 0< —bo <1 ise, 0 zaman n — o iken z,,,, — 0 dir.

Z,

: W,
b(ac—b— . .
(d) Eger wy" =z"\"" ve | =X >1 ise, 0 zaman n — » iken z,,,, —>  dur.
z
1

ﬂ b(ac—h— b
(e) Eger wit =z"“"% ve wi =z’ ise,0zaman z,,,, =1 ,neN, dir.

h(ac—b— j .
() Eger 0 —7 icin Wi = 2" ve wi=z"e”, qeN, peZ ise, o zaman z,,

T periyotludur. Burada 7' <2q dur.

ac—b-4,
(g) Eger 0 <|———|<1 ise, 0 zaman n — o iken z,,,, — 0 dir.
w

ac—b-7
(h) Eger |-*——|>1 ise, 0 zaman n —  iken z,,,, = dur.
w
-1
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ac—b
0
ad
-1

@) Eger z0"" =w" ve 0< <1 ise, 0 zaman n — o iken z,,,, — 0 dur.

ac—b

. - ac—=b=A __ _ ad 0 . .
(j) Eger z, =w' ve |——|>1 ise, 0 zaman n — o iken z,, , —> % dur.

-1

< —b— d —b d -
(k) Eger zi"" =w" ve zi" =w" ise, 0 zaman z,,,, =1 neN, dr.
- o, . —b-1, d b d 6 .
(1) Eger 6’=p7 icin z;" " =w" ve z," =w'e”, qeN, peZ ise, o zaman z,,,,

T periyotludur. Burada 7 <2g dur.

ch
~ 0 . .
(m) Eger 0< =] <1 ise, 0o zaman n — o iken w,,,, — 0 dir.
-1
Zc/ll
- 0 . .
(n) Eger g7y >1 ise, 0 zaman n — o iken w, ,, — 0 dir.
-1
ZC
- d(ac—d— . .
(0) Eger z; =w’"“ ™ ve 0< —-| <1 ise, 0 zaman n — o iken w,, , — 0 dur.
w
—1
ZC
I~ A, d(ac—d—1 : .
(p) Eger zJ" = w/“" ") ve —->1 ise, 0 zaman n — o iken w,,,, —> o dur.
w
-1
cA d(ac—d-12))

- d -
(q) Eger z," = w' ve z, =w’ ise, 0 zaman w,,,, =1 neN dir.

e dac—d—-2;)

y T .. _ .
(r) Eger 0 =22 icin z% = w" ve z, =w'e”, qeN, peZ ise, o zaman w,,,,
q

T periyotludur. Burada 7 <2g dur.

ac—d -7
(s) Eger 0< OZT <1 ise, o zaman n — « iken w,, , — 0 dir.
-1

ac—d -7
(t) Eger | ——|>1 ise, 0 zaman n — o iken w,,,, = dur.
Z
ac—d
- —d-4, b . .
(w) Eger wi™ " =2z" ve 0<|—,—|<1 ise, 0 zaman n — o iken w,,,, = 0 dur.
z
-1
ac—d
- —d -} b . .
(v) Eger wy" "™ =z] ve |=5—|>1 ise, 0 zaman n — o iken w,,,, — o dur.
z
-1
“ —d - b -d be - .
(w) Eger wi“™ ™" =2" ve wi =z ise, 0 zaman w,, , =1 dir.
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- T d- b d b
(x) Eger 0=L" icin Wi =2" ve W =2, qeN, peZ ise, o zaman w,,,
q

T periyotludur. Burada 7 <2¢ dur.

Ispat (ac—b—d)’ =4bd kosulu Denklem (3.75)’te yazilirsa karakteristik denkleminin

kokleri 4, =7, =,/|bd| >1 dir. Elde edilen bu deger (3.84)-(3.87) denlemlerinde yerine

yazildiginda
a(n+1) A
wW n-1
— 0 A ni
2ot T Sbac=b=i)nti 4! ( ) (e b(ac b2 ) > (3.129)
-1
Z((ac—b—ll Wt +A) A e b P b—74
_ =0 _ A
Zyin = o == W ) (20 o ) (3.130)
W, W
c(n+) A" ch
V4 Z n-1
_ 0 _ 7 0 nk
W2n+1 - d((ac—d—I)n+ Ay ) A 1 ( ) ( d(ac 4 ,{1)) D (3131)
w,, w,,
((ac—d =2 W nt)+24) A ac—d ac—d—A4
v =M ‘ LW N A (3.132)
2n42 Sbe(r " e be .
,1 -1 -1
bulunur.

(a)-(e):Denklem (3.129)’un her iki denklemin esitliginin her iki tarafinin limiti alinirsa

a a
W, n W, -1
. T 0 \A 0 ni o1 . o -
}ggzzm _}gg(—b) ! (m) yazilabilir. Burada ii¢ durum s6z konusudur. Eger
Z, -l
aﬂq Wg/h
0< bw S <1 ise }lggzznﬂ =0 dir. Benzer sekilde eger PR >1 ise
-1 -1
waﬂl
. B , 5 A 3 ,
}ll_r)gzzn+1 =oo dir. Ayrica Denklem (3.129)’da  eger == =1 ise

-1

a;{l] -1 4 n n-1 4 n
Z = ( )*1 (W)M« :(:"—;)4 (1" :(:‘/—;)4 oldugu kolayca goriiliir. Buradan
-1 -1

d

hmzzﬂ+1 hm( )ﬂ1 dur. Eger 0<|—~

n—>

<1 ise hrnz2 =0 dir. Benzer sekilde eger

n—

Z—l

a

—=|>1 ise hm 02,0 =oodur. Eger Kbo =1 ise z,,,, =1 oldugu kolayca gortiliir.

Z
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ay b(ac—b—ﬂ,) b _i6

®: 0=L" icin wy" =z, ve w,=ze", qeN, peZ kosullar1 Denklem
q

(3.129)’ da kullanilirsa, n e N, ig¢in,

a s 2 e
W(] WO T

19
¢ )/h (W)nﬂ ( )A, (l)m?1 (619)/11 —e 9 (3133)

-1 -1

ZZnH =

bulunur. Benzer sekilde Teorem 3.5° in (f) Onciiliiniin ispatinda a(ac—5)" yerine
sirasiyla A" alarak Teorem 3.5- (f) Onciillinlin ispatina benzer sekilde ispat yapilabilir.

(g)-(k): Denklem (3.130)’un her iki denklemin esitliginin her iki tarafinin limiti alinirsa

ac —b ac —bh—24
limz,,,, = hm( );“1 (Zo__y"*' yazilabilir. Burada da ii¢ durum s6z konusidir. Eger
W—l

ac—b=4 ac—b-4
4 . . . o . .
0< Ow" —|<lise limz, , =0 dir. Benzer sekilde eger B >1ise limz,,, =0
—~1 -1
Zac —b—-4,
’ b 0 _ :
dir. Ayrica Denklem (3.130)’da eger ——=1 ise

-1

ac-b ac—b—4 P b Prad b

Zy ., = (Z;}ad )‘1"(2 YA =( “a ; Y™ _( )”1 oldugu kolayca  goriiliir.

-1 —1

ac—b
Buradan limz,,, =1lim(=>—)" yazlabilir. Yine burada da {i¢ durum s6z konusudur.
n—>m n—>0 W

ac—b ac—b
Eger 0< <1l ise liig22”+2 =0 dir. Benzer sekilde eger v(;“ —|>1 ise
—1 -1
ac—b
}111_210 Zy,, =00 dur. Ayrica —=1ise z,,,, =1 oldugu goriiliir.
-1
. _pﬂ- ac-b-4 __ ac—b ad _i0
M: 6=— icin z; =w" ve zi"=w"e", geN, peZ kosullar1 Denklem
q
(3.130)’ da kullanilirsa, n e N igin,
zg? A ac_b 4 Al W_le PN O\ "%
E W ) () =( o )T = ()" =e (3.134)

l —1
bulunur. Benzer sekilde Teorem 3.5° in (f) Onciiliniin ispatinda a(ac—»h)" yerine
sirastyla 4" alarak Teorem 3.5- (f) dnciiliiniin ispatina benzer sekilde ispat yapilabilir.

(m)-(q): Denklem (3.131)’in her iki denklemin esitliginin her iki tarafinin limiti alinirsa
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c

11rnw2”+1 —llm( 2 )’1‘( )"’{1"_l dir. Burada da ii¢ durum soéz konudur. Eger

d(ac—d A)
cﬂ1 ZC/?1
. . B . 3 0 .
0< m <1 ise hng Wy, =0 dir. Benzer sekilde eger |—=—5(>1 ise
w 2 n—> W,l
zgﬂ1
ll_l}lngw = dur. Eger a7 =1 ise

ul c c
Wy = ( % )ﬂ'( d(m — %))Mk :(;—g)ﬂ*’l(l)“‘m :(Z—f,);*" oldugu kolayca  goriiliir.
1 i

C

Buradan llmwh+I —hm( )% dir. Yine burada da ii¢ durum sdz konudur. Eger

n—0 W
0<|—+ I, <1 ise hmw2 ., =0 dir. Benzer sekilde eger Z—g >1 ise }li_{ngm =oo dur.
-1 -1
Eger ;—3 =1 ise w,,,, =1 oldugu goriiliir.
-1
. on_P7 ch _ dlac=d—ip) c_ d o

(r): 6=— i¢in z;" =w' ve z,=w'e", qeN, peZ kosullar1 Denklem

q
(3.131)’ de kullanilirsa, n € N, i¢in,

s S P

h A A nil! i o

Wy = (WO ¥ (m) ( ) M =" =e ¢ (3.135)

-1 W,
bulunur. Benzer sekilde Teorem 3.5’ in (f) Onciiliinlin ispatinda a(ac—5b)" yerine
sirastyla A" alarak Teorem 3.5- (f) Onciiliiniin ispatina benzer sekilde ispat yapilabilir.

(s)-(w): Denklem (3.132)’in her iki denklemin esitliginin her iki tarafinin limiti alinirsa

ac—d ac —d -7,
. W, . .. . -
limw,, , = llm( )’7Ll Y y#dir Burada ii¢ durum soz konusudur. Eger
n—a0 n—90 _1
ac—d—7, ac—d—7 ac—d—7
0 <| 1 : - W, 1 . - A B .
< ? < 1se,  eger > ise,  eger —=1 1se
c bc be
Z Z -1
Wac d ac d—% wac—d Wac—d
3 n i W o W
Wiy = (=2 -~ Y = () = (R dur. Buradan
zZ 4
1 -1

aca’

thZn+2 hm( )]ﬂ” ifadesi yazilabilir. Yine burada da ii¢ durum séz konusudur.

z! |
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ac—d ac—d ac—d

w, W,
g . . P o . . Wyt
Eger 0< <1 ise, limw,, , =0; eger —(>1 ise, limw,, , =00; ——=1 ise
Z—l n—>o0 Z—l n—>0 271
w,,., =1 oldugu goriiliir.
ac—d—4 bc ac—d bc _i0

(x): g=2" icin wj =z ve w, " =z4€", qeN, peZ kosullar1 Denklem

(3.132)’ de kullanilirsa, n e N ig¢in,

Wac d Wac—d A4 Zbcezﬁ ., . ) . [ﬂﬁl’zp
Wy = ()% ( i YA = (E) W) = () =e ¢ (3.136)
-1 -1 71

bulunur. Benzer sekilde Teorem 3.5 in (f) Onciiliiniin ispatinda a(ac—b)" yerine

sirastyla 4" alarak Teorem 3.5- (f) Onciiliiniin ispatina benzer sekilde ispat yapilabilirm.

Teorem 3.9. Baslangic degerleri z ,,z,,w ,,w, € C—-{0} ve a,b,c,deZ, bd+0

(ac—b—d)’ =4bd , ac—b—d <-2 olmak iizere (3.1) sistemi asagidaki ifadeleri saglar.

a/'{l
(a) Eger 0 < m <1 ise, o zaman n — o iken z,,,, —>» ve z, ., — 0 dir.
—1
al
(b) Eger ﬁ >1 ise, 0 zaman n — o iken z,,,, >0 ve z,, ., — o dur.
—1
Wa
o b(ac—b— . .
(¢) Eger wi' =z"“""% ve 0< —-|<1 ise, o zaman n—>c iken z,,—>0 ve
z
-1

Z,,., —> o0 dur.

- b(ac—b— . .
(d) Eger wi* =" yve |=>1 ise, 0 zaman n—> o iken z,,,, —>o© ve z, , —>0

dir.

b(ac b=24)

(e) Eger wi" =2’ ve wi =z, ise, 0 zaman ne N, igin z,,,, =1 dir.

2n+1

4 b(ac—h— b io .. 4 :
(f) Eger wi™ =z"“7""% ve w! = z%e” olmak iizere 6 = P , peN, peZ ise z,,,, ve

Z,,.; periyodiktir. Periyot 7' <2q dur.

ac—b-4
(g) Eger 0 <|———| <1 ise, 0 zaman n — « iken z,,,, -0 ve z,,,, = o dur.
w
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ac—b—7
(h) Eger OWT >1 ise, 0o zaman n — « iken z,,,, - © ve z,, , — 0 dir.

ac—b

= ve 0<

(i) Eger z; <1 ise, o zaman n—>o iken z,,,—>0 ve

ad
-1

Z,,.4 —> © dur.

ac—b

ac—b—72 __ 0 . .
(j) Eger z; =w" ve ——[>1 ise, 0 zaman n— o iken z,,, >% ve z,,., —>0

-1

dir.

—b— b d
(k) Eger z2" =w" ve zJ" =w"{ ise, 0 zaman z,,, =1, neN, dr.

- . 7T .
() Eger zi " =w" ve zi" =w"e” olmak iizere 0 :p7 ,qeN, peZ ise z,,,,

ve z,,,, periyodiktir. Periyot 7 <2¢g dur.

C/'i]

(m) Eger 0< W <1 ise, 0o zaman n — o iken w, ,, —> o ve w, ., — 0 dir.
—l
Zcx'il
- 0 . .
(n) Eger A >1 ise, 0 zaman n — o iken w,,,, =0 ve w,, , — o dur.
-1
ZC
(0) Eger z" =w“ " ve 0<|=%{<1 ise, o zaman n—>o iken w, 6 —0 ve
w’
-1
W,,.; —> % dur.
ZC
(p) Eger z" =w' "7 ve —-|>1 ise, o zaman n—> iken w,,, —>®© Ve
w
-1
w,,.; = 0 dir.
A d(ac—d— d -
(q) Eger z* =w/“ % ve z{ =w’ ise, 0 zaman w, ,, =1, neN, di.
d(ac—d—24)

e : d i .. T .
(r) Eger z;" =w" ve z{ =w’ e’ olmak iizere 0 = p_’ qeN, peZ ise w,,,

ve w,,,; periyodiktir. Periyot 7' < 2g dur.

ac—d—4
(s) Eger 0 < OZT <1 ise, 0 zaman n — « iken w,, ., -0 ve w,, ., — o dur.
-1

ac—d—4,
(t) Eger OZT >1 ise, 0 zaman n — oo iken w,, ., > ve w, ., — 0 dir.
-1
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ac—d

o —d — be . .
(u) Eger wi ™ =2" ve 0< L—| <1 ise, o zaman n—> iken w,, , —>0 ve
z

-1

W,,.q —> 0 dur.

(v) Eger i« =2" ve

>1 ise, 0 zaman n — o iken w,,., > ve w,, ., =0

dir.

d- —d be -
(W) Eger w7 =2" ve wi =z ise, 0 zaman w,,, =1, neN, dur.

ac—d -4 _Zbc ac—d bc i0

(x) Eger wj ve w,” “ =z1e” olmak lizere ¢9=ﬁ, qgeN, peZ ise w,,,,

ve w,,., periyodiktir. Periyot 7' < 2¢g dur.
Ispat (ac—b—d)’ =4bd, ac—b—d <-2 kosullart Denklem (3.75)’te dikkate alinirsa

karakteristik denkleminin kokleri 4, =4, =—/|bd| <1 dir. Elde edilen bu deger (3.84)-

(3.87) denlemlerinde yerine yazildiginda

at a ak
WoNd ot _ WoNeal  WE
Zonn = (ZO) ] (Zb(ac_b ,1])) _(Z_;,O) ] (W) D (3137)
-1 -1 -1 -1
Zac—b . Zac b-4 - ‘,‘L|) Z —h—4 ) M‘)”
Zypn = () (R )™ —( ) ! (°T) A (3.138)
W, W—l w_,
B 2o wrt _ 2o N Zot A
W = W ) I ( d(ac —d— ,11)) _( ) (m) 5 (3139)
-1 W, 71
ac d ac d-2 ac
A i Wo N We n(-{A])"
Wy = (20 = ) (L = (P % ) g (OZT) g (3.140)

-| —1 -1
elde edilir. (3.137)-(3.140) denklemleri dikkate alinarak teoremin onciillerinin ispatlari,
Teorem 3.8 in Onciillerinin ispatlarina benzer sekilde yapilabileceginden burada

ispatlara yer verilmemistir.
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4. BOLUM
SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada a,b,c,d € Z ve baslangi¢ sartlar1 z |, z,, w_,, w, kompleks sayilar olmak

c
lizere z,, = z”n s W, = w; ,neN,, seklindeki ikinci mertebeden carpilabilir fark
n—1 n-1

denklem sisteminin a,b,c,d nin b=0, d =0, bd #0 durumlarina gore ¢oziimleri ve
¢coziimlerinin asimptotik davranislart a,b,c,d ye 6zel sartlar verilerek ayrintili olarak

incelenmistir.

Bu tezde yapilan caligmalar farkli mertebe ve farkli boyuttaki ¢arpilabilir fark denklem

sistemlerine de uygulanabilir.
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