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ÖZET 

Bu tez çalışması dört bölümden oluşmaktadır. 

İlk bölümde, tez konusu ile alakalı detaylı bir literatür taraması yapılmış olup konu ile 

ilgili temel tanım ve teoremlere yer verilmiştir. 

İkinci bölümde, öncelikle bihiperbolik Padovan, Pell-Padovan, Jacobsthal-Padovan ve 

Padovan−𝑝	sayılarının tanımları verilmiştir. Ayrıca bu sayılara ait dizilerin Binet 

benzeri formülleri, üreteç fonksiyonları ve bazı özel toplamları da bu bölümde 

sunulmuştur. 

Üçüncü bölümde, iki değişkenli bihiperbolik Fibonacci−𝑝 ve Lucas−𝑝 polinomları 

hakkında bilgilere yer verilmiştir. Bunun yanı sıra, bu bölümde tanımlanan polinomların 

üreteç fonksiyonları ve birbirleri ile olan ilişkileri de elde edilmiştir.		

Dördüncü bölüm ise tezde yapılan çalışmaların literatüre katkısı ile ilgili sonuç 

bölümünden oluşmaktadır. 
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ABSTRACT 

This thesis consists of four chapters. 

In the first chapter, a detailed literature review related to the thesis topic has been 

conducted, including fundamental definitions and theorems related to the subject. 

The second chapter, the definitions of bihyperbolic Padovan, Pell-Padovan, Jacobsthal-

Padovan and Padovan−𝑝 numbers are given. In addition, Binet-like formulas, generator 

functions and some special sums of the sequences of these numbers are also presented 

in this section. 

In the third chapter, information about bivariate bihyperbolic Fibonacci−𝑝 and 

Lucas−𝑝 polynomials is given. In addition, the generating functions of the polynomials 

defined in this section and their relationships with each other were also obtained. 

In the fourth chapter, the conclusion regarding the contribution of the studies carried out 

in the thesis to the literature is given. 
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BÖLÜM 1 

GİRİŞ 

Literatürde karmaşık sayıların daha yüksek boyutlara yönelik birçok genellemesi 

bulunmaktadır. Uygulama açısından bakıldığında dört boyuta yapılan genelleme çok 

ilginçtir. Özellikle kuaterniyonlar, fizik ve mühendislikte bilgisayarlı görme ve 

elektromanyetik alan denklemleri açısından önemli bir yere sahiptir. Ancak 

kuaterniyonlar değişmeli olmayan bir cebirdir ve bazı uygulamalar için bazı 

sınırlamalara sahip olabilirler. Kuaterniyonlar ilk olarak William Rowan Hamilton 

tarafından keşfedilmiştir [1]. Karmaşık sayıların aksine kuaterniyonlar reel olan dört 

bileşenden oluşur. Bir 𝑞 kuaterniyonu, 𝑞%, 𝑞&, 𝑞', 𝑞(	 reel sayılarının bir kombinasyonu 

olarak aşağıdaki şekilde ifade edilebilir, 

𝑞 = 𝑞% + 𝒊𝑞& + 𝒋𝑞' + 𝒌𝑞(.  

Burada 𝒊, 𝒋	ve 𝒌 vektörleri, ℝ(’te standart ortonormal baz vektörleridir. Ayrıca aşağıdaki 

çarpım kurallarını sağlamaktadırlar, 

𝒊𝟐 = 𝒋𝟐 = 𝒌𝟐 = −1, 𝒊𝒋 = −𝒋𝒊 = 𝒌,			𝒋𝒌 = −𝒌𝒋 = 𝒊,			𝒌𝒊 = −𝒊𝒌 = 𝒋.  

1848 yılında, Cockle tarafından 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ ve 

 𝒊𝟐 = −1, 𝒋𝟐 = 1, 𝒌𝟐 = −𝟏, 𝒊𝒋 = 𝒋𝒊 = 𝒌,	   

olmak üzere 𝑡 = 𝑎 + 𝒊𝑏 + 𝒋𝑐 + 𝒌𝑑 şeklinde verilen Tessarine sayıları tanıtılmıştır [2]. 

Tessarine sayıları ile kuaterniyonlar arasındaki fark değişme özelliğidir. Çünkü 

kuaterniyonlar değişmeli değilken, Tessarine sayıları değişmelidir. Cockle'ın Tessarinler 

üzerine yaptığı çalışmadan sonra, Segre [3], Hamilton ve Clifford'un bulduğu 

kuaterniyonları reel katsayılı karmaşık sayılarla değiştirerek bikompleks sayılar elde 

etmiş ve Tessarine sayılarıyla izomorfik bir cebir oluşturmuştur. Bikompleks sayıların 

keşfiyle birlikte elde edilen yeni sayılar ise hiperbolik sayılar konusunda ortaya bir fikir 

atmıştır. 
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Matematik ve teorik fiziğin farklı alanlarında uygulamaları olan hiperbolik sayılar, reel 

sayılarda tanımlı olmayan ve karesi 1’e eşit olan bir sayının kümeye katılmasıyla 

üretilen kümeye denir. Hiperbolik sayılar literatürde iyi çalışılmaktadır ve özel görelilik 

teorisinin iki boyutlu uzay-zaman düzenini tanımlayan en değerli matematik dillerinden 

biri olarak kabul edilmektedir. İlk olarak 1848 yılında J. Cockle tarafından karmaşık 

katsayılara sahip hiperbolik sayılar tanıtılmıştır [2, 4-6]. Hiperbolik sayılar matematik 

literatüründe Lorentz sayıları, çift sayılar, dubleks sayılar, bölünmüş karmaşık sayılar ve 

perplex sayılar gibi farklı isimlerle anılmaktadır [7, 8]. İki boyutlu bir sayı sistemi olan 

hiperbolik sayı, 𝑧 = 𝑥 + ℎ𝑦	şeklinde tanımlanmaktadır. Burada 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ ve ℎ' = 1 ve 

ℎ ≠ ∓1 dir. Böylece, hiperbolik sayılar kümesi, 

𝐻 = {𝑧: 𝑧 = 𝑥 + ℎ𝑦, 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, ℎ' = 1, ℎ ∉ ℝ}  

şeklinde tanımlanır [8]. Herhangi iki hiperbolik sayı 𝑧& ve 𝑧''nin toplanması, çıkarılması 

ve çarpılması aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

𝑧& ± 𝑧' = (𝑥& + ℎ𝑦&) ± (𝑥' + ℎ𝑦') = (𝑥& ± 𝑥') + ℎ(𝑦& ± 𝑦')  

𝑧& × 𝑧' = (𝑥& + ℎ𝑦&) × (𝑥' + ℎ𝑦') = 𝑥&𝑥' + 𝑦&𝑦' + ℎ(𝑥&𝑦' + 𝑦&𝑥').  

Öte yandan, iki hiperbolik sayının bölümü, 

)!
)"
= *!+,-!

*"+,-"
= (*!+,-!)(*"0,-")

(*"+,-")(*"0,-")
= *!*"+-!-"

*""0-""
+ ℎ *!-"+-!*"

*""0-""
  

şeklinde elde edilir. 𝑧 = 𝑥 + ℎ𝑦 ‘nin hiperbolik eşleniği ise 𝑧̅ = 𝑥 − ℎ𝑦 şeklindedir [8]. 

Bihiperbolik sayılar, hiperbolik sayı çiftlerinin lineer birleşimi olarak yazılabilen 

sayılardır. Bihiperbolik sayılar [9], kanonik hiperbolik kuaterniyonlar [10] veya 

hiperbolik dörtlü karmaşık sayılar [11] olarak adlandırılabilir. Bihiperbolik sayılar 

kümesi, 

𝐻' = {𝑥 = 𝑥% + 𝑗&𝑥& + 𝑗'𝑥' + 𝑗(𝑥(:	𝑥%, 𝑥&, 𝑥', 𝑥( ∈ ℝ, 𝑗&, 𝑗', 𝑗( ∉ ℝ}                       (1.1) 

olarak tanımlanır. Burada, 	
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𝑗&' = 𝑗'' = 𝑗(' = 1, 𝑗&𝑗' = 𝑗'𝑗& = 𝑗(, 	𝑗&𝑗( = 𝑗(𝑗& = 𝑗', 𝑗'𝑗( = 𝑗(𝑗' = 𝑗&  

çarpım kuralları geçerlidir. Bihiperbolik sayıların çarpımı cebirsel ifadelerin çarpımı 

gibi yapılabilir. 𝐻' üzerindeki toplama ve çarpma işlemleri değişmeli ve birleşmelidir. 

Çarpma, toplama işlemi üzerine dağılır. (𝐻', +, . ) değişmeli bir halkadır [9, 12, 13].  

1.1. Amaç ve Kapsam 

Bu tez çalışmasındaki amaç öncelikle literatürde var olan Genelleştirilmiş Tribonacci 

dizisinin özel hallerinden de elde edilebilen Padovan, Pell-Padovan, Jacobsthal-Padovan 

sayılarını ve Padovan−𝑝 sayılarını kullanarak bu sayıların bihiperbolik sayılar ile 

ilişkisini ele almaktır. Ayrıca, iki değişkenli Fibonacci−𝑝 ve Lucas−𝑝 polinomlarının 

da bihiperbolik sayılar ile ilişkisi tez çalışmasında araştırılan konulardandır. Bu nedenle 

öncelikle bihiperbolik Padovan, Pell-Padovan, Jacobsthal-Padovan ve Padovan−𝑝 

sayılarının tanımları elde edilerek bu sayıların pek çok özelliği ele alınacaktır. Ayrıca 

iki değişkenli bihiperbolik Fibonacci−𝑝 ve Lucas−𝑝 polinomlarının tanımları yapılıp 

bu tanımlar yardımıyla yeni tanımlanan polinomların üreteç fonksiyonu ve birbirleri ile 

olan ilişkileri de incelenecektir. 

1.2. Kaynak Araştırması 

Literatürde bu zamana kadar sayı dizileri, Fibonacci ve Lucas polinomları, hiperbolik 

sayılar, bihiperbolik sayılar vb. hakkında birçok uygulama ve genellemeye yer 

verilmiştir. Bu bölümde tezin oluşum aşamasında yararlanılan çalışmalar hakkında 

bilgiler verilecektir. 

Yalavigi (1971), “A Note on ‘Another Generalized Fibonacci Sequence’” isimli 

çalışmasında, genelleştirilmiş Fibonacci dizilerinden bahsetmiştir. Ayrıca bu çalışmada 

Tribonacci dizilerini de ele almıştır [14]. 

Yalavigi (1972), “Properties of Tribonacci numbers” isimli çalışmasında, Tribonacci 

sayılarının pek çok özelliği üzerinde durmuştur [15]. 
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Shannon ve Horadam (1972), “Some properties of third-order recurrence relations” 

isimli çalışmalarında, çeşitli teknikler kullanarak üçüncü dereceden rekürans bağıntıları 

hakkında bazı sonuçlar elde etmişlerdir [16]. 

Scott ve çalışma arkadaşları (1977), “The Tribonacci Sequence” isimli çalışmalarında, 

Tribonacci dizisinin tanımını sunmuşlardır. Ayrıca bu dizilerin üreteç fonksiyonunun 

yanı sıra bazı özelliklerini de bu çalışma da elde etmişlerdir [17]. 

Shannon (1977), “Tribonacci numbers and Pascal’s pyramid” isimli çalışmasında, 

literatürde tartışılan Tribonacci sayıları için bir ifade elde etmiştir. Bu ifade de Pascal 

piramidi olarak adlandırılan ifade ile Tribonacci sayıları arasında bir ilişki kurmuştur 

[18]. 

Spickerman (1982), “Binet’s formula for the Tribonacci sequence” isimli çalışmasında, 

Tribonacci dizileri için Binet formülünü geliştirmiştir [19]. 

Bruce (1984), “A modified Tribonacci sequence” isimli çalışmasında, literatürde yer 

alan Tribonacci dizisi için rekürans bağıntısının oldukça hantal olduğundan ve bu 

nedenle pek çok özelliğinin kolaylıkla elde edilemeyeceğinden Fibonacci dizisine 

benzer bir geliştirmenin yapılabilmesi amacıyla bir değişiklik önermiştir [20]. 

Pethe (1988), “Some identities for Tribonacci sequences” isimli çalışmasında, 

Fibonacci, Lucas ve Pell dizilerinin benzer genelleştirilmiş özdeşliklerinin, Tribonacci 

sayıları için de elde edilebilmesi amacıyla, Gauss tam sayılarındaki karmaşık Tribonacci 

sayılarını tanımlamıştır [21]. 

Shannon ve çalışma arkadaşları (2006), “Properties of Cordonnier, Perrin and van der 

Laan numbers” isimli çalışmalarında, Fibonacci ve Lucas'ın daha iyi bilinen ikinci 

dereceden dizilerine benzer bazı özelliklere sahip olan belirli üçüncü dereceden lineer 

dizilerin bazı özelliklerini araştırmayı amaçlamışlardır [22]. 

Stakhov ve Rozin (2007), “The "golden" hyperbolic models of Universe” isimli 

çalışmalarında, hiperbolik uzayın yeni matematiksel modellerinin bir incelemesini 
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sunmuşlardır. Ayrıca yazarlar, bu modellerden en önemlileri olan hiperbolik Fibonacci 

ve Lucas fonksiyonlarını da tanıtmışlardır [23]. 

Tuglu ve çalışma arkadaşları (2011), “Bivariate fibonacci like 𝑝–polynomials” isimli 

çalışmalarında, iki değişkenli Fibonacci ve Lucas 𝑝–polinomlarını incelemişlerdir.  

Daha sonra iki değişkenli Fibonacci ve Lucas 𝑝–polinomlarının bazı özelliklerini de bu 

makalede sunmuşlardır [24].  

Choi (2013), “Modular Tribonacci numbers by matrix method” isimli çalışmasında, 

Tribonacci sayılarını ele almışlardır. Pascal üçgeninin benzeri olan bir Tribonacci 

üçgeni bularak, herhangi bir Tribonacci sayısını matris yöntemiyle hesaplamak için 

etkili bir yöntem araştırmışlar ve bu amaçla modüler Tribonacci sayısını ele alarak 

dizinin periyotlarını bulmuşlardır [25]. 

Yılmaz ve Taşkara (2014), “Tribonacci and Tribonacci-Lucas numbers via the 

determinants of special matrices” isimli çalışmalarında,	 özel matrislerin 

determinantlarını kullanarak Tribonacci ve Tribonacci-Lucas sayılarını elde etmişlerdir 

[26]. 

Yılmaz (2015), “Padovan ve Perrin sayılarının matris temsilleri” isimli tez 

çalışmasında, Padovan ve Perrin sayı dizilerinin başlangıç şartları tipinde matrislerini 

alarak bu matris dizilerinin çeşitli özelliklerini incelemiştir. Bunların yanında bu matris 

dizilerinin binomial dönüşümleri üzerine çalışmıştır [27]. 

Deveci ve Karaduman (2017), “On the Padovan−𝑝 numbers” isimli çalışmalarında, 

Padovan 𝑝 −sayılarını tanımlamışlar ve daha sonra bunların Binet formülü, üreteç 

fonksiyonu, üstel gösterimi ve bazı toplamları gibi çeşitli özelliklerini elde etmişlerdir 

[28]. 

Alp ve çalışma arkadaşları (2017), “Two-periodic ternary recurrences and their Binet-

formula” isimli çalışmalarında, iki periyotlu üçlü doğrusal rekürans kavramını 
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tanımlamışlardır. Ayrıca altıncı dereceden karşılık gelen rekürans bağıntısını elde etmek 

için Cooper'ın yaklaşımından faydalanmışlardır [29]. 

Güngör ve Azak (2017), “Investigation of Dual-Complex Fibonacci, Dual-Complex 

Lucas Numbers and Their Properties” isimli çalışmalarında, ikili-karmaşık Fibonacci ve 

Lucas sayılarını tanımlamışlardır. Bu sayıların üreteç fonksiyonlarını ve Binet 

formüllerini vermişlerdir [30]. 

Taşçı (2018), “Padovan and Pell-Padovan Quaternions” isimli çalışmasında, Padovan ve 

Pell-Padovan kuaterniyonlarını tanımlamıştır. Binet benzeri formülleri, üreteç 

fonksiyonları ve toplam formüllerini vermiştir. Ayrıca Padovan ve Pell-Padovan 

kuaterniyonlarının matris gösterimlerini sunmuştur [31]. 

Soykan (2020) “Summing formulas for generalized Tribonacci numbers” isimli 

çalışmasında, genelleştirilmiş Tribonacci sayıları için toplam formüllerinin kapalı 

formlarını sunmuştur. Daha sonra, mevcut sonuçların özel durumları olarak Tribonacci, 

Tribonacci-Lucas, Padovan, Perrin, Narayana ve diğer bazı üçüncü dereceden doğrusal 

yineleme dizilerinin toplam formüllerini vermiştir [32]. 

Soykan (2020), “A study on generalized Jacobsthal-Padovan numbers” isimli 

çalışmasında, genelleştirilmiş Jacobsthal-Padovan sayılarını ve dört özel durumu, yani 

Jacobsthal-Padovan, Jacobsthal-Perrin, düzeltilmiş Jacobsthal-Padovan ve değiştirilmiş 

Jacobsthal-Padovan dizilerini incelemiştir. Bu diziler için Binet formülleri, üreteç 

fonksiyonları, Simson ve toplam formüllerinden bahsetmiştir [33]. 

Bród ve çalışma arkadaşları (2021), “On some combinatorial properties of bihyperbolic 

numbers of the Fibonacci type” isimli çalışmalarında, bihiperbolik Fibonacci, 

Jacobsthal ve Pell sayılarının bazı özelliklerini ve bunların yanında Binet formülü, 

Catalan, Cassini ve d’Ocagne özdeşliklerini vermişlerdir. Bu sayılar için üreteç 

fonksiyonlarını ve toplam formüllerini de elde etmişlerdir [34]. 
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1.3. Temel Kavramlar 

Bu bölümde tez konusunu daha detaylı bir şekilde anlayabilmek için gereken ve tezin 

diğer bölümlerinde karşımıza çıkabilecek temel tanım ve teoremlere yer verilecektir. 

İlk olarak genelleştirilmiş Tribonacci dizilerinden bahsedilecektir. 

Tanım 1.3.1: Genelleştirilmiş Tribonacci dizisi {𝑊1(𝑊%,𝑊&,𝑊'; 𝑟, 𝑠, 𝑡)}12%	 (ya da 

kısaca {𝑊1}12%	) aşağıdaki şekilde tanımlanır; 

𝑊1 = 𝑟𝑊10& + 𝑠𝑊10' + 𝑡𝑊10(	,						𝑛 ≥ 3.                      (1.2) 

Burada 𝑊%,𝑊&,𝑊' başlangıç şartları ve keyfi karmaşık sayılardır. Ayrıca 𝑟, 𝑠, 𝑡	reel 

sayılardır. Genelleştirilmiş Tribonacci dizileri pek çok yazar tarafından çalışılmıştır [14-

21,25,26]. Tablo 1.1’de genelleştirilmiş Tribonacci dizilerinin bazı özel durumları yer 

almaktadır. 

Tablo 1.1. Genelleştirilmiş Tribonacci dizilerinin bazı özel durumları 

Diziler Gösterimler OEIS[35] 

Fibonacci {𝐹#} = {𝑊#(0,1,1; 1,1,0)} A000045 

Lucas {𝐿#} = {𝑊#(2,1,3; 1,1,0)} A000032 

Tribonacci {𝑇#} = {𝑊#(0,0,1; 1,1,1)} A000073 

Tribonacci-Lucas {𝐾#} = {𝑊#(3,1,3; 1,1,1)} A001644 

Padovan {𝑃#} = {𝑊#(1,1,1; 0,1,1)} A000931 

Pell-Padovan {𝑅#} = {𝑊#(1,1,1; 0,2,1)} A066983 

Jacobsthal-Padovan {𝑄#} = {𝑊#(1,1,1; 0,1,2)} A159284 

Tablo 1.1.’den de görüldüğü gibi genelleştirilmiş Tribonacci dizisinde 𝑟 = 0, 𝑠 = 𝑡 =

1,𝑊% = 𝑊& = 𝑊' = 1 olacak şekilde seçilirse Padovan dizisi elde edilir.  
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Tanım 1.3.2: 𝑛 ≥ 3 için Padovan dizisi, {𝑃1}, aşağıdaki şekilde tanımlanır, 

𝑃1 = 𝑃10' + 𝑃10(.                         (1.3) 

Padovan dizisi {𝑃1}’nin başlangıç şartları ise 𝑃% = 𝑃& = 𝑃' = 1 şeklindedir. Burada 𝑃1, 

𝑛. Padovan sayısıdır [27]. 

Teorem 1.3.1 (Binet Benzeri Formülü): 𝑛 ∈ ℕ için, 𝑟&, 𝑟'		ve 𝑟(, 𝑥( − 𝑥 − 1 = 0 

denkleminin kökleri ve 

𝑎 = (4"0&)(4$0&)
(4!04")(4!04$)

	 , 𝑏 = (4!0&)(4$0&)
(4"04!)(4"04$)

	 , 𝑐 = (4!0&)(4"0&)
(4$04!)(4$04")

  

olmak üzere, Padovan dizisi,	{𝑃1}, için Binet benzeri formül 

𝑃1 = 𝑎𝑟&1 + 𝑏𝑟'1 + 𝑐𝑟(1                (1.4) 

olarak verilir [27]. 

Teorem 1.3.2 (Üreteç Fonksiyonu): Padovan dizisi,	{𝑃1}, için üreteç fonksiyonu, 

∑ 𝑃1𝑥1 =
&+*

&0*"0*$
5
16%                 (1.5) 

şeklinde verilir [27]. 

Teorem 1.3.3: Padovan sayıları için aşağıdaki eşitlikler sağlanır [32]. 

i. ∑ 𝑃7 =1
76% 𝑃1+' + 𝑃1+( − 2,             (1.6) 

ii. ∑ 𝑃'7 =1
76% 𝑃'1+( − 1,                (1.7) 

iii. ∑ 𝑃'7+& =1
76% 𝑃'1+8 − 1,              (1.8) 

Tablo 1.1.’den de görüldüğü gibi genelleştirilmiş Tribonacci dizisinde 𝑟 = 0, 𝑠 = 2, 𝑡 =

1,𝑊% = 𝑊& = 𝑊' = 1 olacak şekilde seçilirse Pell-Padovan dizisi elde edilir.  
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Tanım 1.3.3: 𝑛 ≥ 3	için Pell-Padovan dizisi, {𝑅1}, aşağıdaki şekilde tanımlanır, 

𝑅1 = 2𝑅10' + 𝑅10(               (1.9) 

Pell-Padovan dizisi {𝑅1}’nin başlangıç şartları ise 𝑅% = 𝑅& = 𝑅' = 1 şeklindedir. 

Burada 𝑅1, 𝑛. Pell-Padovan sayısıdır [31]. 

Teorem 1.3.4 (Binet Benzeri Formülü): 𝑛 ∈ ℕ için, 𝑠& =
&+√:
'
, 𝑠' =

&0√:
'
		ve 𝑠( =

−1, 𝑥( − 2𝑥 − 1 = 0 denkleminin kökleri ve  

𝑎@ = (;"0&)(;$0&)
(;!0;")(;!0;$)

	 , 	𝑏o = (;!0&)(;$0&)
(;"0;!)(;"0;$)

	 , 	𝑐o = (;!0&)(;"0&)
(;$0;!)(;$0;")

  

olmak üzere, Pell-Padovan dizisi, {𝑅1}, için Binet benzeri formül  

𝑅1 = 𝑎@𝑠&1 + 𝑏@𝑠'1 + 𝑐�̅�(1                           (1.10) 

olarak verilir [31]. 

Teorem 1.3.5 (Üreteç Fonksiyonu): Pell-Padovan dizisi, {𝑅1}, için üreteç fonksiyonu, 

∑ 𝑅1𝑥1 =
&+*0*"

&0'*"0*$
5
16%               (1.11) 

şeklinde verilir [31]. 

Teorem 1.3.6: Pell-Padovan sayıları için aşağıdaki eşitlikleri sağlanır [31].  

i. ∑ 𝑅7 =
&
'
(𝑅1 +1

76% 𝑅1+& + 𝑅1+' − 1),                     (1.12) 

ii. ∑ 𝑅'7 =1
76% 𝑅'1+& − 𝑛,              (1.13) 

iii. ∑ 𝑅'7+& =1
76% 𝑅'1+& + 𝑅'1 + (𝑛 − 1),         (1.14) 

Tablo 1.1.’den de görüldüğü gibi genelleştirilmiş Tribonacci dizisinde 𝑟 = 0, 𝑠 = 1, 𝑡 =

2,𝑊% = 𝑊& = 𝑊' = 1 olacak şekilde seçilirse Jacobsthal-Padovan dizisi elde edilir.  
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Tanım 1.3.4: 𝑛 ≥ 0 için Jacobsthal-Padovan dizisi, {𝑉1}, aşağıdaki şekilde tanımlanır, 

𝑉1 = 𝑉10' + 2𝑉10(             (1.15) 

Jacobsthall-Padovan dizisi {𝑉1}’nin başlangıç şartları ise 𝑉% = 1	, 𝑉& = 1	, 𝑉' = 1 

şeklindedir. Burada 𝑉1, 𝑛. Jacobsthall-Padovan sayısıdır [33]. 

Teorem 1.3.7 (Binet Benzeri Formülü): 𝑛 ∈ ℕ için, 𝑡&, 𝑡' ve 𝑡(, 𝑥( − 𝑥 − 2 = 0 

denkleminin kökleri ve  

𝑎 = (<"0&)(<$0&)
(<!0<")(<!0<$)

	 , 𝑏 = (<!0&)(<$0&)
(<"0<!)(<"0<$)

	 , 𝑐 = (<!0&)(<"0&)
(<$0<!)(<$0<")

  

olmak üzere, Jacobsthal-Padovan dizisi, {𝑉1}, için Binet benzeri formül  

𝑉1 = 𝑎𝑡&1 + 𝑏𝑡'1 + 𝑐𝑡(1                (1.16) 

olarak verilir [33]. 

Teorem 1.3.8 (Üreteç Fonksiyonu): Jacobsthal-Padovan dizisi,	 {𝑉1}, için üreteç 

fonksiyonu, 

∑ 𝑉1𝑥1 =
&+*

&0*"0'*$
5
16%                                    (1.17) 

şeklinde verilir [33]. 

Teorem 1.3.9: Jacobsthal-Padovan sayıları için aşağıdaki eşitlikleri sağlanır [32]. 

i. ∑ 𝑉7 =
&
'
(𝑉1+( +1

76% 𝑉1+' − 2),                        (1.18) 

ii. ∑ 𝑉'71
76% = &

'
(𝑉'1+& + 2𝑉'1 − 1),             (1.19) 

iii. ∑ 𝑉'7+& =1
76%

&
'
(𝑉'1+' + 2𝑉'1+& − 1),           (1.20) 
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Tanım 1.3.5: 𝑛 ≥ 1, 𝑝 ∈ ℤ+ve 𝑝 ≥ 2 için Padovan−𝑝 dizisi, {𝑃𝑎𝑝(𝑛 + 𝑝 + 2)}, 

aşağıda verilen lineer rekürans bağıntısı ile tanımlanır. 

𝑃𝑎𝑝(𝑛 + 𝑝 + 2) = 𝑃𝑎𝑝(𝑛 + 𝑝) + 𝑃𝑎𝑝(𝑛).         (1.21) 

Padovan−𝑝 dizisi {𝑃𝑎𝑝(𝑛 + 𝑝 + 2)}‘nin başlangıç şartları ise 𝑃𝑎𝑝(1) = 𝑃𝑎𝑝(2) =

⋯ = 𝑃𝑎𝑝(𝑝) = 0, 𝑃𝑎𝑝(𝑝 + 1) = 1 ve 𝑃𝑎𝑝(𝑝 + 2) = 0 şeklindedir [28].  

(1.21)’de  𝑝 = 2 alınırsa, 𝑛 ≥ 1 için 𝑃𝑎2(2𝑛 + 1) = 𝐹1 elde edilir. 

Teorem 1.3.10 (Üreteç Fonksiyonu): 0 ≤ 𝑥' + 𝑥=+' < 1 için Padovan−𝑝 dizisi 

{𝑃𝑎𝑝(𝑛 + 𝑝 + 2)}’nin üreteç fonksiyonu; 

∑ 𝑃𝑎𝑝(𝑛 + 𝑝 + 1)𝑥1 = &
&0*"0*%&"

5
16%                  (1.22) 

olarak elde edilir [28]. 

Teorem 1.3.11: 𝑝 + 1'den 𝑝 + 𝑛'ye kadar Padovan−𝑝 sayılarının toplamları 𝑆1 ile 

gösterilsin. O halde 

𝑆1 = ∑ 𝑃𝑎𝑝(𝑝 + 𝑖) =1
>6& ∑ 𝑃𝑎𝑝(𝑛 + 𝑝 + 2 − 𝑖) − 1=+&

>6&         (1.23) 

olur [28]. 

Tanım 1.3.6: 𝑝 ≥ 1 tamsayı olsun. 𝑛 > 𝑝 için, genelleştirilmiş iki değişkenli 

Fibonacci−𝑝	polinom dizisi, 8𝐹=,1(𝑥, 𝑦)=, için rekürans bağıntısı, 

𝐹=,1(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝐹=,10&(𝑥, 𝑦) + 𝑦𝐹=,10=0&(𝑥, 𝑦),         (1.24) 

şeklindedir. Genelleştirilmiş iki değişkenli Fibonacci−𝑝	polinom dizisi 8𝐹=,1(𝑥, 𝑦)=’nin 

başlangıç şartları ise 𝐹=,%(𝑥, 𝑦) = 0	ve	𝑛 = 1,2, … , 𝑝 için 𝐹=,1(𝑥, 𝑦) = 𝑥10& şeklindedir 

[24]. 
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Teorem 1.3.12 (Üreteç Fonksiyonu): İki değişkenli Fibonacci−𝑝	polinomlarının 

üreteç fonksiyonu, 

∑ 	𝐹=,1(𝑥, 𝑦)𝑧1 =
)

&0*)0-)%&!
5
16%                                (1.25) 

şeklindedir [24].    

Tanım 1.3.7: 𝑝 ≥ 1 tamsayı olsun. 𝑛 > 𝑝 için, genelleştirilmiş iki değişkenli 

Lucas−𝑝	polinom dizisi, 8𝐿=,1(𝑥, 𝑦)=, için rekürans bağıntısı, 

𝐿=,1(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝐿=,10&(𝑥, 𝑦) + 𝑦𝐿=,10=0&(𝑥, 𝑦),        (1.26) 

şeklindedir. Genelleştirilmiş iki değişkenli Lucas−𝑝	polinom dizisi 8𝐿=,1(𝑥, 𝑦)=’nin  

başlangıç şartları ise 𝐿=,%(𝑥, 𝑦) = 𝑝 + 1		ve	𝑛 = 1,2, … , 𝑝	için	𝐿=,1(𝑥, 𝑦) = 𝑥1	 

şeklindedir [24]. 

Teorem 1.3.13 (Üreteç Fonksiyonu): İki değişkenli Lucas−𝑝	polinomlarının üreteç 

fonksiyonu, 

∑ 	𝐿=,1(𝑥, 𝑦)𝑧1 =
&+=(&0*))
&0*)0-)%&!

5
16%                                (1.27) 

şeklindedir [24].     

Teorem 1.3.14: 	𝐹=,1(𝑥, 𝑦) ve 	𝐿=,1(𝑥, 𝑦), sırasıyla iki değişkenli Fibonacci−𝑝	ve iki 

değişkenli Lucas−𝑝	polinomları için,  

	𝐿=,1(𝑥, 𝑦) = 	𝐹=,1+&(𝑥, 𝑦) + 𝑝𝑦	𝐹=,10=(𝑥, 𝑦)        (1.28) 

bağıntısı geçerlidir [24]. 

Teorem 1.3.15: 	𝐹=,1(𝑥, 𝑦) ve 	𝐿=,1(𝑥, 𝑦), sırasıyla iki değişkenli Fibonacci−𝑝	ve iki 

değişkenli Lucas−𝑝	polinomları için, 
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?	@%,((*,-)

?*
= 𝑛	𝐹=,1(𝑥, 𝑦)        (1.29) 

ve 

?	@%,((*,-)

?-
= 𝑛	𝐹=,10=(𝑥, 𝑦)        (1.30) 

bağıntıları geçerlidir [24]. 

Teorem 1.3.16: İki değişkenli Fibonacci−𝑝	ve iki değişkenli Lucas−𝑝	polinomlarının 

toplamları,  

∑ 𝐹=,1(𝑥, 𝑦)7
16% = &

(*+-0&)
z𝐹=,7+=+&(𝑥, 𝑦) − 	𝐹=,=(𝑥, 𝑦){   

																															+ (&0*)
(*+-0&)

z∑ z𝐹=,1+7+&(𝑥, 𝑦) − 𝐹=,1(𝑥, 𝑦){
=0&
16% {                       (1.31) 

ve 

∑ 𝐿=,1(𝑥, 𝑦)7
16% = &

(*+-0&)
z𝐿=,7+=+&(𝑥, 𝑦) − 	𝐿=,=(𝑥, 𝑦){   

																															+ (&0*)
(*+-0&)

z∑ z𝐿=,1+7+&(𝑥, 𝑦) − 𝐿=,1(𝑥, 𝑦){
=0&
16% {         (1.32) 

şeklindedir [24]. 
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BÖLÜM 2 

BİHİPERBOLİK PADOVAN, PELL-PADOVAN, JACOBSTHAL-PADOVAN 

VE PADOVAN−𝒑	SAYILARI 

Bu bölümde Bihiperbolik Padovan, Pell-Padovan, Jacobsthal-Padovan ve 

Padovan−𝑝	sayıları hakkında bilgi verilecektir. Ayrıca bu sayılara ait dizilerin Binet 

benzeri formülleri, üreteç fonksiyonları ve bazı özel toplamları sunulacaktır. 

 

İlk olarak bihiperbolik Padovan sayıları hakkında bilgi verilecektir. 

2.1. Bihiperbolik Padovan Sayıları 

Bu bölümde ilk bölümde tanımı ve özellikleri verilen Padovan sayıları kullanılarak elde 

edilen Bihiperbolik Padovan sayıları hakkında bilgi verilecektir. 

Tanım 2.1.1: 𝑛 ∈ ℕ için, Bihiperbolik Padovan dizileri, {𝐵𝑃1@@@@@}, şu şekilde tanımlanır, 

𝐵𝑃1@@@@@ = 𝑃1 + 𝑗&𝑃1+& + 𝑗'𝑃1+' + 𝑗(𝑃1+(              (2.1) 

burada 𝐵𝑃1@@@@@ , 𝑛′inci Bihiperbolik Padovan sayısı ve 𝑃1 ise (1.3)’deki Padovan sayısıdır. 

𝑛 ≥ 3 olmak üzere Bihiperbolik Padovan dizileri {𝐵𝑃1@@@@@} için, 

𝐵𝑃1@@@@@ = 𝐵𝑃10'@@@@@@@@ + 𝐵𝑃10(@@@@@@@@,                                      (2.2) 

rekürans bağıntısının sağlandığı açıktır. Bu {𝐵𝑃1@@@@@}	dizisinin başlangıç şartları, 𝐵𝑃%@@@@@ =

1 + 𝑗& + 𝑗' + 2𝑗( ve  

𝐵𝑃&@@@@@ = 1 + 𝑗& + 2𝑗' + 2𝑗( olacak şekilde verilmektedir. 

Teorem 2.1.1 (Binet Benzeri Formülü): 𝑛 ∈ ℕ için, 𝑟&, 𝑟'		ve 𝑟(, 𝑥( − 𝑥 − 1 = 0 

denkleminin kökleri ve 

𝑎 = (4"0&)(4$0&)
(4!04")(4!04$)

	 , 𝑏 = (4!0&)(4$0&)
(4"04!)(4"04$)

	 , 𝑐 = (4!0&)(4"0&)
(4$04!)(4$04")

 , 
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𝛼 = 1 + 𝑗&𝑟& + 𝑗'𝑟&' + 𝑗(𝑟&(	, 𝛽 = 1 + 𝑗&𝑟' + 𝑗'𝑟'' + 𝑗(𝑟'(	, 𝛿 = 1 + 𝑗&𝑟( + 𝑗'𝑟(' + 𝑗(𝑟((	  

olmak üzere, Bihiperbolik Padovan dizileri {𝐵𝑃1@@@@@} için Binet benzeri formül, 

𝐵𝑃1@@@@@ = 𝑎𝛼𝑟&1 + 𝑏𝛽𝑟'1 + 𝑐𝛿𝑟(	1                                      (2.3) 

şeklindedir.  

İspat.  İlk olarak (1.4) formülünde belirtilen Padovan dizisinin Binet benzeri formülü ve 

(2.1) bağıntısıyla verilen Bihiperbolik Padovan dizisi {𝐵𝑃1@@@@@}’nin tanımı göz önüne 

alınırsa, 

 

𝐵𝑃1@@@@@ = 𝑃1 + 𝑗&𝑃1+& + 𝑗'𝑃1+' + 𝑗(𝑃1+( 

									= 𝑎𝑟&1 + 𝑏𝑟'1 + 𝑐𝑟(1 + 𝑗&(𝑎𝑟&1+& + 𝑏𝑟'1+& + 𝑐𝑟(1+&)  

 												+𝑗'(𝑎𝑟&1+' + 𝑏𝑟'1+' + 𝑐𝑟(1+') + 𝑗((𝑎𝑟&1+( + 𝑏𝑟'1+( + 𝑐𝑟(1+() 

yazılabilir. Bu eşitlik bazı basit işlemler yapılarak düzenlenirse, 

𝐵𝑃1@@@@@ = 𝑎𝑟&1(1 + 𝑗&𝑟& + 𝑗'𝑟&' + 𝑗(𝑟&() + 𝑏𝑟'1(1 + 𝑗&𝑟' + 𝑗'𝑟'' + 𝑗(𝑟'()  

													+𝑐𝑟(1(1 + 𝑗&𝑟( + 𝑗'𝑟(' + 𝑗(𝑟(() 

								= 𝑎𝛼𝑟&1 + 𝑏𝛽𝑟'1 + 𝑐𝛿𝑟(	1	

olacak şekilde elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. ∎ 

	

Teorem 2.1.2 (Üreteç Fonksiyonu): Bihiperbolik Padovan dizisi {𝐵𝑃1@@@@@} için üreteç 

fonksiyonu  

∑ 𝐵𝑃1@@@@@𝑥15
16% = (&+A!+A"+'A$)+(&+A!+'A"+'A$)*+(A!+A"+A$)*"

&0*"0*$
           (2.4) 

şeklindedir. 

İspat. İlk olarak, 

𝑔(𝑥) = ∑ 𝐵𝑃1@@@@@𝑥15
16%   
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olsun. O halde elde edilen bu 𝑔(𝑥) fonksiyonu için aşağıdaki bağıntılar geçerlidir. 

𝑔(𝑥) = �𝐵𝑃1@@@@@𝑥1
5

16%

= 𝐵𝑃%@@@@@ + 𝐵𝑃&@@@@@𝑥 + 𝐵𝑃'@@@@@𝑥' +�𝐵𝑃1@@@@@𝑥1
5

16(

 

𝑥'𝑔(𝑥) = �𝐵𝑃1@@@@@𝑥1+'
5

16%

= �𝐵𝑃10'@@@@@@@@𝑥1
5

16'

= 𝐵𝑃%@@@@@𝑥' +�𝐵𝑃10'@@@@@@@@𝑥1
5

16(

 

𝑥(𝑔(𝑥) = �𝐵𝑃1@@@@@𝑥1+(
5

16%

= �𝐵𝑃10(@@@@@@@@𝑥1
5

16(

 

elde edilir. Yukarıdaki eşitlikler kullanılarak, 

(1 − 𝑥' − 𝑥()𝑔(𝑥) = 𝐵𝑃%@@@@@ + 𝐵𝑃&@@@@@𝑥 + (𝐵𝑃'@@@@@ − 𝐵𝑃%@@@@@)𝑥' 

																																										+�(𝐵𝑃1@@@@@ −
5

16(

𝐵𝑃10'@@@@@@@@ − 𝐵𝑃10(@@@@@@@@)𝑥1 

elde edilir. (2.2) bağıntısı ve başlangıç şartları kullanılarak, 

𝑔(𝑥) =
(1 + 𝑗& + 𝑗' + 2𝑗() + (1 + 𝑗& + 2𝑗' + 2𝑗()𝑥 + (𝑗& + 𝑗' + 𝑗()𝑥'

1 − 𝑥' − 𝑥(  

elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. ∎ 

Teorem 2.1.3: Bihiperbolik Padovan sayıları için aşağıdaki eşitlikler sağlanır. 

i. ∑ 𝐵𝑃7@@@@@ =1
76% 𝐵𝑃1+'@@@@@@@@ + 𝐵𝑃1+(@@@@@@@@ − (𝐵𝑃&@@@@@ + 𝐵𝑃'@@@@@),            (2.5) 

ii. ∑ 𝐵𝑃'7@@@@@@@ =1
76% 𝐵𝑃'1+(@@@@@@@@@ − 𝐵𝑃&@@@@@,                 (2.6) 

iii. ∑ 𝐵𝑃'7+&@@@@@@@@@ =1
76% 𝐵𝑃'1+8@@@@@@@@@ − 𝐵𝑃'@@@@@,                 (2.7) 

İspat.  

(i) Öncelikle (2.1) bağıntısıyla verilen Bihiperbolik Padovan dizilerinin tanımı göz 

önüne alınırsa, 

∑ 𝐵𝑃7@@@@@ =1
76% ∑ (𝑃7 + 𝑗&𝑃7+& + 𝑗'𝑃7+' + 𝑗(𝑃7+()1

76%   

																			= ∑ 𝑃71
76% + 𝑗& ∑ 𝑃7+&1

76% + 𝑗'∑ 𝑃7+'1
76% + 𝑗(∑ 𝑃7+(1

76%   

																			= ∑ 𝑃71
76% + 𝑗& ∑ 𝑃71+&

76& + 𝑗'∑ 𝑃71+'
76' + 𝑗( ∑ 𝑃71+(

76(   
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																			= ∑ 𝑃71
76% + 𝑗&(∑ 𝑃71

76% − 𝑃% + 𝑃1+&)  

																							+𝑗'(∑ 𝑃71
76% − 𝑃% − 𝑃& + 𝑃1+& + 𝑃1+')  

																							+𝑗((∑ 𝑃71
76% − 𝑃% − 𝑃& − 𝑃' + 𝑃1+& + 𝑃1+' + 𝑃1+()  

elde edilir. Burada Tanım 1.3.2 ‘de verilmiş olan 𝑃%, 𝑃&	ve 𝑃' başlangıç şartları ve (1.3) 

bağıntısı yerlerine yazılırsa, 

∑ 𝐵𝑃7@@@@@ =1
76% 𝐵𝑃1+'@@@@@@@@ + 𝐵𝑃1+(@@@@@@@@ − (2 + 3𝑗& + 4𝑗' + 5𝑗()  

bağıntısı elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. ∎ 

(ii) İspat tümevarım yöntemi kullanılarak yapılabilir. 𝑛 = 1 için sonuç açıkça doğrudur. 

Hipotezin 𝑛 ∈ ℤ+ için doğru olduğu kabul edilsin. Yani, 

∑ 𝐵𝑃'7@@@@@@@ = 𝐵𝑃'1+(@@@@@@@@@ − 𝐵𝑃%@@@@@ =1
76% 𝐵𝑃'1+(@@@@@@@@@ − (1 + 𝑗& + 2𝑗' + 2𝑗(),  

olsun. Şimdi 𝑛 + 1 ∈ ℤ+ için hipotezin doğru olduğunu, yani, 

∑ 𝐵𝑃'7@@@@@@@1+&
76% = 𝐵𝑃'1+:@@@@@@@@@ − (1 + 𝑗& + 2𝑗' + 2𝑗()  

olduğunu göstermek yeterlidir. O halde (2.2) bağıntısından, 

∑ 𝐵𝑃'7@@@@@@@ = ∑ 𝐵𝑃'7@@@@@@@ +1
76%

1+&
76% 𝐵𝑃'1+'@@@@@@@@@  

																					= 𝐵𝑃'1+(@@@@@@@@@ − (1 + 𝑗& + 2𝑗' + 2𝑗() + 𝐵𝑃'1+'@@@@@@@@@ 

																					= 𝐵𝑃'1+:@@@@@@@@@ − (1 + 𝑗& + 2𝑗' + 2𝑗() 

elde edilir. Sonuç olarak ispat tamamlanır. ∎ 

(iii) İspat tümevarım yöntemi kullanılarak yapılabilir. 𝑛 = 1 için sonuç açıkça 

doğrudur. 𝑛 ∈ ℤ+ için doğru olduğu kabul edilsin. Yani, 

∑ 𝐵𝑃'7+&@@@@@@@@@ = 𝐵𝑃'1+8@@@@@@@@@ − 𝐵𝑃'@@@@@ =1
76% 𝐵𝑃'1+8@@@@@@@@@ − (1 + 2𝑗& + 2𝑗' + 3𝑗(),  

olsun. Şimdi 𝑛 + 1 ∈ ℤ+ için doğru olduğunu, yani, 
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∑ 𝐵𝑃'7+&@@@@@@@@@ = 𝐵𝑃'1+B@@@@@@@@@1+&
76% − (1 + 2𝑗& + 2𝑗' + 3𝑗()  

olduğunu göstermek yeterlidir. O halde (2.2) bağıntısından, 

∑ 𝐵𝑃'7+&@@@@@@@@@ = ∑ 𝐵𝑃'7+&@@@@@@@@@1
76% +1+&

76% 𝐵𝑃'1+(@@@@@@@@@   

                      = 𝐵𝑃'1+8@@@@@@@@@ − (1 + 2𝑗& + 2𝑗' + 3𝑗() + 𝐵𝑃'1+(@@@@@@@@@  

																									= 𝐵𝑃'1+B@@@@@@@@@ − (1 + 2𝑗& + 2𝑗' + 3𝑗()  

elde edilir. Sonuç olarak ispat tamamlanır. ∎ 

2.2. Bihiperbolik Pell-Padovan Sayıları 

Bu bölümde ilk bölümde tanımı ve özellikleri verilen Pell-Padovan sayıları kullanılarak 

elde edilen Bihiperbolik Pell-Padovan sayıları hakkında bilgi verilecektir. 

Tanım 2.2.1: 𝑛 ∈ ℕ için, Bihiperbolik Pell-Padovan dizisi, {𝐵𝑅1@@@@@@}, şu şekilde 

tanımlanır, 

𝐵𝑅1@@@@@@ = 𝑅1 + 𝑗&𝑅1+& + 𝑗'𝑅1+' + 𝑗(𝑅1+(              (2.8) 

burada 𝐵𝑅1@@@@@@ , 𝑛′inci Bihiperbolik Pell-Padovan sayısı ve 𝑅1 ise (1.9)’daki Pell-Padovan 

sayısıdır. 𝑛 ≥ 3 olmak üzere Bihiperbolik Pell-Padovan dizisi {𝐵𝑅1@@@@@@} için  

𝐵𝑅1@@@@@@ = 2𝐵𝑅10'@@@@@@@@ + 𝐵𝑅10(@@@@@@@@,                                      (2.9) 

rekürans bağıntısının sağlandığı açıktır. Bu {𝐵𝑅1@@@@@@} dizisinin başlangıç şartları, 𝐵𝑅%@@@@@ =

1 + 𝑗& + 𝑗' + 3𝑗( ve  𝐵𝑅&@@@@@ = 1 + 𝑗& + 3𝑗' + 3𝑗( olacak şekilde verilmektedir. 

Teorem 2.2.1 (Binet Benzeri Formülü): 𝑛 ∈ ℕ için, 𝑠& =
&+√:
'
, 𝑠' =

&0√:
'
		ve 𝑠( =

−1, 𝑥( − 2𝑥 − 1 = 0 denkleminin kökleri ve  

𝑎@ = (;"0&)(;$0&)
(;!0;")(;!0;$)

	 , 	𝑏o = (;!0&)(;$0&)
(;"0;!)(;"0;$)

	 , 𝑐̅ = (;!0&)(;"0&)
(;$0;!)(;$0;")

	,  

𝛼 = 1 + 𝑗&𝑠& + 𝑗'𝑠&' + 𝑗(𝑠&(	, 𝛽 = 1 + 𝑗&𝑠' + 𝑗'𝑠'' + 𝑗(𝑠'(	, 𝛿 = 1 + 𝑗&𝑠( + 𝑗'𝑠(' + 𝑗(𝑠((	  
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olmak üzere, Bihiperbolik Pell-Padovan dizisi {𝐵𝑅1@@@@@@} için Binet benzeri formül, 

𝐵𝑅1@@@@@@ = 𝑎@𝛼@𝑠&1 + 𝑏@�̅�𝑠'1 + 𝑐̅𝛿̅𝑠(	1                                    (2.10) 

şeklindedir.  

İspat.  İlk olarak (1.10) formülünde belirtilen Pell-Padovan dizisinin Binet benzeri 

formülü ve (2.8) bağıntısıyla verilen Bihiperbolik Pell-Padovan dizisi {𝐵𝑅1@@@@@@}’nin tanımı 

göz önüne alınırsa, 

𝐵𝑅1@@@@@@ = 𝑅1 + 𝑗&𝑅1+& + 𝑗'𝑅1+' + 𝑗(𝑅1+( 

										= 𝑎@𝑠&1 + 𝑏@𝑠'1 + 𝑐̅𝑠(1 + 𝑗&�𝑎@𝑠&1+& + 𝑏@𝑠'1+& + 𝑐�̅�(1+&�  

 												+𝑗'�𝑎@𝑠&1+' + 𝑏@𝑠'1+' + 𝑐�̅�(1+'� + 𝑗(�𝑎@𝑠&1+( + 𝑏@𝑠'1+( + 𝑐�̅�(1+(� 

yazılabilir. Bu eşitlik bazı basit işlemler yapılarak düzenlenirse, 

𝐵𝑅1@@@@@@ = 𝑎@𝑠&1(1 + 𝑗&𝑠& + 𝑗'𝑠&' + 𝑗(𝑠&() + 𝑏@𝑠'1(1 + 𝑗&𝑠' + 𝑗'𝑠'' + 𝑗(𝑠'()  

													+𝑐̅𝑠(1(1 + 𝑗&𝑠( + 𝑗'𝑠(' + 𝑗(𝑠(() 

										= 𝑎@𝛼𝑠&1 + 𝑏@𝛽𝑠'1 + 𝑐�̅�𝑠(	1	

olacak şekilde elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. ∎ 

	

Teorem 2.2.2 (Üreteç Fonksiyonu): Bihiperbolik Pell-Padovan dizisi {𝐵𝑅1@@@@@@} için 

üreteç fonksiyonu  

∑ 𝐵𝑅1@@@@@@𝑥15
16% = (&+A!+A"+(A$)+(&+A!+(A"+(A$)*+(0&+A!+A"+A$)*"

&0'*"0*$
                    (2.11) 

şeklindedir. 

İspat. İlk olarak, 

𝑓(𝑥) = ∑ 𝐵𝑅1@@@@@@𝑥15
16%   

olsun. O halde elde edilen bu 𝑓(𝑥) fonksiyonu için aşağıdaki bağıntılar geçerlidir. 
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𝑓(𝑥) = �𝐵𝑅1@@@@@@𝑥1
5

16%

= 𝐵𝑅%@@@@@ + 𝐵𝑅&@@@@@𝑥 + 𝐵𝑅'@@@@@𝑥' +�𝐵𝑅1@@@@@@𝑥1
5

16(

 

2𝑥'𝑓(𝑥) = �2𝐵𝑅1@@@@@@𝑥1+'
5

16%

=�2𝐵𝑅10'@@@@@@@@𝑥1
5

16'

= 2𝐵𝑅%@@@@@𝑥' +�2𝐵𝑅10'@@@@@@@@𝑥1
5

16(

 

𝑥(𝑓(𝑥) = �𝐵𝑅1@@@@@@𝑥1+(
5

16%

= �𝐵𝑅10(@@@@@@@@𝑥1
5

16(

 

elde edilir. Yukarıdaki eşitlikler kullanılarak, 

(1 − 2𝑥' − 𝑥()𝑓(𝑥) = 𝐵𝑅%@@@@@ + 𝐵𝑅&@@@@@𝑥 + (𝐵𝑅'@@@@@ − 2𝐵𝑅%@@@@@)𝑥' 

+�(𝐵𝑅1@@@@@@ − 2𝐵𝑅10'@@@@@@@@ − 𝐵𝑅10(@@@@@@@@)𝑥1
5

16(

 

elde edilir. (2.9) bağıntısı ve başlangıç şartları kullanılarak, 

𝑓(𝑥) =
(1 + 𝑗& + 𝑗' + 3𝑗() + (1 + 𝑗& + 3𝑗' + 3𝑗()𝑥 + (−1 + 𝑗& + 𝑗' + 𝑗()𝑥'

1 − 2𝑥' − 𝑥(  

elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. ∎ 

Lemma 2.2.1: Her 𝑛 ∈ ℤ+ için, 𝐵𝑅'1+'@@@@@@@@@@ − 𝐵𝑅'1+&@@@@@@@@@@ − 𝐵𝑅'1@@@@@@@ = −1 + 𝑗& − 𝑗' + 𝑗( ifadesi 

doğrudur. 

İspat. Teorem 2.2.1’de verilen Bihiperbolik Pell-Padovan dizisi {𝐵𝑅1@@@@@@}’nin binet benzeri 

formülü kullanılarak eşitliğin doğruluğu kolaylıkla ispatlanabilir. ∎ 

Lemma 2.2.2: Her 𝑛 ∈ ℤ+ için, 𝐵𝑅'1+&@@@@@@@@@@ − 𝐵𝑅'1@@@@@@@ − 𝐵𝑅'10&@@@@@@@@@@ = 1 − 𝑗& + 𝑗' − 𝑗( ifadesi 

doğrudur. 

İspat. Teorem 2.2.1’de verilen Bihiperbolik Pell-Padovan dizisi {𝐵𝑅1@@@@@@}’nin binet benzeri 

formülü kullanılarak eşitliğin doğruluğu kolaylıkla ispatlanabilir. ∎ 

 

 



	
	
21	

	

Teorem 2.2.3: Bihiperbolik Pell-Padovan sayıları için aşağıdaki eşitlikler sağlanır. 

i. ∑ 𝐵𝑅7@@@@@@ =1
76%

&
'
[𝐵𝑅1@@@@@@ + 𝐵𝑅1+&@@@@@@@@ + 𝐵𝑅1+'@@@@@@@@ − (1 + 3𝑗& + 5𝑗' + 7𝑗()],               (2.12) 

ii. ∑ 𝐵𝑅'7@@@@@@@ = 𝐵𝑅'1+&@@@@@@@@@@1
76% − 𝑛(1 − 𝑗& + 3𝑗' − 𝑗() + (2𝑛 − 2)𝑗'                       (2.13) 

iii. ∑ 𝐵𝑅'7+&@@@@@@@@@@ = 𝐵𝑅'1+&@@@@@@@@@@1
76% + 𝐵𝑅'1@@@@@@@ + (𝑛 − 1)(1 − 5𝑗& + 𝑗' − 9𝑗() 

                 +(4𝑛 − 6)𝑗& + (8𝑛 − 12)𝑗(      (2.14) 

 

İspat.  

(i) Öncelikle (2.8) bağıntısıyla verilen Bihiperbolik Pell-Padovan dizisi {𝐵𝑅1@@@@@@}’nin 

tanımı göz önüne alınırsa, 

∑ 𝐵𝑅7@@@@@@ =1
76% ∑ (𝑅7 + 𝑗&𝑅7+& + 𝑗'𝑅7+' + 𝑗(𝑅7+()1

76%   

																				= ∑ 𝑅71
76% + 𝑗&∑ 𝑅7+&1

76% + 𝑗'∑ 𝑅7+'1
76% + 𝑗(∑ 𝑅7+(1

76%   

																				= ∑ 𝑅71
76% + 𝑗&∑ 𝑅71+&

76& + 𝑗' ∑ 𝑅71+'
76' + 𝑗( ∑ 𝑅71+(

76(   

																				= ∑ 𝑅71
76% + 𝑗&(∑ 𝑅71

76% − 𝑅% + 𝑅1+&)  

																								+𝑗'(∑ 𝑅71
76% − 𝑅% − 𝑅& + 𝑅1+& + 𝑅1+')  

																								+𝑗((∑ 𝑅71
76% − 𝑅% − 𝑅& − 𝑅' + 𝑅1+& + 𝑅1+' + 𝑅1+()  

elde edilir. Burada Tanım 1.3.3 ‘de verilmiş olan 𝑅%, 𝑅&	ve 𝑅' başlangıç şartları ve (1.9) 

bağıntısı yerlerine yazılırsa, 

∑ 𝐵𝑅7@@@@@@ =1
76%

&
'
[𝐵𝑅1@@@@@@ + 𝐵𝑅1+&@@@@@@@@ + 𝐵𝑅1+'@@@@@@@@ − (1 + 3𝑗& + 5𝑗' + 7𝑗()],  

bağıntısı elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. ∎ 

(ii) İspat tümevarım yöntemi kullanılarak yapılabilir. 𝑛 = 1 için sonuç açıkça doğrudur. 

Hipotezin 𝑛 ∈ ℤ+ için doğru olduğu kabul edilsin. Yani, 

∑ 𝐵𝑅'7@@@@@@@ = 𝐵𝑅'1+&@@@@@@@@@@1
76% − 𝑛(1 − 𝑗& + 3𝑗' − 𝑗() + (2𝑛 − 2)𝑗',  

olsun. Şimdi 𝑛 + 1 ∈ ℤ+ için hipotezin doğru olduğunu, yani, 

∑ 𝐵𝑅'7@@@@@@@1+&
76% = 𝐵𝑅'1+(@@@@@@@@@@ − (𝑛 + 1)(1 − 𝑗& + 3𝑗' − 𝑗() + (2𝑛)𝑗'  
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olduğunu göstermek yeterlidir. O halde (2.9) bağıntısından, 

∑ 𝐵𝑅'C@@@@@@ = ∑ 𝐵𝑅'7@@@@@@@ +1
76%

1+&
>6% 𝐵𝑅'1+'@@@@@@@@@@  

																					= 𝐵𝑅'1+&@@@@@@@@@@ − 𝑛(1 − 𝑗& + 3𝑗' − 𝑗() + (2𝑛 − 2)𝑗' + 𝐵𝑅'1+'@@@@@@@@@@ 

elde edilir. Burada eşitliğin sağ tarafına 𝐵𝑅'1+&@@@@@@@@@@ + 𝐵𝑅'1@@@@@@@ + (1 − 𝑗& + 3𝑗' − 𝑗() terimi 

eklenip çıkarılırsa, gerekli işlemler yapılarak, 

 

∑ 𝐵𝑅'7@@@@@@@1+&
76% = 𝐵𝑅'1+&@@@@@@@@@@ − 𝑛(1 − 𝑗& + 3𝑗' − 𝑗() + (2𝑛)𝑗' − 2𝑗' + 𝐵𝑅'1+'@@@@@@@@@@   

																									+𝐵𝑅'1+&@@@@@@@@@@ + 𝐵𝑅'1@@@@@@@ + (1 − 𝑗& + 3𝑗' − 𝑗()  

																									−𝐵𝑅'1+&@@@@@@@@@@ − 𝐵𝑅'1@@@@@@@ − (1 − 𝑗& + 3𝑗' − 𝑗() 

																					= 2𝐵𝑅'1+&@@@@@@@@@@ + 𝐵𝑅'1@@@@@@@ − (𝑛 + 1)(1 + 𝑗& + 𝑗' + 2𝑗() + (2𝑛)𝑗' 

																										+𝐵𝑅'1+'@@@@@@@@@@ − 𝐵𝑅'1+&@@@@@@@@@@ − 𝐵𝑅'1@@@@@@@ + (1 − 𝑗& + 3𝑗' − 𝑗() − 2𝑗' 

elde edilir. Burada Lemma 2.2.1’de yer alan ifadeye göre, her 𝑛 ∈ ℤ+ için, 𝐵𝑅'1+'@@@@@@@@@@ −

𝐵𝑅'1+&@@@@@@@@@@ − 𝐵𝑅'1@@@@@@@ = −1 + 𝑗& − 𝑗' + 𝑗( olduğundan bu ifade yerine yazılırsa, 

∑ 𝐵𝑅'7@@@@@@@1+&
76% = 𝐵𝑅'1+(@@@@@@@@@@ − (𝑛 + 1)(1 − 𝑗& + 3𝑗' − 𝑗() + (2𝑛)𝑗'  

bulunur. Sonuç olarak ispat tamamlanır. ∎ 

(iii) İspat tümevarım yöntemi kullanılarak yapılabilir. 𝑛 = 1 için sonuç açıkça 

doğrudur. Hipotezin 𝑛 ∈ ℤ+ için doğru olduğu kabul edilsin. Yani, 

∑ 𝐵𝑅'7+&@@@@@@@@@@ = 𝐵𝑅'1+&@@@@@@@@@@1
76% + 𝐵𝑅'1@@@@@@@ + (𝑛 − 1)(1 − 5𝑗& + 𝑗' − 9𝑗()  

                 +(4𝑛 − 6)𝑗& + (8𝑛 − 12)𝑗(  

olsun. Şimdi 𝑛 + 1 ∈ ℤ+ için hipotezin doğru olduğunu, yani, 

∑ 𝐵𝑅'7+&@@@@@@@@@@ = 𝐵𝑅'1+(@@@@@@@@@@1+&
76% + 𝐵𝑅'1+'@@@@@@@@@@ + 𝑛(1 − 5𝑗& + 𝑗' − 9𝑗() + (4𝑛 − 2)𝑗&  

																													+(8𝑛 − 4)𝑗(  

olduğunu göstermek yeterlidir. O halde (2.9) bağıntısından, 



	
	
23	

	

∑ 𝐵𝑅'7+&@@@@@@@@@@ = ∑ 𝐵𝑅'7+&@@@@@@@@@@1
76% +1+&

76% 𝐵𝑅'1+(@@@@@@@@@@   

																										= 𝐵𝑅'1+&@@@@@@@@@@ + 𝐵𝑅'1@@@@@@@ + (𝑛 − 1)(1 − 5𝑗& + 𝑗' − 9𝑗()  

                 +(4𝑛 − 6)𝑗& + (8𝑛 − 12)𝑗( + 𝐵𝑅'1+(@@@@@@@@@@  

elde edilir. Burada eşitliğin sağ tarafına 𝐵𝑅'1@@@@@@@ + 𝐵𝑅'10&@@@@@@@@@@ terimi eklenip çıkarılırsa, 

gerekli işlemler yapılarak, 

∑ 𝐵𝑅'7+&@@@@@@@@@@1+&
76% = 𝐵𝑅'1+&@@@@@@@@@@ + 𝐵𝑅'1@@@@@@@ + (𝑛 − 1)(1 − 5𝑗& + 𝑗' − 9𝑗()  

                 +(4𝑛 − 6)𝑗& + (8𝑛 − 12)𝑗( + 𝐵𝑅'1+(@@@@@@@@@@ + 𝐵𝑅'1@@@@@@@ + 𝐵𝑅'10&@@@@@@@@@@ 

																													−𝐵𝑅'1@@@@@@@ − 𝐵𝑅'10&@@@@@@@@@@  

																										= 𝐵𝑅'1+(@@@@@@@@@@ + 𝐵𝑅'1+'@@@@@@@@@@ + 𝑛(1 − 5𝑗& + 𝑗' − 9𝑗() + (4𝑛 − 2)𝑗&  

																													+(8𝑛 − 4)𝑗( + 𝐵𝑅'1+&@@@@@@@@@@ − 𝐵𝑅'1@@@@@@@ − 𝐵𝑅'10&@@@@@@@@@@ + (−1 + 𝑗& − 𝑗' + 𝑗()  

elde edilir. Burada Lemma 2.2.2’de yer alan ifadeye göre her 𝑛 ∈ 𝑍+ için, 𝐵𝑅'1+&@@@@@@@@@@ −

𝐵𝑅'1@@@@@@@ − 𝐵𝑅'10&@@@@@@@@@@ = 1 − 𝑗& + 𝑗' − 𝑗( olduğundan bu ifade yerine yazılırsa,  

∑ 𝐵𝑅'7+&@@@@@@@@@@ = 𝐵𝑅'1+(@@@@@@@@@@1+&
76% + 𝐵𝑅'1+'@@@@@@@@@@ + (𝑛)(1 − 5𝑗& + 𝑗' − 9𝑗() + (4𝑛 − 2)𝑗&  

																													+(8𝑛 − 4)𝑗(  

bulunur. Sonuç olarak ispat tamamlanır. ∎ 

2.3. Bihiperbolik Jacobsthal-Padovan Sayıları  

Bu bölümde ilk bölümde tanımı ve özellikleri verilen Jacobsthal-Padovan sayıları 

kullanılarak elde edilen Bihiperbolik Jacobsthal-Padovan sayıları hakkında bilgi 

verilecektir. 

Tanım 2.3.1: 𝑛 ∈ ℕ için, Bihiperbolik Jacobsthal-Padovan dizisi, {𝐵𝑉1@@@@@}, şu şekilde 

tanımlanır, 

𝐵𝑉1@@@@@ = 𝑉1 + 𝑗&𝑉1+& + 𝑗'𝑉1+' + 𝑗(𝑉1+(.            (2.15) 
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Burada 𝐵𝑉1@@@@@ , 𝑛′inci Bihiperbolik Jacobsthal-Padovan sayısı ve 𝑉1 ise (1.15)’deki 

Jacobsthal-Padovan sayısıdır. 𝑛 ≥ 3 olmak üzere Bihiperbolik Jacobsthal-Padovan 

dizisi {𝐵𝑉1@@@@@} için  

𝐵𝑉1@@@@@ = 𝐵𝑉10'@@@@@@@@ + 2𝐵𝑉10(@@@@@@@@,                                        (2.16) 

rekürans bağıntısının sağlandığı açıktır. Bu {𝐵𝑉1@@@@@}	dizisinin başlangıç şartları, 𝐵𝑉%@@@@@ =

1 + 𝑗& + 𝑗' + 3𝑗( ve 𝐵𝑉&@@@@@ = 1 + 𝑗& + 3𝑗' + 3𝑗( olacak şekilde verilmektedir. 

Teorem 2.3.1 (Binet Benzeri Formülü): 𝑛 ∈ ℕ için, 𝑡&, 𝑡'		ve 𝑡(, 𝑥( − 𝑥 − 2 = 0 

denkleminin kökleri ve 

𝑎 = (<"0&)(<$0&)
(<!0<")(<!0<$)

	 , 	𝑏 = (<!0&)(<$0&)
(<"0<!)(<"0<$)

	 , 	𝑐 = (<!0&)(<"0&)
(<$0<!)(<$0<")

,  

𝛼 = 1 + 𝑗&𝑡& + 𝑗'𝑡&' + 𝑗(𝑡&(	, 𝛽 = 1 + 𝑗&𝑡' + 𝑗'𝑡'' + 𝑗(𝑡'(	, 𝛿 = 1 + 𝑗&𝑡( + 𝑗'𝑡(' + 𝑗(𝑡((	  

olmak üzere, Bihiperbolik Jacobsthal-Padovan dizisi {𝐵𝑉1@@@@@} için Binet benzeri formül, 

𝐵𝑉1@@@@@ = 𝑎	𝛼𝑡&1 + 𝑏	𝛽𝑡'1 + 𝑐	𝛿𝑡(	1                                    (2.17) 

şeklindedir.  

İspat.  İlk olarak (1.16) formülünde belirtilen Jacobsthal-Padovan dizisinin Binet 

benzeri formülü ve (2.15) bağıntısıyla verilen Bihiperbolik Jacobsthal-Padovan dizisi 

{𝐵𝑉1@@@@@}’nin tanımı göz önüne alınırsa, 

𝐵𝑉1@@@@@ = 𝑉1 + 𝑗&𝑉1+& + 𝑗'𝑉1+' + 𝑗(𝑉1+( 

									= 𝑎𝑡&1 + 𝑏𝑡'1 + 𝑐𝑡(1 + 𝑗&�𝑎𝑡&1+& + 𝑏𝑡'1+& + 𝑐𝑡(1+&�  

 												+𝑗'�𝑎𝑡&1+' + 𝑏𝑡'1+' + 𝑐𝑡(1+'� + 𝑗(�𝑎𝑡&1+( + 𝑏𝑡'1+( + 𝑐𝑡(1+(� 

yazılabilir. Bu eşitlik bazı basit işlemler yapılarak düzenlenirse, 

𝐵𝑉1@@@@@ = 𝑎𝑡&1(1 + 𝑗&𝑡& + 𝑗'𝑡&' + 𝑗(𝑡&() + 𝑏𝑡'1(1 + 𝑗&𝑡' + 𝑗'𝑡'' + 𝑗(𝑡'()  

													+𝑐𝑡(1(1 + 𝑗&𝑡( + 𝑗'𝑡(' + 𝑗(𝑡(() 
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								= 𝑎𝛼𝑡&1 + 𝑏𝛽𝑡'1 + 𝑐𝛿𝑡(	1	

olacak şekilde elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. ∎ 

	

Teorem 2.3.2 (Üreteç Fonksiyonu): Bihiperbolik Jacobsthal-Padovan dizisi {𝐵𝑉1@@@@@}	için 

üreteç fonksiyonu  

∑ 𝐵𝑉1@@@@@𝑥15
16% = (&+A!+A"+(A$)+(&+A!+(A"+(A$)*+('A!+'A"+'A$)*"

&0*"0'*$
         (2.18) 

şeklindedir. 

İspat. İlk olarak, 

ℎ(𝑥) = ∑ 𝐵𝑉1@@@@@𝑥15
16%   

olsun. O halde elde edilen bu ℎ(𝑥) fonksiyonu için aşağıdaki bağıntılar geçerlidir. 

ℎ(𝑥) = �𝐵𝑉1@@@@@𝑥1
5

16%

= 𝐵𝑉%@@@@@ + 𝐵𝑉&@@@@@𝑥 + 𝐵𝑉'@@@@@𝑥' +�𝐵𝑉1@@@@@𝑥1
5

16(

 

𝑥'ℎ(𝑥) = �𝐵𝑉1@@@@@𝑥1+'
5

16%

= �𝐵𝑉10'@@@@@@@@𝑥1
5

16'

= 𝐵𝑉%@@@@@𝑥' +�𝐵𝑉10'@@@@@@@@𝑥1
5

16(

 

2𝑥(ℎ(𝑥) = �2𝐵𝑉1@@@@@𝑥1+(
5

16%

=�2𝐵𝑉10(@@@@@@@@𝑥1
5

16(

 

elde edilir. Yukarıdaki eşitlikler kullanılarak, 

(1 − 𝑥' − 2𝑥()ℎ(𝑥) = 𝐵𝑉%@@@@@ + 𝐵𝑉&@@@@@𝑥 + (𝐵𝑉'@@@@@ − 𝐵𝑉%@@@@@)𝑥' 

+�(𝐵𝑉1@@@@@ − 𝐵𝑉10'@@@@@@@@ − 2𝐵𝑉10(@@@@@@@@)𝑥1
5

16(

 

elde edilir. (2.16) bağıntısı ve başlangıç şartları kullanılarak, 

ℎ(𝑥) =
(1 + 𝑗& + 𝑗' + 3𝑗() + (1 + 𝑗& + 3𝑗' + 3𝑗()𝑥 + (2𝑗& + 2𝑗' + 2𝑗()𝑥'

1 − 𝑥' − 2𝑥(  

elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. ∎ 
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Teorem 2.3.3: Bihiperbolik Jacobsthal-Padovan sayıları için aşağıdaki eşitlikleri 

sağlanır.  

i. ∑ 𝐵𝑉7@@@@@ =1
76%

&
'
(𝐵𝑉1+(@@@@@@@@ + 𝐵𝑉1+'@@@@@@@@ − (2 + 4𝑗& + 6𝑗' + 8𝑗()),         (2.19) 

ii. ∑ 𝐵𝑉'7@@@@@@ = &
'
(𝐵𝑉'1+&@@@@@@@@@ + 2𝐵𝑉'1@@@@@@@ − (1 + 𝑗& + 3𝑗' + 3𝑗())1

76% ,     (2.20) 

iii. ∑ 𝐵𝑉'7+&@@@@@@@@@ =1
76%

&
'
(𝐵𝑉'1+'@@@@@@@@@ + 2𝐵𝑉'1+&@@@@@@@@@ − (1 + 3𝑗& + 3𝑗' + 5𝑗()),       (2.21)  

İspat.  

(i) Öncelikle (2.15) bağıntısıyla verilen Bihiperbolik Jacobsthal-Padovan dizisi 

{𝐵𝑉1@@@@@}’nin tanımı göz önüne alınırsa, 

∑ 𝐵𝑉7@@@@@ =1
76% ∑ (𝑉7 + 𝑗&𝑉7+& + 𝑗'𝑉7+' + 𝑗(𝑉7+()1

76%   

																	= ∑ 𝑉71
76% + 𝑗& ∑ 𝑉7+&1

76% + 𝑗'∑ 𝑉7+'1
76% + 𝑗( ∑ 𝑉7+(1

76%   

																	= ∑ 𝑉71
76% + 𝑗& ∑ 𝑉71+&

76& + 𝑗'∑ 𝑉71+'
76' + 𝑗( ∑ 𝑉71+(

76(   

																	= ∑ 𝑉71
76% + 𝑗&(∑ 𝑉71

76% − 𝑉% + 𝑉1+&)  

																					+𝑗'(∑ 𝑉71
76% − 𝑉% − 𝑉& + 𝑉1+& + 𝑉1+')  

																					+𝑗((∑ 𝑉71
76% − 𝑉% − 𝑉& − 𝑉' + 𝑉1+& + 𝑉1+' + 𝑉1+()  

elde edilir. Burada Tanım 1.3.4 ‘de verilmiş olan 𝑉%, 𝑉&	ve 𝑉' başlangıç şartları ve (1.15) 

bağıntısı yerlerine yazılırsa, 

∑ 𝐵𝑉7@@@@@ =1
76%

&
'
(𝐵𝑉1+(@@@@@@@@ + 𝐵𝑉1+'@@@@@@@@ − (2 + 4𝑗& + 6𝑗' + 8𝑗())  

bağıntısı elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. ∎ 

(ii) İspat tümevarım yöntemi kullanılarak yapılabilir. 𝑛 = 1 için sonuç açıkça doğrudur. 

Hipotezin 𝑛 ∈ ℤ+ için doğru olduğu kabul edilsin. Yani, 

∑ 𝐵𝑉'7@@@@@@ = &
'
(𝐵𝑉'1+&@@@@@@@@@ + 2𝐵𝑉'1@@@@@@@ − (1 + 𝑗& + 3𝑗' + 3𝑗())1

76% ,  

olsun. Şimdi 𝑛 + 1 ∈ ℤ+ için hipotezin doğru olduğunu, yani, 
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∑ 𝐵𝑉'7@@@@@@1+&
76% = &

'
(𝐵𝑉'1+(@@@@@@@@@ + 2𝐵𝑉'1+'@@@@@@@@@ − (1 + 𝑗& + 3𝑗' + 3𝑗())  

olduğunu göstermek yeterlidir. O halde (2.16) bağıntısından, 

∑ 𝐵𝑉'7@@@@@@ = ∑ 𝐵𝑉'7@@@@@@ +1
76%

1+&
76% 𝐵𝑉'1+'@@@@@@@@@  

																					=
1
2 (𝐵𝑉'1+&
@@@@@@@@@ + 2𝐵𝑉'1@@@@@@@ − (1 + 𝑗& + 3𝑗' + 3𝑗()) 	+ 𝐵𝑉'1+'@@@@@@@@@ 

																					=
1
2 (𝐵𝑉'1+(
@@@@@@@@@ + 2𝐵𝑉'1+'@@@@@@@@@ − (1 + 𝑗& + 3𝑗' + 3𝑗()) 

elde edilir. Sonuç olarak ispat tamamlanır. ∎ 

(iii) İspat tümevarım yöntemi kullanılarak yapılabilir. 𝑛 = 1 için sonuç açıkça 

doğrudur. Hipotezin  𝑛 ∈ ℤ+ için doğru olduğu kabul edilsin. Yani, 

∑ 𝐵𝑉'7+&@@@@@@@@@ =1
76%

&
'
(𝐵𝑉'1+'@@@@@@@@@ + 2𝐵𝑉'1+&@@@@@@@@@ − (1 + 3𝑗& + 3𝑗' + 5𝑗()),   

olsun. Şimdi 𝑛 + 1 ∈ ℤ+ için hipotezin doğru olduğunu, yani, 

∑ 𝐵𝑉'7+&@@@@@@@@@ =1+&
76%

&
'
(𝐵𝑉'1+8@@@@@@@@@ + 2𝐵𝑉'1+(@@@@@@@@@ − (1 + 3𝑗& + 3𝑗' + 5𝑗()),   

olduğunu göstermek yeterlidir. O halde (2.16) bağıntısından, 

∑ 𝐵𝑉'7+&@@@@@@@@@ = ∑ 𝐵𝑉'7+&@@@@@@@@@1
76% +1+&

76% 𝐵𝑉'1+(@@@@@@@@@   

                      = &
'
(𝐵𝑉'1+'@@@@@@@@@ + 2𝐵𝑉'1+&@@@@@@@@@ − (1 + 3𝑗& + 3𝑗' + 5𝑗()) + 𝐵𝑉'1+(@@@@@@@@@  

																									= &
'
(𝐵𝑉'1+8@@@@@@@@@ + 2𝐵𝑉'1+(@@@@@@@@@ − (1 + 3𝑗& + 3𝑗' + 5𝑗())  

elde edilir. Sonuç olarak ispat tamamlanır. ∎ 

2.4. Bihiperbolik Padovan−𝒑 Sayıları  

Bu bölümde ilk bölümde tanımı ve özellikleri verilen Padovan−𝑝 sayıları kullanılarak 

elde edilen Bihiperbolik Padovan−𝑝 sayıları hakkında bilgi verilecektir. 
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Tanım 2.4.1: 𝑛 ≥ 1, 𝑝 ∈ ℤ+ve 𝑝 ≥ 2 için Bihiperbolik Padovan−𝑝 dizisi, {	𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑛 +

𝑝 + 2)}, aşağıdaki şekilde tanımlanır. 

 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑛 + 𝑝 + 2) = 𝑃𝑎𝑝(𝑛 + 𝑝 + 2) + 𝑗&	𝑃𝑎𝑝(𝑛 + 𝑝 + 3)  

																																										+𝑗'	𝑃𝑎𝑝(𝑛 + 𝑝 + 4) + 𝑗(	𝑃𝑎𝑝(𝑛 + 𝑝 + 5).     (2.22) 

Burada 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑛 + 𝑝 + 2) , Bihiperbolik Padovan−𝑝 sayısı ve 𝑃𝑎𝑝(𝑛 + 𝑝 + 2) ise 

(1.21)’deki Padovan−𝑝 sayısıdır. 𝑛 ≥ 1 olmak üzere Bihiperbolik Padovan−𝑝 dizisi 

{	𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑛 + 𝑝 + 2)} için  

𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑛 + 𝑝 + 2) = 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑛 + 𝑝) + 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑛),                                 (2.23) 

rekürans bağıntısının sağlandığı açıktır. Bu {	𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑛 + 𝑝 + 2)}	dizisinin başlangıç 

şartları, 

𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(1) = 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(2) = ⋯ = 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑝 − 3) = 0, 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑝 − 2) = 𝑗(,  

𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑝 − 1) = 𝑗', 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑝) = 𝑗& + 𝑗(, 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑝 + 1) = 1 + 𝑗',  

𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑝 + 2) = 𝑗& + 𝑗(    

olacak şekilde verilmektedir.  

Teorem 2.4.1 (Üreteç Fonksiyonu): Bihiperbolik Padovan−𝑝 dizisi	 {	𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑛 + 𝑝 +

2)}	için üreteç fonksiyonu, 

∑ 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑛 + 𝑝 + 1)𝑥15
16% = &+A"+(A!+A$)*+A$*%)!+A"*%+(A!+A$)*%&!

&0*"0*%&"
        (2.24) 

şeklindedir. 

 

İspat. İlk olarak, 

𝒢(𝑥) = ∑ 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑛 + 𝑝 + 1)𝑥15
16%   

olsun. O halde elde edilen bu 𝒢(𝑥) fonksiyonu için aşağıdaki bağıntılar geçerlidir. 
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𝒢(𝑥) = ∑ 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑛 + 𝑝 + 1)𝑥15
16%   

										= 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑝 + 1) + 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑝 + 2)𝑥 + 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑝 + 3)𝑥' +⋯  

															+𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(2𝑝 − 1)𝑥=0' + 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(2𝑝)𝑥=0& + 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(2𝑝 + 1)𝑥= 

															+𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(2𝑝 + 2)𝑥=+& + ∑ 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑛 + 𝑝 + 1)𝑥15
16=+'   

𝑥'𝒢(𝑥) = ∑ 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑛 + 𝑝 + 1)𝑥1+' = ∑ 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑛 + 𝑝 − 1)𝑥15
16'

5
16%   

															= 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑝 + 1)𝑥' + 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑝 + 2)𝑥( + 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑝 + 3)𝑥8 +⋯  

																			+𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(2𝑝 − 3)𝑥=0' + 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(2𝑝 − 2)𝑥=0& + 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(2𝑝 − 1)𝑥= 

																			+𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(2𝑝)𝑥=+& +∑ 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑛 + 𝑝 − 1)𝑥15
16=+'   

𝑥=+'𝒢(𝑥) = ∑ 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑛 + 𝑝 + 1)𝑥1+=+'5
16% = ∑ 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑛 − 1)𝑥15

16=+'   

elde edilir. Yukarıdaki eşitlikler kullanılarak, 

(1 − 𝑥' − 𝑥=+')𝒢(𝑥) = 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑝 + 1) + 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑝 + 2)𝑥 + 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑝 + 3)𝑥' +⋯  

																																												+𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(2𝑝 − 1)𝑥=0' + 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(2𝑝)𝑥=0& 

																																												+𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(2𝑝 + 1)𝑥= + 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(2𝑝 + 2)𝑥=+&  

                                       −𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑝 + 1)𝑥' − 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑝 + 2)𝑥(  

												−𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑝 + 3)𝑥8 −⋯− 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(2𝑝 − 3)𝑥=0' 

						−𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(2𝑝 − 2)𝑥=0& − 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(2𝑝 − 1)𝑥= 

																																												−𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(2𝑝)𝑥=+&  

																															+∑ (𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑛 + 𝑝 + 1) − 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑛 + 𝑝 − 1) − 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑛 − 1)5
16=+' )𝑥1   

elde edilir. (2.23) bağıntısı ve başlangıç şartları kullanılarak, 

𝒢(𝑥) =
1 + 𝑗' + (𝑗& + 𝑗()𝑥 + 𝑗(𝑥=0& + 𝑗'𝑥= + (𝑗& + 𝑗()𝑥=+&

1 − 𝑥' − 𝑥=+'  

elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. ∎ 

Teorem 2.4.2: Bihiperbolik Padovan−𝑝 sayılarının toplamları		𝑆�1  ile gösterilsin. O 

halde 
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𝑆�1 = ∑ 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑝 + 𝑖) = �∑ 𝑃𝑎𝑝(𝑛 + 𝑝 + 2 − 𝑖) − 1=+&
>6& �1

>6& (1 + 𝑗& + 𝑗' + 𝑗()  

																																																		−(𝑗& + 𝑗' + 2𝑗() + 𝑃𝑎𝑝(𝑛 + 𝑝 + 1)(𝑗& + 𝑗' + 𝑗()  

																																																		+𝑃𝑎𝑝(𝑛 + 𝑝 + 2)(𝑗' + 𝑗() + 𝑃𝑎𝑝(𝑛 + 𝑝 + 3)(𝑗()			   (2.25) 

olur. 

İspat.	Öncelikle (2.22) bağıntısıyla verilen Bihiperbolik Padovan−𝑝 dizisi {	𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑛 +

𝑝 + 2)}’nin tanımı göz önüne alınırsa, 

𝑆�1 = ∑ 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑝 + 𝑖) = ∑ (𝑃𝑎𝑝(𝑝 + 𝑖) + 𝑗&𝑃𝑎𝑝(𝑝 + 𝑖 + 1)1
>6&

1
>6&    

																																																														+𝑗'𝑃𝑎𝑝(𝑝 + 𝑖 + 2) + 𝑗(𝑃𝑎𝑝(𝑝 + 𝑖 + 3))  

						= ∑ 𝑃𝑎𝑝(𝑝 + 𝑖)1
>6& + 𝑗& ∑ 𝑃𝑎𝑝(𝑝 + 𝑖 + 1)1

>6& + 𝑗' ∑ 𝑃𝑎𝑝(𝑝 + 𝑖 + 2)1
>6&   

											+𝑗( ∑ 𝑃𝑎𝑝(𝑝 + 𝑖 + 3)1
>6&   

					= ∑ 𝑃𝑎𝑝(𝑝 + 𝑖)1
>6& + 𝑗& ∑ 𝑃𝑎𝑝(𝑝 + 𝑖)1+&

>6' + 𝑗' ∑ 𝑃𝑎𝑝(𝑝 + 𝑖)1+'
>6(   

											+𝑗( ∑ 𝑃𝑎𝑝(𝑝 + 𝑖)1+(
>68   

					= ∑ 𝑃𝑎𝑝(𝑝 + 𝑖)1
>6& + 𝑗&�∑ 𝑃𝑎𝑝(𝑝 + 𝑖)1

>6& − 𝑃𝑎𝑝(𝑝 + 1) + 𝑃𝑎𝑝(𝑝 + 𝑛 + 1)�  

										+𝑗'(∑ 𝑃𝑎𝑝(𝑝 + 𝑖)1
>6& − 𝑃𝑎𝑝(𝑝 + 1) − 𝑃𝑎𝑝(𝑝 + 2) + 𝑃𝑎𝑝(𝑝 + 𝑛 + 1)  

																			+𝑃𝑎𝑝(𝑝 + 𝑛 + 2))   

									+𝑗((∑ 𝑃𝑎𝑝(𝑝 + 𝑖)1
>6& − 𝑃𝑎𝑝(𝑝 + 1) − 𝑃𝑎𝑝(𝑝 + 2) − 𝑃𝑎𝑝(𝑝 + 3)  

																			+𝑃𝑎𝑝(𝑝 + 𝑛 + 1) + 𝑃𝑎𝑝(𝑝 + 𝑛 + 2) + 𝑃𝑎𝑝(𝑝 + 𝑛 + 3))  

elde edilir. Burada Tanım 1.3.5 ‘de verilmiş olan başlangıç şartları ve (1.23) bağıntısı 

yerlerine yazılırsa, 

𝑆�1 = ∑ 𝐵𝑃𝑎𝑝@@@@@@@(𝑝 + 𝑖) = �∑ 𝑃𝑎𝑝(𝑛 + 𝑝 + 2 − 𝑖) − 1=+&
>6& �1

>6& (1 + 𝑗& + 𝑗' + 𝑗()  

																																																		−(𝑗& + 𝑗' + 2𝑗() + 𝑃𝑎𝑝(𝑛 + 𝑝 + 1)(𝑗& + 𝑗' + 𝑗()  

																																																		+𝑃𝑎𝑝(𝑛 + 𝑝 + 2)(𝑗' + 𝑗() + 𝑃𝑎𝑝(𝑛 + 𝑝 + 3)(𝑗()			     

bağıntısı elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. ∎ 
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BÖLÜM 3 

İKİ DEĞİŞKENLİ BİHİPERBOLİK FIBONACCI−𝒑 VE LUCAS−𝒑 

POLİNOMLARI 

Bu bölümde iki değişkenli bihiperbolik Fibonacci−𝑝 ve Lucas−𝑝 polinomları hakkında 

bilgi verilecektir. Ayrıca bu sayılara ait polinomların üreteç fonksiyonları, bazı 

özellikleri ve toplam formülleri sunulacaktır.  

İlk olarak iki değişkenli bihiperbolik Fibonacci−𝑝 ve Lucas−𝑝 polinomlarının tanımları 

verilecektir. 

Tanım 3.1: 𝑝 ≥ 1 tamsayı olsun. 𝑛 > 𝑝 için, iki değişkenli bihiperbolik Fibonacci−𝑝 

polinomu, 

𝐵𝐹=,1(𝑥, 𝑦) = 𝐹=,1(𝑥, 𝑦) + 𝑗&𝐹=,1+&(𝑥, 𝑦) + 𝑗'𝐹=,1+'(𝑥, 𝑦) + 𝑗(𝐹=,1+((𝑥, 𝑦)          (3.1) 

şeklinde tanımlanır. Burada 𝐹=,1(𝑥, 𝑦),		(1.24) denkleminde verilen genelleştirilmiş iki 

değişkenli Fibonacci−𝑝	polinomudur. İki değişkenli bihiperbolik Fibonacci−𝑝 polinom 

dizisinin, 8𝐵𝐹=,1(𝑥, 𝑦)=, rekürans bağıntısının ise, 

𝐵𝐹=,1(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝐵𝐹=,10&(𝑥, 𝑦) + 𝑦𝐵𝐹=,10=0&(𝑥, 𝑦)              (3.2) 

şeklinde olduğu açıktır. Bu 8𝐵𝐹=,1(𝑥, 𝑦)= polinom dizisinin başlangıç şartları, 

𝐵𝐹=,%(𝑥, 𝑦) = 𝑗& + 𝑗'𝑥 + 𝑗(𝑥'		ve	 	𝐵𝐹=,&(𝑥, 𝑦) = 1 + 𝑗&𝑥 + 𝑗'𝑥' + 𝑗(𝑥(	olacak şekilde 

verilmektedir. 

Teorem 3.1 (Üreteç Fonksiyonu): İki değişkenli bihiperbolik Fibonacci−𝑝 polinom 

dizisi 8𝐵𝐹=,1(𝑥, 𝑦)= için üreteç fonksiyonu, 

∑ 𝐵𝐹=,1(𝑥, 𝑦)5
16% 𝑧1 = A!+A"*+A$*"+)+)%)!(-A$)+)%(-A"+*-A$)

&0*)0-)%&!
                       (3.3) 

şeklindedir. 
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İspat. İlk olarak, 

�̅�(𝑧) = ∑ 𝐵𝐹=,1(𝑥, 𝑦)𝑧15
16%   

olsun. O halde elde edilen bu �̅�(𝑧) fonksiyonu için aşağıdaki bağıntılar geçerlidir. 

�̅�(𝑧) = ∑ 𝐵𝐹=,1(𝑥, 𝑦)𝑧15
16%   

										= 𝐵𝐹=,%(𝑥, 𝑦) + 𝐵𝐹=,&(𝑥, 𝑦)𝑧 + 𝐵𝐹=,'(𝑥, 𝑦)𝑧' +⋯  

													+𝐵𝐹=,=0'(𝑥, 𝑦)𝑧=0' + 𝐵𝐹=,=0&(𝑥, 𝑦)𝑧=0& + 𝐵𝐹=,=(𝑥, 𝑦)𝑧=  

													+∑ 𝐵𝐹=,1(𝑥, 𝑦)𝑧15
16=+&   

𝑥𝑧�̅�(𝑧) = ∑ 𝑥𝐵𝐹=,1(𝑥, 𝑦)𝑧1+& = ∑ 𝑥𝐵𝐹=,10&(𝑥, 𝑦)𝑧15
16&

5
16%   

															= 𝑥𝐵𝐹=,%(𝑥, 𝑦)𝑧 + 𝑥𝐵𝐹=,&(𝑥, 𝑦)𝑧' + 𝑥𝐵𝐹=,'(𝑥, 𝑦)𝑧( +⋯  

																		+𝑥𝐵𝐹=,=0((𝑥, 𝑦)𝑧=0' + 𝑥𝐵𝐹=,=0'(𝑥, 𝑦)𝑧=0& + 𝑥𝐵𝐹=,=0&(𝑥, 𝑦)𝑧=  

																		+∑ 𝑥𝐵𝐹=,10&(𝑥, 𝑦)𝑧15
16=+&   

𝑦𝑧=+&�̅�(𝑧) = ∑ 𝑦𝐵𝐹=,1(𝑥, 𝑦)𝑧1+=+& = ∑ 𝑦𝐵𝐹=,10=0&(𝑥, 𝑦)𝑧15
16=+&

5
16%   

elde edilir. Yukarıdaki eşitlikler kullanılarak, 

(1 − 𝑥𝑧 − 𝑦𝑧=+&)�̅�(𝑧) = 𝐵𝐹=,%(𝑥, 𝑦) + z𝐵𝐹=,&(𝑥, 𝑦) − 𝑥𝐵𝐹=,%(𝑥, 𝑦){ 𝑧  

																																																+ z𝐵𝐹=,'(𝑥, 𝑦) − 𝑥𝐵𝐹=,&(𝑥, 𝑦){ 𝑧' +⋯  

																																																+ z𝐵𝐹=,=0'(𝑥, 𝑦) − 𝑥𝐵𝐹=,=0((𝑥, 𝑦){ 𝑧=0' 

																																																+ z𝐵𝐹=,=0&(𝑥, 𝑦) − 𝑥𝐵𝐹=,=0'(𝑥, 𝑦){ 𝑧=0&  

                                         	+ z𝐵𝐹=,=(𝑥, 𝑦) − 𝑥𝐵𝐹=,=0&(𝑥, 𝑦){ 𝑧= 

																																									+∑ (𝐵𝐹=,1(𝑥, 𝑦) − 𝑥𝐵𝐹=,10&(𝑥, 𝑦) − 𝑦𝐵𝐹=,10=0&5
16=+& (𝑥, 𝑦))𝑧1   

elde edilir. (3.2) bağıntısı ve başlangıç şartları kullanılarak, 

�̅�(𝑧) =
𝑗& + 𝑗'𝑥 + 𝑗(𝑥' + 𝑧 + 𝑧=0&(𝑦𝑗() + 𝑧=(𝑦𝑗' + 𝑥𝑦𝑗()

1 − 𝑥𝑧 − 𝑦𝑧=+&  
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elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. ∎ 

Tanım 3.2: 𝑝 ≥ 1 tamsayı olsun. 𝑛 > 𝑝 için, iki değişkenli bihiperbolik Lucas−𝑝 

polinomları, 

𝐵𝐿=,1(𝑥, 𝑦) = 𝐿=,1(𝑥, 𝑦) + 𝑗&𝐿=,1+&(𝑥, 𝑦) + 𝑗'𝐿=,1+'(𝑥, 𝑦) + 𝑗(𝐿=,1+((𝑥, 𝑦)          (3.4) 

şeklinde tanımlanır. Burada 𝐿=,1(𝑥, 𝑦),		(1.26) denkleminde verilen genelleştirilmiş iki 

değişkenli Lucas−𝑝	polinomlarıdır. İki değişkenli bihiperbolik Lucas−𝑝 polinom 

dizisinin, 8𝐵𝐿=,1(𝑥, 𝑦)=, rekürans bağıntısının ise, 

𝐵𝐿=,1(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝐵𝐿=,10&(𝑥, 𝑦) + 𝑦𝐵𝐿=,10=0&(𝑥, 𝑦)              (3.5) 

şeklinde olduğu açıktır. Bu 8𝐵𝐿=,1(𝑥, 𝑦)= polinom dizisinin başlangıç şartları,  

𝐵𝐿=,%(𝑥, 𝑦) = 𝑝 + 1 + 𝑗&𝑥 + 𝑗'𝑥' + 𝑗(𝑥(		ve	 

𝐵𝐿=,&(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑗&𝑥' + 𝑗'𝑥( + 𝑗(𝑥8	olacak şekilde verilmektedir. 

Teorem 3.2 (Üreteç Fonksiyonu): İki değişkenli bihiperbolik Lucas−𝑝 polinom dizisi 

8𝐵𝐿=,1(𝑥, 𝑦)= için üreteç fonksiyonu, 

∑ 𝐵𝐿=,1(𝑥, 𝑦)5
16% 𝑧1 = (=+&)+A!*+A"*"+A$*$0)(*=)+)%)"(-(=+&)A$)

&0*)0-)%&!
      

																																												+ )%)!(-(=+&)A"+*-A$)+)%(-(=+&)A!0*-=A")
&0*)0-)%&!

                  (3.6) 

şeklindedir. 

İspat. İlk olarak, 

ℎ@(𝑧) = ∑ 𝐵𝐿=,1(𝑥, 𝑦)𝑧15
16%   

olsun. O halde elde edilen bu ℎ@(𝑧) fonksiyonu için aşağıdaki bağıntılar geçerlidir. 

ℎ@(𝑧) = ∑ 𝐵𝐿=,1(𝑥, 𝑦)𝑧15
16%   
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										= 𝐵𝐿=,%(𝑥, 𝑦) + 𝐵𝐿=,&(𝑥, 𝑦)𝑧 + 𝐵𝐿=,'(𝑥, 𝑦)𝑧' +⋯  

													+𝐵𝐿=,=0((𝑥, 𝑦)𝑧=0( + 𝐵𝐿=,=0'(𝑥, 𝑦)𝑧=0' + 𝐵𝐿=,=0&(𝑥, 𝑦)𝑧=0&  

         			+𝐵𝐿=,=(𝑥, 𝑦)𝑧= +∑ 𝐵𝐿=,1(𝑥, 𝑦)𝑧15
16=+&   

𝑥𝑧ℎ@(𝑧) = ∑ 𝑥𝐵𝐿=,1(𝑥, 𝑦)𝑧1+& = ∑ 𝑥𝐵𝐿=,10&(𝑥, 𝑦)𝑧15
16&

5
16%   

															= 𝑥𝐵𝐿=,%(𝑥, 𝑦)𝑧 + 𝑥𝐵𝐿=,&(𝑥, 𝑦)𝑧' + 𝑥𝐵𝐿=,'(𝑥, 𝑦)𝑧( +⋯  

																	+𝑥𝐵𝐿=,=08(𝑥, 𝑦)𝑧=0( + 𝑥𝐵𝐿=,=0((𝑥, 𝑦)𝑧=0' + 𝑥𝐵𝐿=,=0'(𝑥, 𝑦)𝑧=0&  

																		+𝑥𝐵𝐿=,=0&(𝑥, 𝑦)𝑧= +∑ 𝑥𝐵𝐿=,10&(𝑥, 𝑦)𝑧15
16=+&   

𝑦𝑧=+&ℎ@(𝑧) = ∑ 𝑦𝐵𝐿=,1(𝑥, 𝑦)𝑧1+=+& = ∑ 𝑦𝐵𝐿=,10=0&(𝑥, 𝑦)𝑧15
16=+&

5
16%   

elde edilir. Yukarıdaki eşitlikler kullanılarak, 

(1 − 𝑥𝑧 − 𝑦𝑧=+&)ℎ@(𝑧) = 𝐵𝐿=,%(𝑥, 𝑦) + z𝐵𝐿=,&(𝑥, 𝑦) − 𝑥𝐵𝐿=,%(𝑥, 𝑦){ 𝑧  

																																																+ z𝐵𝐿=,'(𝑥, 𝑦) − 𝑥𝐵𝐿=,&(𝑥, 𝑦){ 𝑧' +⋯  

																																																+ z𝐵𝐿=,=0((𝑥, 𝑦) − 𝑥𝐵𝐿=,=08(𝑥, 𝑦){ 𝑧=0(  

																																																+ z𝐵𝐿=,=0'(𝑥, 𝑦) − 𝑥𝐵𝐿=,=0((𝑥, 𝑦){ 𝑧=0' 

																																																+ z𝐵𝐿=,=0&(𝑥, 𝑦) − 𝑥𝐵𝐿=,=0'(𝑥, 𝑦){ 𝑧=0&  

                                         	+ z𝐵𝐿=,=(𝑥, 𝑦) − 𝑥𝐵𝐿=,=0&(𝑥, 𝑦){ 𝑧= 

																																									+∑ (𝐵𝐿=,1(𝑥, 𝑦) − 𝑥𝐵𝐿=,10&(𝑥, 𝑦) − 𝑦𝐵𝐿=,10=0&5
16=+& (𝑥, 𝑦))𝑧1   

elde edilir. (3.5) bağıntısı ve başlangıç şartları kullanılarak, 

ℎ@(𝑧) = ∑ 𝐵𝐿=,1(𝑥, 𝑦)5
16% 𝑧1 = (=+&)+A!*+A"*"+A$*$0)(*=)+)%)"(-(=+&)A$)

&0*)0-)%&!
      

																																																										+ )%)!(-(=+&)A"+*-A$)+)%(-(=+&)A!0*-=A")
&0*)0-)%&!

  

elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. ∎ 
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Teorem 3.3: 𝐵𝐹=,1(𝑥, 𝑦) ve 𝐵𝐿=,1(𝑥, 𝑦) sırasıyla iki değişkenli bihiperbolik 

Fibonacci−𝑝 ve Lucas−𝑝 polinomları olsunlar. O halde, 

𝐵𝐿=,1(𝑥, 𝑦) = 𝐵𝐹=,1+&(𝑥, 𝑦) + 𝑝𝑦𝐵𝐹=,10=(𝑥, 𝑦)                                                        (3.7) 

bağıntısı geçerlidir. 

İspat. Teorem 1.3.14’te verilen (1.28) bağıntısı ve (3.1) ile (3.4)’te verilen iki değişkenli 

bihiperbolik Fibonacci−𝑝 ve Lucas−𝑝 polinomlarının tanımları göz önüne alınırsa, 

 𝐵𝐿=,1(𝑥, 𝑦) = 𝐿=,1(𝑥, 𝑦) + 𝑗&𝐿=,1+&(𝑥, 𝑦) + 𝑗'𝐿=,1+'(𝑥, 𝑦) + 𝑗(𝐿=,1+((𝑥, 𝑦)  

																								= z𝐹=,1+&(𝑥, 𝑦) + 𝑝𝑦𝐹10=(𝑥, 𝑦){ + 𝑗&�𝐹=,1+'(𝑥, 𝑦) + 𝑝𝑦𝐹1+&0=(𝑥, 𝑦)� 

																												+𝑗' z𝐹=,1+((𝑥, 𝑦) + 𝑝𝑦𝐹1+'0=(𝑥, 𝑦){ 

																												+𝑗(�𝐹=,1+8(𝑥, 𝑦) + 𝑝𝑦𝐹1+(0=(𝑥, 𝑦)� 

																								= ((𝐹=,1+&(𝑥, 𝑦) + 𝑗&𝐹=,1+'(𝑥, 𝑦) + 𝑗'𝐹=,1+((𝑥, 𝑦) + 𝑗(𝐹=,1+8(𝑥, 𝑦)) 

																												+𝑝𝑦(𝐹=,10=(𝑥, 𝑦) + 𝑗&𝐹=,1+&0=(𝑥, 𝑦) + 𝑗'𝐹=,1+'0=(𝑥, 𝑦) 

																																								+𝑗(𝐹=,1+(0=(𝑥, 𝑦)) 

																								= 𝐵𝐹=,1+&(𝑥, 𝑦) + 𝑝𝑦𝐵𝐹=,10=(𝑥, 𝑦) 

eşitliğinin sağlandığı görülür. Bu da ispatı tamamlar. ∎ 

Teorem 3.4: 𝐵𝐹=,1(𝑥, 𝑦) ve 𝐵𝐿=,1(𝑥, 𝑦) sırasıyla iki değişkenli bihiperbolik 

Fibonacci−𝑝 ve Lucas−𝑝 polinomları olsunlar. O halde, 

?D@%,((*,-)

?*
= 𝑛𝐵𝐹=,1(𝑥, 𝑦) + ∑ 𝑘𝑗7𝐹=,1+7(

76& (𝑥, 𝑦)             (3.8) 

ve 

?D@%,((*,-)

?-
= 𝑛𝐵𝐹=,10=(𝑥, 𝑦) + ∑ 𝑘𝑗7𝐹=,1+70=(

76& (𝑥, 𝑦)                (3.9) 
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bağıntıları geçerlidir. 

İspat. Teorem 1.3.15’te verilen (1.29) ve (1.30) bağıntıları ve (3.1) ile (3.4)’te verilen 

iki değişkenli bihiperbolik Fibonacci−𝑝 ve Lucas−𝑝 polinomlarının tanımları göz 

önüne alınırsa, 

 ?
?*
𝐵𝐿=,1(𝑥, 𝑦) =

?
?*
𝐿=,1(𝑥, 𝑦) + 𝑗&

?
?*
𝐿=,1+&(𝑥, 𝑦) + 𝑗'

?
?*
𝐿=,1+'(𝑥, 𝑦)  

																																+𝑗(
?
?*
𝐿=,1+((𝑥, 𝑦)  

																												= 𝑛𝐹=,1(𝑥, 𝑦) + 𝑗&(𝑛 + 1)𝐹=,1+&(𝑥, 𝑦) 

																																+𝑗'(𝑛 + 2)𝐹=,1+'(𝑥, 𝑦) + 𝑗((𝑛 + 3)𝐹=,1+((𝑥, 𝑦) 

																												= 𝑛�𝐹=,1(𝑥, 𝑦) + 𝑗&𝐹=,1+&(𝑥, 𝑦) + 𝑗'𝐹=,1+'(𝑥, 𝑦) + 𝑗(𝐹=,1+((𝑥, 𝑦)� 

																																	+𝑗&𝐹=,1+&(𝑥, 𝑦) + 2𝑗'𝐹=,1+'(𝑥, 𝑦) + 3𝑗(𝐹=,1+((𝑥, 𝑦) 

																												= 𝑛𝐵𝐹=,1(𝑥, 𝑦) + ∑ 𝑘𝑗7𝐹=,1+7(𝑥, 𝑦)(
76&   

ve 

?
?-
𝐵𝐿=,1(𝑥, 𝑦) =

?
?-
𝐿=,1(𝑥, 𝑦) + 𝑗&

?
?-
𝐿=,1+&(𝑥, 𝑦) + 𝑗'

?
?-
𝐿=,1+'(𝑥, 𝑦)   

																																	+𝑗(
?
?-
𝐿=,1+((𝑥, 𝑦)  

																											= 𝑛𝐹=,10=(𝑥, 𝑦) + 𝑗&(𝑛 + 1)𝐹=,1+&0=(𝑥, 𝑦) 

		+𝑗'(𝑛 + 2)𝐹=,1+'0=(𝑥, 𝑦) + 𝑗((𝑛 + 3)𝐹=,1+(0=(𝑥, 𝑦) 

																											= 𝑛(𝐹=,10=(𝑥, 𝑦) 	+ 𝑗&𝐹=,1+&0=(𝑥, 𝑦) + 𝑗'𝐹=,1+'0=(𝑥, 𝑦) 

																																+𝑗(𝐹=,1+(0=(𝑥, 𝑦)) 

																																+𝑗&𝐹=,1+&0=(𝑥, 𝑦) + 2𝑗'𝐹=,1+'0=(𝑥, 𝑦) + 3𝑗(𝐹=,1+(0=(𝑥, 𝑦)  

                        = 𝑛𝐵𝐹=,10=(𝑥, 𝑦) + ∑ 𝑘𝑗7𝐹=,1+70=(𝑥, 𝑦)(
76&   

elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. ∎ 
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Teorem 3.5: İki değişkenli bihiperbolik Fibonacci−𝑝	ve iki değişkenli bihiperbolik 

Lucas−𝑝	polinomlarının toplamları,  

∑ 𝐵𝐹=,1(𝑥, 𝑦)7
16% = (&+A!+A"+A$)

(*+-0&)
z𝐹=,7+=+&(𝑥, 𝑦) − 	𝐹=,=(𝑥, 𝑦){  

																																			+ (&0*)(&+A!+A"+A$)
(*+-0&)

z∑ z𝐹=,1+7+&(𝑥, 𝑦) − 𝐹=,1(𝑥, 𝑦){
=0&
16% {          (3.10) 

																																			+(𝑗& + 𝑗' + 𝑗()𝐹=,7+&(𝑥, 𝑦) + (𝑗' + 𝑗()𝐹=,7+'(𝑥, 𝑦)  

																																			+𝑗(𝐹=,7+((𝑥 + 𝑦) − 𝑗' − 𝑗((1 + 𝑥)  

ve 

∑ 𝐵𝐿=,1(𝑥, 𝑦) =7
16%

(&+A!+A"+A$)
(*+-0&)

z𝐿=,7+=+&(𝑥, 𝑦) − 	𝐿=,=(𝑥, 𝑦){  

																																				+ (&0*)(&+A!+A"+A$)
(*+-0&)

z∑ z𝐿=,1+7+&(𝑥, 𝑦) − 𝐿=,1(𝑥, 𝑦){
=0&
16% {         (3.11) 

																																				+(𝑗& + 𝑗' + 𝑗()𝐿=,7+&(𝑥, 𝑦) + (𝑗' + 𝑗()𝐿=,7+'(𝑥, 𝑦)  

																																				+𝑗(𝐿=,7+((𝑥, 𝑦) − (𝑝 + 1)(𝑗& + 𝑗' + 𝑗') − (𝑗' + 𝑗()𝑥 − 𝑗(𝑥'  

şeklinde elde edilir. 

İspat. Teorem 1.3.16’da verilen (1.31) bağıntısı ve (3.1) ‘de verilen iki değişkenli 

bihiperbolik Fibonacci−𝑝 polinomlarının tanımı göz önüne alınırsa, 

∑ 𝐵𝐹=,1(𝑥, 𝑦)7
16% = ∑ (𝐹=,1(𝑥, 𝑦) + 𝑗&𝐹=,1+&(𝑥, 𝑦) + 𝑗'𝐹=,1+'(𝑥, 𝑦)7

16%  +𝑗(𝐹=,1+((𝑥, 𝑦)) 

= ∑ 𝐹=,1(𝑥, 𝑦)7
16% + 𝑗& ∑ 𝐹=,1+&(𝑥, 𝑦)7

16% + 𝑗'∑ 𝐹=,1+'(𝑥, 𝑦)7
16% + 𝑗( ∑ 𝐹=,1+((𝑥, 𝑦)7

16%   

= ∑ 𝐹=,1(𝑥, 𝑦)7
16% + 𝑗& ∑ 𝐹=,1(𝑥, 𝑦)7+&

16& + 𝑗' ∑ 𝐹=,1(𝑥, 𝑦)7+'
16' + 𝑗( ∑ 𝐹=,1(𝑥, 𝑦)7+(

16(    

= ∑ 𝐹=,1(𝑥, 𝑦)7
16% + 𝑗& z∑ 𝐹=,1(𝑥, 𝑦)7

16% − 𝐹=,%(𝑥, 𝑦) + 𝐹=,7+&(𝑥, 𝑦){  

					+𝑗' z∑ 𝐹=,1(𝑥, 𝑦)7
16% − 𝐹=,%(𝑥, 𝑦) − 𝐹=,&(𝑥, 𝑦) + 𝐹=,7+&(𝑥, 𝑦) + 𝐹=,7+'(𝑥, 𝑦){   

					+𝑗((∑ 𝐹=,1(𝑥, 𝑦)7
16% − 𝐹=,%(𝑥, 𝑦) − 𝐹=,&(𝑥, 𝑦) − 𝐹=,'(𝑥, 𝑦)  

																+𝐹=,7+&(𝑥, 𝑦) + 𝐹=,7+'(𝑥, 𝑦) + 𝐹=,7+((𝑥, 𝑦))  

elde edilir. Tanım 1.3.6 ‘daki başlangıç şartları göz önüne alınırsa, 
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∑ 𝐵𝐹=,1(𝑥, 𝑦)7
16% = ∑ 𝐹=,1(𝑥, 𝑦)7

16% (1 + 𝑗& + 𝑗' + 𝑗() + (𝑗& + 𝑗' + 𝑗()𝐹=,7+&(𝑥, 𝑦)  

																																						+(𝑗' + 𝑗()𝐹=,7+'(𝑥, 𝑦) + 𝑗(𝐹=,7+((𝑥 + 𝑦) − 𝑗' − 𝑗((1 + 𝑥)  

bulunur. Burada (1.31) bağıntısında verilen ∑ 𝐹=,1(𝑥, 𝑦)7
16%  ifadesinin eşiti yerine 

yazılırsa ispat tamalanmış olur. 

Teorem 1.3.16’da verilen (1.32) bağıntısı ve (3.4)’de verilen iki değişkenli bihiperbolik 

Lucas−𝑝 polinomlarının tanımı göz önüne alınırsa, (3.11) bağıntısının ispatı yukarıdaki 

(3.10) bağıntısının ispatına benzer şekilde yapılabilir. Bu şekilde ispat tamamlanır. ∎ 
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BÖLÜM 4 

TARTIŞMA, SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu çalışma dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde bihiperbolik sayıların tarihsel 

gelişimi detaylı bir şekilde sunulmuştur. Ayrıca tezin ilerleyen kısımlarında kullanılacak 

olan genelleştirilmiş Tribonacci sayıları, Padovan−𝑝 sayıları ve iki değişkenli 

Fibonacci−𝑝 ve Lucas−𝑝 polinomları hakkında temel tanım, teorem ve özelliklere de 

bu bölümde yer verilmiştir. İkinci bölümde, ilk olarak bihiperbolik Padovan sayılarının 

tanımı yapılmış olup ardından bu sayıların oluşturduğu dizilere ait üreteç fonksiyonu, 

Binet formülü ve bu sayıların bazı toplam formüllerine yer verilmiştir. Daha sonra bu 

tanımları, Pell-Padovan, Jacobsthal-Padovan ve Padovan−𝑝 sayıları takip etmiştir. 

Padovan sayıları için elde edilen sonuçlara benzer olarak bu sayılar için de üreteç 

fonksiyonu ve bazı özellikler sunulmuştur. Üçüncü bölümde ise bihiperbolik iki 

değişkenli Fibonacci−𝑝 ve Lucas−𝑝 polinomları tanıtılmış ve bu polinomların 

aralarındaki ilişki incelenmiştir. Ayrıca bu polinomlar için üreteç fonksiyonları ve bazı 

özellikler elde edilmiştir. Son bölümde ise tezin literatüre olan katkısından 

bahsedilmiştir.  

Sonuç olarak bu tez çalışmasında bazı genelleştirilmiş bihiperbolik sayılar ve 

polinomlar detayları ile incelenerek özellikleri sunulmuştur. Tez çalışmasından elde 

edilen sonuçların, literatürde pek çok matematikçi tarafından çalışılan bihiperbolik 

sayıların ve polinomların anlaşılabilirliğinin daha da artması ve bu alanda gelecekteki 

araştırmalara katkıda bulunması beklenmektedir. 

[36] numaralı kaynakta genelleştirilmiş iki değişkenli Fibonacci ve Lucas polinomları 

için matris polinomları dikkate alınmıştır. Bu çalışmayı göz önüne alarak ve bu tez 

çalışmasında elde edilen sonuçlardan yola çıkarak genelleştirilmiş iki değişkenli 

bihiperbolik Fibonacci ve Lucas matris polinomlarının elde edilip edilmeyeceği 

araştırılıp bu matris polinomları için de benzer bir çalışma yapılabilir. 
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