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ÖZET  

Bu tez altı bölümden oluşmaktadır. İlk bölümde g r ş kısmı bulunmaktadır. İk nc  

bölümde sırasıyla 3 boyutlu Ökl d uzayında, 3 boyutlu Lorentz uzayında ve 3 boyutlu 

Gal le uzayında temel tanım ve teoremler yer almaktadır. Üçüncü bölümde 3 boyutlu 

Ökl d uzayında hel ko dal hareket grupları altında eğr ler n yörüngeler  olan hel ko dal 

yüzeyler araştırılmış, bu yüzeyler n ortalama eğr l kler  ve Gauss eğr l kler  le lg l  

teoremlere yer ver lm şt r. Dördüncü bölümde 3 boyutlu Lorentz uzayında hel ko dal 

hareket grupları tanımlanmış ve y ne bu hareket grupları le elde ed len yüzeyler ç n 

eğr l klerden bahsed lm şt r. Beş nc  bölümde 3 boyutlu Gal le uzayında eğr ler n 

hareketler  ncelenm ş, bununla b rl kte dönel yüzeyler ç n eğr l k hesaplamaları 

yapılmıştır. Son olarak altıncı bölüm tartışma ve sonuçlara ayrılmıştır.  
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ABSTRACT  
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second chapter, Eucl dean 3-space, Lorentz an 3-space, Gal lean 3-space and the r 
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space, are exam ned, and the theorems about the mean curvatures of the surfaces and 
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1. BÖLÜM                                                                                 

GİRİŞ  

B l nd ğ  g b  hareketler geometr  alanında öneml  b r yere sah pt r. Ökl d düzlem nde b r 

hareket düzlem  kend s ne dönüştüren ve uzaklıkları koruyan b re b r b r dönüşümdür. 

Hareketler uzaklıkları korudukları ç n, b r hareket sonucunda her b r geometr k şek l  

kend s ne kongrüent b r şekle dönüşür. Öteleme, dönme, yansıma ve ötelemel  yansıma 

hareketlere örnek olarak göster leb l r. Bununla b rl kte hel ko dal hareket, homotet k 

hareket, v da hareket  g b  hareket çeş tler nden de bahsetmek mümkündür. Farklı 

uzaylarda bu hareket çeş tler n  nceleyen b rçok çalışma mevcuttur.  

B r eğr n n dönme hareket  ve hel ko dal hareket altında taradığı yüzeyler sırasıyla dönel 

yüzey ve hel ko dal yüzey olarak adlandırılır. Örneğ n, 3 boyutlu Ökl d uzayında b r (h,k) 

noktası etrafında dönme açısı α olan genel dönme hareket    

𝑥’ = 𝑥𝑐𝑜𝑠 𝛼 − 𝑦𝑠𝑖𝑛 𝛼 + ℎ − ℎ𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑘𝑠𝑖𝑛 𝛼 

𝑦’ = 𝑥𝑠𝑖𝑛 𝛼 + 𝑦𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑘 − 𝑘𝑐𝑜𝑠 𝛼 − ℎ𝑠𝑖𝑛 𝛼 

şekl nded r.   

Lorentz uzayında se hel ko dal hareket gruplarından bahsed lecek olursa hareket 

eksen n n karakter ne bağlı olarak üç farklı durum söz konusudur. Bu uzayda b r (𝑎, 𝑏, 𝑐) 

noktasının hel ko dal hareket altındak  görüntüsü ç n aşağıdak  matr s formları kullanılır.  

1) Hareket eksen  t mel ke ken (𝐿 = 〈(0,0,1)〉),                

𝐴 =
𝑐𝑜𝑠𝜃 −𝑠𝑖𝑛𝜃 0
𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 0

0 0 1

𝑎
𝑏
𝑐

+ ℎ
0
0
𝑡

 , 

2) Hareket eksen  spacel ke ken (𝐿 = 〈(1,0,0)〉),                    

𝐴 =
1 0 0
0 𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃
0 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃

+ ℎ
𝑡
0
0

 , 
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3)    Hareket eksen  l ghtl ke ken (L= 〈(1,0,1)〉),   

𝐴 =

⎝

⎜
⎛

1 −
𝜃

2
𝜃

𝜃

2
−𝜃 1 𝜃
𝜃

2
𝜃 1 +

𝜃

2 ⎠

⎟
⎞

+ ℎ

⎝

⎜
⎛

𝑡

3
− 𝑡

𝑡
𝑡

3
− 𝑡⎠

⎟
⎞

 

şekl nded r.  

Ayrıca özel olarak bu hareketlerde adım h=0 olarak alındığında y ne bahsed len eksen 

etrafında b r dönme elde ed l r. Lorentz uzayında dönel yüzeyler ç n örnekler h perbol k 

yüzey, l ght kon  ve De S tter yüzey  olarak ver leb l r. 

   

Aşağıda sırasıyla h perbol k yüzey, De S tter Yüzey  ve l ght kon  görüleb l r.  

 

                     Şek l 1. 1 H perbol k yüzey, De S tter yüzey , l ght kon  

 

Y ne Lorentz uzayında hel ko dal yüzey örnekler  se b r nc , k nc  ve üçüncü hel ko d 

yüzey , Cayley yüzey  ve Lorentz s l nd r d r.    
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Şek l 1. 2 B r nc  çeş t hel ko d 

 

Şek l 1. 3 İk nc  çeş t hel ko d 

  

 

Şek l 1. 4 Lorentz s l nd r  

  

Hem Ökl d uzayında hem Lorentz uzayında hel ko dal hareketler ve yüzeyler le lg l  

yapılmış b rçok çalışma mevcuttur. Bu çalışmalardan bahsetmek gerek rse lk olarak 
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Ba kouss s ve Koufog orgos, 3 boyutlu Ökl d uzayında sab t ortalama eğr l ğe ve sab t 

Gauss eğr l ğ ne sah p hel ko dal yüzeyler  ncelem şlerd r [3]. Daha sonra Ka makam s 

ve Papanton ou, 3 boyutlu M nkowsk  uzayında eksen n karakter ne bağlı olarak üç farklı 

hel ko dal yüzeyden bahsetm şler ve bu yüzeyler ç n bazı geometr k özell kler  

verm şlerd r [4]. Cho , K m ve Park se 3 boyutlu M nkowsk  uzayında hel ko dal 

yüzeyler ve bu yüzeyler n Gauss dönüşümünden bahsetm şlerd r [5].  Hou ve J  se y ne 

3 boyutlu M nkowsk  uzayında küb k v da hareket n  tanımlamış ve bu hareketle elde 

ed len hel ko dal yüzeyler  verm şlerd r. Ayrıca bu yüzeyler n ortalama eğr l kler  ve 

Gauss eğr l kler  arasındak  bağıntı le lg l  olarak öneml  sonuçlar elde etm şlerd r [9]. 

Yazarlar başka b r çalışmalarında se 3 boyutlu M nkowsk  uzayında hel ko dal yüzeyler 

ç n bu yüzeyler n ortalama eğr l kler  ve Gauss eğr l kler  le bel rlenen 𝐻2 − 𝐾 = 0 

bağıntısını araştırmışlardır [10].   

3-boyutlu Gal le uzayında se hareketler konusu üzer ne yapılan çalışmalar yakın zamana 

a tt r. Öztürk ve d ğerler  3 boyutlu Gal le uzayında eğr ler n hareketler n  ncelem şlerd r 

[13]. Almaz ve Külahcı 3 boyutlu Gal le uzayında tüp yüzeyler  çalışmışlardır [2]. Won 

ve Karacan 3-boyutlu pseudo-Gal le uzay da zotrop k dönmelerle b rl kte dönel yüzeyler 

üzer ndek  geodez kler n özell kler n  ncelem şlerd r [14]. Mosa ve Elzawy se 3 boyutlu 

Gal le uzayında hel ko dal yüzeyler  nşa etm şler ve bu yüzeyler n ortalama eğr l kler  

le Gauss eğr l kler nden bahsetm şlerd r [12].  
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1.1. Amaç ve Kapsam  

Bu çalışmanın temel amacı, 3 boyutlu Gal le uzayında genel hareket denklemler  le 

b rl kte bu hareketler sonucunda elde ed len yüzeylere örnekler vermek ve daha sonra bu 

uzayda hel ko dal hareketler n ncelenmes  ve hel ko dal yüzeyler ç n ortalama eğr l k, 

Gauss eğr l ğ  araştırılarak bu eğr l kler arasında bağıntılar elde etmekt r. Bununla b rl kte 

l teratürde bulunan 3 boyutlu Ökl d uzayı le 3 boyutlu Lorentz uzayında yapılan  

çalışmalar ncelenerek Gal le uzayı le karşılaştırmalar yapmaktır.   
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2. BÖLÜM                                                                                 

TEMEL TANIMLAR  
2.1. 3-Boyutlu Ökl d Uzayında Temel Tanımlar  
Tanım 2.1.1. 𝐴 boştan farklı b r cümle ve V de b r c s m üzer nde vektör uzayı olmak 

üzere her 𝑃, 𝑄  𝐴 noktaları ç n   

                                                   𝜑: 𝐴𝑥𝐴 → 𝑉  

                                                  (𝑃, 𝑄) → 𝜑(𝑃, 𝑄) = 𝑃�⃗�   

dönüşümü aşağıda ver len şartları sağlıyor se A cümles ne V le b rleşen af n uzay den r.  

)   𝑃, 𝑄, 𝑅  𝐴 ç n 𝑃𝑄   + 𝑄𝑅 = 𝑃𝑅  d r.  

)  𝐴 ve  𝑉 ç n 𝑃𝑄= 𝑣  olacak b ç mde tek b r 𝑄  𝐴 noktası vardır  [7].  

Tanım 2.1.2. 3 boyutlu reel vektör uzayı üzer nde her 𝑋 = (𝑥 , 𝑥 , 𝑥 ) ve 𝑌 =

(𝑦 , 𝑦 , 𝑦 ) ∈ 𝐸  için 

                                                  〈𝑋, 𝑌〉 = 𝑥 𝑦 + 𝑥 𝑦 + 𝑥 𝑦  

le ver len 〈 , 〉 standart Ökl d ç çarpımı tanımlansın. Bu durumda standart ç çarpımın 

tanımlı olduğu reel uzaya 3 boyutlu Ökl d uzayı den r ve 𝐸3 le göster l r [7].  

Tanım 2.1.3.  𝐸3, 3 boyutlu Ökl d uzayında   

                                                       𝑑: 𝐸3×𝐸3 → ℝ                                      

                                     (𝐴, 𝐵) → 𝑑(𝐴, 𝐵) = 𝐴�⃗�  = 𝐴�⃗�, 𝐴�⃗�  

şekl nde tanımlanan d fonks yonuna 𝐸3  de uzaklık fonks yonu ve 𝑑(𝐴, 𝐵) reel sayısına 

da A le B noktaları arasındak  uzaklık den r [7].  

Tanım 2.1.4. Reel uzayın açık b r alt aralığı J⊂ ℝ olmak üzere 𝛽: 𝐽 ⊂ ℝ → 𝐸3 le ver len 

d ferans yelleneb l r 𝛽 fonks yonuna 3-boyutlu Ökl d uzayında b r eğr  den r [7].  

Tanım 2.1.5. 𝛽: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝐸3, 3-boyutlu Ökl d uzayı 𝐸    te keyf  b r eğr  olsun. 𝐸   

uzayında, her X = (𝑥  , 𝑥 , 𝑥 ) , Y = (𝑦 , 𝑦 , 𝑦 ) ∈ 𝐸   ç n  

〈𝑋, 𝑌〉 = 𝑥 𝑦  + 𝑥 𝑦  +𝑥 𝑦  

le ver len ⟨. , . ⟩ standart Ökl d ç çarpımı olmak üzere,   〈𝛽′(𝑠), 𝛽′(𝑠)〉 = 1 se 𝛽, b r m 

hızlı eğr  (veya yay parametres  le ver lm ş eğr ) olarak adlandırılır [7].  
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B r 𝛽 eğr s n n b r nc , k nc  ve üçüncü türevler  kullanılarak elde ed len  T, N, B vektör 

alanlarına sırasıyla teğet, asl  normal ve b normal vektör alanları den r. Burada {𝑇, 𝑁, 𝐵} 

eğr n n her noktasında ortonormal b r çatı oluşturur. Bu çatıya 𝛽  eğr s n n Frenet çatısı 

den r [7].  

Tanım 2.1.6. B r γ eğr s  ve bu eğr n n Frenet çatısı {𝑇, 𝑁, 𝐵}ver ls n. Bu durumda  

Frenet vektörler n n türevler  le elde ed len T′=κN, N′=-κT+τB, B′=-τN denklemler ne 

Frenet formüller  den r.  

Burada κ = 〈T′, N 〉 ve τ = 〈N′, B〉 sırasıyla γ eğr s n n eğr l ğ  ve burulmasıdır. Bu 

eğr l kler yardımıyla eğr ler n c nsler  tesp t ed leb l r. Örnek vermek gerek rse κ = τ = 

0 se γ b r geodez kt r. κ sıfırdan farklı b r sab t ve τ = 0 se γ b r çemberd r. κ ve τ sıfırdan 

farklı sab tler se γ da resel hel st r [7].  

Tanım 2.1.7. 3 boyutlu Ökl d uzayında ver len b r γ eğr s n n her noktasında teğetler  

sab t b r doğrultu le sab t açı yapıyor se bu eğr ye eğ l m ç zg s  (hel s) den r. Özel olarak 

γ  b r eğ l m ç zg s   se eğr l ğ  ve burulması κ ve τ olmak üzere κ/ τ oranı sab tt r [7].  

Tanım 2.1.8.  M, 𝐸3 3 boyutlu Ökl d uzayında boştan farklı b r cümle olsun. Öyle k   

                             𝑀 = {𝑥 ∈ 𝑈 ⊂ 𝐸3 |𝑓: 𝑈 → ℝ} 

ve 𝑓 d ferans yelleneb l r b r fonks yon, 𝑓(𝑥) = 𝑐 (𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡) olmak üzere ∀𝑃 ∈ 𝑀 ç n ∇𝑓(𝑃) 

≠ 0 se M ye 𝐸3 de b r yüzey den r [8].  

Tanım 2.1.9. 𝐸3 de b r yüzey M olsun. 𝑀 n n teğet vektör alanlarının cümles  χ(M)  

olmak üzere χ(M)⊥ n b r ortonormal bazı N se N ye M n n b r m normal vektör alanı 

den r [8].  

Tanım 2.1.10. 𝐸3 de b r yüzey M ve 𝑀 n n b r m normal vektör alanı N olsun. 𝐷, 𝐸3 de 

R emann konneks yonu olmak üzere ∀𝑋 ∈ χ(M) ç n 𝑆(𝑋) = 𝐷𝑋𝑁 b ç m nde tanımlı 𝑆 

dönüşümüne 𝑀 üzer nde We ngarten dönüşümü den r [8].  

Tanım 2.1.11. 𝐸3 de b r yüzey M ve S de  M n n We ngarten  dönüşümü olmak üzere 

 )  ∀𝑋, 𝑌 ∈ χ(M) ç n 〈𝑋, 𝑌〉 fades ne M üzer nde b r nc  temel form den r. 
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 ) ∀𝑋, 𝑌 ∈ χ(M) ç n 〈𝑆(𝑋), 𝑌〉 fades ne M üzer nde k nc  temel form den r [8].   

Bununla b rl kte M yüzey n n parametr k fades  𝜑(𝑢, 𝑣) le ver ld ğ nde   

𝐸 = 〈𝜑𝑢,𝜑𝑢〉, 𝐹 = 〈𝜑𝑢,𝜑𝑣〉, 𝐺 = 〈𝜑𝑣,𝜑𝑣〉  

le ver len {𝐸, 𝐹, 𝐺} sayıları b r nc  temel formun katsayılarıdır.  

𝑒 = 〈𝜑𝑢𝑢,𝑁〉, 𝑓 = 〈𝜑𝑢𝑣,𝑁〉, 𝑔 = 〈𝜑𝑣𝑣,𝑁〉  

le ver len {𝑒, 𝑓, 𝑔} se k nc  temel formun katsayıları olarak adlandırılır [8].  

Tanım 2.1.12. 𝐸3 de b r yüzey M olsun. M n n b r P noktasındak  We ngarten dönüşümü 

S(P) olmak üzere  𝐾: 𝑀 → ℝ, 𝐾(𝑃) = 𝑑𝑒𝑡𝑆(𝑃) b ç m nde tanımlı fonks yona M n n Gauss 

eğr l k fonks yonu den r. 𝐾(𝑃) se M n n P noktasındak  Gauss eğr l ğ  den r [8].  

Tanım 2.1.13. 𝐸3 de b r yüzey M olsun. M n n b r P noktasındak  We ngarten dönüşümü 

S(P) olmak üzere  𝐻: 𝑀 → ℝ, 𝐻(𝑃) = 𝑖𝑧𝑆(𝑃) b ç m nde tanımlı fonks yona M n n 

ortalama eğr l k fonks yonu den r. 𝐻(𝑃) se M n n P noktasındak  ortalama eğr l ğ d r 

[8].  

2.2. 3-Boyutlu Lorentz Uzayında Temel Tanımlar  

Tanım 2.2.1.  u = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3), v = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) ∈ E³ olmak üzere  

〈. , . 〉 ∶ 𝐸3 x 𝐸3 → ℝ  

(u, v) →  〈u, v〉 = −𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2 + 𝑢3𝑣3  

şekl nde tanımlanan s metr k, b l neer ve non dejenere metr k tensöre  Lorentz Metr ğ  

den r [11].  

Tanım 2.2.2. 〈. , . 〉, 𝐸3 ’de Lorentz metr ğ  olsun. { 𝐸3 ,〈 , 〉} k l s ne 3- boyutlu Lorentz 

uzayı den r ve 𝐸13 le göster l r. v  = (𝑣 , 𝑣 , 𝑣 ) ∈ 𝐸3 olmak üzere v’n n normu ‖v‖ 

= |⟨v, v⟩| şekl nde tanımlanır [11].  

Tanım 2.2.3. v  = (𝒗𝟏, 𝒗𝟐, 𝒗𝟑) ∈ 𝐸3 olmak üzere,  
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〈v, v〉 > 0  se v’ye spacel ke vektör,  

〈v, v〉 < 0 se v’ye t mel ke vektör,  

〈v, v〉   se v’ye l ghtl ke vektör den r [11].  

Tanım 2.2.4. γ, 𝐸13 de b r eğr  olmak üzere eğer γ′ sırasıyla spacel ke, t mel ke veya 

l ghtl ke se  γ eğr s ne de sırasıyla spacel ke, t mel ke veya l ghtl ke eğr  den r [11].  

Tanım 2.2.5. γ, 𝐸13 de b r eğr  olmak üzere eğer 〈γ′, γ′ 〉 = ±1 se γ ya b r m hızlı eğr  

den r [11].  

Tanım 2.2.6. γ, 𝐸13 de spacel ke b r eğr  olmak üzere eğer γ nın asl  normal vektörü 𝑁 

sıfır se bu eğr ye pseudonull eğr  den r [11].  

Tanım 2.2.7. 𝐸13 Lorentz uzayında teğet, normal ve b normal vektör alanlarının 

oluşturduğu cümle {𝑇, 𝑁, 𝐵} , γ(s) eğr s n n Frenet çatısı olsun. γ eğr s n n karakter ne 

göre Frenet eş tl kler  aşağıdak  formları alır [11].    

1. Durum : γ l ghtl ke olmayan b r eğr  se Frenet formüller  aşağıdak  g b d r.   

                                           
𝑇
𝑁
𝐵

 = 
0 𝜀 𝜅 0

−𝜀 𝜅 0 𝜀
0 −𝜀 𝜅 0

𝑇
𝑁
𝐵

                                          (2.1) 

Burada  κ ve τ sırasıyla eğr n n eğr l ğ  ve burulmasıdır.  

Ayrıca ε₁ = 〈𝑇, 𝑇〉 = ±1 , ε2 = 〈N, N〉 = ±1 ve ε3 = 〈B, B〉 = ±1 d r.   

Aynı zamanda 𝑇 × 𝑁 = ε1ε2𝐵, 𝑁 × 𝐵 = ε2ε3𝑇, 𝐵 × 𝑇 = ε1ε3𝐵, eş tl kler  sağlanır.  

2. Durum : γ(s) l ghtl ke se Frenet formüller  aşağıdak  g b d r.   

                                                
𝑇
𝑁
𝐵

 = 
0 𝜅 0
0 𝜏 0

−𝜅 0 −𝜏

𝑇
𝑁
𝐵

                                                        (2.2)                                 

Y ne κ ve τ sırasıyla eğr n n eğr l ğ  ve burulmasıdır, γ(s) b r doğru se   κ = 0 d ğer 

durumlarda se κ = 1 d r.  
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〈T, T〉 = 〈B, B〉 = 〈T, N〉 = 〈N, B〉 = 0, 〈N, N〉 = 〈T, B〉 = 1 d r ve bununla b rl kte  

𝑇 × 𝑁 = −𝑇,   𝑁 × 𝐵 = −𝐵,   𝐵 × 𝑇 = −𝑁eş tl kler  sağlanır.  

3. Durum :  γ(s) pseudonull b r eğr  se Frenet formüller  aşağıdak  g b d r.  

                                                
𝑇
𝑁
𝐵

 = 
0 𝜅 0
0 𝜏 0

−𝜅 0 −𝜏

𝑇
𝑁
𝐵

                                                       (2.3)     

Burada κ ve τ sırasıyla eğr n n eğr l ğ  ve burulmasıdır. γ(s) eğr s  doğru se eğr l k κ=0 

d ğer durumlarda se  κ=1 d r. Aynı zamanda,  

〈𝑁, 𝑁〉 = 〈B, B〉 = 〈T, N〉 = 〈𝑇, B〉 = 0, 〈𝑇, 𝑇〉 = 〈𝑁, B〉 = 1 d r ve bununla b rl kte 𝑇 × 𝑁 

= 𝑁,   𝑁 × 𝐵 = 𝑇,   𝐵 × 𝑇 = 𝐵 eş tl kler  sağlanır [11].  

Tanım 2.2.8. 𝑉, 𝐸13 ün b r alt vektör uzayı olsun. V üzer ndek  metr k 〈, 〉 poz t f 

tanımlıysa V ye spacel ke, non-dejenere ve negat f se t mel ke, 𝑉≠ 0 ken dejenere se 

l ghtl ke den r [11].  

Tanım 2.2.9. 𝐸13 de k  vektör 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, 𝛼 3), 𝛽 = (𝛽1, 𝛽2, 𝛽3) olmak üzere , 

                                                        𝛼 × 𝛽 =   
−𝑖 𝑗 𝑘
𝛼 𝛼 𝛼
𝛽 𝛽 𝛽

 

b ç m nde tanımlı dönüşüme 𝛼, 𝛽 vektörler n n vektörel çarpımı den r [11].  

Tanım 2.2.10.  de b r M yüzey  ve M n n b r P noktasında M n n teğet uzayı 𝑇𝑃𝑀 olsun. 

Eğer  𝑃𝜖𝑀 ç n 𝑇𝑃𝑀  t mel ke se M yüzey  t mel ke, 𝑇𝑃𝑀  spacel ke se M yüzey  

t mel ke ve 𝑇𝑃𝑀 l ghtl ke se M yüzey  l ghtl ke yüzey olur. Ayrıca t mel ke ve spacel ke 

yüzeylere non-dejenere yüzeyler den r [11].  

Tanım 2.2.11.𝐸13 de non-dejenere M yüzey  𝜑(𝑢, 𝑣) le parametr ze ed ls n. Bu durumda   

                                                       𝑁 =
‖ ‖

                  

şekl nde tanımlı N, M yüzey n n b r m normal vektör alanıdır [11].  
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Tanım 2.2.12. 𝜑 → 𝑀, M n n b r parametr zasyonu olmak üzere b r nc  esas formun  

katsayıları  

𝐸 = 〈𝜑𝑢, 𝜑𝑢〉, 𝐹 = 〈𝜑𝑢, 𝜑𝑣〉, 〈𝜑𝑣, 𝜑𝑣〉  

ve  

                                          𝑊 = 𝐸𝐺 − 𝐹2 d r [11].  

2.3. 3-Boyutlu Gal le Uzayında Temel Tanımlar  

Bu bölümde Gal le uzayı le lg l  temel tanım ve kavramlar ver lecekt r.  Gal le uzayı, 

zotrop k kon n n bozularak düzleme dönüştüğü pseudo - Ökl d  uzayının sınır 

durumudur. F z kte öneml  b r rol oynayan çarpım uzayının Kle n geometr s  olarak 

tanımlanır.   

Tanım 2.3.1. 3 boyutlu Gal le uzayı 𝔾  ’de k  vektöru = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3), v = (𝑣1, 𝑣2, 

𝑣3)arasındak  Gal le ç çarpımı;   

         ⟨𝑢, 𝑣⟩𝔾  =
   𝑢 𝑣                     𝑢  𝑣𝑒𝑦𝑎 𝑣  𝑠𝚤𝑓𝚤𝑟𝑑𝑎𝑛 𝑓𝑎𝑟𝑘𝑙𝚤 𝑖𝑠𝑒

𝑢 𝑣 + 𝑢 𝑣 ,     𝑢  𝑣𝑒 𝑣  ℎ𝑒𝑟 𝑖𝑘𝑖𝑠𝑖 𝑑𝑒 𝑠𝚤𝑓𝚤𝑟 𝑖𝑠𝑒
             (2.4) 

ve Gal le vektörel çarpımı;  

(𝑢 × 𝑣)𝔾  = 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

0 𝑒 𝑒
𝑢 𝑢 𝑢
𝑣 𝑣 𝑣

 ,              𝑢  𝑣𝑒𝑦𝑎 𝑣  𝑠𝚤𝑓𝚤𝑟𝑑𝑎𝑛 𝑓𝑎𝑟𝑘𝑙𝚤 𝑖𝑠𝑒

𝑒 𝑒 𝑒
𝑢 𝑢 𝑢
𝑣 𝑣 𝑣

 ,                𝑢  𝑣𝑒 𝑣   ℎ𝑒𝑟 𝑖𝑘𝑖𝑠𝑖 𝑑𝑒 𝑠𝚤𝑓𝚤𝑟 𝑖𝑠𝑒

                      (2.5) 

şekl nde tanımlanır. Burada e1, e2 ve e3 Ökl d uzayının{𝑒 , 𝑒 , 𝑒 } standart bazıdır [1].   

Tanım 2.3.2. 𝛾 ∶ 𝐼 ⊆ 𝑅 →  𝔾𝟑   𝛾(𝑠) =  𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠), 𝑧(𝑠)    3 boyutlu Gal le uzayında 

keyf  b r eğr  olsun. Eğer x(s) eğr n n yay parametres  se bu durumda  𝛾(s)=(s,y(s),z(s)) 

olarak elde ed l r ve  𝛾  eğr s n n b r nc  eğr l ğ  κ(s) ve k nc  eğr l ğ  (burulması) 𝜏(s)  

κ(s) = (𝑦 ) (𝑠) + (𝑧 ) (𝑠) 
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𝜏(𝑠) = 
( ), ( ), ( )

[ ( )]
 

şekl nde tanımlanır [1].    

𝛾 nın Frenet 3-ayaklısı;  

T (s) = 𝛾 (𝑠) = (1, 𝑦 (𝑠), 𝑧 (𝑠)) 

N (s) = 
( )

𝛾 (𝑠) =  
( )

(0,𝑦 (𝑠),𝑧 (𝑠)) 

B (s) = 
( )

(0,-𝑧 (𝑠), 𝑦 (𝑠)) 

şekl nde ver l r. T, N ve B vektörler ne sırasıyla 𝛾 eğr s n n teğet, asl  normal ve b normal 

vektörler  den r.  Bu vektörler n türevler  ç n aşağıdak  Frenet formüller  geçerl d r [1].  

𝑇
𝑁
𝐵

 = 
0 𝜅 0
0 0 𝜏
0 −𝜏 0

𝑇
𝑁
𝐵

 

3- boyutlu Gal le uzayı esasen bel rl  b r mutlak f gürle tanımlanan projekt f b r uzaydır. 

Bu uzayda hareketler mutlak f gürü değ şt rmeyen projekt f dönüşümler aracılığıyla 

tanımlanır. Mutlak f gür {𝑤, 𝑓, 𝐼} şekl nde sıralı b r üçlüden barett r. Burada 𝑤 reel 

(mutlak) düzlem, 𝑓 reel (mutlak) doğrudur.   

Tanım 2.3.3. 3 boyutlu Gal le uzayında b r düzlem eğer mutlak doğru çer yorsa Ökl d 

düzlem , aks  halde zotrop k düzlemd r. 𝑥 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 olan düzlemler Ökl d düzlem yken 

d ğerler  zotrop k düzlemlerd r. O halde mutlak düzlem 𝑤 da Ökl d düzlem d r [6].  

Tanım 2.3.4. 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3), 3 boyutlu Gal le uzayında b r vektör olsun. Eğer 𝑢1 ≠ 0 se 

𝑢 ya non- zotrop k vektör den r. Bu uzayda b r m normlu tüm non- zotrop k vektörler  

𝑢 = (1, 𝑢2, 𝑢3) b ç m nded r. İzotrop k vektörler ç n se 𝑢1 = 0 d r. 𝑥 = 0 düzlem  Gal le 

uzayında b r Ökl d düzlem  olduğundan zotrop k vektörler n Ökl d düzlem nde olduğu 

aş kardır [6].  
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Tanım 2.3.5. M, 3 boyutlu Gal le uzayında b r yüzey olsun. Bu durumda M n n 

parametr zasyonu  

𝜑(𝑢 ,𝑢 ) = (𝑥(𝑢 ,𝑢 ) ,𝑦(𝑢 ,𝑢 ) ,𝑧(𝑢 ,𝑢 )) 

b ç m nded r. Burada 𝑢 ,𝑢 ∈ ℝ ve 𝑥(𝑢 ,𝑢 ), 𝑦((𝑢 ,𝑢 ) , 𝑧(𝑢 ,𝑢 ) ∈ 𝐶3d r [6].  

Tanım 2.3.6. 3 boyutlu Gal le uzayında zotrop k normal vektör alanı  

𝑁 =
𝜑, 𝑥𝜑,

𝜑, 𝑥𝜑,

 

d r [6].   

Bununla b rl kte 𝜑(𝑢 ,𝑢  ) le ver len yüzey ç n ortalama eğr l k ve Gauss eğr l ğ  de 

sırasıyla  

H=  ∑ 𝑔 𝐿,  

                                                                K= 
 

 

d r.  

Burada 𝑤 = ‖𝜑,1𝑥𝜑,2‖,  

𝐿 =  
, , , ,

,
, 𝑁  = , , , ,

,
, 𝑁  

𝑔  = ,  , 𝑔  = - ,  ve 𝑔  = 𝑔 𝑔  , ,j 𝜖{1,2} d r [6]. 
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           Şek l 2. 1 𝐺  de normal vektör alanı 
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3. BÖLÜM 

3 BOYUTLU ÖKLİD UZAYINDA HELİKOİDAL HAREKETLER VE  

YÜZEYLER  

3 boyutlu Ökl d uzayında b r hel ko dal yüzey b r düzlem eğr s n n hel ko dal hareket 

altındak  yörünges  olarak tanımlanır.  

𝐸3 üç boyutlu Ökl d uzayında b r M yüzey  ve X bu yüzey n yer vektörü olmak üzere   

       𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑢𝑐𝑜𝑠𝑣, 𝑢𝑠𝑖𝑛𝑣, 𝜆(𝑢) + ℎ𝑣)                         (*) 

d r. Burada h b r sab t ve λ(u) k nc  dereceden d ferans yelleneb l r fonks yondur. Bu 

şek lde tanımlanan M yüzey ne eksen  Oz ve adımı h olan hel kod al yüzey den r. Özel 

olarak h=0 se bu durumda yüzey b r dönel yüzeyd r. M yüzey  b r hel kod al hareket 

altında b r eğr  le üret leb l r. Burada katı hareket  

𝑔𝑡: ℝ3 → ℝ3  

𝑔𝑡(x, y, z) = (xcost − ysint, xsint + ycost, z + ht)  

ve  t ∈ ℝ olmak üzere hel ko dal yüzey 𝑔𝑡 altında nvaryanttır [3].  

M yüzey n n ortalama eğr l ğ   H, Gauss eğr l ğ  K olmak üzere bu eğr l kler sadece u ya 

bağımlıdır ve k nc  dereceden l neer olmayan d ferans yel denklemd r. Bu d ferans yel 

denklem n çözümü ç n ntegrallere ht yaç vardır.  

γ(u) = (u, 0, λ(u))  

 u  I sıfırdan farklı b r sab t olmak üzere 𝐶2 t p nden b r eğr  olsun. γ eğr s ne hel ko dal 

hareket uygulandığında elde ed len yüzey n paremetr zasyonu  

         𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑢𝑐𝑜𝑠𝑣, 𝑢𝑠𝑖𝑛𝑣, λ(𝑢) + ℎ𝑣)                              (3.1) 



  16 
 

şekl nded r.  

M yüzey n n Gauss eğr l ğ  ç n b r nc  temel form I ve k nc  temel form II olmak üzere, 

bunlar sırasıyla : 

                                     I=(1+𝜆 )𝑑𝑢2 + 2h𝜆′dudv + (𝑢2 +ℎ2)𝑑𝑣2                                 (3.2) 

                                     II=  (u𝜆′′𝑑𝑢2 – 2hdudv + 𝑢2𝜆′𝑑𝑣2)                                              (3.3) 

                                      d r. Bununla b rl kte, M n n b r m normal vektör alanı   

N=  (hs nv - u𝜆′cosv , -u𝜆′s nv – hcosv , u) 

b ç m nded r. Burada 𝑎 = (𝑢2(1 +𝜆 ) + ℎ2)1/2 olmak üzere buradak  türev u değ şken ne 

göre alınmıştır. Ortalama eğr l k H ve Gauss eğr l ğ  K ç n (3.1) fades nden  

                         H = 
( )    

  

                        (3.4) 

         K = 
 

  
                                               (3.5)               

olarak hesaplanır. Burada 𝜆′= 0 se hel ko dal yüzey sadece hel ko d bel rt r.  

(3.4) denklem    

𝐴 = 𝜆 𝑢 1 + 𝜆 + ℎ                                          (3.6) 

olmak üzere  

                                                             2H = 2A + u𝐴′                                                                 (3.7)  

şekl nde yazılab l r.  𝑢 ≠ 0 olmak üzere  

 𝐴′ +  𝐴 = 2                                                      (3.8) 
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le bel rt len d ferans yel denklem n çözümü le   

A = 𝑢−2(2∫𝐻𝑢𝑑𝑢 + 𝑐1)                                                 (3.9) 

bulunur. (3.6) ve (3.9) eş tl kler n n ortak çözümü le   

𝜆′ = 𝑢−2(2∫ 𝐻𝑢𝑑𝑢 + 𝑐1)[𝑢2 (1 + 𝜆 ) + ℎ2]1/2  

veya   

             𝑢2(𝑢2 − (2 ∫ 𝐻𝑢𝑑𝑢 + 𝑐1)2) 𝜆 = (𝑢2 + ℎ2)(2 ∫ 𝐻𝑢𝑑𝑢 + 𝑐1)2                          (3.10)  

elde ed l r. Ancak u≠ 0 ç n   

𝑢2 - (2∫𝐻𝑢𝑑𝑢 + 𝑐1)2 = 𝑢2(𝑢2 + ℎ2)[𝑢2(1 + 𝜆 ) + ℎ2]−1 > 0  d r.  

Böylece (3.10) eş tl ğ n n ntegral  alınarak   

                                  λ(u) = ± ∫
(  ) | ∫  |

| |( ( ∫ ) )
𝑑𝑢 + 𝑐                            (3.11) 

bulunur.  Burada 𝑐2 ntegral sab t d r.  

Ters ne h∈ ℝ ve H(u),  I⊂ ℝ - {0} açık aralığında sürekl  b r fonks yon olmak üzere 

herhang  b r 𝑢0 ∈ I ç n 𝑢0ın , 𝐼′ ⊂ 𝐼  olacak b ç mde b r 𝐼′ açık aralığı vardır. A açık aralığı 

ç n 𝑐′
1 = -(2∫𝐻𝑢𝑑𝑢) (𝑢0) d r öyle k  F fonks yonu  

F(u,c) = 𝑢2 – (2∫𝐻𝑢𝑑𝑢 + 𝑐)2 > 0 herhang  (u,c) ∈ 𝐼′ × 𝐴 d r.   

F n n sürekl l ğ  sebeb yle ℝ2 n n b r alt kümes nde F(𝑢0, 𝑐1
′)=𝑢2 poz t ft r. Herhang  b r  

(u,𝑐1) ∈ 𝐼′ × 𝐴 , 𝑐2 ∈ ℝ, ℎ ∈ ℝ ve sürekl  b r H(u) fonks yonu ç n  

γ(u,H(u),h,𝑐1, 𝑐2)  =  (u,0,± ∫
(  ) | ∫  |

| |( ( ∫   ) )
𝑑𝑢 + 𝑐  

eğr  a les  tanımlanab l r.  
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Adımı h olan b r hel ko dal hareket n bu eğr lere uygulanmasıyla, ortalama eğr l ğ  H(u) 

olan hel ko dal yüzeyler elde ed l r [3].  

Teorem 3.1. (u,0,λ(u)), u∈I eğr s  le üret len hel ko dal yüzey (1) le bel rt len hel ko dal 

yüzey olsun. Bu yüzey n (u,0,𝜆(𝑢))  noktasındak  ortalama eğr l ğ  H(u) d r.  

 𝑐1, 𝑐2ve h b rer sab t olmak üzere  (u,0,λ(u)) = γ(u,H(u),h,𝑐1,𝑐2) d r. Ters ne  h∈ ℝ ve 

H(u), u∈ 𝐼 sürekl  b r fonks yon olmak üzere herhang  b r 𝑢0 ∈I ç n 𝛾(𝑢, 𝐻(𝑢), ℎ, 𝑐1, 𝑐2)  

eğr  a les  tanımlanab l r. Böylece ortalama eğr l ğ  H(u) ve adımı ℎ olan hel ko dal yüzey 

tanımlanab l r [3].  

Ş md  Gauss eğr l ğ  ç n; 

(3.6) eş tl ğ   

                                                   (𝐵2)′=2Ku                                                       (3.12)  

olarak yazılab l r. Burada  

     𝐵 = 2 ∫
 

 
                                                    (3.13)             

d r ve (3.12) eş tl ğ n n ntegral  alınarak   

                                                   𝐵    =2∫𝐾𝑢𝑑𝑢 + 𝑐1                                                 (3.14)  

bulunur.  

(3.13) ve (3.14) eş tl kler n n ortak çözümü le   

                     (1 -𝑐1 - 2∫𝐾𝑢𝑑𝑢) 𝑢2𝜆 = (𝑢2 + ℎ2)(2∫𝐾𝑢𝑑𝑢 + 𝑐1) - ℎ2                      (3.15)  

elde ed l r. u≠0 ç n   

1 - 𝑐1 - 2∫𝐾𝑢𝑑𝑢 = 𝑢2[𝑢2(1 + 𝜆 ) + ℎ2]−1 >0  

 olduğundan (3.15.12) denklem n n ntegral  alınarak  
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λ(u) = ± ∫
[(  )( ∫  )  ]

| |     ∫  
𝑑𝑢 + 𝑐  

bulunur. Burada 𝑐2 ∈ ℝ d r.  

Ters ne h∈ ℝ ve K(u), I⊂ℝ - {0}  açık aralığında tanımlanmış sürekl  b r fonks yon olmak 

üzere her  𝑢0 ∈ I ç n (𝐼′ ⊂ I ) olmak üzere 𝑢0 ∈ 𝐼′ d r. ℝ n n b r A açık aralığı ç n  

𝑐′1 = -(2∫ 2𝐾𝑢𝑑𝑢)(𝑢0),  öylek   1 - 𝑐1 - 2∫ 𝐾𝑢𝑑𝑢 > 0  

d r. Buradan herhang  b r u∈ 𝐼′ , 𝑐1 ∈ A , 𝑐2 ∈ ℝ ç n aşağıdak  eğr  a les  tanımlanab l r.                       

β(u,K(u),h,𝑐1,𝑐2) = 𝑢, 0, ∫
[(  )( ∫  )  ]

| |( ∫ ) ⁄ 𝑑𝑢 + 𝑐  

Bu eğr  a les ne hel ko dal hareket n uygulanması le elde ed len k  parametrel  hel ko dal 

yüzey n Gauss eğr l ğ  K(u), u ∈ 𝐼′ ve adımı h d r [3].  

Böylece aşağıdak  teorem spatlanmış olur.  

Teorem3.2. (u,0,λ(u)), u∈I üreteç eğr s  le üret len  hel ko dal yüzey (1) eş tl ğ  le 

ver lm şt r. Bu yüzey n  (u,0,𝜆(u)) noktasındak  Gauss eğr l ğ  K(u) d r. Böylece  𝑐1 , 𝑐2 

ve h sab tler olmak üzere (u,0,λ(u)) = β(u,K(u),h,𝑐1,𝑐2) d r. Ters ne h∈R ve K(u) , u∈I  

ç n sürekl  b r fonks yon olsun. Bu durumda her 𝑢0 ∈I ç n β(u,K(u),h,𝑐1,𝑐2), u∈ 𝐼′ eğr  

a les  tanımlanab l r. Böylece elde ed len hel ko dal yüzey n Gauss eğr l ğ  K(u) , u∈ 𝐼′ ve  

adımı h d r [3].  
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4. BÖLÜM  

3 BOYUTLU LORENTZ UZAYINDA  HELİKOİDAL YÜZEYLER VE  

EĞRİLİKLERİ  

3 boyutlu Lorentz uzayında hel ko dal hareket grupları Ökl d uzayındak  hel ko dal 

hareket gruplarına paralell k göstermekle b rl kte, bu uzayda hareket n eksen n n 

karakter na bağlı olarak üç farklı durum söz konusudur.  

I.Durum; Dönme eksen n n spacel ke olduğu durumda, üreteç eğr  𝛾, 𝑥1𝑥2-düzlem  veya 

𝑥0𝑥2 düzlem nde alınab l r. Böylece , 

𝛾1(𝑢) = (0, 𝑓(𝑢), 𝑔(𝑢)) veya 𝛾2(𝑢) = (𝑓(𝑢), 0, 𝑔(𝑢))  

olmak üzere burada 𝑓 = 𝑓(𝑢), I=(a,b) açık aralığı üzer nde 𝐶1 sınıfından poz t f b r 

fonks yon ve 𝑔 = 𝑔(𝑢) se 𝐶2 sınıfından b r fonks yondur.(0,0,1) vektörünü nvaryant 

bırakanLorentz hareket grubu, spacel ke eksen etrafındak  dönme matr s   

                                               A(u) = 
𝑐𝑜𝑠ℎ𝑣 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑣 0
𝑠𝑖𝑛ℎ𝑣 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑣 0

0 0 1
 , 𝑢𝜖 ℝ 

kullanılarak tanımlanab l r. Bu eksen etrafında 𝛾1 eğr s ne hel ko dal hareket uygulanarak  

elde ed len M yüzey n n denklem   

                                r(u,v) = 
𝑐𝑜𝑠ℎ𝑣 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑣 0
𝑠𝑖𝑛ℎ𝑣 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑣 0

0 0 1

𝑓(𝑢)

0
𝑔(𝑢)

+ 
0
0

𝑐𝑣
 

                                𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑓(𝑢)𝑠𝑖𝑛ℎ𝑣, 𝑓(𝑢)𝑐𝑜𝑠ℎ𝑣 , 𝑔(𝑢) + 𝑐𝑣)                       (4.1)  

şekl nded r. Burada f(u) ˃ 0  ve  c∈ ℝ+ d r.       

Aynı eksen etrafında etrafında 𝛾   eğr s ne hel ko dal hareket uygulanarak elde ed len 

yüzey n denklem  se   
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                           r(u,v) = 
𝑐𝑜𝑠ℎ𝑣 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑣 0
𝑠𝑖𝑛ℎ𝑣 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑣 0

0 0 1

0
𝑓(𝑢)

𝑔(𝑢)
+ 

0
0

𝑐𝑣
    

                            𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑓(𝑢)𝑐𝑜𝑠ℎ𝑣 , 𝑓(𝑢)𝑠𝑖𝑛ℎ𝑣 , 𝑔(𝑢) + 𝑐𝑣 )                          (4.2)  

olarak bulunur. Burada f(u)> 0, c∈ ℝ+ d r.   Bu yüzeyler b r nc  çeş t hel ko dal 

yüzeylerd r [4].  

II.Durum. Dönme eksen  t mel ke olsun. Bu durumda üreteç eğr  𝛾, 𝑥0𝑥1 

düzlem nded r.𝛾(𝑢) = (𝑔(𝑢), 𝑓(𝑢), 0) olmak üzere 𝑓 = 𝑓(𝑢) 𝐶1 sınıfından poz t f b r 

fonks yon ve 𝑔 = 𝑔(𝑢) I üzer nde 𝐶2 sınıfından b r fonks yondur. Bu durumda Lorentz 

grubu hareket n eksen  olan (1,0,0) vektörünü nvaryant bırakan eksen etrafında 

tanımlanır. Bu eksen etrafındak  dönme matr s   

                                       A= 
1 0 0
0 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑣 −𝑠𝑖𝑛ℎ𝑣
0 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑣 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑣

 ,0≤ 𝑣 ≤ 2𝜋 . 

olmak üzere 𝛾 eğr s ne hel ko dal hareket uygulanarak elde ed len M yüzey   

                                   f(u,v) = 
1 0 0
0 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑣 −𝑠𝑖𝑛ℎ𝑣
0 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑣 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑣

𝑔(𝑢)

𝑓(𝑢)

0

 + 
𝑐𝑣
0
0

 

        𝑓(𝑢, 𝑣) = (𝑔(𝑢) + 𝑐𝑣, 𝑓(𝑢)𝑐𝑜𝑠𝑣 , 𝑓                       (4.3)  

le parametr ze ed l r. Bu yüzey üçüncü çeş t hel ko dal yüzeyd r [4].  

III.Durum. Dönme eksen  l ghtl ke olsun. Bu durumda hareket n eksen  (1,1,0) vektörü 

tarafından ger l r ve üreteç eğr s  𝛾, 𝑥0𝑥1 düzlem nde alınab l r.  

γ(u)=(f(u),g(u),0),  u I ,  

Burada 𝑓, 𝑔 I açık aralığı üzer nde fonks yonlardır. Böylece l ghtl ke eksen etrafında 

dönme matr s    
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                                 A(v) = 

1 + − 𝑣

1 − 𝑣

𝑣 −𝑣 1

 , v𝜖 ℝ  

alındığında 𝛾 eğr s ne hel ko dal hareket uygulanarak elde ed len yüzey  

                  r(u,v) = 

1 + − 𝑣

1 − 𝑣

𝑣 −𝑣 1

𝑓(𝑢)

𝑔(𝑢)

0

+  
𝑐𝑣
𝑐𝑣
0

 

𝑟(𝑢, 𝑣) = 1 + 𝑓(𝑢) − 𝑔(𝑢) + 𝑐𝑣 , 𝑓(𝑢) + 1 − 𝑔(𝑢) + 𝑐𝑣 , 𝑓(𝑢) −

𝑔(𝑢) 𝑣                                                                                                                                        (4.4) 

le parametr ze ed l r. Bu yüzey dördüncü çeş t hel ko dd r. c=0 olduğunda M b r dönel 

yüzeyd r.   

M n n b r nc  esas formunun d skr m nantı 𝐸𝐺 − 𝐹2 olmak üzere; 

𝐸𝐺 − 𝐹2 > 0 se 𝐸31de hel ko dal yüzey 𝐼+, 𝐼𝐼+, 𝐼𝐼𝐼+ 𝑣𝑒𝑦𝑎  𝐼𝑉+ t p nded r.   

𝐸𝐺 − 𝐹2 < 0 se 𝐸31de hel ko dal yüzey 𝐼−, 𝐼𝐼− , 𝐼𝐼𝐼− 𝑣𝑒𝑦𝑎 𝐼𝑉−t p ndend r.  

Bununla b rl kte b r nc  çeş t hel ko dal yüzey n Gauss eğr l ğ  K ve ortalama eğr l ğ  H 

sadece 𝑢 parametres ne bağlıdır [4].   

4.1.3 Boyutlu Lorentz Uzayında Hel ko dal Yüzeyler n Eğr l kler   

𝛾(u) =(0, u, g(u)) , u∈I  , 𝐶2t p nden b r eğr  ve I se ℝ/{0} ın herhang  b r açık aralığı 

olsun. Bu eğr ye hel ko dal hareket uygulandığında𝐸13 de M hel ko dal yüzey  elde ed l r 

ve bu yüzey n parametr zasyonu  

                         𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑢𝑠𝑖𝑛ℎ𝑣, 𝑢𝑐𝑜𝑠ℎ𝑣, 𝑔(𝑢), +𝑐𝑣)                             (4.1.1)  

şekl nded r.  
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Teorem 4.1.1. 𝛾(u)=(0,u, g(u)), u∈I=(a,b) ⊂ ℝ üreteç eğr s  le elde ed len M yüzey 𝐸13 

de hel ko dal yüzey bel rt r. (0,u,g(u)) noktasında bu yüzey n ortalama eğr l ğ  ve Gauss 

eğr l ğ  u değ şken ne bağlı fonks yonlardır. c∈ ℝ+ , 𝑐1 , 𝑐2 ∈ ℝ olmak üzere K=K(u), 

H=H(u) fonks yonları le b rl kte u∈I ç n 𝛾(u)≡ 𝛾(𝐾(𝑢), 𝑐; 𝑐1, 𝑐2 ) ve benzer şek lde  

𝛾(u)≡ 𝛾(𝐻(𝑢), 𝑐; 𝑐1, 𝑐2 ) eğr  a les  tanımlanab l r. ℝ13 de tanımlanmış bu eğr  a les  ç n 

Gauss eğr l ğ  K=K(u) , u∈I ve ortalama eğr l k H=H(u) , u∈ 𝐼1 =(-c,c)⊂I) d r [4].  

İspat 4.1.1. Hel ko dal hareket altında 𝛾 eğr s n n yörünges  olan hel ko dal yüzey n 

b r nc  ve k nc  temel formu sırasıyla  

                             I= (1+ 𝑔′2)𝑑𝑢2 + 2c𝑔′dudv + (𝑐2 - 𝑢2 )𝑑𝑣2                                 (4.1.2)  

ve 

                             II=  ( -u𝑔′′𝑑𝑢2 + 2cdudv + 𝑢2𝑔′𝑑𝑣2 )                   (4.1.3)  

şekl nded r. Burada W= [|𝑐2 − 𝑢2(1 + 𝑔 )|]1⁄2d r. Böylece hel ko dal yüzey n Gauss ve 

ortalama eğr l ğ  sırasıyla  

                      K(𝑢) = −
𝑢3𝑔′𝑔′′+𝑐2

𝑐2−𝑢2 1+𝑔′
2

𝑐2−𝑢2 1+𝑔′
2                                      (4.1.4) 

 ve  

                        H(𝑢) =
𝑢2𝑔′ 1+𝑔′

2
−𝑢𝑔′′ 𝑐2−𝑢2 −2𝑐2𝑔′

2 𝑐2−𝑢2 1+𝑔′
2

𝑐2−𝑢2 1+𝑔′
2 1 2⁄                               (4.1.5)    

d r.   

W=EG −𝐹2 = 𝑐2 − 𝑢2(1+𝑔 ) > 0 olmak üzere                          

                             K(𝑢) = −                                     (4.1.4a) 
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                                    H(𝑢) =
𝑢2𝑔′ 1+𝑔′

2
−𝑢𝑔′′ 𝑐2−𝑢2 −2𝑐2𝑔′

2 𝑐2−𝑢2 1+𝑔′
2 3 2⁄                                    (4.1.5a)            

olarak düzenleneb l r.  

(4.1.4a) denklem n n çözümü ç n K = K(u) fonks yonunun b l nd ğ  varsayılsın. Böylece 

(4.1.4a) eş tl ğ  aşağıdak  şekle nd rgeneb l r.  

ℎ′(𝑢) = 2𝑢𝐾(𝑢)                                              (4.1.6)  

Burada   

      h(u) = ( 𝑢2𝑔 − 𝑐2 ) [𝑐2 − 𝑢2 ( 1 + 𝑔 )]−1                       (4.1.7)  

d r.  

(4.1.6) nın çözümü le  

      h(u) = 𝑐1 + 2 ∫𝑢𝐾(𝑢)𝑑𝑢 , 𝑐1 ∈ ℝ                              (4.1.8) 

bulunur ve (4.1.7) ve (4.1.8) n ortak çözümü le  

𝑔 (𝑢) = 
 ( )

 , u ≠ 0 

elde ed l r. Burada  A 1 + 𝑐 + 2 ∫ 𝑢𝐾(𝑢)𝑑𝑢 < 0 ,  0  d r. Öyleyse 

                            g(u) = 𝑐 ± ∫
 

| || |
du ,  𝑐 𝜖ℝ                             (4.1.9)

         

olur. K = K(u) ve c  ,  I ⊂ ℝ {0}  açık aralığında tanımlı olmak üzere herhang  b r 

𝑢  𝜖 𝐼 ç n b r U açık alt aralığı bulunab l r.  𝐼′, ℝ de b r açık aralık ve   

                                                     𝑐  = - (2∫ 𝑢𝐾(𝑢)𝑑𝑢)(𝑢 ) 
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Öylek  F(u,𝑐1)  A – k, k > 1  şekl nde tanımlanan F : U× 𝐼′ → R fonks yonu herhang  b r 

(u , 𝑐_1  )  ∈  𝑈 × 𝐼  aralığında negat ft r. Hatta F ( 𝑢0 , 𝑐′1 ) = 1 – k < 0 d r.  

Ayrıca F sürekl  olduğundan  n n altkümes  olan U × 𝐼′ de negat ft r. Böylece herhang  

b r (u,𝑐1)  U× 𝐼′, 𝑐 , c  ve K = K(u) fonks yonu ç n k  parametrel   

eğr  a les  tanımlanab l r.   

     𝛼(𝑢) ≡ 𝛼(𝐾(𝑢), 𝑐 ;  𝑐  , 𝑐  ) 

                                         = 0, 𝑢, 𝑐  , ± ∫
 

| || |
𝑑𝑢                             (4.1.10) 

Bu eğr  a les ne adımı c olan hel ko dal hareket n uygulanması le Gauss eğr l ğ  K(u) 

olan 𝐸13 𝑑𝑒 𝐼+ t p  hel ko dal yüzeyler n k  parametrel  a les  elde ed l r. Hel ko dal 

yüzey n parametr zasyonu se   

                 r(u,v) = 𝑢𝑠𝑖𝑛ℎ𝑣 , 𝑢𝑐𝑜𝑠ℎ𝑣 , 𝑐  ± ∫
 

| || |
𝑑𝑢                         (4.1.11) 

şekl nded r.  

( ) EG −𝐹2 = 𝑐2 − 𝑢2(1+𝑔  )< 0 se lk duruma benzer şek lde Gaus eğr l ğ  K(u), adımı 

c olan 𝐼− t p nden hel ko dal yüzey elde ed leb l r.  

Ş md  (4.1.11) denklem n n çözümü le  

                                  𝜙 (u) + 𝜙(u) =2
( )

 , u≠ 0 ,                                                    (4.1.12) 

                                      𝜙(u) =  −
( )

( )
⁄                                                       (4.1.13)       

elde ed l r. (4.1.12) n n genel çözümü se   

                              𝜙(u) = [2 ∫ 𝑢𝐻(𝑢)𝑑𝑢 +  𝑐 ] ,  𝑐 𝜖 ℝ                                       (4.1.14)  

sonucunu ver r. Buradan (4.1.13) ve (4.1.14) denklemler n n ortak çözümüyle  



  26 
 

𝑔 (𝑢) = 
 

(  )
 , u 𝜖 𝐼  = (-c , c) ,                  (4.1.15)  

bulunur.  

                   B(u) = 2∫𝑢𝐻(𝑢)𝑑𝑢 + 𝑐1 d r.                                                     (4.1.16) 

                   g(u) = 𝑐 ± ∫
|𝐵| 𝑐2− 𝑢

2

|𝑢| 𝑢2− 𝐵2
𝑑𝑢 , 𝑐2 ∈ ℝ                                    (4.1.17)  

olmak üzere buradan k  parametrel  eğr  a les  tanımlanab l r.  

                   𝑎(𝑢) ≡ 𝑎(𝐻(𝑢) , 𝑐; 𝑐1, 𝑐2) = (0, u, 𝑐  ±  ∫
| |√  

| |√  
 du)             (4.1.18)  

Ş md  bu eğr lere adımı c olan hel ko dal hareket uygulanırsa 𝐸13 de ortalama eğr l ğ  

H=H(u) ,u∈ 𝐼1 olan 𝐼+ t p nden hel ko dal yüzey elde ed l r. Yüzey n parametr zasyonu 

se 

                    r(u,v) = 𝑢𝑠𝑖𝑛ℎ𝑣 , 𝑢𝑐𝑜𝑠ℎ𝑣 , 𝑐𝑣 +  𝑐  ± ∫
| |√  

| |√  
𝑑𝑢                        (4.1.19)             

şekl nded r. (4.1.11) ve (4.1.19) da ver len hek lo dal yüzeyler 𝐼+ t p nde spacel ke 

yüzeylerd r.  
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Şek l 4. 1 𝐼  t p nden H(u)=1/2u olan hel ko dal yüzey 

 ( ) 𝐹 = 0 kabul ed l rse 𝑔(𝑢) = 𝑐 olmak üzere denklem (2.1) 𝐸13 dek  sağ hel ko d n 

denklem ne karşılık gel r. 𝐼+ t p  veya 𝐼− t p  sağ hel ko d n Gauss ve ortalama eğr l ğ  

sırasıyla   

K(u) = - 
( )

 < 0 ,       H(u) = 0 

veya  

K(u) = 
( )  

 > 0 ,        H(𝑢) = 0 

d r.Bu nedenle t p 𝐼+ veya t p 𝐼−  sağ hel ko d yüzeyler  m n mal yüzeylerd r.  
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Şek l 4. 2  𝐼  t p nden sağ hel ko d 

𝑎(𝑢) = ( 𝑢, 0 , 𝑔(𝑢)) ken 𝐼𝐼+ veya 𝐼𝐼−t p nden hel ko dal yüzeyler elde ed l r. Bu 

yüzeyler n parametr zasyonu  

𝑟(𝑢, 𝑣) = ( 𝑢𝑐𝑜𝑠ℎ𝑣 , 𝑢𝑠𝑖𝑛ℎ𝑣, 𝑔(𝑢) +  𝑐𝑣 ) 

şekl nded r.  

Ş md   𝑓 (𝑢) +  𝑔 (𝑢) ≠ 0 olmak üzere 𝑎(𝑢) = (𝑔(𝑢), 𝑓(𝑢), 0) eğr s ne 𝑓(𝑢) = 𝑢   

kabul ed lerek t mel ke eksen etrafında hel ko dal hareket uygulandığında elde ed len M 

hel ko dal yüzey n n parametr zasyonu  

                                      𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑐𝑣 + 𝑔(𝑢), 𝑢𝑐𝑜𝑠𝑣, 𝑢𝑠𝑖𝑛𝑣),                 (4.1.20)  

şekl nded r [4].  

Teorem 4.1.2. 𝑎(𝑢) = (𝑔(𝑢), 𝑢, 0), u∈ 𝐼 = (𝑎, 𝑏) ⊂ ℝ eğr s ne t mel ke eksen etrafında 

hel ko dal hareket uygulanarak elde ed len M yüzey n n (𝑔(𝑢) , 𝑢 ,0) noktasındak  Gauss 

eğr l ğ  𝐾 = 𝐾(𝑢), ortalama eğr l ğ  𝐻 = 𝐻(𝑢) olmak üzere c∈ ℝ+, 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ ç n  𝑎(𝑢) 

≡ 𝑎(𝐾(𝑢), 𝑐 ; 𝑐1, 𝑐2) eğr  a les  tanımlanab l r. Bu eğr  a les  le elde ed len hel ko dal 

yüzeyler ortalama eğr l ğ  𝐻 = 𝐻(𝑢) ve Gauss eğr l ğ  𝐾 = 𝐾(𝑢) olan, 𝐼𝐼𝐼+ veya 𝐼𝐼𝐼− 

t p nden yüzeylerd r [4].   
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İspat. 4.1.2. Üreteç eğr s  𝑎(𝑢) = (𝑔(𝑢), 𝑢, 0)  olan ve t mel ke eksen etrafında hel ko dal 

hareket le elde ed len M yüzey n n parametr zasyonu 𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑐𝑣 + 𝑔(𝑢), 𝑢𝑐𝑜𝑠𝑣, 

𝑢𝑠𝑖𝑛𝑣) b ç m nded r ve bu yüzey ç n b r nc  ve k nc  temel form  

                                      I= (1 −𝑔 )𝑑𝑢2 − 2𝑐𝑔′dudv +(𝑢2 − 𝑐2)𝑑𝑣2                   (4.1.21)  

ve  

                                       II=   (𝑢𝑔′′𝑑𝑢2 − 2𝑐𝑑𝑢𝑑𝑣 + 𝑢2𝑔′𝑑𝑣2),              (4.1.22)  

d r.Burada  w = 𝑢 1 −  𝑔 −  𝑐  d r. M n n Gauss ve ortalama eğr l ğ  ;  

                     K(u) = 
 

   
                             (4.1.23)  

ve  

                               H(u) =
 ( )  

   

                       (4.1.24) 

olarak hesaplanır.  

Ş md  EG −𝐹2 > 0 durumu ncelen rse (4.1.23) ve (4.1.24) eş tl kler nden  

                                                         𝐾(𝑢) =
  

  
                                   (4.1.23a) 

ve  

                       H(u) = 
   

  

                     (4.1.24a) 

d r.  

(4.1.23a) çözümü ç n 𝐾 = 𝐾(𝑢) n n b l nd ğ  kabul ed ls n. (4.1.23a) buna göre 

düzenlen rse;  
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ℎ′(𝑢) = −2𝑢𝐾(𝑢)                                                           (4.1.25)  

öyle k  burada  

                                   ℎ(𝑢) = −(𝑢2𝑔 + 𝑐2)(𝑐2 − 𝑢2(1 − 𝑔 ))−1                            (4.1.26)  

(4.1.25) n genel çözümü le  

                    h(u) = 𝑐 − 2 ∫ 𝑢𝐾(𝑢)𝑑𝑢 ,    𝑐  𝜖ℝ                        (4.1.27)  

elde ed l r. (4.1.26) le (4.1.27) n n ortak çözümü sonucunda   

𝑔 (u)  = 
 ( )

 , u≠ 0 

Burada  A = -1 – 𝑐 + 2 ∫ 𝑢𝐾(𝑢)du > 0 , ∀𝑢 ≠ 0 d r. 

g(u) = 𝑐   ± ∫
  

| |
𝑑𝑢 ,  𝑐  𝜖 ℝ , 

burada 𝑐2 ntegral sab t d r.  

 c ∈  ℝ ve K = K(u) ,  I ⊂ℝ \  {0} açık aralığında tanımlı düzgün b r fonks yon olsun.   

Herhang  b r  𝑢  ∈  I ç n açık b r U ∋  𝑢   alt aralığı ve 𝐼′, ℝ n n açık b r alt aralığı 

bulunab l r. 𝑐 = (2 ∫ 𝑢𝐾(𝑢) 𝑑𝑢)(𝑢 ) ve (u,𝑐 ) ∈ U× 𝐼′olmak üzere F : 𝑈 × 𝐼′ → ℝ öyle 

k  F(u,𝑐 ) = A +k , 𝑘 > 1 fonks yonu (u, 𝑐 ) ∈ U × 𝐼′ aralığında poz t ft r. Böylece F(𝑢 ,

𝑐 =  −1 + 𝑘 > 0  elde ed l r. Böylece herhang  b r (u,𝑐1) ∈ U× 𝐼′ ç n  𝑐 ∈ ℝ , c∈ ℝ  

ve 𝐾 = K(u) fonks yonu ç n k  parametrel  eğr  a les  tanımlanab l r.  

        ɑ(u) ≡ ɑ ( K(u),c ; 𝑐 , 𝑐  ) =  𝑐  ± ∫
  

| |
𝑑𝑢, 𝑢, 0                  (4.1.29) 

Ş md  bu eğr  a les ne adımı c olan hel ko dal hareket uygulandığunda ℝ13 de Gauss 

eğr l ğ   𝐾(u) , u∈ 𝐼  ve adımı c olan 𝐼𝐼𝐼− t p nden k  parametrel  b r hel ko dal yüzey 

a les  elde ed l r. Yüzey parametr zasyonu se   
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             𝑟(u,v) =  (𝑐 ± ∫
  

| |
𝑑𝑢 + 𝑐𝑣 , 𝑢𝑐𝑜𝑠𝑣 , 𝑢𝑠𝑖𝑛𝑣 )                      (4.1.30) 

şekl nded r.   

Ş md  (4.1.24a) denklem n n çözümü ç n  

                             𝜙 (𝑢) =  𝜙(𝑢) = 2 
( )

 ,  u≠ 0                                                (4.1.31) 

                                 𝜙(u) = 
( )

( ( ))
⁄                                                              (4.1.32)  

ve  (4.1.31) n genel çözümü le  

                               𝜙(u) = [2 ∫ 𝑢𝐻(𝑢)𝑑𝑢 +  𝑐 ] , 𝑐  ∈ ℝ                                       (4.1.33) 

(4.1.32) ve (4.1.33) fadeler n n ortak çözümüyle  

                                   𝑔 (𝑢) = 
( )

  ,    u∈ 𝐼  = (-c,c)                                       (4.1.34) 

bulunur.  

Burada                           B(u)= 2 ∫ 𝑢𝐻(𝑢)𝑑𝑢 + 𝑐1 d r.                                                        (4.1.35) 

Böylece                     g(u)= 𝑐2 ±∫
| |√

| |√  
 du ,    𝑐2 ∈ ℝ                                    (4.1.36) 

elde ed l r.   

Eğr  a les  se;   

                    ɑ(u) = ɑ(H(u),c; 𝑐 , 𝑐 ) = 𝑐 ± ∫
| |√

| |√  
𝑑𝑢, 𝑢, 0                         (4.1.37) 

Parametr zasyonuna sah pt r. Bu eğr lere adımı c olan hel ko dal hareket uygulandığında  
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𝑅13 de ortalama eğr l ğ  𝐻 = 𝐻(𝑢),  u∈ 𝐼1 olan 𝐼𝐼𝐼− ya da t p 𝐼𝐼𝐼+ t p nden k  parametrel  

hel ko dal  yüzey a les n  elde ed l r. Bu yüzey n parametr zasyonu se   

                        𝑟(u,v) = 𝑐 ± ∫
| |√

| |√  
𝑑𝑢 + 𝑐𝑣 , 𝑢𝑐𝑜𝑠𝑣 , 𝑢𝑠𝑖𝑛𝑣                       (4.1.38)  

şekl nded r [4].  

 

Şek l 4. 3 𝐼𝐼𝐼 −𝑡𝑖𝑝𝑖𝑛𝑑𝑒𝑛 H(u) = 1/4u  olan ℎ𝑒𝑙𝑖𝑘𝑜𝑖𝑑𝑎𝑙 𝑦ü𝑧𝑒𝑦 

4.2.L ghtl ke Eksen Etrafında Hel ko dal Hareket  

L ghtl ke eksen etrafında 𝐶2 sınıfından b r eğr  eğr  𝑎= 𝑎(u) nın hel ko dal hareket yle 

elde ed len hel ko dal M yüzeyler n n durumu ncelenecekt r. T=(1,1,0) vektörü 

tarafından tanımlanan eksen kullanıldığında bu yüzeyler n denklem   

r(u,v) = 1 + 𝑓(𝑢) − 𝑔(𝑢) + 𝑐𝑣, 𝑓(𝑢) + 1 − 𝑔(𝑢) + 𝑐𝑣, 𝑓(𝑢) − 𝑔(𝑢)𝑣   (4.2.1)   

olarak bulunur. 𝑓(𝑢) = 𝑢 kabul ed ld ğ nde (4.2.1) fades    

r(u,v) = 1 + 𝑢 − 𝑔(𝑢) + 𝑐𝑣, 𝑢 + 1 − 𝑔(𝑢) + 𝑐𝑣, 𝑢 − 𝑔(𝑢)𝑣        (4.2.2) 

şekl nde olur. 

Teorem 4.2.1. 𝑎(𝑢) = (𝑢, 𝑔(𝑢), 0), 𝑢 ∈ 𝐼 = (𝑎, 𝑏) ⊂ ℝ olmak üzere bu eğr  ℝ13de (4.2.2) 

le ver len M hel ko dal yüzey n n üreteç eğr s  olsun. Bu durumda (𝑢, 𝑔(𝑢), 0) 
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noktasında Gauss eğr l ğ  ve ortalama eğr l k 𝑢 parametres ne bağlı olur. Böylece ver len 

c ∈ ℝ+, 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ sab tler  ve 𝐾 = 𝐾(𝑢) ve 𝐻 = 𝐻(𝑢) fonks yonları ç n 3 boyutlu Lorentz 

uzayında 𝑎(u)≡ 𝑎(𝐾(𝑢), 𝑐; 𝑐1, 𝑐2) veya 𝑎(u) ≡ 𝑎(𝐻(𝑢), 𝑐 ; 𝑐1, 𝑐2) tanımlanab l r. Bu 

eğr ler kullanılarak üret len hel ko dal yüzeyler ℝ13 de t p 𝐼𝑉+ veya t p 𝐼𝑉− olarak elde 

ed l rler [4].  

İspat 4.2.1. M hel ko dal yüzey n n b r nc  temel formunun katsayıları  

𝐸 = 𝑔′2(𝑢) − 1, 𝐹 = 𝑐 (𝑔′(𝑢) − 1) , 𝐺 = (𝑢 − 𝑔(𝑢))2 ve k nc  temel formunun 

katsayıları  

L= 
( )( ( )  )

√  
 ,  M= 

 ( )– 

√  
 ,  N= 

( ( ) )  ( )– 

√  
                 (4.2.3) 

olarak hesaplanır.    

B r nc  temel formun d skr m nantı  

𝐸𝐺 − 𝐹2 = (𝑔′(𝑢) − 1)[(𝑔(𝑢) − 𝑢)2(𝑔′(𝑢) + 1) − 𝑐2(𝑔′(𝑢) − 1)]                            (4.2.4) 

 d r. Böylece M n n Gauss eğr l ğ    

K(u) = 
(  )   

(  )[( ) ( ) ( )]|( )[( ) ( ) ( )]|
                              (4.2.5) 

olarak bulunur.  

EG −𝐹2 = (𝑔′ − 1 )[(𝑔 − 𝑢 )2(𝑔′ + 1 ) − 𝑐2(𝑔′ − 1 )] > 0                                      (4.2.6) 

 kabul ed ld ğ nde (4.2.5) eş tl ğ   

K (u) =
(  )   

(  )[( ) ( )  ( )]
                         (4.2.7) 

olarak yazılab l r.  

(4.2.7) eş tl ğ nde 𝑔(𝑢) − 𝑢 = ℎ(𝑢) alınırsa 𝑔′(𝑢)– 1 = ℎ′(𝑢)  ve   𝑔′′(𝑢) = ℎ′′(𝑢) ve 

buradan (4.2.7) denklem   
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 K (u) = 
 

[ ( ) ]
                                                  (4.2.8)  

olur. Bu se l neer olmayan k nc  dereceden b r d ferans yel denklemd r. Bu yüzeyler 

hakkında b r f k r ed nmek ç n, bu Gauss eğr l ğ n n bazı özel fonks yonel formları 

ncelenecekt r.  

I. Durum 

(4.2.8) fades nde 𝐾(𝑢) = 0 kabul ed ld ğ nde   

 ℎ′′ℎ  − 𝑐2ℎ = 0                                                        (4.2.9)             

d r. ℎ′ = 𝑝 alınsın. Bu durumda  

ℎ    = p   olur  ve (4.2.9) eş tl ğ  

𝑝 ℎ  – 𝑐 𝑝  = 0                                                    (4.2.10) 

b ç m ne nd rgen r. Bu eş tl ğ n çözümü se  

 𝑝 =  , 𝑐  ∈ ℝ                                     (4.2.11)  

şekl nded r. Buradan denklem (2) den 

 =  -  - 𝑐 ℎ = u +𝑐 ,  𝑐 ∈ℝ                              (4.2.12) 

Bulunur.  

𝑐  = 0 kabul ed l rse h(u) =
( )

 ve g(u) = u – 
(  )

 , 𝑐 ∈ ℝ 

elde ed l r. Böylece b r parametrel  

      𝑎(𝑢) ≡ 𝑎(𝐾(𝑢), 𝑐; 𝑐 ) = 𝑢, 𝑢 −
( )

 , 0                             (4.2.13) 
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eğr  a les  tanımlanab l r. Bu eğr  a les  tarafından üret len hel ko dal yüzeyler n 

 denklem  se;   

              r(u,v) = 𝑢 +
( )

+ 𝑐𝑣 , 𝑢 −
( )

+ 𝑐𝑣,
( )

                          (4.2.13a)  

b ç m nded r.  𝑐  ≠ 0 se  

                               h(u) = −(𝑢 + 𝑐 ) ± (𝑢 + 𝑐 ) − 2𝑐 𝑐  

ve  

                          g(u) = (2𝑐 − 1)𝑢 −  𝑐 ± (𝑢 + 𝑐 ) − 2𝑐 𝑐                      (4.2.14)

             

d r. Buradan k  parametrel  eğr  a les  se  

𝑎(𝑢) ≡ 𝑎(𝐾(𝑢), 𝑐; 𝑐 , 𝑐 )= 𝑢, (2𝑐1 − 1)𝑢 − 𝑐2 ± (𝑢 + 𝑐2)2 − 2𝑐1𝑐2 , 0    (4.2.15) 

olur. Sonuç olarak yüzey denklem  se    

𝑟(u,v) = 1 + 𝑢 − (2𝑐 − 1)𝑢 − 𝑐 ± (𝑢 + 𝑐 ) − 2𝑐 𝑐 + 𝑐𝑣, +

1 − (2𝑐 − 1)𝑢 − 𝑐 ± (𝑢 + 𝑐 ) − 2𝑐 𝑐 + 𝑐𝑣, 𝑢𝑣 − (2𝑐 − 1)𝑢 −

𝑐 ± (𝑢 + 𝑐 ) − 2𝑐 𝑐                                                                                   (4.2.15a) 

olur. 𝐾 = 0 olduğu durum ç n bu yüzey Şek l 9 ’ da görüleb l r [4].  
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Şek l 4. 4 𝐼𝑉+ 𝑡𝑖𝑝𝑖𝑛𝑑𝑒𝑛 K=0 olan ℎ𝑒𝑙𝑖𝑘𝑜𝑖𝑑𝑎𝑙 𝑦ü𝑧𝑒𝑦 

 
 II.Durum 

    K(u) = 
𝒄𝟐𝒂𝟐

(𝒂𝒖 𝒃)𝟐(𝒂 𝟐)  𝒄𝟐𝒂
𝟐 < 0 , 𝑎 ≠ 0                                (4.2.16)  

olsun. Burada  𝑢 ≠ ±   -   ve b∈  ℝ  kabul ed lm şt r. Böylece (4.2.8) eş tl ğ   

                                  K(u) = 
  

[ ( )  ]
=

[( ) ( ) ]
 

olur ve bu son eş tl k ℎ(𝑢) = 𝑎𝑢 + 𝑏  ç n sağlanır. Buradan g(𝑢) = (𝑎 + 1)𝑢 + 𝑏 elde 

ed l r.   

(4.2.16) tarafından 𝐾 = 𝐾(𝑢) fonks yonu ver ld ğ nde 𝐼𝑉+ t p nden ℝ13 de b r hel ko dal  

yüzey a les  tanımlanır. Bu hel ko dal yüzeyler n parametr zasyonu se 

r(u,v) = 1 − 𝑎 𝑢 − 𝑏 + 𝑐𝑣 , 𝑢 𝑎 + 1 − 𝑎 + 1 − 𝑏 + 𝑐𝑣 , −(𝑎𝑢 + 𝑏)𝑣   

b ç m nded r. Bu hel ko dal yüzey Şek l 10 da görüleb l r [4].  



  37  
 

 

Şek l 4. 5 𝐼𝑉+ t p nden hel ko dal yüzey 

Ş md  

        𝐾(𝑢) =
(  ) ( )

( )[(  ) ( )  (  )]
       (4.2.17) 

ve 𝑐   ,  1, 2, 3  olmak üzere  (4.2.8) eş tl ğ             

ℎ ℎ − 𝑐 ℎ

ℎ [ℎ (ℎ + 2 ) −  𝑐 ℎ ]
 

=
2𝑐 (𝑐 𝑢 + 𝑐 𝑢 +  𝑐 ) −  𝑐 (2𝑐 𝑢 +  𝑐 )

(2𝑐 + 𝑐 )[(𝑐 𝑢 + 𝑐 𝑢 + 𝑐 ) (2𝑐 𝑢 +  𝑐 + 2) − 𝑐 (2𝑐 𝑢 + 𝑐 )]
 

olur. Bu eş tl k ℎ(𝑢) = 𝑐1𝑢2 + 𝑐2𝑢 + 𝑐3, 𝑐𝑖 ∈ ℝ ,  1, 2, 3 tarafından sağlanır ve buradan 

𝑔(𝑢) = 𝑐1𝑢2 + (𝑐2 + 1)𝑢 + 𝑐3  d r.  

Sonuç olarak (2) ye göre K=K(u) fonks yonu ver ld ğ nde, ℝ13 de 𝐼𝑉+ t p nden b r 

hel ko dal yüzey a les  elde ed l r ve parametr zasyon  

𝑟(𝑢, 𝑣) = −𝑐 𝑢 + 1 −  𝑐 𝑢 −  𝑐 + 𝑐𝑣 , 𝑐 1 − 𝑢 + 𝑐 + 1 −

 𝑐 𝑢 +  1 − 𝑐 + 𝑐𝑣 , (−𝑐 𝑢 −  𝑐 𝑢 −  𝑐 )𝑣  

b ç m nded r.  
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ℎ′′ℎ3 − 𝑐2ℎ′3 = 𝑎,   𝑎 ∈ ℝ{0}  olmak üzere h′ = 𝑝 ç n bu denklem  

                                         
 

=  𝑐   

olur. Bu d ferans yel eş tl ğ n ntegral  alınarak  

                  

⁄

√ ⁄

( )⁄

| | ⁄ +
√

tan
√

= + 𝑐                          (4.2) 

bulunur. Burada 𝑚 =   , 𝑐 ∈ ℝ d r.  

Yukarıdak  anal zden,   = p d ferans yel denklem n n b r çözümü olan her ℎ = ℎ(𝑢) 

fonks yonu ç n (3) eş tl ğ n n b r çözümü olduğu görüleb l r. Böylece parametr zasyonu  

𝑟(𝑢, 𝑣) = 1 + 𝑢 − 𝑔(𝑢) + 𝑐𝑣 , 𝑢 + 1 − 𝑔(𝑢) + 𝑐𝑣 , 𝑢 − 𝑔(𝑢) 𝑣  

olan hel ko dal yüzey ç n 𝐾 = 𝐾(𝑢) eğr l ğ  bulunab l r [4].  

III. Durum Her u ∈  ℝ{0} ç n ℎ (u)=𝑔 (u) -1 ≠ 0 olacak şek lde 𝑔 = 𝑔(𝑢) fonks yonu 

ele alınsın. Bu durumda (4.2.8) denklem  aşağıdak  şek lde yazılab l r:   

                                     K(u(h)) = 
 

[ ( )  ]
                                           (4.2.19) 

ℎ′ = 𝑝  ç n bu eş tl k 

                        ℎ3 − [𝑐2 + 𝐾(ℎ2 − 𝑐2)2]𝑝2 − 4𝐾ℎ2(ℎ2 − 𝑐2)𝑝 − 4𝐾ℎ4 = 0                 (4.2.19)  

olur ve bu son fade b r R catt  d ferans yel denklem d r. Bu sebeple bu denklem n b r özel 

çözümü b l nmeden genel çözümü elde ed lemez [4].  

IV. Durum 3 boyutlu Lorentz uzayında (4.4) le ver len M hel ko dal yüzey n n ortalama 

eğr l ğ    
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            H(u)=
 ( )  (  – )  

( )[( ) ( )  ( )]|( )[( ) ( ) ( )]| ⁄     (4.2.20)  

d r ve  

EG−𝐹2 =(𝑔′ − 1)[(𝑔 − 𝑢)2(𝑔′ + 1) − 𝑐′(𝑔′ − 1)] >0 

kabul ed l rse Buradan denklem (4.2.20)  

                             H(u) = 
( )  (  – )  

{( )[( ) ( )  ( )]} ⁄                    (4.2.21)  

olarak elde ed l r. 𝑔 = 𝑔(𝑢) ve burada 𝐻 = 𝐻(𝑢) ç n bu denklem n çözümü le 𝐼𝑉+ 

t p nden m n mal hel ko dal yüzey bulunur. 

                  𝑔′′(𝑔 − 𝑢)3 − 2𝑐2(𝑔′ − 1)3 + (𝑔 − 𝑢)2(𝑔′ + 1)(𝑔 −  1) = 0                (4.2.22) 

eş tl ğ nde  𝑔(𝑢) − 𝑢 = ℎ(𝑢) alınırsa bu eş tl k 

ℎ ℎ +  (ℎ − 2𝑐 )ℎ + 2ℎ ℎ  = 0 

şekl ne nd rgen r. ℎ (𝑢) = 𝑝(𝑢) kabul ed l rse ver len denklem 

ℎ 𝑝 + (ℎ − 2𝑐 ) +   = 0 

ve  = 𝜔 ç n son fadeden 

                                                  −  𝜔 −  = 0                              (4.2.23) 

bulunur. Bu son denklem n çözümü se   

𝜔(ℎ) =  =    , 𝑐  ∈  ℝ d r.  

Buradan ℎ = ℎ(𝑢) fonks yonunun aşağıdak  denklem  sağladığı görüleb l r.  

2𝑐1ℎ4 − 3ℎ2 − 6(𝑢 + 𝑐2)ℎ − 3𝑐2 = 0 ,    𝑐2 ∈ ℝ , 
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ve 𝑔 = 𝑔(𝑢) fonks yonu se   

2𝑐 𝑔4 − 8𝑐 𝑢𝑔3 + 3(4𝑐 𝑢 − 1)𝑔2 − 2(4𝑐 𝑢3 + 3𝑐 )𝑔 + 2𝑐 𝑢4 + 3𝑢2 + 6𝑐 𝑢 − 

3𝑐2 = 0                                                                                                                      (4.2.24)  

eş tl ğ n  sağlar.  

Sonuç olarak (4.2.13) eş tl ğ n  sağlayan her 𝑔 = 𝑔(𝑢) fonks yonu ç n, parametr k 

göster m  (4.2.2) le ver len, ℝ   de 𝐼𝑉+ t p nden b r m n mal hel ko dal yüzey vardır.  

Burada  

𝑐1 = 𝑐2 = 0 se h(u) = −𝑢 ± √𝑢 − 𝑐  , u∈ (−∞, −𝑐 ) ∪ (c,+∞) ve g(u) =±√𝑢 −  𝑐  

d r. Eğr n n parametr zasyonu   

𝑎(𝑢) ≡ 𝑎(𝐻(𝑢), 𝑐) = (𝑢, ±√𝑢 −  𝑐  ),0) 

olmak üzere ℝ   de 𝐼𝑉+ t p nden m n mal hel ko dal yüzey vardır. Bu yüzey n 

parametr zasyonu  

𝑟(𝑢, 𝑣) = 1 +
𝑣

2
𝑢 ∓

𝑣

2
𝑢 − 𝑐 + 𝑐𝑣 ,

𝑣

2
𝑢 ∓ 1 −

𝑣

2
𝑢 − 𝑐    

+ 𝑐𝑣, 𝑢 ∓ 𝑢 − 𝑐 𝑣  

b ç m nded r ve Şek l 11 de görüleb l r [4].  
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Şek l 4. 6 𝐼𝑉+ 𝑡𝑖𝑝𝑖𝑛𝑑𝑒𝑛 ℎ𝑒𝑙𝑖𝑘𝑜id𝑎𝑙 𝑦ü𝑧𝑒𝑦 
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5. BÖLÜM  

3 BOYUTLU GALİLE UZAYINDA HAREKETLER  

Doğa b l mler  ve uygulamalı b l mlerdek  l neer olmayan b rçok olay uzay eğr ler n n 

hareketler  le modellen r. G rdap hareketler , robot kol harketler n n şek l kontrolü, 

görüntü şleme, DNA sarmalı, prote n d nam kler  bunlardan bazılarıdır.Bu l neer 

olmayan uygulamalar, eğr ler n hareket n  b r a le olarak karakter ze eden d ferans yel 

denklemler c ns nden tanımlanab l r. Bu hareketler n ntegralleneb l rl ğ , b rçok 

değ şmez n korunumu hakkında b lg  ver r.  

5.1. Gal le Uzayı 𝑮𝟑 

Gal le uzayı 𝐺 , reel Cayley-Kle n uzaylarından b r d r. Gal le uzayı 𝐺  ün mutlak şekl , 

sıralı b r üçlü {ω,f,I} çer r, burada ω mutlak düzlemd r.  f, ω dek  mutlak doğru ve I se 

f n noktalarının sab t el pt k evr lmes d r.  

Homojen olmayan af n koord natlarda Gal le uzayı 𝑮𝟑 n benzerl k grubu 𝐻  aşağıdak  

forma sah pt r.  

                             
�̅� = 𝑎  +  𝑎 𝑥 ,

 𝑦 =  𝑎 +  𝑎 𝑥 +  𝑎 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑦 +  𝑎 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑧 ,
𝑧̅   = 𝑎  +  𝑎 𝑥 – 𝑎 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑦 +  𝑎 𝑧𝑐𝑜𝑠𝜑𝑧 

                         (5.1.1) 

burada 𝑎𝑖𝑗 ve 𝜑 reel sayılardır.  

Özel olarak 𝑎12 = 𝑎23 =1 seç ld ğ nde (5.1.1) le ver len grup aşağıdak  g b  Gal le uzayı 

𝐺  n 𝐵6 ⊂ 𝐻8 grubu olur.  

                                     
�̅� =  𝑎  +  𝑥 ,

𝑦 =  𝑎  + 𝑎 𝑥 +  𝑐𝑜𝑠𝜑𝑦 +  𝑠𝑖𝑛𝜑𝑧 ,
 𝑧̅ =  𝑎 +  𝑎 𝑥 –  𝑠𝑖𝑛𝜑𝑦 +  𝑐𝑜𝑠𝜑𝑧,

                               (5.1.2) 

u= (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3), 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)  vektörler n n Gal le ç çarpımı aşağıdak  şek lde 

yazılab l r:  
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                        ⟨𝑢, 𝑣⟩ =  
𝑢 𝑣  ,                          𝑢 ≠ 0 ∨  𝑣  ≠ 0 ,
𝑢 𝑣 − 𝑢 𝑣  ,              𝑢 = 0 ∧ 𝑣 = 0

                          (5.1.3) 

u=(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 ) vektörünün Gal le normu se şu şek lde tanımlanır:  

‖u ‖ =  
𝑢  ,                          𝑢 ≠ 0

𝑢 + 𝑢   ,          𝑢 = 0     
                                    (5.1.4) 

𝛼, 𝐺  uzayında yay parametres  le ver lm ş b r eğr  olsun  

𝛼 ∶ 𝐼 ⊆ ℝ → 𝐺  

                     s→ 𝛼(𝑠) = (𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠), 𝑧(𝑠))                                      (5.1.5)  

x(s),y(s),z(s) ∈𝐶3. 

𝛼 eğr s  Gal le uzayında d ferans yel form ds=dx le yay uzunluğu parametres  s 

tarafından şu şek lde tanımlanır:   

𝛼 ∶ 𝐼 ⊆ ℝ → 𝔾3  

           x→ 𝛼(𝑥) = (𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑧(𝑥))                                     (5.1.6)  

𝛼 nın eğr l ğ  𝜅(𝑥) ve burulması 𝜏(𝑥) se sırasıyla  

κ(x) = 𝑦 (𝑥) + 𝑧 (𝑥)  , 

  𝜏(𝑥) =
( ), ( ), ( )

( )
 ,                                                            (5.1.7) 

şekl nded r. Bununla b rl kte eğr n n Frenet elemanları  

T(x) =𝛼′(𝑥) = (1, 𝑦′(𝑥), 𝑧′(𝑥)), 

                                  N(x) = 
( )

𝛼′′(𝑥) = 
( )

(0, 𝑦′′(𝑥), 𝑧′′(𝑥)),                           (5.1.8) 

B(x)= 
( )

 (0 , 𝜀𝑧′′(𝑥), 𝜀𝑦′′(𝑥)), 
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d r. Frenet denklemler  se  

                                             
T(s)

N(s)

B(s)
=

0 κ(s) 0

0 0 τ(s)

0 −τ(s) 0

t(s)

n(s)

b(s)
 ,                           (5.1.9) 

b ç m nded r. Burada T, N, B ortogonal vektörlerd r [13].  

5.2. Gal le Uzayında Dönme Hareketler   

3 boyutlu Gal le uzayında k  farklı dönme hareket  mevcuttur. Bunlardan lk  

non zotrop k x eksen  etrafındak  dönmed r ve   

𝑥
𝑦

𝑧

=  
1 0 0
0 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃
0 −𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑥
𝑦
𝑧

 

b ç m nde tanımlıdır. Burada 𝜃 Ökl dyen açıdır. 

 İzotrop k dönme se   

𝑥
𝑦

𝑧

=
1 0 0
𝜃 1 0
0 0 1

𝑥
𝑦
𝑧

+  

𝑐𝜃
𝑐𝜃

2
0

 

şekl nde fade ed l r. Burada 𝜃 zotrop k açı ve 𝑐 ∈ 𝑅 d r. Buradak  düzlem demet   z=sab t 

b ç m nded r [6].  

Tanım 5.2.1. 3 boyutlu Gal le uzayında b r dönel yüzey bu uzayda düzlemsel b r eğr ye 

zotrop k veya non zotrop k dönme hareket  uygulandığında eğr n n zled ğ  yörünged r.   

Eğer hareket , Ökl dyen dönme hareket  se hareket n eksen  üreteç eğr s n n destek 

düzlem nded r. Eğer hareket zotrop k dönme se sab t düzlemler n b r demet  seç l r. Bu 

uzayda k  çeş t düzlem olduğundan prof l eğr s n n destek düzlem  ç n k  durum söz 

konusudur. Prof l eğr s  Ökl dyen düzlemde veya zotrop k düzlemde olab l r [6].  
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) 3- Boyutlu Gal le Uzayında 1. Çeş t Dönel Yüzeyler  

Prof l eğr s  𝛾 nın Ökl dyen yz düzlem nde olduğu kabul ed ls n. Bu durumda eğr n n 

parametr zasyonu 𝛾(𝑡) = (0, 𝑓(𝑡), 𝑔(𝑡)) olur. Burada 𝑓 ve 𝑔 reel değerl  fonks yonlardır. 

𝑐𝜖𝑅 olmak üzere bu üreteç eğr s ne zotrop k dönme uygulandığında  

                                                
1 0 0
𝜃 1 0
0 0 1

𝑜
𝑓(𝑡)

𝑔(𝑡)
+  

𝑐𝜃

0

 

yazılır ve elde ed len dönel yüzey n parametr zasyonu  

                       𝜑(𝜃, 𝑡) = (𝑐𝜃, 𝑓(𝑡) +  , 𝑔(𝑡)) 

olur. Bu yüzey 3 boyutlu Gal le uzayında b r nc  çeş t dönel yüzeyd r [6].   

) 3- Boyutlu Gal le Uzayında 2. Çeş t Dönel Yüzeyler  

Prof l eğr s  𝛾 nın zotrop k xy düzlem nde olduğu kabul ed ls n. Bu durumda eğr n n 

parametr zasyonu 𝛾(𝑡) = (𝑓(𝑡), 𝑔(𝑡), 0) olur. Burada 𝑓 ve 𝑔 reel değerl  fonks yonlardır. 

𝑐𝜖𝑅 olmak üzere bu üreteç eğr s ne zotrop k dönme uygulandığında  

                                       
1 0 0
0 1 0
𝜃 0 1

𝑓(𝑡)

𝑔(𝑡)

0

 + 

𝑐𝜃
0  

yazılır ve elde ed len dönel yüzey n parametr zasyonu  

𝜑(𝜃, 𝑡) = (𝑓(𝑡) + 𝑐𝜃, 𝑔(𝑡), 𝜃𝑓(𝑡) +  )  

olur. Bu yüzey 3 boyutlu Gal le uzayında k nc  çeş t dönel yüzeyd r [6].   

) 3- Boyutlu Gal le Uzayında 3. Çeş t Dönel Yüzeyler  

Son olarak prof l eğr s  𝛾 nın y ne zotrop k xy düzlem nde olduğu kabul ed ls n. Bu 

durumda eğr n n parametr zasyonu 𝛾(𝑡) = (𝑓(𝑡), 𝑔(𝑡), 0) olur. Burada 𝑓 ve 𝑔 reel değerl  
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fonks yonlardır. Ancak bu sefer 𝑐𝜖𝑅 olmak üzere bu üreteç eğr s ne x eksen  etrafındak  

Ökl dyen dönme uygulansın. Böylece   

1 0 0
0 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃
0 −𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑓(𝑡)

𝑔(𝑡)
0

 

yazılır elde ed len dönel yüzey n parametr zasyonu  

𝜑(𝜃, 𝑡) = (𝑓(𝑡), 𝑔(𝑡)𝑐𝑜𝑠𝜃, −𝑔(𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜃)  

olur. Bu yüzey 3 boyutlu Gal le uzayında üçüncü çeş t dönel yüzeyd r [6].  

5.2.1. 3 Boyutlu Gal le Uzayında Sıfır Eğr l kl  Dönel Yüzeyler  

Bu kısımda b r öncek  bölümde bahsed len üç farklı yüzey ç n Gauss ve ortalama 

eğr l kler hesaplanmıştır. Ökl d uzayına benzer şek lde, 3 boyutlu Gal le uzayında da b r 

yüzey n her noktasında Gauss eğr l ğ  sıfır se bu yüzeye developable yüzey, Ortalama 

eğr l ğ  sıfır se m n mal yüzey den r.  

Teorem 5.2.1. 3 boyutlu Gal le uzayında m n mal yüzeyler tepe noktası mutlak doğru f 

üzer nde bulunan kon ler ve C t p nden regle yüzeylerd r. C t p nden regle yüzey n 

parametr zasyonu  

𝜑(𝜃, 𝑡) = (𝜃, 𝑓(𝜃), 0) + 𝑡(0, 𝛼2(𝜃), 𝛼3(𝜃))  

b ç m nded r.  Burada 𝑓, 𝛼  , 𝛼  fonks yonları sürekl , üçüncü dereceden 

d ferans yelleneb l r fonks yonlardır. Ayrıca 𝛼 +  𝛼 = 1 d r [6].  

Teorem 5.2.2. 3 boyutlu Gal le uzayında b r nc  çeş t dönel yüzey n m n mal yüzey ya 

da developable yüzey olması ancak ve ancak aşağıda ver len şartlardan b r  

sağlandığında mümkündür.  

( ) Bu yüzey parametr zasyonu 𝜑(𝜃, 𝑡) = (𝑐𝜃, 𝑎 +  , 𝑔(𝑡)) olan parabol k s l nd rd r.  

( ) Bu yüzey zotrop k düzlem n b r parçasıdır ve  𝜑(𝜃, 𝑡) = (𝑐𝜃, 𝑓(𝑡) +  , 𝑎)  
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parametr zasyonuna sah pt r.  

( ) Bu yüzey parametr zasyonu 𝜑(𝜃, 𝑡) = (𝑐𝜃, 𝑓(𝑡) +   , 𝑎𝑓(𝑡) + 𝑏) olan parabol k  

s l nd rd r. Burada 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 d r [6].  

İspat 5.2.2. B r nc  çeş t dönel yüzey n parametr zasyonu  

𝜑(𝜃, 𝑡) = (𝑐𝜃, 𝑓(𝑡) +   , 𝑔(𝑡)) 

d . Bu yüzey ç n Gauss eğr l ğ  ve ortalama eğr l k sırasıyla  

𝐾 =
(  )

 
 

ve  

𝐻 = 𝑠𝑔𝑛(𝑐) 
 

 

olarak hesaplanır. Buradan görüleceğ  üzere 𝐾 = 0 olduğu durumda 𝐻 = 0 elde ed l r. 

Böylece 3 boyutlu Gal le uzayında b r nc  çeş t dönel yüzey developable b r yüzeyd r 

ancak ve ancak m n mal yüzeyd r. Bununla b rl kte bu eğr l kler n sıfır olab lmes  ç n 

𝑓′𝑔′′ − 𝑓′′𝑔′ = 0 olmalıdır. İlk olarak  𝑓′ = 0 veya 𝑔′ = 0 se ( ) ve ( ) yüzeyler  elde ed l r. 

İk nc  olarak 𝑓′ ≠ 0 ve 𝑔′ ≠ 0 se bu durumda =    olur. Bu eş tl ğ n ntegral  alınırsa 

𝑔(𝑡) = 𝑎𝑓(𝑡) + 𝑏𝑡 sonucuna ulaşılır. Burada 𝑎 ≠ 0 ve 𝑏 ∈ 𝑅 d r. Böylece prof l eğr s  b r 

doğrudur ve elde ed len yüzey de ( ) yüzey  olur. Böylece aşağıdak  sonuç ver leb l r 

[6].  

Sonuç 5.2.1.3 boyutlu Gal le uzayında b r nc  çeş t dönel yüzey developable ve aynı 

zamanda m n mal b r yüzeyd r ancak ve ancak prof l eğr s  zotrop k b r doğrudur.   
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Ayrıca kolayca görüleb leceğ  üzere ( ) eş tl ğ nde koord natlar arasında 𝑦 = 𝑎 +  ve 

buna benzer olarak ( ) eş tl ğ nde 𝑦 = +   bağıntıları mevcuttur. ( ) eş tl ğ nde 𝑔(𝑡) 

= 𝑣 alındığında yen  parametr zasyon 𝜑(𝜃, 𝑣) = (𝑐𝜃, 𝑎 +  , 0) + 𝑣(0,0,1)  olur ve bu 

da C t p nden b r regle yüzeyd r. Benzer şek lde ( ) eş tl ğ nde 𝑓(𝑡) = 𝑣 alındığında 

yüzey n parametr zasyonu   

𝜑(𝜃, 𝑡) = (𝑐𝜃,  , 𝑏) + 𝑣(0,1𝑎) 

olur. Bu se b r kono d yüzey d r. Burada 𝑎 = 1, 𝑏 = 𝑐 = 2 alındığında elde ed len yüzey 

m n mal, developable b r yüzeyd r ve aşağıda görüleb l r [6].   

 

 

Şek l 5. 1 𝐾𝑜𝑛𝑜𝑖𝑑 𝑦ü𝑧𝑒𝑦  

Teorem 5.2.3. 3 boyutlu Gal le uzayında k nc  çeş t dönel yüzey n m n mal yüzey ya da 

developable yüzey olması ancak ve ancak aşağıda ver len şartlardan b r  sağlandığında 

mümkündür.  

( ) Bu yüzey zotrop k düzlem n b r parçasıdır ve  𝜑(𝜃, 𝑡) = (𝑓(𝑡) + 𝑐𝜃, 𝑎, 𝜃𝑓(𝑡) +   ) 

parametr zasyonuna sah pt r.  
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( ) Bu yüzey parametr zasyonu 𝜑(𝜃, 𝑡) = (𝑎 + 𝑐𝜃, 𝑔(𝑡), 𝑎𝜃 +    ) olan parabol k 

s l nd rd r.  

( ) Bu yüzey parametr zasyonu 𝜑(𝜃, 𝑡) = (𝑡 + 𝑐𝜃, 𝑎𝑡2 + 𝑏, 𝜃𝑡 + ) olan parabol k 

küred r. Burada 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 d r [6].  

İspat 5.2.3. İk nc  çeş t dönel yüzey n parametr zasyonu  

𝜑(𝜃, 𝑡) = (𝑓(𝑡) + 𝑐𝜃, 𝑔(𝑡), 𝜃𝑓(𝑡) +   )  

Bu yüzey ç n Gauss eğr l ğ  ve ortalama eğr l k sırasıyla  

                                       K = 𝑓(𝑓 𝑔 − 𝑓 𝑔 ) − 𝑓 𝑔  

ve 

                                        H = 𝑓 𝑓(𝑓 𝑔 −  𝑓 𝑔 ) −  𝑓 𝑔   

olarak hesaplanır. Burada 𝑤 = 𝑓 𝑓 +  𝑐 𝑔  d r.  

B r nc  çeş t dönel yüzeylere benzer olarak yüzey n Gauss eğr l ğ  sıfırdır ancak ve ancak 

ortlama eğr l ğ  sıfırdır. O halde k nc  çeş t dönel yüzey developable b r yüzeyd r ancak 

ve ancak m n mal b r yüzeyd r.   

Bununla b rl kte ( ) fades  ç n prof l eğr s  b r m hızlı kabul ed lm şt r. Bu durumda 

𝑓(𝑡) = 𝑡 alınacaktır. ( ) fades ndek  eş tl kten kolayca görüleb l r k  koord natlar 

arasında  𝑧 =     bağıntısı mevcuttur. Ayrıca ( ) fades ndek  eş tl kten y ne 

koord natlar arasında 𝑥 −  − 2𝑐𝑧   bağıntısı vardır. ( ) eş tl ğ nde 𝑔(𝑡) = 𝑣 

alındığında b r kono d yüzey  elde ed l r ve bu C t p nden b r regle yüzeyd r. Bu yüzey n 

parametr zasyonu 𝜑(𝜃, 𝑣) = (𝑎 + 𝑐𝜃, 0, 𝑎𝜃 +   ) + 𝑣(0,1,0) şekl nded r.   
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( ) fades ndek  yüzey denklem nde 𝑎 = 𝑐 = 1, 𝑏 = −2 alındığında bulunan yüzey 

aşağıda görüleb l r.  

 

Şek l 5. 2 𝐷𝑒𝑣𝑒𝑙𝑜𝑝𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑎𝑙 𝑦ü𝑧𝑒𝑦 

 

Bu yüzey developable m n mal b r yüzeyd r. Burada prof l eğr s  zotrop k çemberd r  

[6].   

Teorem 5.2.4. 3 boyutlu Gal le uzayında üçüncü çeş t dönel yüzey n developable b r 

yüzey olması ancak ve ancak aşağıda ver len şartlardan b r  sağlandığında mümkündür.  

( ) Bu yüzey b r Ökl d çember  etrafında s l nd rd r ve 𝜑(𝜃, 𝑡) = (𝑓(𝑡), 𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃, 

−𝑎𝑠𝑖𝑛𝜃) parametr zasyonuna sah pt r.  

( ) Bu yüzey  parametr zasyonu (𝜃, 𝑡) = (𝑎𝑔(𝑡) + 𝑏, 𝑔(𝑡)𝑐𝑜𝑠𝜃, −𝑔(𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜃) ve tepe 

noktası  (𝑏, 0,0)olan kon d r.  Burada 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 ve 𝑎 ≠ 0 d r [6].  

5.3. 3 Boyutlu Gal le Uzayında Eğr ler n Hareket    

Bu bölümde bazı ntegralleneb l r denklemler  elde etmek ç n Frenet çerçeve yapısını 

kullanarak Gal le uzayı 𝔾𝟑'dek  eğr  evr m  ncelenecekt r.  

𝐺  Gal le uzayında  t zamanı göstermek üzereu parametres ne bağlır ( u,t) eğr  a les  ele 

alınsın. Bu a ler (u,t) değ ş m denklem ne göre şek llend ğ ne göre  
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                             ṙ ∶ = = 𝑎(𝑢, 𝑡)T + 𝑏(𝑢, 𝑡)N+ c(𝑢, 𝑡)B                            (5.3.1)  

ve  

                                                         r(u,0) =r(u)                                                       (5.3.2) 

olmak üzere burada a , b , c keyf  fonks yonlardır.  

                                          𝑔(𝑢, 𝑡) : = ‖ ‖ =  〈 , 〉                                           (5.3.3)  

fonks yonu eğr  boyunca uzunluğu göstermekted r. Yay uzunluğu parametres  𝑠 se  

s(u,t) : = ∫ 𝑔(𝑢 , 𝑡)𝑑𝑢  d r. (5.2.9) dan;  

T = =   , 

                                                         N = =   ,                     (5.3.4) 

B= =   , 

ve  

                              κ = =    ,           𝜏 ≔  − 〈𝑁 , 〉 .               (5.3.5) 

Ş md  Frenet çatısından değ ş m denklemler  elde ed lecekt r. (5.3.2) eş tl ğ n  sağlayan 

eğr  a les  ç n metr k g , eğr l k κ ve burulma 𝜏 olmak üzere 𝑔2 = 〈 , 〉  olduğundan 

her k  tarafın türev  alınırsa ve (5.3.1) ve (5.3.4) eş tl kler n n kullanılmasıyla 𝑔 

metr ğ n n değ ş m  aşağıdak  şek lde hesaplanab l r.   

 2𝑔   = 2 〈  , ( )〉   

= 2 〈𝑔𝑇,   (𝑎𝑇 + 𝑏𝑁 + 𝑐𝐵)〉    
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       = 2𝑔 〈𝑇,  𝑇 + 𝑎κ𝑔N +  N + bτ𝑔B +   B − cτ𝑔N〉   

       = 2𝑔 〈𝑇,  𝑇 + ( + 𝑎κ𝑔− cτ𝑔) 𝑁 + (    + 𝑏𝜏𝑔) 𝐵〉 = 2𝑔                         (5.3.6) 

ve böylece  

                                                                             =                                                         (5.3.7) 

elde ed l r.  

Burada u ve t l neer bağımsız ancak s ve t l neer bağımlıdır. Sonuç olarak  

𝑑𝑇

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑟

𝜕𝑠
=  −

1

𝑔

𝜕𝑎

𝜕𝑢

𝜕𝑟

𝜕𝑠
+ 

𝜕

𝜕𝑠

𝑑𝑟

𝑑𝑡
 

= − 𝑇 +  𝑇 + 𝑎𝜅𝑁 +  𝑁 + 𝑏𝜏𝐵 +  𝐵 − 𝑐𝜏𝑁 

                                            = + 𝑎𝜅 − 𝑐𝜏 N + + 𝑏𝜏 B                                  (5.3.8) 

Benzer şek lde, b r m normal vektör  alanı N n n değ ş m  ç n  

=  + 𝑎𝜅 − 𝑐𝜏 − −  𝑎 − + 𝑏𝜏 𝑁 +  + 𝑎𝜅 − 𝑐𝜏 +

+ 𝑏𝜏 𝐵                                                                                                           (5.3.9) 

ve 〈  , N〉 = 0 olduğundan   

                                 = + 𝑎𝜅 − 𝑐𝜏 + + 𝑏𝜏 𝐵                        (5.3.10) 

ve  

                                  = + 𝑎𝜅 − 𝑐𝜏 − 𝜅 − 𝜏 + 𝑏𝜏 .                        (5.3.11) 

Buradan b normal vektör B ç n değ ş m ;  
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𝑑𝐵

𝑑𝑡
= −

𝜏

𝜅

𝜕𝑏

𝜕𝑠
+ 𝑎𝜅 − 𝑐𝜏 +

1

𝜅

𝜕

𝜕𝑠

𝜕𝑐

𝜕𝑠
+ 𝑏𝜏 𝑁

+
1

𝜏

𝜕

𝜕𝑠

𝜏

𝜅

𝜕𝑏

𝜕𝑠
+ 𝑎𝜅 − 𝑐𝜏 +

1

𝜅

𝜕

𝜕𝑠

𝜕𝑐

𝜕𝑠
+ 𝑏𝜏 −

1

𝜏

𝑑𝑟

𝑑𝑡
−

𝜕𝑎

𝜕𝑠
𝐵 

Buradan 〈 , B〉 =0 olduğundan  

=− + 𝑎𝜅 − 𝑐𝜏 + + 𝑏𝜏 𝑁                                   (5.3.12) 

ve  

𝑑𝜏

𝑑𝑡
=

𝜕

𝜕𝑠

𝜏

𝜅

𝜕𝑏

𝜕𝑠
+ 𝑎𝜅 − 𝑐𝜏 +

1

𝜅

𝜕

𝜕𝑠

𝜕𝑐

𝜕𝑠
+ 𝑏𝜏 − 𝜏

𝜕𝑎

𝜕𝑠
. 

Tüm (u,t) ç n 〈T, N〉 = 0 ve 〈T, B〉=0 olduğundan  

    〈 , 𝑁〉 + 〈𝑇, 〉 = 0 

ve  

                                           〈 , 𝐵〉 + 〈𝑇, 〉 = 0 

Böylece  (5.3.9), (5.3.10) ve (5.3.12) eş tl kler nden    

         + 𝑎𝜅 − 𝑐𝜏 = 0               (5.3.13)  

ve    

                                           + 𝑏𝜏 = 0                                        (5.3.14) 

olur. Dolayısıyla Frenet çatısının değ ş m denklemler   

                      = 0 , = 0 , = 0            (5.3.15) 
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ve buradan değ ş m denklemler   

                                           = −𝜅  ,       = −𝜏                               (5.3.16)  

[13].  

I. Durum Burger denklemler  özell kle akışkanlar mekan ğ nde doğrusal olmayan dalga 

yayılımı ç n b r modeld r.  

  
+  ψ 

  
= 0 , 

olmak üzere burada 𝜓(s,t) denklem n b r çözümüdür.(5.3.16) denklemler nde a = κ veya 

a = 𝜏 alınırsa, κ ve 𝜏değerler n n burger denklem ne göre değ ş m  elde ed l r [13].  

Tanım 5.3.1. Gal le uzayı 𝐺 ' tek  b r eğr  değ ş m  r(u,v) ve bunun akışı  n n aşağıdak  

durumda değ şmez olduğu söylen r:  

= 0. 

(5.3.1) tarafından ver len r(u,t) eğr  a les  değ şmez se o zaman (5.3.7)'den tüm (u,t) ç n   

 = 0  

ve  

𝑔(u,t) = ξ(u)  

elde ed l r [13]. Buradan aşağıdak  sonuç ver leb l r.  

Sonuç 5.3.1. (5.3.1) tarafından ver len r(u,t) eğr  a les  değ şmezd r ancak ve ancak tüm 

(u,t) ç n   

 = 0 

eş tl ğ  sağlanır. Ş md  değ şmez ve yay parametrel  eğr ler ele alınsın.   
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Yan  ց(u,t) =ξ(u)=1 ve  =0 olsun. Bu durumda lokal koord nat u yay uzunluğu 

parametres  s ye karşılık gel r. Dolayısıyla eğr n n akışı şu şek lde fade ed l r:  

 𝑟̇ ∶=  = 𝑎 (𝑠, 𝑡)T + 𝑏 (𝑠, 𝑡)N + c (s,t) B                             (5.3.17) 

ve Frenet çatısının değ ş m denklemler  se  

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 0 

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 0 

= 0    

                      = 0 

                                                                = 0                                                    (5.3.18)                                                         

şekl nded r [13].  

5.4. 𝑮𝟑 n Equ form Geometr s ndek  Eğr ler n Hareketler   

𝛼 ∶ 𝐼 → 𝐺  yay uzunluğu parametres  s olan b r eğr  olsun.Bu eğr  başka b r parametr k 

göster mde 𝛼 (𝜎)yazılırsa, öyle k   

𝜎= ∫ 𝑑𝑠 , 

P =   𝛼(𝑠) n n eğr l k yarıçapı olmak üzere yen  Frenet denklemler   

                                     
𝑇(𝜎)

𝑁(𝜎)
𝐵(𝜎)

= 
�̃� 1 0
0 �̃� �̃�
0 −�̃� �̃�

𝑇(𝜎)

𝑁(𝜎)
𝐵(𝜎)

                                              (5.4.1) 
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olur. Burada 𝜅,̃ equ form eğr l k ve 𝜏̃ eğr n n equ form burulması olarak adlandırılır 𝛼(𝜎).  

Equ form eğr l k ve burulma le κ ve𝜏 arasında se aşağıdak  bağıntı mevcuttur.  

                                 �̃� = −   ,   �̃� =   .                (5.4.2) 

Buradan  

=   .                              (5.4.3) 

Ayrıca equ form nvaryant Frenet vektörler  𝑇, 𝑁 , 𝐵 Gal lean Frenet vektörler  𝑇, 𝑁, 𝐵 

arasında aşağıdak  bağıntılar mevcuttur.  

 𝑇 = = 𝑝𝑇   

𝑁 =
𝑇

𝜅
= 𝑝𝑁 

𝐵 =
𝐵

𝜅
= 𝑝𝐵 

r(u,t) a les n n equ form nvaryant yay uzunluğu parametres  u olmak üzere  

       𝜎(𝑢) =
1

𝑝
𝑔(𝑢 , 𝑡)𝑑𝑢  

d r. r(u,t) a les n n hareket  şu şek lde fade ed leb l r:  

                                = 𝑊T + 𝑈N + 𝑉𝐵,                                         (5.4.5)  

Burada  W ,U ve V herhang  fonks yonlardır. r(u,t) a les n n b r öncek  hareket , Ga le 

uzayı 𝐺 'dek  hareket (5.3.1) le şu şek lde l şk l d r:  

 = aT+ bN+ cB 

Burada a = pW , b = pU ve c= pV d r. Buradan  
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                                                  = = 𝑝 + 𝑔�̃�𝑊  veya                               

                                                  = 𝑔 + �̃�𝑊                                                  (5.4.6) 

elde ed l r. Burada  

                                       = − + �̃�𝑊 − +                     (5.4.7) 

d r. (5.4.4) ve (5.3.15) eş tl kler  kullanılarak equ form nvaryant teğet vektör alanı 𝑇 n n 

değ ş m   

                                              = (𝑝𝑇) = − 𝑇 = − + �̃�𝑊 𝑇                                           (5.4.8) 

b ç m nded r. Benzer şek lde equ form nvaryant normal ve b normal vektör alanlarının, 

equ form eğr l k 𝜅 ̃ve burulma 𝜏̃ n n değ ş mler  sırasıyla aşağıdak  g b  yazılab l r:  

 = (𝑝𝑁) = − + �̃�𝑊 𝑁,                                       (5.4.9) 

                                    = (𝑝𝐵) = − + �̃�𝑊 𝐵                                        (5.4.10) 

                                   = −2 + �̃�𝑊 �̃� − + �̃�𝑊  ,                          (5.4.11) 

                                                   = 0                                                                        (5.4.12) 

[13]. 
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6. BÖLÜM 

TARTIŞMA VE SONUÇ  

6.1.Tartışma  

Bu çalışmada, öncel kle 3 boyutlu Ökl d uzayında ve 3 boyutlu Lorentz uzayında hareket 

çeş tler  ver lm ş ve bazı sonuçlar paylaşılmıştır. Daha sonra se 3 boyutlu Gal le uzayında 

farklı hareket çeş tler nden bahsed lm şt r. Gal le uzayında elde ed len sonuçlar bu uzayın 

yapısı sebeb yle Ökl d ve Lorentz uzaylarından farklılık göstermekle b rl kte Gal le 

uzayında eğr  yörüngeler  le elde ed len yüzeyler sınırlıdır.  

6.2.Sonuç 

Yapılan çalışmada elde ed len sonuçlar şu şek lded r:  

3 boyutlu Ökl d uzayında ve 3 boyutlu Lorentz uzayında b r uzay eğr s n n hel ko dal 

hareket altında zled ğ  yörünge sonucunda elde ed len hel ko dal yüzeyler ç n ortalama 

eğr l k ve Gauss eğr l ğ  hesaplamaları b rçok çalışmada mevcuttur. 3 boyutlu Gal le 

uzayında se genel olarak dönel yüzeyler üzer ne yapılan çalışmalar ağırlıktadır. 

Hel ko dal hareketler ve hel ko dal yüzeyler le lg l  çalışmalar sınırlıdır.   
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