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OZET
Bu tez calismasi dort boliimden olusmaktadir.

Ik boliimde, konu ile ilgili literatiir taramasi1 yapilmis olup temel tanim ve teoremlere

yer verilmistir.

Ikinci boliimde, iki degiskenli sartli Fibonacci hibrinomiyalinin tanimi, Binet formiilii,

ireteg fonksiyonu ve bazi 6nemli 6zdeslikleri incelenmistir.

Uciincii boliimde, oncelikle genellestirilmis iki degiskenli sarth Lucas polinomu
tanimlanmistir ve bu polinomun Binet formiilii ve tireteg fonksiyonu elde edilmistir.
Daha sonra, iki degiskenli sartli Lucas hibrinomiyali tanimlanmistir. Ayrica, bu
hibrinomiyalin Binet formiilii, {ireteg fonksiyonu ve Catalan, Cassini 06zdeslikleri

incelenmistir.

Dordiincti boliimde ise tezde yapilan caligmalarin literatiire katkist ile ilgili sonug

boliimii verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fibonacci polinomu, Lucas polinomu, Iki degiskenli sarth Fibonacci
hibrinomiyali, Tki degiskenli sarth Lucas hibrinomiyali, Binet formiilii, Urete¢ fonksiyonu,
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BOLUM 1
1.1. Giris

Her tiirli bilimin dogrudan ya da dolayli olarak baglantili oldugu matematik giin
gectikce insanligin ilerlemesi ve teknolojik kazanimlarin elde edilmesinde artan bir
oneme sahip olmaktadir. Matematik alaninda yapilan ¢aligmalar giinden giine artmakta
ve matematigin alt anabilim dallarinda yapilan ¢alismalar dikkate alindiginda matematik

bilimi adeta kendi igerisinde de disipliner bir hale gelismis durumdadir.

Literatiirde var olan karmasik sayilar, hiperbolik sayilar ve dual sayilar iyi bilinen iki
boyutlu say1 sistemleridir. Hibrit sayilar ise reel, kompleks, dual ve hiperbolik sayilarin
birlikte diisiiniilerek olusturuldugu bir say1 sistemidir. Ozellikle son yillarda bircok
aragtirmaci bu sayilarin geometrik ve fiziksel uygulamalariyla ugragmaktadir. Bu sayi

sistemi ile ilgili temel tanimlar ilerleyen bolimlerde ele alinacaktir.

Her tiirlii ilerlemenin temel aldig1 ve dayanak olarak kullandigi bazi temel dogrular
vardir. Fibonacci ve Lucas sayilar1 ise bu temel dogrulardan biridir. Fibonacci ve Lucas
sayilar1 ge¢miste oldugu gibi giiniimiizde de matematikgiler ve alana ilgi duyanlar
tarafindan yogun bir sekilde calisilmakta ve matematigin diger alanlar1 ile

iliskilendirilmektedir.

Italyan matematik¢i Leonardo Fibonacci, Arap say1 sistemine iinlii kitab1 “Liber Abaci
de yer vererek, bu sayr sisteminin Avrupa’ya girmesinde biiylik rol oynamuistir.
Fibonacci ’nin kitabindaki bir tavsan probleminin ¢6ziimiinden elde edilen sayilarin

ozellikleri su sekilde fark edilmistir.

Problem; Ergin bir tavsan ciftinin her ay yeni bir yavru ¢ifti verdikleri ve yeni dogan
ciftin bir ay zarfinda tam erginlige eristikleri varsayimiyla, yavru olan bir tavsan

ciftinden baslayip bir yilda (12 ayda) ciftlerin sayisi ne olur?

Coziimii agsagidaki tablodaki sekilde bulmustur.



Tablo 1.1. Tavsan problemi ¢oziimii

Aylar 1|12|3|4|5|6| 7 |81]9|10|11]| 12
Tavsan giftlerinin sayisi 1(1|2|3(5|8[13|21|34|55]|89|144

Fibonacci say1 dizisi, ardisik iki Fibonacci sayisindan biiyligiiniin kiigigline oraninin
sonsuzda aldig1 deger (altin oran), ardisik iki Fibonacci sayisinin g¢arpimi vb.
hesaplamalar giinliik hayatta karsilasilan bir¢ok olayda ve bilimsel gergeklerde ortaya
¢cikmaktadir.

Diinyanin ekvator ¢evresinin ¢apinin hesaplanmasi, ¢igekler, yapraklarin biiylimesi ve
yapilari, agaclar, arilarin liremesi, ay¢icegi, miizik, 6riimcek ag1 ve ideal insan viicudu

gibi bir¢ok olayin meydana gelmesinde bu 6zel say1 dizisinden bahsedilmektedir.

1.2.Amag¢ ve Kapsam

Bu tez calismasindaki amag iki degiskenli sartli Fibonacci ve Lucas hibrinomiyallerinin
nasil elde edildigini incelemektir. Daha sonra bu hibrinomiyallerin {irete¢ fonksiyonlari
ve Binet formiilleri verilecektir. Ayrica Catalan, Cassini gibi bazi 6nemli 6zdeslikleri de

ele alinacaktir.

1.3.Kaynak Arastirmasi

Literatlirde bu zamana kadar Fibonacci ve Lucas sayilar1 hakkinda birgok uygulama ve
genellemeye yer verilmistir. Bu boliimde tez igerisinde kullanilan ¢alismalar hakkinda

bilgiler verilecektir.

Fibonacci, “Liber Abaci” kitabindaki bir tavsan probleminin ¢dziimiinden elde edilen

sayilarin 6zellikleri ve tavsan problemi lizerinde durularak uygulamalara yer verilmistir

[1].

Horadam, “A generalized Fibonacci sequence” adli ¢alismasinda genellestirilmis

Fibonacci dizisini ve bazi 6nemli 6zdesliklerini tanimlamistir [2].



Bicknell and Hoggart, “Roots of Fibonacci polynomials” adli ¢aligmasinda Pascal

ticgeni yardimiyla Fibonacci polinomu tanimina yer vermistir [3].

Koshy, “Fibonacci and Lucas Numbers with Applications” adli kitabinda Fibonacci ve

Lucas sayilarinin bazi 6nemli uygulamalarini ele almistir [4].

Falcon ve Plaza, “On the Fibonacci k —numbers” ¢alismalarinda k —Fibonacci dizisinin

tanimini vermis ve pek ¢ok dnemli 6zdesligini elde etmislerdir [5].

Falcon ve Plaza, “The k —Fibonacci sequence and the Pascal 2-triangle” isimli
calismalarinda k —Fibonacci dizisini {Fy ,}n-o seklinde tanimlamislardir. Ayrica bu

dizi igin pek ¢ok onemli 6zdeslikleri de sunmusladir [6].

Edson ve Yayenie, “A New Generalization of Fibonacci Sequence & Extended Binet's
Formula” isimli ¢aligmada iki periyotlu Fibonacci dizisi olarak adlandirilan Fibonacci

sayilarinin 6nemli bir genellestirilmesini sunmuslardir [7].

Nalli and Haukkanen, “On generalized Fibonacci and Lucas polynomials” adl
caligmalarinda Catalan ve Byrd genellestirilmis Fibonacci ve Lucas polinomunun

tanimina yer vermislerdir [8].

Koshy, “Fibonacci and Lucas numbers with applications, Volume 2” ¢aligmasinda
Fibonacci ve Lucas sayilarmin bazi 6zdeslikleri ve bazi 6nemli uygulamalarini elde

etmistir [9].

Yayenie, “A note on generalized Fibonacci sequences” isimli ¢aligmada modifiye
edilmis genellestirilmis Fibonacci dizisini tamimlamis ve bu dizi ile ilgili 6nemli

Ozdeslikleri ispatlamistir [10].

Falcon, “Generalized Fibonacci Sequences Generated from a k-Fibonacci Sequence”

adli calismada k —Fibonacci ve k —Lucas dizilerine yer vermistir [11].

Bilgici, “Two generalizations of Lucas sequence” adli ¢alismasinda modifiye edilmis
Lucas dizisinin tanimimin yaninda iirete¢ fonksiyonunu, Binet formiiliinii elde edip

genellestirilmis Fibonacci dizisi ile iligkilerine yer vermistir [12].


https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0096300310012403

Bilgici, “New generalizations of Fibonacci and Lucas sequences” adli ¢alismasinda

Fibonacci ve Lucas dizilerinin yeni bir genellestirilmesini sunmustur [13].

Ozdemir, “Introduction to hybrid numbers” adli ¢calismasinda degismeli olmayan yeni
bir say1 sistemi olan hibrit say1s1 tanimina yer vermistir. Bu say1 kiimesinin bazi cebirsel
ve geometrik Ozelliklerini bazi siniflandirmalarla sunmustur. Ayrica hibrit bir sayinin

koklerini tiir ve karakterine gore incelemistir [14].

Szynal-Liana, “The Horadam hybrid numbers” adli ¢alismasinda Horadam hibrit sayisi
tanimin1 sunmustur. Ayrica bu sayilarin Binet formiilli, lirete¢ fonksiyonu ve bazi

onemli 6zdesliklerini elde etmistir [15].

Szynal-Liana and Wtoch, “The Fibonacci hybrid numbers” adli ¢aligmalarinda
Fibonacci hibrit sayisini tanimlamis, Binet formiiliinii ve bazi 6nemli 6zellikleri elde

etmistir [16].

Koéme and Kirik, “On The Generalized Fibonacci and Lucas 2¥-ions” adl
calismalarinda modifiye edilmis genellestirilmis Fibonacci ve Lucas 2*- ionlarmin

tanimlarina yer vermis, Binet formiilii ve bazi dnemli 6zdeslikleri incelemislerdir [17].

Verma and Bala, “On Properties of Generalized Bi-Variate Bi-Periodic Fibonacci
Polynomials” adli ¢aligmalarinda genellestirilmis iki degiskenli iki periyotlu Fibonacci

tanimina yer vermislerdir [18].

Szynal-Liana and Wioch, “Introduction to Fibonacci and Lucas hybrinomials” isimli
calismalarinda genellestirilmis Fibonacci ve Lucas hibrit sayilarinin tanimina ve bazi

onemli 6zdesliklerine deginmislerdir [19].

Kizilates, “A new generalization of Fibonacci hybrid and Lucas hybrid numbers” adl
caligmasinda Fibonacci ve Lucas hibrit sayilarinin tanimlarmma ve bazi 6nemli

0zdesliklerine yer vermistir [20].



Kome ve Giin, “Bi-periodic Fibonacci and Lucas 2*-ions with g —integer components”
adli calismada iki periyotlu Fibonacci ve Lucas 2K-ionlarin1 q parametresine bagl

olarak incelemisler [21].

1.4.Temel Kavramlar

Tamm 1.4.1: Fibonacci ve Lucas sayilarini sirasiyla asagidaki sekilde tanimlanir.
F(0)=0, F1) =1, Fuyy =Fypyq +E,, neN, (1.1)
L(0)=2, L(1)=1, Lpsy =Lpyq+Ly neNy (1.2)
Fibonacci ve Lucas dizilerinin tirete¢ fonksiyonlari sirasiyla,

Y=o Fn 2™ = — (1:3)

1-x—x?

N oLy X = (1.4)

1-x—x2

seklinde elde etmistir [4]. Ayrica Fibonacci ve Lucas dizilerinin Binet formiilleri ise

sirastyla,

_ am _ﬁm
E, = poy (1.5)
Ly =a™+p™ (1.6)

seklindedir. Burada a = Hf ve = %ﬁ degerleri x> —x —1 =0 Kkarakteristik

polinomunun kokleridir. Ayn1 zamanda « pozitif kokii, matematikte olduk¢a 6nemli bir

yeri olan “altin oran” dur.

Tanmm 1.4.2: Herhangi bir x degiskeni i¢in F,(x) Fibonacci polinomu, Fy(x) = 0 ve

F; (x) = 1 baslangig sartlar1 olmak tizere,
Fn(X) = XFn_l(.X) + Fn_z(.X), n=?2 (17)

ve L, (x) Lucas polinomu, Ly(x) = 2 ve L, (x) = x baslangig sartlar1 olmak tizere,



L,(x) =xL,_1(x)+ L,_,(x), n=>2 (1.8)

seklindedir [5]. Burada x = 1 i¢in Fibonacci ve Lucas polinomlari sirasiyla Fibonacci
ve Lucas sayilarin1 vermektedir. Daha sonra Fibonacci ve Lucas polinomlari i¢in Binet

formtilleri sirasiyla,

_a'(x)-B"(x)
Fn(X) = W (19)
Lo (x) = a™(x) + B"(x) (1.10)

seklinde elde edilmistir [4]. Burada a(x) = %(x +VxZ+4)ve B(x) =§ (x —
Vx? + 4) dir.

Tamim 1.4.3: Z hibrit sayilarinin bir kiimesi K olsun. Bu durumda Z hibrit sayist,
Z=a+bi+ce+dh (1.11)
seklinde verilmistir. Burada ise a,b,c,d € R ve i, & h operatorleri

i*=-1,€=0 h*=1 (1.12)
dir [14].

Asagidaki tablo Hibrit sayilarinin ¢arpimlariin detayli halini vermektedir.

Tablo 1.2.  Hibrit sayilar1 carpim tablosu

i & h
i -1 1-h e+i
h+1 0 —&

h —&—1i & 1

Hibrit sayilariin 6zel bir tiirii olan Fibonacci ve Lucas hibrit sayilar1 sirasiyla asagidaki

sekilde tanimlanmistir.



Tanim 1.4.4: n. Fibonacci hibrit sayist FH,,,

FHn == Fn + iFn+1 + £Fn+2 + th+3 (113)

seklinde tanimlanir [15].

n. Lucas hibrit sayis1 LH,,,

LHn = LTL + iLn+1 + ELn+2 + th+3 (114)

seklinde tanimlanir [15].

Tanmm 1.4.5: n > 0 i¢in, F,(x) Fibonacci polinomu ve L, (x) Lucas polinomu olmak

tizere, Fibonacci hibrinomiyali ve Lucas hibrinomiyali sirasiyla asagidaki gibi

verilmistir.

FHyp(x) = Ey(x) + iFp1 (X) + €Fpi2(x) + hFy3(x) (1.15)
LHy(x) = Lp(x) + iFp41(x) + €Fpy2(x) + hFyi3(x) (1.16)
Teorem 1.4.1:

Herhangi bir x degiskeni icin, FHy (x) = i + ex + h(x?> + 1) ve FH;(x) =1+ ix +

£(x? + 1) + h baslangig kosullar ile verilen Fibonacci hibrinomiyali;
FH,(x) =xFH,_1(x) + FH,_,(x), n = 2 (1.17)

olarak tanimlanmustir [19].
Ayni sekilde Lucas hibrinomiyali de elde edilir. Asagidaki teorem Lucas

hibrinomiyalini ifade eden teoremdir.

Teorem 1.4.2:

Herhangi bir x degiskeni i¢in, LHo(x) =2+ ix +&(x?>+2) + h(x® +3x) ve
LH (x) =x+i(x? +2) + &(x® + 3x) + h(x* +4x%? +2) baslangic kosullar ile

verilen Lucas hibrinomiyali;



LH,(x) = xLH,_; (x) + LH,_,(x) (1.18)
seklinde tanimlanmigtir [19].

Simdi Fibonacci ve Lucas hibrinomiyallerinin Binet formiillerini ifade eden teorem

verilecektir.

Teorem 1.4.3 (Binet Formiilii):

n = 0 bir tamsay1 olsun. Bu durumda,

a™ (x)

a(x)—p(x)

B" (%) ,
) (1+iB(x) + B2 (x) + hB3(x)), (1.19)

FH, (x) = (1 +ia(x) + €a? (x) + ha® (x))

LH, (x) = a™ (x)(1 + ia(x) + £a?(x) + ha®(x))
+B™ () (1 + if(x) + ef%(x) + hp3(x)) (1.20)

elde edilir.
Asagida klasik Fibonacci sayilari i¢in 1yi bilinen baz1 6zdeslikler verilecektir.

(Catalan Ozdesligi) =  FE,_y Fpir — (B)? = (=D 1EZ,
(Cassini Ozdesligi) = Fp 1Fpiq — (E)? = (1D,
(d’Ocagne Ozdesligi) = EnFpi1 — FpirE, = (VD"E,_,,.

Simdi bu 6zdesliklerin Fibonacci ve Lucas hibrinomiyalleri i¢in tanimlanan versiyonlari

verilecektir. Ifadelerin daha basit goriinebilmesi igin;

Alx) = a(x) — B(x),
a(x) =1+ia(x) +e&a?(x) +ha3(x),

B (x) =1+iB(x) + eB*(x) + hB*(x).



esitlikleri kullanilacaktir.
Simdi (1.19) ve (1.20) den yararlanarak, a(x).f(x) = —1 ve A?(x) = x? + 4 olmak

tizere, Fibonacci ve Lucas hibrinomiyallerinin Binet formiilleri,

a (x) & _B"®

LHy(x) = a™(x)a(x) + B™(x)B (x)
seklinde sirasiyla yeniden verilebilir [19].

Teorem 1.4.4 (Fibonacci hibrinomiyali icin Catalan Ozdesligi):

n=0, r = 0ven = r olmak lizere;

FHp_y (). FHyyr (x) — (FH, (%) )?
Cla00 pe) (1- (B2)) + 5

x2+4 a(x)

~ B (1- (%)) (1.21)

x2+4

esitligi saglanir. Burada a(x) = %(x +VxZ+4)ve B(x) = % (x —Vx% +4) dir
[19].

Teorem 1.4.5 (Lucas hibrinomiyali icin Catalan Ozdesligi):
n=0, r = 0ven = r olmak lizere;
LHpy (%). LHnsr () = (LH, ()’
= (-0"2@E (B2) - 1)+ —uwaw (B2) -1) a2
esitligi saglanir [9].



Sonug¢ 1.4.1 (Fibonacci ve Lucas hibrinomiyalleri icin Cassini 6zdeslikleri):

n = 0 bir tamsay1 olmak lizere,

FHyp_y (x). FHpyp (%) — (FHn(x))z
= LD a0p ) - L2 pa)

LHy 1 (). LHpyy (x) = (LHA ()’

= (1" (55— 1) + CD"B@E (55 - 1)

Ozdeslikleri saglanir [9].

Teorem 1.4.6 (Fibonacci hibrinomiyali i¢cin d’Ocagne Ozdesligi):

m=0,n=0vem = n olmak iizere,

FHp(x). FHp 41 (X) = FHppyq (x). FHp (%)

=D"a™ (%) CD"B™ ) 5N 4
= C 0 a0 - L poaeo

Ozdesligi saglanir [19].

Teorem 1.4.7 (Lucas hibrinomiyali i¢in d’Ocagne Ozdesligi):

m=0,n=0vem =n olmak iizere,

LHp, (x). LHy, 1 (x) — LHp, 1 (x). LH, (%)
= (D" " (D)AXBX)@(x) — (=D a™ () Ax)@(x) B (x)

Ozdesligi saglanir [19].
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(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)



Teorem 1.4.8:

m > 0 ve n > 0 olmak iizere,

FH,,(x).LH,(x) — LH,,(x). FH,(x)

_2(=1)"a™"(x) 4

oo ARG -

2(-)"p™ " (x)
A(x)

B(x)a(x) (1.27)

0zdesligi saglanir [19].

Son olarak Fibonacci ve Lucas hibrinomiyallerinin tirete¢ fonksiyonlarini ifade eden

teoremler asagida sirastyla verilecektir.

Teorem 1.4.9: Fibonacci hibrinomiyalinin iirete¢ fonksiyonu,

; 2
G(t) = l+ex+h(x1j;3jt(21+s+h.x)t (1.28)
olarak elde edilir [19].
Teorem 1.4.10: Lucas hibrinomiyalinin iirete¢ fonksiyonu,
g(t) _ LHo(x)+(LH(x)—LHo(x)x)t (1.29)

1—xt—t2

olarak elde edilir. Burada LHy(x) = 2 + ix + €(x? + 2) + h(x3 + 3x) ve LH,(x) —
LHy(x)x = —x + 2i + &x + h(—3x? + 4x + 2) dir [19].

Tamm 1.4.6: a,b,c ve d sayillar1 R — {0} a ait herhangi dort say1 olmak tizere, iKi

degiskenli sartli Fibonacci polinomu,

axB,_1(x,y) + cyB,_,(x,y) , ngiftise

>
bxByy(%,y) + dyBy_,(x,) , ntekise "= ° (1.30)

B,(x,y) = {

By(x,y) = 0 ve B;(x,y) = 1 baslangi¢ kosullariyla tanimlanir [18].
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Lemma 14.1: Tanim (1.4.6)’da verilen iki degiskenli sartli Fibonacci

polinomu B,,(x, y),

Bon(x,y) = (abx? + (¢ + d)y)Ban—»(x,y) — cdy?Byn_4(x,y) (1.31)

Bon+1(x,y) = (abx® + (c + d)y)Byn-1(x,y) — cdy*Byn_3(x,y) (1.32)
0zdesliklerini saglar [18].

Teorem 1.4.11: iki degiskenli sarth Fibonacci polinomu B,(x,y) ‘nin iireteg

fonksiyonu,

t—axt?+cyt3

G(t) = Yo Ba(x, ))t" = (1.33)

T 1-(abx? +(c+d)y)t2+cdy?t*

seklindedir [18].

Teorem 1.4.12: iki degiskenli sarth Fibonacci polinomu B,(x,y) ‘nin n. terimi

asagidaki gibi elde edilir.

(@0~¢® [ ,zl8, + (@-0)9)" (2=, 2l g, + ca— ™12
(abx?)lzl B1-B>

Bn(x,y) = (1.34)

Burada B; ve B,, A2 — (abx? + (¢ — d)y)A — abdx?y = 0 karakteristik denkleminin
kokleridir [18].
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BOLUM 2
iKi DEGISKENLI SARTLI FIBONACCi HIBRINOMIiYALLERI

Bu boliimde iki degiskenli sartli Fibonacci hibrinomiyalleri ve bu hibrinomiyallerin
Binet formiilii, iirete¢ fonksiyonu ve bazi 6nemli Ozdeslikleri ele alinacaktir. Bu
bolimde elde edilen tiim veriler “Generalized Bivariate Conditional Fibonacci and
Lucas Hybrinomials” isimli ¢alismada verilmis olup bu makale heniiz hakem
incelemesindedir [23].

Asagidaki tanim iki degiskenli sartli Fibonacci hibrinomiyallerini ifade etmektedir.

Tanmm 2.1: x ve y herhangi iki degisken, a, b, c ve d sayilari R — {0} a ait herhangi

dort say1 olmak tizere, iki degiskenli sartli Fibonacci hibrinomiyali,

BHn(x! y) = Bn(xl y) + iBn+1(x' y) + an+2(x' y) + th+3(X', y)' ne NO (21)

BHy(x) =i+ €ax + h(abx? +dy) ve BH,(x,y) =1+ iax + £(abx? + dy) +
h(a?bx® + adxy + cyax) baslangic¢ kosullarryla tanimlanir [23].

Bu tanimda verilen iki degiskenli sartli Fibonacci hibrinomiyallerinin, a, b, c ve d 'nin

farkli degerleri icin 6zel durumlari asagidaki tablodan goriilmektedir.

Tablo 2.1.  iki degiskenli sartli Fibonacci hibrinomiyallerinin a, b, ¢ ve d 'nin
farkl degerleri i¢in 6zel durumlari

a b c d Iki Degiskenli Sartl Fibonacci Hibrinomiyalleri

1 1 1 1 iki Degiskenli Fibonacci Hibrinomiyalleri

a b 1 1 iki Degiskenli iki Periyotlu Fibonacci Hibrinomiyalleri [22]
2 2 1 1 iki Degiskenli Pell Hibrinomiyalleri

1 1 2 2 iki Degiskenli Jacobsthal Hibrinomiyalleri
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Lemma 2.1: (2.1) bagintisi ile tanimlanan iki degiskenli sartli Fibonacci hibrinomiyali

BH,(x,y),

BH,,(x,y) = (abx? + (¢ + d)y)BHqypn_o(x,y) — cdy*BH,p_4(x,y), n =2 (2.2)
BH,,.1(x,y) = (abx? + (¢ + d)y)BHyp_1(x,y) — cdy?BHyp_3(x,y), n=>2 (2.3)

Ozdesliklerini saglar [23].

Ispat: (2.1) bagmtisi ve (1.30) tanimi kullanilarak ispat tamamlanir. Gergekten de,

BHyy (x,y) = Byn(x,y) + iBans1(x,¥) + €Bopyr(x,y) + hBypy3(x,y)

= (aszn—1(x: y) + cyBon_»(x, J’)) + i(bXBZn(x' y) + dyBan_1(x, Y))

+£(a’xBZn+1(x; J’) + CyBZTL(x; y)) + h(bXB2n+2(x1 y) + dyB2n+1(x; 3’))

= [ax(beZn—Z (x, y) + dyBZn—B(x; J’)) + CyBZn—Z (x' }’)]
+i[bx(axBZn_1(x, y) + cyBan_»(x, 3’)) + dyByy_1(x, 3’)]
+£[ClX(bXB2n(X, J’) + dyBZTI—l(xl y)) + CyBZn(xl 3’)]

+h[bx(axByni1 (%, ¥) + cyBan(x,¥)) + dyBan1(x, )]

= [(abx? + cy)Ban—_>(x,y) + dy(axByn_3(x,y))]
+i[(abx2 + dy)Byn_1(x,y) + C)’(bezn—z(x, )’))]
+e[(abx? + cy)Byn(x,y) + dy(axByn_1(x,y))]

+h[(abx2 + dy)Byni1(x,y) + Cy(bXan(x, }’))]

= [(abx? + cy)(x,y)Byn— + dy(Ban-2(x,¥) — cyBan_4(x,))]
+i[(abx? + dy)Byn—1(x,y) + cy(Bzn-1(x,¥) — dyByn_3(x,¥))]

+&[(abx? + cy)Ban(x,¥) + dy(Ban(x,¥) — cyBan—5(x, )]
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+h[(abx2 +dy)Bopi(x,y) + Cy(BZn+1(x: y) — dyByu_1(x, Y))]

= [(abx? + (¢ + d)y)Ban-2(x,¥) — cdy?Ban_4(x,¥)]
+i[(abx? + (¢ + d)y)Ban-1(x,¥) — cdy?Ban_3(x,y)]
+&[(abx? + (¢ + d)y)Ban(x,¥) — cdy?Ban 5 (x, y)]
+h[(abx? + (¢ + d)y)Ban+1(x,¥) — cdy?Bon_1(x,¥)]

=[(abx?® + (c + D)Y)[Bzn-2(x,y) + iByp_1(x,y) + €B2n(x,¥) + hByy i1 (x,y)]
—cdy?[Bon-4(x,y) + iBy_3(x,y) + €B2y_2(x,y) + hByp_1(x,y)]

BHZn(xr :V) = (abxz + (C + d)y)BHZn—z(x’ Y) - CdyzBHZn—4(xr Y)
elde edilir. Benzer sekilde (2.3) bagintisi da ispatlanabilir.
BHyn41(%,Y) = Bony1 (%, ¥) + iBany2(x,y) + €B2py3(x, ) + hBypia(x,y)

= (bxBy(x,y) + dyBay_1(x,¥)) + i(axBany1(x,y) + cyBan(x,y))

+&(bxBoni2(%,¥) + dyByni1(x,¥)) + h(axByni3(x,y) + cyBani2(x,))

= [bx(aszn—1(X: y) + cyBon_»(x, J’)) + dyByy-1(x, }’)]
+i[ax(bXB2n(xi J’) + dyBZTI—l(xl y)) + CyBZn(x' }’)]
+&[bx(axByni1(x,y) + cyBan(x,¥)) + dyBani1(x,¥)]

+h[ax(be2n+2(x, y) + dyBopn1(x, }’)) + cyBon2(x, }’)]

= [(abxz + dy)Byp_1(x,y) + Cy(beZn—Z (x, }’))]
+i[(abx? + cy)Byn(x, ) + dy(axByp-1(x,))]
+£[(abx2 + dy)Boni1(x,y) + CJ’(beZn(x' y))]

+h[(abx2 + cy)Bonia(x,y) + dy(axBZn+1(x' }’))]
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= [(abx2 + dy)(x,y)Byp_q + Cy(BZn—l(x' y) — dyBan_3(x, 3’))]
+i[(abx2 + cy)Bayn(x,y) + dy(BZn(x: y) — cyBon_(x, J’))]
+£[(abx2 + dy)Byni1(x,y) + CJ’(BZn+1(x: y) — dyBan_1(x, J’))]

+h[(abx2 + ¢y)Bopia(x,y) + dy(BZn+2 (x,y) — cyBan(x, 3’))]

= [(abx? + (¢ + d)y)Ban-1(x, ) — cdy? By, _3(x,y)]
+i[(abx? + (c + d)y)Ban(x, ) — cdy?Ban_(x,¥)]
+e[(abx? + (¢ + d)y)Bans1(x, ) — cdy?Ban_1 (x,y)]
+h[(abx® + (c + d)y)Ban+2(x,¥) — cdy?Bon(x,¥)]

=[(abx?® + (¢ + A)Y)[Bzn-1(x,y) + iByn(x,¥) + €B2py1(x,¥) + hBypio(x, )]
—cdy?[Bon_3(x,y) + iByn_2(x,y) + €B2p_1(x,y) + hByy, (x,y)]

BHyn41(x,y) = (abx® + (¢ + d)y)BHpn_1(x,y) — cdy?BHpn_3(x,y)
elde edilir. Ispat tamamlanmustir. m

Asagidaki teorem, iki degiskenli sartli Fibonacci hibrinomiyali BH,,(x,y) ‘nin Binet

formiliinu ifade etmektedir.

Teorem 2.1: 1ki degiskenli sartli Fibonacci hibrinomiyali BH,,(x,y) ‘nin Binet formiilii
asagidaki gibidir.

a€(n)r81[gj (B1+(d—c)y) [z]+5 Ve Bz |zl (B, +(d_c)y)[%]+€(n)

BH X, = [0
n(%.) (abx2)\zl(3,—py)

(2.4)

seklindedir.

Burada B; ve p,degerleri, A% — (abx? + (¢ — d)y)A — abdx?y = 0 Kkarakteristik

denkleminin kokleridir. Ayrica @z () Ve Yz(n) ifadeleri,
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- ; (@0t (p)*™ Sty
Beny = axfHD 4 %(ﬁl +(d — ¢)y)s D 4 g(ax()abxz b1 By + (d—=0)y)
£ (g, )Em+1
(m?abxz)ﬁftrwl) (.81 + (d - C)}’)E(nﬂ)ﬂ (25)

N , (ax)S™(g,Hsm ¢m
Ve = axt ™ + i %(ﬁz +(d = )y)s D + e—(‘”‘() s 2 (8, + (d - ©)y)

£ (g, yEm+1
+h @D (5, 1 (@~ ey 2.6

seklindedir [23].

Ispat: Denklem (1.30)’de verilen iki degiskenli sartli Fibonacci polinomunun Binet

formiiliinde n ‘in ¢ift ve tek olmasi durumlari ayr1 ayr1 incelenecektir.

n = 2k (cift) olmas: durumu:

k € Ny igin,

BHy(x,y) = By (x,¥)+iByi41(x,y) + €Bapy2(x,y) + hByyy3(x,y)

2k 2k 2k 2k
_ (a0~ §(2k) Bll J([>’1+(d —o)y)’ l J le J(,32+(d oY)’ { J
(abe)IZkJ B1-B2
4 et fekey leHJ(Bﬁ(d o) 457 le2k+1j(ﬁz+(d o) 5]
( 5 l2k+1J ﬁl—ﬁZ
abx?) |
g @) ECkD le+2J(ﬁ1+(d o’ w25 le2k+2J(ﬁz+(d o) aual
( 5 2k+2J ﬁl—ﬁZ
abx?) |
(ax)1=§(@k+3) lk+3J(ﬁ1+(d -0)y) k+3_le2+3]—ﬁZIZkHJ(ﬁsz ) 5]
(abe)l2k+3J B1-B2

ax  [BX(B1+(d—c)y)* =B, (B +(d—c)y)¥
BHZk(x Y) = (abx2)k[ : - ﬁ1—ﬁj ?

+i

1 [ﬁ1k(ﬁ1+(d_C)}’)k+1—ﬁ2k(ﬁz+(d—C)Y)k+1]
(abx?)k B1-B2
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+&

B T (By+(d—0)y) =B, (B, + (d—c)y)k+?
(abx?)k+1 B1-B2

1 B (B +(d—0)y) 2 - B, K (B, +(d—c)y)k+?
(abx?2)k+1 B1-B2

(B1+(d-c)y) .
By (x,y) = Lo ax+z(ﬁ1+<d—c)y)+e%ﬁ1<ﬁl A=)+

——Bu(By + (d = ©))]

abx2

B2 (B +(d—c)y)k ,
e lax  iB + (=) + e BB+ (A=) +

h—— B, (B, + (d = c))]

Burada @, ve ¥, ifadeleri asagidaki gibi segilirse,

@ = ax +i(By + (d = ) + == B (By + (d = ) + h—— P, (B, + (d — ©)y)

Po = ax +i(By + (d — O)y) + €= B, (By + (d = O)y) + h—— B, (B, + (d — ©))

olur. Buradan sonug olarak

@B (B (A=W P B By +(d—))E
BHa(x,y) = (abx?) (s f2) 2.7)

elde edilir. Benzer sekilde BH,; 1 (x,y) ifadesi de elde edilmelidir.

n =2k + 1 (tek) olmas: durumu:

k € Ny igin,

BHyp11(%,Y) = Bog1(x,y) + iBagy2(x,¥) + €Bopi3(x,¥) + hBypia(x,y)

2k+1
gl #1-

12k+1 12k+1 {2k+1]

J B2 J(ﬁz+(d C)Y)

B1-B2

J(B1+(d C)y)

(ax)l §(2k+1)
2k+1

(abx?)
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_I_l(ax)l £(2k+2) le+2J(/31+(d Oy P l2k+2J ﬁ2l2k+2J(ﬁ2+(d e {2’”2]
(abxz)IZkHJ B1-B2

N (@ -Ek+ 2k+3 ka3 l2k+3J s, 2k+3 . l2k+3J
° (abe)IZRHJ B1-B2

h(ax)l §(2k+4) lk+4l(ﬁ1+(d c)y) 2k+4 12k+4l(ﬁ2+(d C)y) k+4— l2k+4l
(abxz)lzwr4 B1-B2

1 [BF B+ (d-0)y)*t -, (B +(d—c)y)k*?
BH2k+1(xr y) = (abe)k[ - - ﬁl—ﬁj :

+i

B (B +(d=)y) =B, (B, + (d—c)y)k+2
(abx?)k+1 B1-B2

+&

1 ﬁ1k+1(ﬁ1+(d—C)y)k+2—ﬁ2k+1(ﬁ2+(d—C)y)k+2
(abx2)k+1 B1-B

TR B 2 (By+(d—0)y) "2 - B, K2 (B, + (d—c)y)k+?
(abe)k+2 51—52

B ¥ (B +(d-c)y)k+1 . ax 1
BHyp1(x,y) = 1(ab;2)k(,81 52) [ + labxz p1+ 5@31(31 +(d—-oc)y)+

h = B (B + (d = )]

BN (Ba+(d—)y)k+1 . ax 1 _
(abxz)k(ﬁ1_,82) [1 + labxz 32 + eabxz ﬁZ(ﬁZ + (d C)Y) +

(abx2)2 :82 (.32 + (d - C)y)]

Burada @, ve y, ifadeleri asagidaki gibi segilirse,

. 1
ti Pt ShiB+(d—y) +h 5B (B + (d—c)y)

V1= 1+iazj;2,32+ abx 2,32(,32 +(d—C)Y)+h z)zﬁZ (B2 +(d—0)y)

olur. Buradan,
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@181 (B +(d=)n)¥+1—9, B, K (B +(d—)y)k+?
(abx?)k(B,1_B2)

BHypy1(x,y) =

(2.8)

elde edilir. Sonug olarak elde edilen Denklem (2.7) ve Denklem (2.8) “deki esitlikler tek

bir esitlik ile ifade edilmek istenirse, @z () Ve Ve(n)

A . (ax)s
Qg = axt @D 4 l(aiﬁm B.E™M (6 + (d — ¢)y)s+D
+ (ax)";( ( + (d _ ) )+ h (aX)f(n) f(Tl)+1( + (d _ ) )f(n+1)+1
E——F7— (abxz) ﬁl ﬁl c y (a bxz)f(n)+1 Bl Bl c y
5 = qxf™m+D 4 ; (a0t B f(")(ﬁ + (d — ¢)y)sm+D
Yem) = (abxz)f(") 2 1 y
@O Ba (s + (d = y) + h T B £, 4 (d — cy)ftnenn
(abx2) T2N72 &)y (abx?)Em+1 P2 2 c)y

olmak iizere,

BBl By + (d — O™ — 5. B2, + (d — o)y lzlHE®

BH,(x,y) = 2
(x,y) (abxz)lﬂ(ﬁl—ﬁz)

olarak elde edilir ki bu da ispati tamamlar. m

Asagidaki teorem, iki degiskenli sarthi Fibonacci hibrinomiyali BH,(x,y) ‘nin iireteg

fonksiyonunu ifade etmektedir.

Teorem 2.2: Iki degiskenli sartli Fibonacci hibrinomiyali BH,(x,y) ‘nin iireteg

fonksiyonu,

G(t) = Xy=o BHy (x, y)t" (2.9)

__ BHo(x,y)+BHy (x,y)t+[BH, (x,y)—(abx?+(c+d)y)BHy (x,y)|t2+[BH; (x,y)—(abx*+(c+d)y)BH; (x,y)]t3
- 1-(abx2+(c+d)y)t2+cdy?t*
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seklindedir [23].

Ispat: Go(t) = Yo BHon (X, ))t*™ Ve  Gy(t) = Xiog BHype1 (x, y)t2™*1  olarak
tanimlanirsa G (t) = Go(t) + G, (t) yazilabilir. Oncelikle Go(t) = Yooy BH,, (x, y)t2"

bagintis1 incelenecektir.
Go(t) = Y=o BHzn (x,y)t?" = BHy(x, y)t° + BH,(x, y)t* + X5 BHpp (x, y)t*"

Go(t) = BHy(x,y) + BH,(x, y)t?
+ Ym=al(abx? + (¢ + d)y)BHopn—o(x,y) — cdy®*BHy,_ o (x, y)] t*

Go(t) = BHy(x,y) + BH,(x, y)t?
+(abx? + (c + d)y)t* ¥y BHyp 5 (x, y) t2"72
—cdy?t* Yoy BHyy o (x, y) "%

Go(t) = BHy(x,y) + BH,(x,y)t?
+(abx® + (c + )Y)t*[Xm=2 BHyn—p (x, y)t?" 2 + BHy(x, y)t° — BHy (x, y)t°]
—cdy?t*Gy(t)

Go(t) = BHy(x,y) + BH,(x, y)t? + (abx? + (c + d)y)t2G,(¢t)
—(abx? + (c + d)y)t?BHy(x,y) — cdy?t*Gy(t)

Go(D)[1 — (abx? + (c + d)y)t? + cdy?t*]
= BHy(x,y) + (BHZ (x,y) — (abx? + (c + d)y)BH,y(x, y))t2

BH, (x,y)+(BH2 (x,)—-(abx?+(c+d)y)BHy (x,y))t2
1—(abx?2+(c+d)y)t2+cdy?t*

Go(t) =

elde edilir. Benzer sekilde G, (t) = Yoy BHpp, 1 (x, y)t?™"bagintis1 da incelenmelidir.

G1(t) = Yoo BHyny1 (x, y)t?™* ! = BH, (x, y)t* + BH3(x, y)t3
+ Y=z BHop 11 (x, y) 271
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G,(t) = BH,(x,y)t + BH;(x,y)t3
+ Y-al(abx® + (¢ + d)y)BHyp—1(x,y) — cdy?BHy,_3(x, y)] t?"*1

G,(t) = BH,(x,y)t + BH3(x,y)t> + (abx? + (¢ + d)y)t* Y-y BHyn 1 (x, y) t?" 1
—cdy?t* ¥, BH,yp_5(x, y)t?" 3

G1(t) = BH;(x,y)t + BH;(x, y)t*
+(abx? + (¢ + A)y)t?[Yo_y BHyp_1(x,y) t?* 1 + BH, (x,y)t' — BH, (x, y)t']
—cdy?t*G,(t)

G,(t) = BH,(x,y)t + BH3(x,y)t3 + (abx? + (c + d)y)t?G,(t)
—(abx?® + (c + A)y)t3BH,(x,y) — cdy?t*G,(t)

G, (D)[1 — (abx? + (c + d)y)t? + cdy?t*]
= BH,(x,y)t + (BHs(x,y) — (abx? + (c + d)y)BH,(x,y))t®

BH; (x,y)t+(BH3 (x,y)—(abx?+(c+d)y)BH; (x,y))t3
1—(abx?2+(c+d)y)t2+cdy?t*

G(t) =

elde edilir. G(t) = Gy(t) + G,(t) toplami kullanilirsa,

1
1—(abx?+(c+d)y)t2+cdy?t*

(abx? + (c + d)y)BH,(x,y))t? + (BHs(x,y) — (abx? + (c + d)y)BH;(x,y))t?]

G(t) =

[BHO(X:J’) + BH1(X'3’)t + (BHZ(X:Y) -

elde edilir. m

Asagidaki teorem, iki degiskenli sartli Fibonacci hibrinomiyali BH, (x,y) i¢in Catalan

0zdesligini ifade etmektedir.
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Teorem2.3:n >0 ,r = 0ven = r olmak iizere,

2
BHymmiry+e) (6 ¥). BHyn—ry 12y (2, Y) — (BH2n+§(i) (x, 3’))

1 ~ ~ . .
= amg g | oTsb" B (B + (d — )y OB, + (d — )y)" O, [1-(

1
t oG [ Pen@eBa"Pr" Bz + (d — )™ OBy + (d — )y)™+*® [1

bagintist saglanir [23].

Ispat: Bu teoremi ispatlamak icin iki farkli durum incelenecektir.

i = 0olmas: durumu:

201" (B1+(@-)) Mg (41 (g4 (g c)y)(@T)
(abx?)™*7(B1-B2)

BHymr)(x,y) =

~ (n-r) _ (n-r_=s p (n-1) _ (n-r)
_ @B (B1+(d-)y) YoB (B2+(d=0)y)
BHy-r) (0 y) = S o )

_ @0 1" (B1+(d—c)Y)" P B2" (B2 +(d—)y)™
BHan(xy) = (@bx?)"(B1-f2)

Bl(ﬁl"’(d C)y) ]
B2(B2+(d—c)y)

2(52+(d C)Y) ]
B2(B2+(d—c)y)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

elde edilir. (2.11), (2.12) ve (2.13) bagmntilar1 kullanilarak asagidaki esitlik elde edilir.

BHZ(n+r)(xr y)- BHZ(n—r) (x’ y) - (BHZn(x' y))z

_ 1 s n n _ n _ n _ Bl(ﬁl"'(d_c)y) T
- (abx2)2n(ﬂ1_ﬂz)2 |:a0)/0ﬁl BZ (Bl + (d C)y) (.82 + (d C)Y) [1 (BZ(BZ+(d_C)y)) ]]

+m [?o&oﬁznmn(ﬁz + (d = )Y)"(By + (d — )y)* [1 _ (
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i =1 olmas: durumu:

@18, (Br+(d=0)y) M9, B, D (B, 4 (d—c)y) T+

BHy(n4r+1(x,y) = B (2.14)
PN (n-r) d— n-r+1_s p (M-1) d— (n—-1)+1
BHz(n—r)—l(x; 3’) = alﬁl (ﬁ1+( C)y()abx2)n—r]&£iﬁ2) ('B2+( C)y) (215)
PN n _ n+i_s; n _ n+1
BH2n+1(x, y) — @161 (B1+(d—c)y) V182 (B2 +(d-c)y) (216)

(abx?)"(B1-B2)
elde edilir. (2.14), (2.15) ve (2.16) bagmntilar1 kullanilarak asagidaki esitlik elde edilir.
BHZ(n+r)+1(xr Y)- BHZ(n—r)+1 (x: y) — (BHzn+41 (x' 3’))2
_ (abe)an(ﬁl_ﬁz)z [&1),/\1,31nﬁ2n(.81 +(d- C)y)n+1(ﬁ2 +(d- C)y)n+1 [1 _ (31(ﬁ1+(d—c)y))r]]

B2(B2+(d-c)y)

1
+ (abx?)2"(B1-B2)?

~ A pNpn _ +1 _ +1[4 _ (B2B2+(d—0)y) r
71818, By (B + (d = )™ (By + (d = ) |1 - (LD ]]

Sonug olarak elde edilen bu iki baginti tek bir formiille ifade edilirse,

2
BHy(nsry+2(0) (6 ¥). BHy(n—ry 1200 (X, ¥) (BH2n+f(i) (x, }’))

~ ~ i i d—
&eyPeoB B (B + (d = YO (B, + (d — )y)+t0. 1 — (B2tean) ]]

1
T (abx2)2M(By_By)? B2(B2+(d—c)y)

1 ~ 4 i i B (Bp+(d— C)y)
+m[maamﬁz"ﬁ1"(ﬁz +(d = y)EOB; + (d = )y)O |1 - (FREEE ]]
bulunur. m

Sonuc 2.1 (Cassini Ozdesligi):
n = 0 olsun. O halde,

2
BHymms1y+e) (%, ¥). BHy (1) 460 (X, Y) (BH2n+f(i) (x, }’))
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= e Ten BB — O))HED NenrED [ _ (BaBa+@-0)y)
(abx?)2™(B1_P2)? [af(L)yf(z)ﬁl '32 (ﬁl + (d C)y) (ﬂz + (d C)y) [1 (Bz(ﬁ2+(d—c)y))]

SR — b ' ; B(B +(d ))
MR [“@“ﬁﬂf”z”ﬁl"(ﬁz +(d = YO (B, + (d = )y)m0 [1 - (Bt ]]

elde edilir [23].

Ispat: Catalan 6zdesliginde r = 1 alimirsa bu 6zdeslik saglandigi kolaylikla goriiliir. m
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BOLUM 3
iKi DEGISKENLI SARTLI LUCAS HIBRINOMiYALLERI

Bu boliimde iki degiskenli sartli Lucas hibrinomiyalleri ve bu hibrinomiyallerin Binet
formiildi, ireteg fonksiyonu ve bazi 6nemli 6zdeslikleri ele alinacaktir. Fakat bu
hibrinomiyalleri tanimlayabilmek i¢in dncelikle iki degiskenli sartli Lucas polinomlarini
tanimlamak gerekmektedir. Bu béliimde elde edilen tiim veriler “Generalized Bivariate
Conditional Fibonacci and Lucas Hybrinomials” isimli ¢alismada verilmis olup bu

makale heniiz hakem incelemesindedir [23].

Bu boliimde asil incelecek olan iki degiskenli sartli Lucas hibrinomiyalleri tanimina

geemeden once iki degiskenli sartli Lucas polinomlari hakkinda bilgi verilmelidir.
3.1. iki Degiskenli Sarth Lucas Polinomlar
[lk olarak iki degiskenli sartli Lucas polinomunun tanimi verilecektir.

Tanmim 3.1.1: a,b,c ve d sayilar1 R — {0} a ait herhangi dort say1 olmak tizere, iki

degiskenli sartli Lucas polinomu,

L.(x,y) = {bxl‘n—l(x' y) +dyL,_,(x,y) ,ngiftise
IS laxLly1 (6,y) + cyLy—5(x,y) ,ntek ise

n=2 (3.2)
Lo(x,y) =2, Li(x,y) = ax baslangi¢ kosullariyla tanimlanir [23].

Lemma 3.1.1: (3.1) bagintisinda tanimlanan iki degiskenli sartli Lucas

polinomu L, (x, y),

Ly (x,y) = (abx? + (c + d)y)Lon_(x,y) — cdy?Lon_4(x,y) (3.2)

Lyni1(x,y) = (abxz + (c+d)y)Lyp_1(x,y) — cdyzLZn_3(x, y) (3.3)

0zdesliklerini saglar [23].
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Ispat: Tanim 3.1.1 “den,
Lon(x,y) = bxLyn-1(x,¥) + dyLayn—»(x,y)
= bx(axLZn—Z (x,y) + cyLyn_3(x, }’)) + dyLyn—»(x,y)
= (abx® + dy)Lyy—,(x,y) + Cy(bXLZn—3(x' )’))
= (abx® + dy)Lyn—2(x,¥) + ¢y (Lan-2(x,y) — dyLan-4(x,))
= (abx? + (¢ + A)Y)Lan-2(x, ) = cdy®Lan-4(x,y)

elde edilir. Benzer sekilde yukaridaki islem adimlar takip edilirse (3.3) esitliginin
saglandig1 gortilebilir. Gergekten de,

Lon+1(x,y) = axLan(x,y) + cyLop-1(x,y)
= ax(bxLyn—1(x,y) + dyLyy_»(x, }’)) + cyLon_1(x,y)
= (abx? + cy)Lan-1(x,¥) + dy(axLap_o(x,y))
= (abx® + cy)Lyp—1(x,y) + dy(LZn—l(x' y) — cyLyn_3(x, }’))
= (abx? + (c + A)y)Lan-1(x,¥) — cdy®Lopn-3(x,y)
olur ki ispat tamamlanir. m

Asagidaki teorem, iki degiskenli sarth Lucas polinomu L,(x,y) ‘nin iireteg

fonksiyonunu ifade etmektedir.
Teorem 3.1.1: Iki degiskenli sarth Lucas polinomu L,,(x,y) ‘nin iirete¢ fonksiyonu,

v n _ 2+axt—(abx?+2cy)t?+adxyt®
E(®) = Z”ZO Ly Ce, y)t" = 1-(abx?+(c+d)y)t?+cdy?t* (3.4)

seklindedir [23].
Ispat: ilk olarak Ey(t) = X5 Loy (x, Y)t2 ve E1(t) = Yoo Lan41 (x, ¥)t2™*1 olarak

tanimlanirsa E(t) = Ey(t) + E,(t) yazilabilir. Oncelikle Ey(t) = Yoo Ly, (x, y)t2"

bagintist incelenecektir.
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Eo(t) = Xn—o Lon (x, y)t2"
= Lo(x, )t° + Ly (x, Y)t? + X2, Lyn (x, y) t2"
= Lo(x,v)t° + L, (x,y)t?

+ Ym=al(abx? + (¢ + A)y) Loz (x,¥) — cdy®Lop_4(x, )] t*"

Eo(t) = 2 + (abx? + 2dy)t?
+(abx?® + (c + DYIt* Tooy Lo (x,y) t*"72

—cdy®t* Yooy Lon—4(x, y)t?"*

Eo(t) = 2 + (abx? + 2dy)t?
+(abx? + (c + DY) [Xm=z Lan—2(, ) 272 + Lo (x, y)t° — Lo (x, y)t°]

—cdy?t*E,(¢t)

Ey(t) = 2+ (abx? + 2dy)t? + (abx? + (c + A)y)t?[Ey(t) — 2] — cdy?t*Ey(t)

Eo(O)[1 — (abx? + (¢ + d)y)t? + cdy?t*] = 2 — (abx? + 2cy)t?

2—(abx?+2cy)t?
1—(abx?2+(c+d)y)t2+cdy?t*

Eo(t) = (3.5)

elde edilir. Benzer sekilde E; (t) = Yo Lyn41 2™+ bagintis1 da incelenmelidir.

E;(t) = Yoo Lansa (x, )21
= L0, )t 4+ Ly (e, )t 4+ Yooog Lo (x, y) 21
=L (x, )t + Ly(x, y)t3

+ Yeol(abx? + (¢ + A)y) L1 (x,¥) — cdy?Lap_3(x, y)] t#"+1
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E;(t) = axt + (a?bx3 + 2adxy + acxy)t3
+(abx? + (c + A)Y)t? Xy Lop_1 (x, y) t"71

—cdy®t* Yoo Lyn—3(x, y)t?" 73

E;(t) = axt + (a®bx® + 2adxy + acxy)t3
+(abx? + (c + DY [Ens; Lan-1 (6, ) 2771 + Ly (x, y)t" — Ly (x, y)t']

—cdy?t*E,(t)

E.(t) = axt + (a?bx® + 2adxy + acxy)t® + (abx? + (c + d)y)t?[E,(t) — axt]

—cdy?t*E,(t)

E;(®O[1 - (abx? + (c + A)y)t? + cdy?t*] = axt + adxyt3

_ axt+adxyt3
El(t) T 1—(abx2+(c+d)y)t2+cdy?tt (3'6)

elde edilir. (3.5) ve (3.6) esitlikleri E(t) = Ey(t) + E,(t) ifadesinde yerine yazilirsa,

2+axt—(abx?+2cy)t?+adxyt?
1-(abx?+(c+d)y)t2+cdy?t*

E(t) = Z;?:O Ln(x, J’)tn =
elde edilir. Ispat tamamlanmustir. m

Asagidaki teorem, iki degiskenli sartli Lucas polinomu L, (x,y) ‘nin Binet formiiliini

ifade etmektedir.

Teorem 3.1.2: 1ki degiskenli sartli Lucas polinomu L,,(x,y) ‘nin n. terimi,

(—ax)$M™

= Th-h [+ DBy + (—1)5®DB, + (=15 (2) MWy + E(n + 1)cy) (B, + dy)EJ

Ln(x,y)

—(E(n+ 1B, + (—1)@VB, + (=16 D25y + E(n + Dey) (B, + anll] (3.7)
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seklindedir. Burada B; ve S, A2 — (abx? + (¢ — d)y)A — abdx?y = 0 karakteristik
denkleminin kokleridir [23].

Ispat: ilk olarak B, ve f3, kokleri igin saglanan 6zdeslikler verilsin.

o Bi+B,=abx?*+(c—d)y

e BB, = —abdx?y

o (B1+dy)(B, +dy) =cdy?

o (B +dy)(abx?) = B(B1+ (d—)y)
o (B +dy)(abx?) = B(B, + (d = c)y)

Burada B (x,y) = 1 Ve B, (x,y) = B dir.

Eo(t) = X5 o Lon(x,Y)t?" ve E (t) = X9 Lops1(x, y)t?™ 1 olarak tammlanirsa
E(t) = Ey(t) + E;(t) yazilabildigi bilinmektedir.

AZ-B < C
= ) Bz - E ACn-1z2m
Z2—C z

Maclaurin seri agilimindan hem E,(t) hem de E,(t) esitlikleri asagidaki gibi yeniden

diizenlenebilir. Ilk olarak E,(t) ele alinsin.

E,(t) = 1 2cdy?—(abx*+2cy)(B1+dy)  2cdy®—(abx®+2cy)(B2+dy)
0 - cdy?(B1—B2) tZ_(M) tz_(32+d3’)
cdy? cdy?

E (t) = mzn 0 [((abx + 2cy)(By + dy) — 2cdy? ) (ﬁl+dy) n_l] t2n
- [(abx? + 269) (8, + dy) - 20dy?) (BE2) T o
Ey(t) = mzn o[ ((abx? + 2cy)(By + dy) — 2¢cdy?) (B, + dy)™ 1] e2n
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mzn 0[((abx + 2¢cy)(By + dy) — chyZ) (B, + dy)™+? ]th

cdy?
cdy?(f1—F2)
cdy?
 cdy?(B1-B2)

Eo(t) = Ymol(abx? — 2B, + 2cy — 2dy) (B, + dy)"] t*"

Sr-ol(abx? — 2By + 2cy — 2dy) (By + dy)"] £2"

Eo(t) = ——=Ynol(abx® — 2B, + 2cy — 2dy) (B, + dy)"] t*"

(B1 B)

G ﬁ 5 = ol(abx?® — 2B, + 2cy — 2dy) (B, + dy)™] t*"

Eo(t) = = Xa=ol(B1 — B2 — (d — )y) (B, + dy)"] "

(B1 B)

B /3 5 Zn=ol (B2 = B1 = (d = )y)(By + dy)"] "

elde edilir. Ey(t) ‘ye benzer sekilde E;(t) esitligi de asagidaki gibi yeniden

diizenlenirse

E,(t) = 1 (adxy(B1+dy)+ adcxy?)t _ (adxy(Ba+dy)+ adcxy?)t
1 cdy?(B1~B2) <t2_(ﬁcld+ydzy)> (tz_(ﬁczd";izY)>
Ei(t) = mzn ol(—adxy(B; + dy) + adcxy? ) (B, + dy)™ 1] "1

! o n+1
Y 2, =p,) Ln=0 [(adxy(ﬁ2 +dy) + adcxy?) (B, + dy) ]t2n+1

B =g )Zn o[ (adxy + ax(B, + dy)) (B, + dy)"] £+

G Dol (adxy + ax(By + dy)) (By + dy)"] 2+
E\(D) = = Eanol(dy + Bz + dy) (B2 + dy)™ = (dy + By + dy) (By + dy)"] 2™+
Ei(6) = g Bnol(Bz + 2dy) (B, + dy)™ — (B + 2dy) (B, + dy)"] 27+
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elde edilir. E(t) = Ey(t) + E;(t) olduguna gore;

w  (max)t®™
n=0 (8,-B,)

~(§(+ D, + (DEIB, + (DI @My + £+ Dey) s + )l

n
2

E@) =3 (£ + 1By + (—1DEDB, + (~1EED2)EMdy + £(n + 1)cy) (B + dy) 2]

dir. Sonug olarak,

(—ax)§M™
(B1—B2)

~(§(n+ D, + (DI, + (CDFRI @Iy + £+ Dey) by + )]

n
2

(£ + DBy + (—1EDB, + (~1EMD2)EMdy + £(n + 1)cy) (B + dy) 2]

Ln(xvY) =

seklinde elde edilir. m

3.2. Iki Degiskenli Sarth Lucas Hibrinomiyalleri

Bu alt bolimde iki degiskenli sartli Lucas hibrinomiyallerinin tanimi, Binet formiilii,
iirete¢ fonksiyonu ve bazi onemli dzdeslikleri sunulacaktir. ilk olarak, iki degiskenli

sarth Lucas hibrinomiyalinin tanim1 verilecektir.

Tamim 3.2.1: x ve y herhangi iki degisken, a, b, ¢ ve d sayilar1 R — {0} a ait herhangi

dort say1 olmak tizere, iki degiskenli sartli Lucas hibrinomiyali,

LHn(xr y) = Ln(xﬂy) + iLn+1(xﬂy) + £Ln+2(x' y) + th+3(x' y) , n = 0 (38)

LHy(x) = 2 + i(ax) + £(abx? + 2dy) + h(a?bx® + 2adxy + acxy) ve
LH,(x,y) = ax + i(abx? + 2dy) + £(a’bx3® + 2adxy + acxy) + h(a?b?*x* +
2bcdx?y + abcx?y + abdx?y + 2d?y?) baslangi¢ kosullariyla tanimlanir [23].

Bu tanimda verilen iki degiskenli sartli Lucas hibrinomiyallerinin, a, b, ¢ ve d 'nin farkli

degerleri i¢in 6zel durumlari asagidaki tablodan goriilmektedir.
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Tablo 3.1.  Iki degiskenli sartli Lucas hibrinomiyallerinin a, b, c ve d 'nin
farkli degerleri i¢in 6zel durumlari

a b c d Iki Degiskenli Sartli Lucas Hibrinomiyalleri

1 1 1 1 Iki Degiskenli Lucas Hibrinomiyalleri

a b 1 1 iki Degiskenli iki Periyotlu Lucas Hibrinomiyalleri
2 2 1 1 iki Degiskenli Pell Lucas Hibrinomiyalleri

1 1 2 2 Iki Degiskenli Jacobsthal Lucas Hibrinomiyalleri

Lemma 3.2.1 [23]: (3.8) bagintist ile tanmimlanan iki degiskenli sartli Lucas

hibrinomiyali LH,(x, y), asagidaki 6zdeslikleri saglar.

LHy, (x,y) = (abx? + (c + d)y)LHyy_5(x,y) — cdy?LHyp_4(x,y) (3.9)

LHyp+1(x,y) = (abx? + (¢ + d)y)LHyp—1(x,¥) — cdy*LHyn_3(x,y). (3.10)

Ispat: (3.8) bagntis1 ve (3.1) tanimi kullanilarak ispat saglanir. ilk olarak (3.9) bagintis1

incelenecektir.

LHypn(x,y) = Ly (x,y) + ilany1(x,y) + €Lypi2(x,y) + hlyp3(x,y)

= bxLyn_1(%,y) + dyLon_o(x,y) + i(axLoyn (x,y) + cyLon_1(x,¥))
+&(bxLony1(x,y) + dyLyn(x,y))
+h(axLony,(x,y) + cyLoni1(x,y))

= [bx(axLon—2(x%,¥)) + cYLan-3(x,¥) + dYLap-2(x,y)]
+iax(bxLyyn_1 (%, y) + dyLyn_2(x,¥)) + cyLon_1(x,¥)]
+e[bx(axLyn(x,y) + cyLan_1(x,¥)) + dyLa, (x, )]
+h[ax(be2n+1(x, y) + dyL,,(x, y)) + cyLynqi(x, y)]

= [(abx? + dY)Lyp-2(%,¥) + cy(bxLay_3(x,3))]
+i[(abx? + cy)Lon-1(x,¥) + dy(axlon(x,))]
+£[(abx2 + dy)LZn(xr y) + C}’(bXLG—1(x, }’))]
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+h[(abx2 + cy)lon(x,y) + dY(aXLZn(x' 3’))]

= [(abx? + dY)Lapn—2(%,¥) + cy(Lan—2(x,y) — dyLyp_4(x,))]
+i[(abx?® + cy)Lyn-1(x,y) + dy(Lan-1(x,¥) — cyLan_3(x,3))]
+e[(abx? + dy) Lo (x,y) + cy(Lan(x,y) = dyLan—z(x,¥))]
+h[(abx® + cy)Lons1 (%, ¥) + dy(Lans1(x,¥) = cyLan_1(x,7))]

= [(abx? + (c + A)y)Lon_2(x, ) — cdy?Lon_4(x,y)]
+i[(abx? + (c + A)y)Lon-1(x,¥) — cdy?Lon—3(x, y)]
+e[(abx® + (¢ + d)y)Lon(x, ) — cdy* Lo (x, )]
+h[(abx? + (¢ + A)y)Lans1(x, y) — cdy®Lon_1(x, y)]

= (abx? + (¢ + DY) (Lan—2(6,¥) + ilon_1(%,¥) + €Ly (x,¥) + hlyni1(x,¥))
—cdy?[Lyn-4(x,¥) + il _3(x,¥) + €Lyn_o(x,y) + ALy, (x, )]

LHy, (x,y) = (abx? + (¢ + d)y)LHzn—2(x,y) = cdy?LHyp_4(x,¥)
elde edilir. Benzer sekilde (3.10) bagintisi da ispatlanabilir.
LHpnt1(%,y) = Lons1(%,¥) + iloni2(x, ) + €L2p43(x,¥) + Rlynia(x,y)
= axLyn (,y) + cyLan-1(6,¥) + i(bxLaps1(x,¥) + dyLay (x,))

+£(axL2n+2 (x,¥) + cyLans1(x, )’))
+h(bXL2n+3 (x,¥) + dyLano(x, )’))

= [ax(beZn—l(x' )’)) + dyLyn_2(x,y) + cyLyn_q1(x, }’)]
+i[bx(axLon(x,¥) + cyLon-1(x,¥)) + dyLan(x, ¥)]
+e[ax(bxLyni1(x,y) + dyLan(x,¥)) + ¢yLany1(x,¥)]
+h[bx(axL2n+2(x, y) + cyLyniq(x, }’)) + dyLyn2(x, Y)]

= [(abx? + cy)Lopn_1(x,y) + dy(axLypn_5(x, )]
+i[(abx? + dy)Lyn(x,y) + cy(bxLyn_1(x,y))]
+e[(abx? + cy)Lany1(x,y) + dy(axLy, (x,7))]
+h[(abx? + dy)Lypns2(x,y) + cy(bxLani1 (x, ¥))]
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= [(abx? + cy)Lon-1(x,¥) + dy(Lon-1(x,¥) = cyLan_3(x,¥))]
+i[(abx? + dy) Ly (x,y) + cy(Lan(x,y) = dyLan—2(x, )]
+e[(abx® + cy)Lons1 (6, ¥) + dy(Lans1(x,¥) = cyLan_1(x,¥))]
+h[(abx? + dy)Lons2 (6, ) + cy(Lons2 (0, ¥) — dyLay(x, )]

= [(abx? + (c + A)y)Lon_1(x,y) — cdy*Lon_3(x,y)]
+i[(abx® + (¢ + d)y)Lon(x,y) — cdy®Lon_>(x, y)]
+e[(abx? + (¢ + A)y)Lont1 (%, ) — cdy?Lon_1(x,¥)]
+h[(abx® + (¢ + A)Y)Lons2(x,¥) — cdy?Lon(x, )]

= (abx? + (¢ + DY) (Lan-1(6,Y) + ilon (4, y) + €Lons1 (%, ¥) + hloni,(x,¥))
—cdy?[Lypn—3(x,¥) + ilyy_5(x,¥) + €Lon_1(x,y) + ALy, (x,y)]
LHyp41(x,y) = (abx® + (c + d)y)LHzn_1(x,y) — cdy?LHyn_3(x, y)

elde edilir. Ispat tamamlanir. m

Asagidaki teorem, iki degiskenli sartli Lucas hibrinomiyali LH, (x,y) ‘nin Binet

formilinu ifade etmektedir.

Teorem 3.2.1: Iki degiskenli sartli Lucas hibrinomiyali LH,(x,y) ‘nin Binet formiilii

n n
) d H_A d H
LH,(x,y) = D) Bzt Y>;1_;j<n><ﬁl+ iz (3.11)

seklindedir. Burada B, ve B, degerleri, A% — (abx? + (c — d)y)A — abdx?y =0

karakteristik denkleminin kokleridir. Ayrica &gy V€ G¢(y) ifadeleri,

By = (~a)f (£ + DB, + (—DEDB, + (DI R)EWdy + £(n + ey)
F=a) (@B, + (~DEM B, + (—1DEM @ dy + Em)ey) (B, + dy)™
+e(—ax){®(§(n + DBy + (~DEB, + (~DED@EMdy + £+ Dey) (B, + dy)

+h(=ax) MV (EBL + (1PMB, + (=DM (@)) ™ Vdy + E()cy) (B, + dy) ™M 3.12)
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By = (—a0) @ (§(n + D, + (DI + (DI V(@) Wdy + §(n + Dey)
+i(=ax) O (EB; + (DM + (DM (@) Vdy + {(n)ey) (B + dy)*
+e(-ax)! @ ({(n+ D, + (1B + (-DFMD @YW dy + {(n + Dey) (B + dy)
+h(=ax) D (EMB, + (~DFWB, + (~DF P @FMDdy + Em)ey) (B + dy) W (3.13)

seklindedir [23].

ispat:

Esitlik (3.7) ‘deki Binet formiilii

_ (—a)t™
T BB

n
2

[(E( + DB + (=1DEMD, + (—~1)EED2)EMdy + E(n + 1ey) (B, + )2

Ly (x,y)
(£ + DBy + (~DFIB, + (—1FD @M dy + £ + Dey) By + )]
seklindedir. (3.8) bagintisininda

LH, (x,y) = L,(x,¥) + iLp1(x,¥) + €Ly12(x,¥) + ALy 3(x, )

seklinde oldugu aciktir. Bu bagintida n ‘in ¢ift ve tek olmasi durumlar1 ayr1 ayri

incelenecektir.

n = 2k (cift) olmasi: durumu:

k € N, i¢in,
LHy (%, y) = Loy (x,¥) + iL41(x,¥) + €Lppy2(x,y) + hLypi3(x,y)

- (Bliﬁz) [(B1 = B2 — dy + cy)(Bz + dy)* = (B — B — dy + cy)(B1 + dy)"]

. (—ax)

5 [(Ba + 2dy) (B2 + dy)* — (B + 2dy) (B, + dy)*]

e s (B = Bo — dy + cy) (Bo + dy)FH = (B = B — dy + ) (By + )+

(zax)

+h(ﬁl—Bz) [(By + 2dy)(By + dy)** — (By + 2dy)(By + dy)**1]
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Ly (6, ) = L2BX (5, — 6, — dy + ) + i(=ax) (B, + 24d)

+&(B1 — B2 — dy + cy) (B + dy) + h(—ax)(B, + 2dy) (B, + dy)]

(f,;:dﬁyz)) [(B, — By — dy + cy) + i(—ax)(B, + 2dy)

+&(By — f1 — dy + cy)(By + dy) + h(—ax) (B, + 2dy)(B; + dy)]

Burada @, ve 6, ifadeleri asagidaki gibi secilirse,

Wy = ([)’1 -B,—dy+ cy) + i(—ax)(ﬂ2 + 2dy)
+&(fy — B, — dy + cy) (B, + dy) + h(—ax)(B, + 2dy) (B, + dy)
0y = (BZ —B,—dy+ cy) + i(—ax)([?1 + 2dy)

+&(By — B1 — dy + cy)(By + dy) + h(—ax) (B, + 2dy) (B + dy)

olur. Buradan sonug olarak

k_-~ k

elde edilir. Benzer sekilde LH, 1 (x, y) ifadesi de elde edilmelidir.

n =2k + 1 (tek) olmas: durumu:

k € N, i¢in,

LHp1(%,Y) = Logs1(,y) + ilog2(,Y) + €Lppy3(x,y) + hLppya(x,y)

_ (=ax)
T (B1-B2)

+i(ﬁ1iﬁ LBy = B2 —dy + cy)(B2 + dy)¥*t — (B, — By — dy + cy) (B + dy)*+1]

= aX)
(B1—

+h(—31_32) [(B1 — B2 — dy + cy) (B, + dy)**2 — (B, — By — dy + cy) (By + dy)¥*?]

[(B2 + 2dy) (B, + dy)* — (By + 2dy)(By + dy)¥]

+& [(ﬁz +2dy) (B, + dy)*t — (B + 2dy)(By + dy)**1]
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LHyiers (i) = LERE () (B, + 2dy) + By — B, — dy + ) (B + dy)

+e(—ax)(B, + 2dy) (B, + dy) + h(By — B, — dy + cy) (B, + dy)?]

— B [(—ax) (B, + 2dy) + i(B, — By — dy + cy)(By + dy)

+e(—ax)(By +2dy)(By + dy) + h(B, — By — dy + cy)(By + dy)?]
Burada @, ve &, ifadeleri agagidaki gibi segilirse,
@1 = (—ax)(Bz + 2dy) + i(By — P2 — dy + cy) (B2 + dy)
+e(—ax)(B, + 2dy) (B, + dy) + h(By — B, — dy + cy) (B, + dy)?
61 = (—ax)(By + 2dy) + i(B, — 1 — dy + cy)(By + dy)
+e(—ax)(By + 2dy)(By + dy) + h(Bz — By — dy + cy) (By + dy)?

olur. Buradan sonug olarak

o k_5 k
LHyje 11 (x,y) = 2HE i) (3.15)

elde edilir. Sonug olarak elde edilen (3.14) ve (3.15) 6zdeslikleri tek bir dzdeslik ile

ifade edilmek istenirse, @z y) Ve 6y asagidaki sekilde olmak iizere,

By = (~a)E (£ + DBy + (—DEDB, + (DED )Wy + E(n + ey)
F=a)E (@B, + (~DEM B, + (—1DEM @I dy + Em)ey) (B, + dy)™
+e(—a)f @ (§(n + DBy + (~DEVB, + (~DED@EMdy + E(n + Dey) (B, + dy)

Fh(=a)f D (M, + (—1DEWB, + (~DFW@EM Dy + E(n)ey) (B, + dy) ™

By = (@) (EGu+ D, + (DI, + (DI 2)F My + £6n + Dey)
F(=a) D (E @B, + (~ DB, + (DI Vdy + Em)cy) (B + dy)™
+e(—a)f® (§(n + DB, + (“DFIB, + (~DFMD@EMdy + £+ Dey) By + dy)

Fh(=a)f D (B, + (~1EMB, + (~DFW@)PET DAy + £m)ey) By + dy) ™
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D) (B2 +01y)lEJ —Ggm)(P1 +01y)IEJ
B1—B2

LHn(xJ y) =

elde edilir. Ispat tamamlanmustir. m

Asagidaki teorem iki degiskenli sartli Lucas hibrinomiyali LH,(x,y) ‘nin ireteg

fonksiyonunu ifade etmektedir.

Teorem 3.2.2: iki degiskenli sarthh Lucas hibrinomiyali LH,(x,y) ‘nin iireteg
fonksiyonu
Q(t) = Xp=o LHy (x, y)t" (3.16)

_ LHo(x,y)+LH; (x,y)t+[LH, (x,y)—(abx?+(c+d)y)LHo (x,y) |t2+|LH3 (x,y) - (abx?+(c+d)y)LH, (x,y) |t3
- 1—(abx2+(c+d)y)t2+cdy?t*

seklindedir [23].

Ispat:  Qo(t) = X5_o LHpn (x, )t* Ve 0(t) = Yo LHaniq (x, y)t2™*1  olarak
tanimlanirsa Q(t) = Qo (t) + Q1 (t) yazilabilir. Oncelikle Qo (t) = Yoy LH,p, (x, y) 2"

bagintist incelenecektir.

Qo (t) = Yoo LHy (6, ) t*™ = LHo (x, y)t° + LHy (x, y)t? + Y-y LHop (x, y)t2"

Q(t) = LHo(x,y) + LH,(x, y)t*
+ Ym=al(abx? + (¢ + d)y)LHyp—5(x,y) — cdy®LHyp_4(x, y)] t*"

Qo (t) = LHy(x,y) + LH,(x, y)t*
+(abx? + (c + A)Y)t* ¥y LHpp_» (x, y) 272
—cdy?®t* Yy LHyp_ o (x, y)t*"~*

Qo(t) = LHo(x,y) + LH,(x, y)t?
+(abx? + (¢ + A)y)t?[Yo_, LHyp_5 (x,y)t?™" 2 + LHy(x, y)t° — LHy(x, y)t°]

—cdy?t*a,(t)
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Qo(t) = LHy(x,y) + LH,(x,y)t? + (abx? + (¢ + d)y)t?qy(t)
—(abx? + (c + A)y)t?LHy(x,y) — cdy?t*q,(t)

Qo (O)[1 — (abx? + (c + d)y)t? + cdy?t*]
= LHy(x,y) + (LH,(x,y) — (abx? + (c + d)y)LHy(x, ¥))t?

LHy (x,y)+(LH2 (x,y)—(abx?+(c+d)y)LHy (x,y))t2
1-(abx2+(c+d)y)t2+cdy?t*

Q(t) =

elde edilir. Benzer sekilde 0, (t) = Yo_o LHyp 41 (x, y)t?™*1 bagintis1 da incelenmelidir.

0 (t) = XYoo LHyp 41 (o, y)t2™ 1 = LH, (x, y)t* 4+ LH3(x, y)t3
+ Y=g LHyp 41 (x, y)t2m+1

0,(t) = LH,(x, y)t + LH3(x, y)t*
+ Yn=ol(abx?® + (¢ + d)y)LHzn_1(x,y) — cdy?LHypp_3(x, y)] t*™+1

0, (t) = LHy(x, y)t + LH3(x, )t + (abx? + (c + dA)y)t? Yoy LHap 4 (x, y)t*"1
—cdy?t* Yo, LHyy_3(x, y)t*" 3

Q:(t) = LH,(x,y)t + LH3(x, J’)t3
+(abx® + (c + DY)t*[Xp=z LHop—1 (x, y) 1 + LH, (x, y)t* — LH; (x, y)t']
—cdy?t*a(t)

Q,(t) = LH,(x, y)t + LH;(x, y)t3 + (abx? + (¢ + d)y)t?q,(t)
—(abx? + (c + A)y)t3LH,(x,y) — cdy?t*a,(¢t)

9, (O[1 = (abx? + (c + A)y)t? + cdy?t*]
= LH;(x,y)t + (LH3(x,y) — (abx? + (c + d)y)LH,(x,y))¢®

LHy (x,y)t+(LH3 (x,y)—-(abx?+(c+d)y)LH; (x,y))t3
1—(abx?+(c+d)y)t2+cdy?t*

() =
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elde edilir. Q(t) = Qo (t) + Q1(t) toplami kullanilarak,

LHo (o, y)+LHy (x,y)t+[LH, (x,)— (abx?+(c+d)y) LHo (x,y) |t%+[LHz (x,y) — (abx %+ (c+d)y) LH, (x,y) | t3
1-(abx?2+(c+d)y)t2+cdy?t*

Q@) =
elde edilir. m

Asagidaki teorem, iki degiskenli sartli Lucas hibrinomiyali LH,(x,y) i¢in Catalan

0zdesligini ifade etmektedir
Teorem 3.2.3: n ve r tamsayilar ve n = r > 0 olmak iizere,

2
LHy(nry+£0) (6 ). LHy(n—py 42y (2, ) — (LH2n+f(i) (x, 3’))

g OB + 9B+ a9 1= () | + G0 B+ B+ a1 - (B2 |
= Tz
(3.17)

bagintis1 saglanir. Burada &gy Ve Gy degerleri (3.12) ve (3.13) bagntilari ile

tanimlanmaktadir [23].
Ispat: Bu teoremi ispatlamak icin iki farkli durum incelenecektir.

i = 0 olmas: durumu:

2n+2r 2TL+2TI

- 05(2n+2r)(ﬁ1+d3/)l
(B1—B2)

‘*’g’(2n+2r)(ﬁz‘|'d)’)l

LHZ(n+r) (x, y)

Bo(B2+dy)™" 7 - Go(B1+dy)™ "
= .1
(B1-P2) (3.18)

2n— ZTJ 2n— ZTJ

- Gg(an— Zr)(ﬁ1+dY)l
(B1—-B2)

Bgzn—2r)(B2 +dJ/)l

LHZ(n—r) (x, Y)

_ 0o(Bo+dy) - Go(Br+dy) T
N (B1—B2) (3.19)

ZnJ 217.]

Dg2n) (B2 +d3’)l Gg(2n) (ﬁ1+ﬂly)l
(B1—B2)

LHZn(xl )’)
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— &o(B2+dy)™- Go(B1+dy)"
(B1—B2)

(3.20)

elde edilir. (3.18), (3.19) ve (3.20) bagmntilar1 kullanilarak asagidaki esitlik elde edilir.

LHZ(n+r) (x: Y)- LHZ(n—r) (x’ y) - (LHZn (x: y))z

00 B0(B+ay)" (B +ay)"[1-(B2E2) |+ 5o By +ay)m (B +ay)|1-(BL2)']

(B1-B2)?

i =1 olmas: durumu:

2n+2r+l 2n+2r+1
o1 Baran)l 2 -5 Bty 2

(B1=B2)

LHz(n+r)+1(x; y) =

B1(B2+dy)"7 - 61 (B1+dy)™tT
(B1-B2)

(3.21)

2n—-2r+1 2n—2T+1J

@1(ﬁ2+dY)l 2 J—3'1(314'513/) 2
(B1-B2)

LHZ(n—r)—l (x: y) =

@1 (B dY)VT -Gy (By+dy)T
- (B1—B2) (3.22)

2n+1 2n+1

1Bty 2 -a,(prayl 2
L}{2n+1(x:}0 =:ah> 2 Y (ﬁl_;Z) 1 Y

_ ®1(Ba+dy)-G1(B1+dy)"
- (B1-B2) (3.23)

elde edilir. (3.21), (3.22) ve (3.23) bagmtilar1 kullanilarak asagidaki esitlik elde edilir.

LHZ(n+r)+1(x' y). LHZ(n—r)+1(x: y) = (LHap 44 (%, 3’))2

o1 81 (B+ay)" a4y [1-(BEE2) |4 3,0, (Br +ay)n (B +ayyn [1-(G2)'|

(B1—B2)?

Sonug olarak elde edilen bu iki baginti tek bir formiille ifade edilirse,

2
LHy(niry+e) (6 ¥). LHy(n—ry 12 (%, Y) (LH2n+§(i) (x, Y))
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A Ba+dy\"1, ~ A [ _(B1i+dy\"
_ 10) U,’c(l-)(/?2+dy)"(/31+dy)n 1_(Bi+dy) Z{O1H0) (/3’1+dy)n(/32+dy)"»1—(B;+dy)
(B1—B2)?

bulunur. m

Sonug 3.2.1 (Cassini Ozdesligi)

n = 0 olsun. O halde,

2
LHy(ny1)+20) (6 ¥). LHyn—1y 12 (X, ) — (LH2n+f(i)(x: 3’))

De(i) B (Bo+dy) ™ (Br+dy)1-(F520) |48 0Dy (Br+ay) " (Botay)™[1-(ELE2)]

(B1—B2)?

elde edilir [23].

(3.24)

Ispat: Catalan 6zdesliginde r = 1 alimirsa bu 6zdeslik saglandig1 kolaylikla goriiliir. m
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BOLUM 4

TARTISMA, SONUC VE ONERILER

Bu ¢alisma dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde Fibonacci dizisinin tarihsel
gelisimine, hibrit sayilarina yer verilmistir. Tezin ilerleyen kisimlarinda kullanilacak
olan temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Ikinci bolimde iki degiskenli sarth
Fibonacci hibrinomiyalleri, Binet formiili, Catalan ve Cassini 06zdeslikleri de
sunulmustur. Ugiincii boliimde ilk olarak iki degiskenli sartli Lucas polinomu tanimina
yer verilmistir. Bu polinomun Binet formiilii ve iirete¢ fonksiyonu elde edildikten sonra
iki degiskenli sartli Lucas hibrinomiyali tanim1 elde edilmistir. Bu hibrinomiyallerin
Binet formiilii, lirete¢ fonksiyonu ve bazi Onemli ozdeslikleri de bu bdliimde

sunulmustur. Son boliimde ise tezin literatiire olan katkisindan bahsedilmistir.

Sonu¢ olarak bu tez calismasinda Fibonacci ve Lucas polinomlar1 yardimiyla
hibrinomiyallerin yeni bir genellemesi olan Fibonacci ve Lucas hibrinomiyalleri elde

edilmistir.

[24] numarali kaynakta k -inci mertebeden iki degiskenli Fibonacci polinomlar
hakkinda bilgi verilmistir. Bu tez ¢alismasinda elde edilen sonuglardan yola ¢ikarak k -
mc1 mertebeden iki degiskenli Fibonacci polinomlar1 i¢in de benzer bir ¢alisma

yapilabilir.
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