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OZET

p noktal1 bir tam grafin (Kj,) keyfi bir noktasina, q noktali bir yol grafin (F,;) keyfi bir
sarkit noktasinin baglanmasiyla elde edilen 6zel grafa p + q noktali ugurtma graf denir
ve K iteg ile gosterilir [16]. Ugurtma graf literatiirde siklikla kullanilan bir graf tiirtidiir
ve spektral yaricap gibi onemli parametrik degerlerde ekstremum sonuglar verebilme
ozelligine sahiptir [17]. Bu tez ¢alismasinda, 6zel bir graf tiirli olan ugurtma grafin
spektral ozelliklerinin derinlemesine incelenmesi amaglanmistir. Graf matrislerinin en
bilinen ve en temel dort tipi olan komsuluk, uzaklik, Laplasyan ve isaretsiz Laplasyan
matrislerine gore ugurtma grafin sahip oldugu spektral zelliklerini inceleyen literatiirde
mevcut ¢aligmalar arastirllmis ve bu caligmalarda yer alan matematiksel bulgularin

uyumlu bir bigimde bir araya getirilmesiyle bu tez ¢alismasi olusturulmustur.
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ABSTRACT

The graph obtained by appending an arbitrary pendant vertex of a path graph with g
vertices (Pq) to an arbitrary vertex of a complete graph with p vertices (Kp) is called a
kite graph with p + ¢ vertices and denoted by Kite, [16]. Kite, is a special graph that
is frequently used in literature since it has the property of giving extreme results in
important parameters of graphs such as spectral radius [17]. In this study, it is mainly
aimed to examine the spectral properties of the kite graph in detail. According to the
most known and main four types of graph matrices, adjacency, Laplacian, signless
Laplacian and distance matrices, the existing works in the literature examining the
proporties of the kite graph have been investigated and this thesis has been compiled by

bringing together the mathematical findings in these studies in a harmonius way.
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1. BOLUM

GIRIS

V = {v,, ..., v, } noktalar kimesini E = {e, ..., e,,} kenarlar kiimesini olusturmak tizere
bir G grafi, G = (V,E) swrali ikilisi seklinde tanimlanir. G = (V(G), E (G)) nokta
kiimesi V(G) = {vq,v,, ..., vy} Ve kenar kiimesi E(G) olan graf olsun. n noktaya sahip,
n — 1 kenarli bir yola yol (path) graf denir. n noktali yol graf B, ile gosterilir. Tim
nokta ciftleri birbirine bir kenarla bagli olan basit graflara tam (complete) graf denir.
Tam graf genellikle K, ile gosterilir. n noktadan ve n kenardan olusan dongiiye cycle
(dongu) graf denir. Dongu graf C, ile gosterilir. G’deki noktalarin sayisina G’nin
mertebesi denir ve |G| ile gosterilir. Bir v noktasinin derecesi v’ye bagli olan kenarlarin
sayisidir ve d(v) ile gosterilir. Bir G grafinin maksimum ve minimum derecesini
sirastyla A(G) ve §(G) ile gosterilir. G’nin v noktasi i¢in v’ye komsu olan noktalarin
kiimesini N (v) ile gosteririz. H grafinin bir G grafinin alt grafi olabilmesi icin V(H) S
V(G) ve E(H) € E(G) olmaldir. G grafinin noktalarindan bazilarinin ve bu noktalara
bagl tiim kenarlarin silinmesiyle elde edilen alt grafa G’nin indirgenmis (induced
subgraph) alt grafi denir. G’nin keyfi sarkit bir kenar olarak adlandirilmasi igin gerek
ve yeter sart derecesi bir olan bir nokta icermesidir. G’nin bir kligi G’nin bir tam alt
grafidir ve kligin mertebesi, klikteki noktalarin sayisidir. G’deki bir klikte miimkiin olan
en blyilik mertebeye G’nin klik sayisi denir ve w(G) ile gosterilir. G’de mertebesi 3 olan
bir klige G’nin bir Uggeni denir. G grafinin herhangi bir noktasina bir sarkit kenar
eklenmesi ve daha sonra bu sarkit kenarmn iki katli kenara doniistiiriilmesi islemine G
grafina petal eklenmesi denir. Eklenip iki katli hale getirilen bu sarkit kenara ise petal
denir. k > 0 olmak Uzere tek bir noktaya k adet petal eklenmesiyle olusan grafa ¢igek
(blossom) denir ve By, ile gosterilir. k = 0 iken B, asikar graf olur. G = (V,E) grafinin
kenarlarini nokta kabul eden ve “ G = (V,E) grafinda Ve;,e, EVicine; Ne, # 0
L(G) = (E,E") grafinda e;~e,” sartim1 saglayan L(G) = (E,E") grafina G grafinin
¢izgi grafi denir. G grafina ise L(G) grafinin kok grafi denir. Bir G grafinin noktalarini
V = {vy, ..., v, } olarak etiketleyelim. Vi € {1,2, ..., n} icin a; bir dogal say1 olmak tizere

G grafinin v; noktasina a; adet petal eklenmesiyle olusan graf G(ay, ..., a,,) ile gosterilir



ve G’nin B —grafi ya da ¢iceklenmis grafi olarak adlandirilir. G = (V, E) grafinin bir
B —grafi G = G(ay,a,, ..., a,) olsun. Bu B —grafin ¢izgi grafina G’nin genellestirilmis
¢izgi grafi denir ve L(G) ya da L(G; ay, ..., a,) ile gosterilir. p noktali tam grafin, n — p
noktal1 bir yol grafin derecesi bir olan noktasina yeni bir kenar yardimiyla baglanmasi
ile elde edilen grafa ucurtma graf denir ve Kite, ,_,, ile gosterilir. Eger n —p = 1 ise
Kitey ; grafina kisa ugurtma graf denir. n —p > 1 ise Kite, ,_,, grafina uzun ugurtma
graf denir. G grafinin nokta kiimesi V(G) = {v,,...,v,} ve kenar kimesi E(G) =
{eq, ..., ey} oOlsun. G’nin komsuluk matrisi A(G) veya A ile gosterilen n x n kare
matristir ve su sekilde tanimlanir iki nokta komsu ise bunlarin degeri 1, komsu degilse 0
alinir. M(G) ya da kisaca M, G grafina ait bir graf matrisi ve I,, birim matris olmak tizere
det(xI — M(G)) polinomuna G nin M(G) Kkarakteristik polinomu denir ve
char(M(G))(x) ile gosterilir. Bu polinomun koklerinden M(G) matrisinin
Ozdegerlerinden olusan kiimeye ise G nin M(G) spektrumu denir ve spec (M(G)) ile
gosterilir. Ya da matrisin adina gore komsuluk spektrumu, Laplasyan spektrumu v.b. de
denir. L(G) Laplasyan matrisi gostermek Uzere D(G), noktalarin derecelerinden olusan
kosegen matris olsun. A(G), G’nin komsuluk matrisini géstermek tlizere L(G) =
D(G) — A(G) dir. G grafinin nokta kiimesi V(G) = {1, ...,n} olsun. G’nin herhangi i ve
Jj noktalarinin arasindaki uzakhigi d (i, j) ile gosterirsek d(i,j), i den j ye en kisa yolun
uzunlugudur. G’nin uzaklik matrisi DI(G) ile gosterilirse bu matris, satirlar ve siitunlari
G’ nin noktalariyla etiketlenmis n X n tipinde bir matristir. i # j icin G’nin (i, j).

elemani d;;, d(i,j)’ye esit bir kiimedir. i = {1, ..., n} icin d;; = 0 dir. DI(G), kosegen

ij
tizerindeki elemanlari 0 olan simetrik bir matristir Q(G) isaretsiz Laplasyan matrisi
gostermek tzere Q(G) = D(G) + A(G) dir. Asagida verilen sonug¢ Cauchy interlacing
olarak bilinen teoremin graf teorideki kullanimidir. A, n X n simetrik matris ve B
matrisi A’nin (n — 1) X (n — 1) tipinde alt matrisi olsun. A,,...,4, ve Uy, ..., p_1
stirastyla A ve B matrisinin 6zdegerleri olsun. Ay >y =24, = 2,1 = Up_ 1 = Ay
dir. G’nin komsuluk dzdegerlerini su sekilde kullaniriz: A,(G) = 1,(G) = --- = 1,,(G).
Ayni spektruma sahip iki grafa kospektral graflar denir. 4.1 de ugurtma grafin komsuluk
spektrumuna gore belirlenebilir olduguna dair bulgulara yer verilmistir. Lolipop grafin
da komsuluk spektrumuyla belirlenebilir oldugu ispat edilmistir [21]. Yine [21] den kisa
ucurtma grafin komsuluk ve Laplasyan spektrumuna gore belirlenebilir oldugu
goriilebilir. Das ve Liu [19] kisa ugurtma grafin p # 4 ve p >3 iken isaretsiz
2



Laplasyan spektrumuna gore belirlenebilir oldugunu ve ayni zamanda p = 3 iken
uzaklik spektrumuna gore belirlenebilir oldugunu kanitlamistir. Sorgun ve Topcu [12]
de ugurtma grafin komsuluk matrisine gore karakteristik polinomu verilmis ve izomorf
olmayan iki ugurtma grafin aym1 komsuluk spektrumuna sahip oldugu gosterilmistir.
Diger taraftan ayn1 makalede K iteg nin her p i¢in komsuluk spektrumuna gore
belirlenebilir oldugu ispatlanmis ve her p ve q igin K iteg nin komsuluk spektrumuna
gore belirlenebilir oldugu 6ngoriilmiistiir ve agik problem olarak birakilmistir. Zhou ve
Bu [22], A= 12 iken maksimum derecesi A olan yildizsal bir agacin ¢izgi grafinin
komsuluk spektrumuna gore belirlenebilir oldugunu ispatlamistir. p < 2, p =3 ve q =
0 i¢in sirastyla yol graf, lolipop graf ve tam graf elde edilir. Bu graflarin komsuluk
spektrumuna gore belirlenebilir oldugu hali hazirda biliniyor. Topcu ve Sorgun [16] da
p =4 ve g = 3 durumunu incelenmistir ve daha 6nce agik problem olarak birakilan
kismin tamamina dair ispat verilmistir. 4.2 de ucurtma grafin Laplasyan spektrumuna
gore belirlenebilir olduguna dair bulgulara yer verilmistir. Topcu ve Sorgun [15]
ucurtma grafin Laplasyan matrisinin karakteristik polinomunu tam graf ve yol grafin

karakteristik polinomu yardimiyla elde etmislerdir. K iteg ile aynm klik sayisina sahip
herhangi baglantili grafin baz1 kosullar altinda K iteg ya izomorf oldugu gosterilmistir
[15]. 4.3 ve 4.4 te ugurtma grafin uzaklik matrisine ve isaretsiz Laplasyan matrisine dair
literatlirde mevcut sonuglara yer verilmistir. Kite, ,_; inn # 5 ve n > 4 iken isaretsiz
Laplasyan spektrumuna gore belirlenebilir oldugu ve bu grafin n > 4 iken uzaklik

spektrumuna gore belirlenebilir oldugu gosterilmistir[19].



2.BOLUM

ON BILGILER
2.1. Lineer Cebirde Bazi1 Temel Kavramlar

Tamim 2.1.1. [1] K cismi Uzerindeki bir A matrisi veya basitce bir A matrisi genellikle

asagidaki gibi gosterilen dikdortgen bir skaler dizisidir. Genel olarak bir matris,
a;; - aln]
Am1 " Omnlyup

Boyle bir A matrisinin satirlari, skalerlerin m tane yatay listeleridir ve

bicimindedir.
(@11, @12, A1n), (A21,822, - A2n), o (@i, By v s W)

seklinde gosterilir.

A’nin siitunlari skalerlerin n tane dikey listesidir ve
a1 a2 A1n
Az1( | G221  |G2n
Am1 Am2 Amn

a;j, ij . eleman olarak adlandirilir. Bunun anlami a;;, i.satir ve j.slitun elemanidir. Bir

seklinde gosterilir.

matris m satir ve n siitundan olusuyorsa bu matrise m X n tipinde matris denir. Boyle
bir matrisi basitce A = [aij]mxn seklinde gosteririz. m ve n sayi giftine matrisin boyutu

denir. A ve B matrislerinin boyutlar1 ve elemanlar1 ayni ise bu matrisler esit matris
olarak adlandirilir ve A = B seklinde gosterilir. m X 1 tipindeki bir matris m mertebeli
stitun vektorii; benzer sekilde 1 X n tipindeki bir matris n mertebeli satir vektorii olarak

adlandirilir. m = n ise matrise kare matris denir.
y 1 -4 5 .. . .
Ornek 2.1.1. A = [O 3 _2] matrisi 2 X 3 boyutlu bir matristir. [1, —4, 5] ve

[0, 3, —2]satirlars; [é] , [_34] ) [_52] stitunlaridir.

4



1 2 3
0 -1 —5] matrisi 3 x 3 tipinde kare matristir. Buna 3.
4 3 2

mertebeden kare matris de denir.

Ornek 2.1.2. A=

Tamm 2.1.2. [1] A= [a;;| ve B = [b;;] m xn tipinde iki matris olsun. 4 ve B

matrislerinin toplam1 A + B seklinde yazilir.

aj;+byy 0 Ayt by
A+B= : : bicimindedir.

Am1 +bm1 * Amn + b
i} -2 3 14 5 4 11
Omek 2.1.3. 4 = [0 4 5] ve B = [1 _3 7] olsun.A+ B = 1 1 12]

Tamm 2.1.3. [1] A, m X n tipinde bir matris olsun. A matrisinin herhangi bir k skaleri

ile carpimi demek, matristeki her bir elemanin k ile carpilmasi anlamina gelir.

ka11 cee kaln
kA=| : ] seklinde gosterilir.
ka,, - kann
2 4 6
Ornek2.1.4. A= [O ]ISE 24 = [ 10

Tamm 2.1.4. [2] A = [au] Ve B = [by]pxq herhangi iki matris olsun. AB matris

carpiminin tanimli olabilmesi i¢in A’nin siitun sayisi ile B’nin satir sayisinin esit olmasi
gerekir. Yani n = p olmalidir. Yukarida verilen A ve B matrisinde n = p oldugunu

varsayalim. O zaman AB matrisi m X q tipinde bir matris olur.

Ornek 2.1.5.
.
o2 o0 _
A—[3 4 92X3veB— 7 olsun.
8l3x1
_[1x6+2Xx7+0X8]
AB =13 6+4x7+9x8l, [118]d"

Tamm 2.1.5. [1] Bir A matrisinin transpozu A” ile gosterilir ve A matrisinin siitunlari ve

satirlarinin yer degistirmesiyle elde edilir.

T 1 4 1
Ornek 2.1.6. LlL é 2] = [2 5] vel[l -3 —5]"= [—3] tir.
3 6 -5
5



Teorem 2.1.1. [1] A ve B matris ve k skaler olsun. Asagidaki esitlikler gecerlidir.

(i) (A+B)T =AT + BT
(i) AN =4
(iii) (kA)T = kAT
(iv)(AB)T = BT AT
Tamm 2.1.6. [1] A =[a;;], n. mertebeden kare matris olsun. {a;q,asy, ..., ann}

elemanlarina matrisin késegeni denir.

Tanmim 2.1.7. [1] D = [di j] kare matrisinin kdsegen haricindeki elemanlart sifir ise D

matrisine kosegen matris denir. Boyle bir matris genellikle D = diag(d1,d53, ..., Ann)

seklinde gosterilir.

6 0 O
Ornek 2.1.7.D =0 -1 O] matrisi kdgegen matristir. D = diag(6,—1,5) seklinde
0 0 5

de gosterilebilir.

Tamm 2.1.8. [1] Bir A kare matrisinin kdsegeni iizerindeki elemanlarin toplamina

matrisin izi denir ve iz(A) seklinde gosterilir.
tr(A) = a1 + azy + -+ + a,, olarak ifade edilir.

Teorem 2.1.2. [1] A = [a;;] ve B = [b;;] matrisleri n x n kare matris ve k skaler olsun.

Asagidaki esitlikler gecerlidir.

(i) iz(A + B) = iz(A) + iz(B)
(ii) iz(k.A) = k.iz(A)

(iii) iz(4AT) = iz(A)

(iv) iz(AB) = iz(BA)

Tanmim 2.1.9. [1] Koésegen elemanlart 1, diger elemanlar1 0 olan n.mertebeden kare

matrise birim matris denir ve I, seklinde gosterilir. Kaynaklarda basit¢e I seklinde

gosterilir.
1 0 0 O
2 _101 0 o0 -
Ornek 2.1.8. I, = 00 1 0 olarak elde edilir.
0 0 0 1



Tamm 2.1.10. [1] A, n. mertebeden bir kare matris olsun. Eger, AB = I, ve BA =1,
olacak sekilde n. mertebeden bir B kare matrisi var ise, B matrisine A matrisinin tersi

denir.

A kare matrisinin tersinin olabilmesi icin AB = I,, ve BA = I,, kosullarindan yalnizca
birinin saglanmasi yeterlidir. Ayrica, A’nin tersi var ise bu tektir ve ters matris A~ ile

gosterilir.

- _[2 5 _[3 =5 _ _Mm o -
Ornek 2.1.9. A = [1 3] ve B = [_1 5 ] olsun. AB = BA = [0 1 oldugundan
A’nin tersi B matrisidir denir.

A ve B tersinir iki matris olsun. AB’nin tersi (AB)~! = B~1A Y ile bulunur.

Tamm 2.1.11. [1] A herhangi bir kare matris olsun.

(i) AT = Aise A matrisine simetrik matris denir. Her bir eleman icin a;; = a;; dir.
(ii) AT = —A ise A matrisine ters simetrik matris denir. a;; = —a;; olmalidir. Ters

simetrik matriste kdsegen iizerindeki elemanlar 0 olmak zorundadir.

3 55
_29%7] matrisinin elemanlart kdsegene gore esit
5 7

Ornek 2.1.10 A=

oldugundan simetrik matristir. Yani AT = A dir.

3 4
-3 5] matrisinin kosegen elemanlari sifir ve kosegene gore biri
4= -5

digerinin negatifine esit oldugu igin B matrisi ters simetrik matristir. Yani BT = —B dir

B =

Tamm 2.1.12. [1] A.AT = AT.A =1 sartim saglayan reel elemanli A matrisine
ortogonal matris denir. Yani A.AT = AT.A=1& AT = A7 dir. Dolayisiyla bir

matrisin ortogonal matris olabilmesi i¢in tersinir olmasi gerekir.

Ornek 2.1.1
1 8 4
9 9 9
A= % %4 %7 matrisi ortogonal bir matristir. Ctinkii ATA = I dur.
g 1 2
9 9 9



Tammm 2.1.13. [1] Bir A reel matrisi transpozu ile degismeli ise A matrisine normal

matris denir. Yani
AAT = ATA
dir. A matrisi simetrik, ortogonal veya ters simetrik ise A normaldir.

6

Ornek 2.1.12. A = [3

_63] matrisi normal bir matristir.

Tamm 2.1.14. [1] A kare matrisinin esas kdsegeninin altindaki elemanlar1 O ise Ust

Ucgen matris, esas kdsegenin iizerindeki elemanlar 0 ise alt tiggen matris denir.

1 -1 -4 -2

= 200 0 2 5 6
Ornek 2.1.13. A= (4 3 0 | matrisi alt Gicgen, B = 0o 0 3 7 matrisi Ust

Y 4 0 0 0 5

ucgen bir matristir.

Tammm 2.1.15. [1] Bir A matrisinin elemanlar1 kompleks sayilardan olusuyorsa bu

matrise kompleks matris denir. z = a + bi kompleks say1 ise z =a — bi onun

eslenigidir. Bir A matrisinin eslenigi A ile gésterilir ve A matrisindeki her bir elemanin
eslenigi alinarak elde edilir. Herhangi bir kompleks A matrisinin esleniginin transpozu

ozel olarak A notasyonu ile gosterilir.
—T e
A = (4) = (a7)

dir. A reel matris ise A7 = AT dir.

. . , 2—8i —6i
Ornek 2.1.14. A = [2 +.8l > 31. 4= 71.] olsun. A¥ =|5+3i 1+ 4i| olarak
6i 1—4i 3+ 2i 4470 3—2

bulunur.

Tamm 2.1.16. [1] A kompleks bir matris olsun. A" = A ise matrise Hermityen, A7 =

—A ise ters Hermityen denir.

Acik olarak A = [al- j] matrisinin Hermityen olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul
simetrik elemanlar1 eslenik yani a;; = =a,, olmalidir. Buna ek olarak kosegen
elemanlar1 a;; reel olmak zorundadir. Benzer sekilde ters Hermityen olmasi igin
kosegen elemanlari a; = 0 olmalidir. (Her iki tanimda da A matrisi kare matristir).

8



Tamm 2.1.17. [1] Kompleks A matrisi;

(i) AA" = AHA =] esitligini yani A¥ = A™1 esitligini sagliyorsa Uniter matristir.

(i) AA" = AP A esitligini sagliyorsa normal matristir.

3 1-2i 4+7i
1+2i —4 —2i
4 -7 21 5
diger elemanlar esas kOsegene gore birbirinin eslenigi oldugu i¢in A, Hermityen bir

1 -1 -1+
i 1 1+
1+i —-1+1i 0
1
1+2i

Ornek 2.1.15. A = A matrisinin késegen elemanlar1 reel ve

matristir. B =% matrisi BB = BB =1 sartim sagladig1

icin tniterdir. € = [2 t 3 ] matrisi icin CH = [2 _13i » :iZi] dir.

4 _64l] saglandigindan C normal matristir.

2.2. Determinant

A, n xn kare matris olsun. A’nin determinanti olarak gosterilen det(A) bir sayidir.

Matris 2 X 2 ise determinantin1 bulmak ¢ok kolaydir.

Tanm 2.2.1. [2] A = [CCL Z] olsun. A’nin determinanti det(A) = |Ccl Z| seklinde

gosterilir.
_la bl_
det(A4) = |c dl =ad — bc

ile bulunur.

Tamim 2.2.2. [2] A = [aij] yi n X n kare matris alalim. A;;, A matrisinin i.nci satir ve

j’
j.nci sttunun silinmesiyle elde edilen (n — 1) X (n — 1) tipinde kare matris olsun.

1 2 0
5 6 7

determinant1 detA ile gosterilirse (—1)i+jdetAij degeri her i,j i¢in a;;’nin kofaktord

3 4

o2 -
6 7 ve A23_[5 6] olur. A;;’nin

Omegin A =

olarak adlandirilir. Her i,j = 1,2, ..., n icin AY = (—1)ijdetAij dir.
Teorem 2.2.1. [2] n = 2 igin A, n X n matris olsun.

det(A) = Z?:l aiinj = Z?:l aij AU



Bunlardan birinci formil i. satir boyunca determinant agilimini, ikincisi ise j. sutun

boyunca determinant agilimini verir.

1 5 0
Ornek2.21.A=|[2 4 —1] matrisinin determinantin1 hesaplayalim.
0 -2 0

Birinci  satira  gore  kofaktor ac¢ilimi  formiilini  kullanirsak  det(A) =

a;1 (DM det(411) + ag,(—1)*2det(A,) + a;3(—1) 3 det(4;3)
14 -1y 2 -1 2 4|_
det(4) = 1.| 7, o| 5'|0 0|+0'|o =2
olarak bulunur.

Teorem 2.2.2. [3] A, liggen matris ise determinanti esas kdsegen {izerindeki elemanlarin

carpimina esittir. Yani det(A4) = [[i2; a;; dir.

Ispat. Teoremin ispatim n iizerinde tiimevarimla yapalim. n = 1 i¢in teoremin dogru
oldugu agiktir. Simdi n > 1 durumunu alt tggensel ya da Ust tggensel matris igin
inceleyelim. Tiimevarim hipotezine gére M3, A matrisinin kosegeni iizerindeki a,,
haricindeki elemanlarmin c¢arpimi olsun. det(A) tammindan i > 1 icin  a;; A" =0
oldugunu gostermek yeterli olacaktir. i > 0 iken A Ust li¢gensel matris ise a;; = 0 dir.
Diger taraftan i > 1 igin A alt Gcgensel matris ise M7 ’in ilk satir1 tamamen sifirdr
boylece A = 0 olur. Ciinkii bir kare matrisin herhangi bir satir1 0 ise matrisin

determinant: sifirdir. Timevarimla ispat tamamlanmis olur.

1 2 3 77

Ornek 2.2.2. A = 8 3 36 g matrisi Ust liggen matristir. Yukaridaki teoremden
0 0 0 -1

determinant1 ksegen tizerindeki elemanlar ¢arpimina esittir. 1.2.3. (—1) = —6 dur.

Teorem 2.2.3. [3] A, kare matris olsun.

(i) A’nin herhangi bir satirin1 (SUtununu) bir sayiyla ¢arpip baska bir
satirma(sttununa) ekleyerek elde ettigimiz matris B olsun. det(A) =
det(B) dir.

(if) A’nin herhangi iki satirin1 (sttununu) yer degistirdigimizde elde edilen
matris B olsun. det(B) = —det(A) dir.
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(iii) A’nin herhangi bir satirini (SUtununu) k sayisi ile carpinca elde edilen
matris B olsun. det(B) = k.det(A) dur.

Teorem 2.2.4. [3] A ve B, n X n matris olsun. Asagidaki esitlikler gecerlidir.

(i) det(AB) = det(A)det(B)
(i) det(AT) = det(A)

Ispat. (i) 1lk olarak det(B) = 0 oldugunu varsayalim. Dolayistyla B’nin tersi yoktur.
Buradan Bx = 0 asikar olmayan bir ¢6ziimdiir. Bu ayn1 zamanda ABx = 0 in da asikar
olmayan bir c¢ozimudir boylece AB de tersinir degildir ve determinantt 0 dir.
det(AB) = 0 = det(A)det(B) olur.

Ikinci olarak det(A) = 0 ve det(B) # 0 oldugunu varsayalim. A, tersinir degildir ve
Ay = 0 denkleminin y # 0 olacak sekilde asikar olmayan ¢dziimii vardir. x = B~1(y),
ABx = 0 denkleminin asikar olmayan bir ¢6ziimiidiir. Bundan dolayr AB tersinir
degildir ve det(AB) = 0 olur. Yine det(AB) = 0 = det(A)det(B) dir.

Simdi det(A) # 0 oldugunu varsayalim. A matrisinin eselon formunu yazalim. Bu
elementer E; matrisleri oldugu anlamina gelir. A = ExE_, ... E;E; seklinde yazilabilir.
Buradan det(A) = det(E))det(Ey_1) ...det(E,)det(E;) dir.

det(AB) = det(E)det(Ej_,) ...det(E,)det(E;)det(B) = det(A)det(B) elde edilir.

Ispat tamamlanmis olur.

Ispat. (ii) A’nin satir eselon formu B olsun. Baska bir deyisle A = ExEj_; ... E,E;B

seklinde yazabiliriz. (i) de verilen teoremi kullanirsak
det(A) = det(E,)det(E,_,) ...det(E,)det(E,)det(B)

olur. B matrisi iist iiggensel matristir dolayisiyla BT alt {iggensel matristir. Ayrica BT ve
B nin kosegenlerindeki elemanlar esittir bu bize determinantlarinin da ayni oldugunu
gosterir. Aym zamanda AT = BTETET ... ET_ET esitligini elde ederiz. Ustte verilen
teoremi tekrar kullanirsak det (A7) = det(BT) det(ET) det (ET) ...det(ET_,) det (E])

buluruz.

det(AT) = det(A) ispati tamamlanmis olur.

11



oomazaa=[f Yuen=[} Yonso-[5 Yt Y-F5 2

det(AB) = 25.13 — 14.20 = 45, det(A) = 9 ve det(B) = 5 dir.

det(A)det(B) = det(AB) = 45 oldugundan Teorem 2.2.4 (ii) yi dogrulamis oluruz.
Teorem 2.2.5. [2] Bir A matrisinin tersinin olmasi igin gerek ve yeter kosul det(A4) # 0
olmasidir. det(A4) # 0 ise A™! = [aij]_l ve a;;~! = det(A)~*A’dir. Bu teorem bize
sunu soyler: bir matrisin tersini bulmak i¢in 6nce kofaktor matrisinin transpozu alinir

(buna matrisin adjointi denir), bulunan matris determinanta boliiniir. Kisaca bir matrisin

tersi

_1 1 :
A adj(A)

= det(A)
formali ile bulunur.
. 1 2 3 ..
Omek 224. A=|3 0 1| matrisinin tersini bulalim. Oncelikle matrisin
1 2 1

-2 =2 6
determinantin1 hesaplarsak 12 buluruz. A’ nin kofaktdr matrisi [ 4 -2 0 ] dir.
2 8 -6
-2 -2 67
-1 _ —
A" =214 -2 0| =
2 8 -6

Teorem 2.2.6. [2] A, n X n matris olsun. asagidaki ifadeler denktir.

[uy

dir.

! |
Nch\ch\
|
o o|lwir
|
NlHNINO\IH

(i) A birebirdir.
(i) A Ortendir.
(iii) det(A) # 0

Tamim 2.2.3. [3] A matrisinin tersi yoksa (det(A) = 0) singller matris, A matrisinin

tersi varsa (det(A) # 0) singuler olmayan matris denir.

Teorem 2.2.7. [3] A, n X n tersinir bir matris olsun ve R™ deki her bir b igin Ax = b

denklemi x = A~1b seklinde dzel bir ¢dziime sahiptir.

12



Teorem 2.2.8. [3] A tersinir matris ise A~ tersinirdir ve (A71)"1 = A4 dur.

(i) A ve B n x n terslenebilir iki matris olsun. AB’nin tersi (AB)~! = B~1A~1 dir.

(i) A tersinir bir matris olsun. (47)~1 = (4=1)T dir.

Teorem 2.2.9. Bir matrisin tersinin olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart det(A4) # 0

olmasidir.

Ispat. Herhangi bir kare A matrisinin determinantinin sifir olmas1 igin gerek ve yeter
sart A’nin indirgenmis satir eselon formu olan B matrisinin determinantinin sifir
olmasidir. Simdi A tersinir ise B birim matristir ve determinant1 1 dir. Yani baska bir
deyisle A tersinir ise determinanti sifirdan farklidir. Aksi takdirde B’nin tamami sifir

olan satir1 vardir, dolayistyla determinant1 sifirdir. Boylece A’nin determinanti sifirdir.

Tamim 2.2.4. [4] a ve b, R" i¢ ¢arpim uzayinda iki vektor olsun. {(a, b) = 0 ise a ve b
ortogonaldir. Ortogonal iki vektor aynmi zamanda birbirine diktir. Sifir vektorii her
vektorle ortogonaldir. a,b € R? vektorlerinin ortogonal olmast icin gerek ve yeter sart
a = (ay,a,) ve b = (by, by) igin a;b; + ayb, = 0 olmasidir. R™ de {uy, ..., u,} vektor
kiimesinin ortogonal kiime olmasi i¢in kiimedeki her bir ayrik vektor ¢iftinin ortogonal

olmasi gerekir. Yani i # j igin u;u; = 0 dir.
2.3. Ozdegerler ve Ozvektorler

A, n X n matris ve x € C" sifirdan farkli vektor ve baz1 A skalerleri i¢in Ax = Ax olsun.
x, A matrisinin 0Ozvektorl, A odzdegeri olarak adlandirilir. n X n boyutundaki A
matrisinin biitiin 6zdegerlerinin kiimesi a(A) ile gosterilir ve A’nin spektrumu olarak

adlandirilir.
x vektorl Ax = Ax denklemini saglasin. Bazi x # 0 igin
AI—-A)x=0
olsun. Dolayisiyla A — AI matrisinin tersi olamaz. Teorem 2.2.9 dan
det(Al —A) =0

dir. Bagka bir deyisle A karakteristik polinomun bir sifiri(koki) olmak zorundadir.
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Teorem 2.3.1. [5] 4, n X n tipinde kare matris olsun. A’nin A’nin bir 6zdegeri olmasi
icin gerek ve yeter sart det(Al — A) = 0 denklemini saglamasidir. Bu denklem A’nin
karakteristik polinomu olarak adlandirilir.

3

Ornek 2.3.1. A= [8

01] matrisinin karakteristik polinomunu ve O6zdegerlerini

A-3 0
-8 A+1
elde edilir. Ozdegerler A = 3 ve A = —1 bulunur.

bulalim. det(Al — A) = 0 denkleminden | =0dr. A1=3)A+1) =0

Teorem 2.3.2. [5] A , n X n tipinde Giggen matris (alt U¢gen, Ust U¢gen ya da kdsegen

matris) olsun. A’nin 6zdegerleri kdsegen tizerindeki elemanlardir.

-1
=0 o]l
Omek232.4=[-1 = 0 | matrisinin 6zdegerleri 4; = 2,4, = 3,43 = —dir.
=1
5 -8 —|
) 5 —10 -5
Ornek2.33. A= 2 14 2 | matrisinin 6zdeger ve 6zvektorlerini bulalim.
-4 -8 6

1 0 O 5 —-10 -5
det(Al — A) = det <A 0 1 o|—|2 14 2 ) = 0 dir. Buradan
0 0 1 -4 -8 6

(1 —5)(42 — 201 + 100) = 0 bulunur. Ozdegerleri 5, 10, 10 dur. 10’u iki defa yazdik.
Cinkii ¢ift katli koktiir. A =05 icin 6zvektér bulalim. (Al — A)x = 0 kullanarak

1 0 0] [5 —-10 —-5]\rx 0
5 [ ‘ - ) lyl = [0] yazariz.
z 0

01 0 2 14 2
0 0 11 -4 -8 6

[0 10 5 7px 0
-2 -9 =2 yl = |0| elde edilir. Eklemeli matrisi kuralim. Satir indirgeme
| 4 8 -—-11tz 0

-5
o 10 5 o1 |} 0 4 O
islemleri uygulayacagiz. [—2 -9 =2 0]~ 0o 1 L o] en son elde edilen
4 8 -1 0 2
0 0 0 O

»|

-5z =5
4

matris, satir eselon formudur. | 2 \ = zll Ozvektor formudur. z € R dir. Burada
2 2

0

0

suna dikkat edilmesi gerekir. z = 0 olamaz. Ciinkii 6zvektdr sifira esit olmaz.
14



A = 10 i¢in 6zvektor bulalim.

1 0 0 5 =10 -5
1010 1 0Of—| 2 14 2

0 0 11 [-4 -8 6

5 10 5 7px 0
-2 -4 —2] [yl = [0] olur.
| 4 8 4 1z 0

Eklemeli matrisi kuralim.

-

~{0 0 0 0] satir indirgenmis formdur. Ozvektorler

matrisinin 6zdeger ve 6zvektorlerini bulalim.

5 10 5 0] 1 2 1 0
[—2 -4 -2 0 [
4 8 4 0 0 0 0 O
-2y —z —2]7 —1}
y ‘ =y|1|+z]| 0 |olur.
A 0 J 1 ]
) 1 0 0]
Omek234.4=10 2 -1
0 1 2.

1 0 O
det{ A0 1 0
0 0 1

4

denklemini ¢ozelim. (1 — 5)(A% — 41 + 5) = 0 buluruz. Ozdegerler

bulunur.

A = 2+ ii¢in bulalim.

denklemini ¢é6zmemiz gerekiyor. Eklemeli matrisi yazalim.

2+

Al=1,12=2+i,l3=2_i

1 0 0 1 0 O x 0
01 0]—f0 2 -1 [yl= 0
0 0 1 01 2 z 0

1+i 0 0 O
0 i 1 0
0 -1 i 0

] olarak

yazariz. Birinci situnu 1+ i ye bolelim. Ikinci satirn —i ile ¢arpip iigiincii satira

1 0 0
ekleyelim. |0 i 1
0 0 0

0
0
0

matrisi elde edilir. Ozvektérler z [i

0
formunda olur.

1
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0
A = 2 —iigin 6zvektor z [—i] formunda bulunur.
1

Teorem 2.3.3. [5] A, n X n tipindeki matris i¢in asagidaki durumlar denktir.

(i) A, A’nin bir 6zdegeridir.
(ii) (AI — A)x = 0 denkleminin asikar olmayan ¢6ziimleri vardir.
(ili)Ax = Ax olacak sekilde sifirdan farkli x vektorii vardir.

(iv) A, det(Al — A) = 0 karakteristik polinomunun bir kékudur.

Tammm 2.3.1. [6] Bir matrisin 6zdegerleri ayrik olmayabilir. Karakteristik polinomun
kokii olan bir 6zdegerin tekrar sayisina 6zdegerin cebirsel katliligr denir. Karakteristik

polinomu
det(Al —A) =41 —AD)A, —2)...(4, — 1)
seklinde ¢arpanlarina ayirabiliriz.

A matrisinin A 6zdegerinin geometrik katliligi A — Al nin boyutu olarak tanimlanir. Bir

0zdegerin geometrik katlilig1 cebirsel katliligindan fazla degildir.

Ornek 2.3.5.
-3 1 -1
A=1|-7 §5 —1] matrisini alalim.
-6 6 -2
—3-1 1 -1
A-AL|=| -7 5-212 -1 |=-Q2+21)?*1-4)
—6 6 —2—-A

bulunur. Buradan 6zdegerler A = {—2,—2,4} tlir. —2 nin cebirsel katlilig1 2 dir. 4 iin

cebirsel katlilig1 1 dir. A = —2 ye karsilik gelen 6zvektorii bulalim.

-1 1 -1] [-1 1 -1 1
A+23=|-7 7 —1f~[=7 7 —1f Ry>—Rq
—6 6

0 1 -1 0
-1 1 -1

~10 0 -1 R2 _>R2+7R3
1 -1 0
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1 -1 0
[—1 1 O
~10 0 -1 R3 d R3 + Rl
L0 0 O

Acikga goriiliir ki sadece bir tane bagimsiz ¢6ziim vardir ve 1 = —2 nin geometrik

x -1 1 07rx 0
katlilig: 1 dir. (y) Ozvektori | 0 0 -1 Iyl = |0] ile bulunur. Buradan
z 0O 0 o01ltz 0

x+y—z = 0ve z = 0 denklemi elde edilir. Bu iki denklem ¢6zllirse y = —x ve z =

1
0 dir. x bagimsizdir. x = 1 alinirsa 6zvektor X; = (—1) olur.
0

Teorem 2.3.4. [6] m > n olmak iizere sirasiyla, m Xn ve n X m tipinde A ve B

matrisleri igin AB ve BA matrislerinin 6zdegerleri aynidir.

Teorem 2.3.5. [6] A matrisinin 6zdegerleri A4, A, ..., 4,, olsun.

det(A) = 1. 5. ... Ay Ve iz(A) = A + A, + -+ + A, ile bulunur.

Ornek 2.3.6.

A= [g _21] matrisinin Kkarakteristik polinomu A2 —=31-10=(A—-5)1+2)=0
ise 6zdegerleri 4y = 5ve A, = =2dir.iz(A) =4—-1=3=4,+4,=5-2=3
det(A) = 4(—=1) — 2.3 = —10

det(4) = 141, = 5(=2) = —10 dur.

Teorem 2.3.6. [6] Simetrik bir matrisin 6zdegerleri reeldir. A simetrik bir matris ise P

A - 0
: ] dir. Bu matrisin ranki sifirdan

ortogonal matrisi vardir dyle ki PAPT = | :
0 - A,

farkli 6zdegerlerin sayisina esittir.

Tammm 2.3.2. [6] n X n tipindeki A matrisinin pozitif tanimli olmasi i¢in matrisin
simetrik olmas1 ve sifirdan farkli x vektori icin xTAx > 0 esitsizligini saglamasi

gerekir. Birim matrisin pozitif tanimli oldugu agiktir. Kdsegen elemanlar1 pozitif olan
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kdsegen matriste pozitif tanimlidir. A, n X n simetrik matris olsun. Asagidaki durumlar

pozitif tanimlilik i¢in denktir:

(i) A’nin 6zdegerleri pozitiftir.
(if) A’nin tiim minorleri pozitiftir.

(iii) Kosegenleri pozitif elemanli baz1 T alt ticgen matrisler icin A = TT7 dir.

Tamim 2.3.3. [6] Simetrik bir A matrisinin pozitif yar: tanimli olmast i¢in herhangi x
icin xTAx > 0 olmasidir. Yukaridaki denk durumlar pozitif yar1 tammlilik i¢in de
benzer sekilde elde edilebilir. A pozitif yari tanimli matris ise 6zel bir pozitif yari

tanimli B matrisi vardir dyle ki B2 = A dir. B matrisi A’nin karekoki olarak adlandirilir
1

ve Az ile gosterilir.

Tamim 2.3.4. [6] Asagida verilen sonug¢ Cauchy interlacing olarak bilinen teoremin graf

teorideki kullanimidir. A, n X n simetrik matris ve B matrisi A’'nin (n — 1) X (n — 1)

tipinde alt matrisi olsun. 44, ..., A, V& Uy, ..., l—q sirasiyla A ve B matrisinin 6zdegerleri

olsun. A, =y =1, = =2 A1 = lUy_q = A, dir.
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3.BOLUM
3.1. Graf Tanimi, Ozellikleri ve Graf Tirleri

Bu boéliimde graf teorideki temel tanimlar ile graftaki noktalarin ve kenarlarin yardimi

ile elde edilen baz1 matrislerin dzellikleri verilecektir.

Tamm 3.1.1. [7] V = {v,, v, ..., v, } noktalar kiimesini ve E = {ey, e,, ..., e,,} kenarlar

klimesini gostermek Uzere bir G grafi, G = (V, E) siral1 ikilisi seklinde tanimlanur.

Burada E kiimesindeki bir kenar, V kiimesindeki noktalarin bir sirali ikilisidir. |[V| = n
ve |E| = m ise G ye n noktali ve m kenarli bir graf denir. Nokta sayisina kisaca G nin

mertebesi de denir. Kenar sayisina da geniglik denir.

Tamim 3.1.2. [7] Her bir kenar iki noktay1 birbirine baglar. Bu noktalara bitim noktalart

(end vertices) denir.

Tammm 3.1.3. [7] e kenarmin bir bitim noktasi v noktasi ise v noktasi e ye bagl

(incident) dur.

Tamm 3.1.4. [7] iki kenarin ortak bir bitim noktas1 varsa bu kenarlar komsu (adjacent)
kenarlardwr. Bir u noktasi bagka bir v noktasina bir kenar yardimiyla birbirine bagli ise

u ve v komsudur.

Tamim 3.1.5. [7] Iki ya da daha fazla kenar ayn1 bitim noktalarina sahipse bu kenarlara

katl kenar (multiple edge) denir.

Tammm 3.1.6. [7] u ve v noktalar1 arasindaki kenar sayisina kenar-katliligi (edge-

multiplicity) denir.
Tamim 3.1.7. [7] Ayn1 nokta iizerinde baslayip biten bir kenara ise ilmek (loop) denir.

Ornek 3.1.1.

Sekil 3. 1. G grafi
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Yukaridaki sekilde G = (V, E) grafi verilmistir. V = {u, v, w, x} nokta kiimesi,

E ={a,b,c,d, e, f} kenar kimesidir. {a, b}, bitim noktalar1 u ve v olan katli kenarlar, ¢

ise ilmektir.
Tamim 3.1.8. [7] Katli kenar ve ilmek igermeyen bir grafa basit (simple) graf denir.

Ornek 3.1.2.

Sekil 3. 2. Basit bir graf

Sekil 3.2. de kenarlar E = {uv, vw, vx, wx} tir.

Tanmim 3.1.9. [7] G = (V,E) grafinin biitiin kenarlar1 yonlii ise yonli (directed) graf,
aksi bitlin kenarlar yonsuz ise grafa yonstz (undirected) graf denir. Yonlu grafa digraf

ta denir.

Ornek 3.1.3.

Sekil 3. 3. YOnli ve Yonsuz graf ornekleri

Tamm 3.1.10. [7] G = (V, E) bir graf ve veV olsun. v noktasina komsu olan noktalarin
sayisina derece (degree) denir. deg(v) yada d(v) ile gosterilir. Bir grafin derece dizisi
graftaki noktalarin derecelerinin artmayan yada azalmayan sekilde siralanmis halidir.

Yonlu bir grafta herhangi v noktasina gelen kenar sayisina v’nin i¢ derecesi (indegree),
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v noktasindan ¢ikan kenar sayisina v’nin dis derecesi (outdegree) denir. Ilmeklerde bir

kez i¢ derece, bir kez de dis derece alinir.

Tamm 3.1.11. [7] Bir noktanin derecesi sifir ise bu noktaya izole nokta (isolated vertex)

ve derecesi 1 ise bu noktaya da sarkit nokta (pendant vertex) denir.

Ornek 3.1.4.
k I(’ '_“\.I
0
Ve X® Za AR
. o [ f ' g
.r/f U - |
a.“\b i\ 'Y h |
__.»-"fr. '-~ II /
W

Sekil 3. 4. G grafi
u ve v noktalarinin her ikisinin de derecesi 6 dir. Grafin derece dizisi {0,1,1,4,6,6 }

dir.

Ornek 3.1.5.
k(™
J‘w’ Noktalar u \Y; w
e[\ i derece 3 4 1
—u |l lg
S | /

Sekil 3. 5. YOnlu bir graf

Yonli bir grafin i¢ derece ve dis derece degerleri Sekil 3.5. te verilmistir.

Teorem 3.1.1. [8] G = (V, E) yOnsiz grafi verilsin ve |E| = e olsun. Bu taktirde;

Z d(v) = 2e
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esitligi saglanir. Yani yonsiiz bir grafta noktalarinin dereceleri toplamu ¢ifttir.

Ispat: Bir noktanin derecesi o noktaya bagli kenarlarin sayisidir. Derecelerin toplami bir

noktaya bagli kenarlar i¢in iki kez sayilir. Bundan dolay1 dereceler toplam ¢ifttir.
Sonug 3.1.1. Yonsiiz bir grafta tek dereceli noktalarin sayisi gifttir.

Sonug 3.1.2. Yonli bir grafta i¢ derecelerin toplami veya dis derecelerin toplaminin her

ikisi de grafin kenar sayisini verir.
Tamm 3.1.12. [7] Grafta bir yziriyiis (walk) alternatif nokta ve kenar dizisidir. Baz1

j€{1,2,..,n}icin W = {vg,e,,vq, €y, ..., e, 1, } dir. e; kenarmin bitim noktalar1 v;_;
ve v; dir. v, noktasma baslangi¢ noktasi, v, noktasma bitis noktas: denir. Bir
yiriytsin uzunlugu (length) kenar sayisina esittir. Bir yiiriiyliste baslangigc ve bitis
noktast ayni ise buna kapal: (closed walk) yiiriyiis denir. Kapali olmayan bir yiiriiyiise

agik yiiriiyiis (oplen walk) denir.

Ornek 3.1.6.

Sekil 3. 6. G grafi

V,€7V5€gV1€gVs€6V,E5V,€5V, Yirlisi acik yiirliylistiir. Diger taraftan
Vye5Vse3V36,V,e,Vse4V, yirlylsl kapali bir ylirliytistiir.

Tanmmm 3.1.13. [9] G = (V,E) grafi verilsin. VV deki noktalardan en kiglk dereceye
sahip noktaya grafin minimum dereceli noktast denir ve bu minimum derece §(G) ile

gosterilir.

Tamm 3.1.14. [9] G = (V,E) grafi verilsin. V deki noktalardan, en biyik dereceye
sahip noktaya grafin maksimum dereceli noktas: denir ve bu noktanin derecesi A(G) ile

gosterilir.
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Tamim 3.1.15. [7] Nokta ve kenar tekrari olmayan yiiriiyiislere yol (path) denir.
Tanim 3.1.16. [7] En az 1 uzunluklu kapali yola déngu (cycle) denir.

Ornek 3.1.7.

Sekil 3. 7. G grafi

Yukaridaki G grafinda vsv, v,v3v, v ifadesi uzunlugu 5 olan agik bir yiiriiytis belirtir.

Ornek 3.1.8.

Sekil 3. 8. Kapal1 yiiriiyiis igeren bir G grafi

Yukaridaki G grafinda v, e,v,e,v3e3v,e,v; 1fadesi kapali bir yiirliyiis belirtir.

Sekil 3. 9. Herhangi bir G grafi
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Yukaridaki G grafinda 1-2-3-4-5-6-7-8-9-4-1 ifadesi kapal1 bir yiiriylistiir fakat nokta

tekrar ettigi i¢in dongii belirtmez.

Tamm 3.1.17. [7] Bir grafta iki nokta arasi uzaklik (distance) bu iki nokta arasindaki en

kisa yol uzunlugudur.

Tamm 3.1.18. [7] igerdigi her nokta ¢ifti arasinda en az bir yol bulunabilen graflara
baglantili (connected) graf denir.

Tamm 3.1.19. [7] Baglantili olmayan graflara baglantisiz (disconnected) graf denir.

Ornek 3.1.9.

Sekil 3. 10. Baglantili ve Baglantisiz graf 6rnekleri
Tammm 3.1.20. [7] Baglantili bir grafta bir v noktasinin dis merkezligi (eccentricity)

v’ye en uzaktaki noktaya uzakligin sayisal degeridir.

Tammm 3.1.21. [7] Baglantih bir G grafinin yarigapr (radius) minimum dis

merkezligidir. rad (G) ile gosterilir.

Tammm 3.1.22. [7] Baglantili bir G grafinin ¢ap: (diameter) maksimum dis

merkezligidir. diam(G) ile gosterilir.

Ornek 3.1.10.

o]
W

2
v 4 I)\D
G: 2C 3
2

Sekil 3. 11. G grafi
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Yukarida verilen G grafinda her bir noktanin v noktasina uzaklig: etiketlenmistir. v’den

en uzaktaki noktanin v’ ye uzaklig1 3 tiir.

Ornek 3.1.11.

Ve

Sekil 3. 12. G grafi
Sekil 3.13. te her bir noktanin dis merkezligi etiketlenmistir. rad(G) =2 ve
diam(G) = 4 tir.

Tammm 3.1.23. [7] G ve H olarak alinan iki graf arasindaki izomorfizma soyle

tanimlanir:

G ve H graflan ¢: V; = Vy donisiimii altinda u, v € V; igin noktasal olarak birebirdir.
G’de u noktasinin v noktasina komsu olmasi i¢in gerek ve yeter sart H grafinda ¢ (u)
nun ¢(v)’ye komsu olmasidir. G ile H arasinda izomorfizma varsa G ve H izomorf

graflar olarak adlandirilir ve G = H ile gosterilir.

Iki grafin izomorf olabilmesi i¢in bu graflarin nokta sayilari, kenar sayilar1 ve derece

dizileri ayn1 olmalidir.

Ornek 3.1.12.

u

G H

Sekil 3. 13. G ve H graflan

G ve H graflari uy; - v, u, = v, uz = 3 u, - v, doniisiimii altinda izomorftur.
p:V(G) » V(H)

ou;) = v
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Ornek 3.1.13.

Sekil 3. 14. G ve H graflar
G ve H graflarinin her ikisinin de derece dizisi {2, 2, 2,3, 3, 3,3} seklindedir. Bu bize

izomorf olmayan graflarin ayni derece dizilerine sahip olabilecegini gosterir.

Ornek 3.1.14.

1

R <

4

Sekil 3. 15. Farkli gibi goriinen iki izomorf graf (Petersen Grafi)
Tamim 3.1.24. [7] H grafinin bir G grafinin alt grafi (subgraph) olabilmesi icin V(H) <
V(G) ve E(H) € E(G) olmaldir.

Tamm 3.1.25. [10] G grafinin noktalarindan bazilarinin ve bu noktalara bagli tim

kenarlarin silinmesiyle elde edilen alt grafa G ’nin indirgenmis (induced) alt grafi denir.

Tamm 3.1.26. [7] G grafinin nokta sayisi ayni kalmak sartiyla sadece kenarlarindan

bazilarinin silinmesiyle elde edilen H alt grafina G’nin Urete¢ (spanning) alt grafi denir.

Ornek 3.1.15.

Sekil 3. 16. H; Ureteg alt graf ve H, indirgenmis alt graf

Tamm 3.1.27. [10] Bir grafin baglantili olan ve bagka bir baglantili alt grafi tarafindan

kapsanmayan her bir alt grafina grafin bir bileseni (component) denir.
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Tamm 3.1.28. [8] Bir G grafinin tiimleyeni (complement) G ile gésterilir 6yle ki bu iki

grafin nokta kiimeleri aynidir fakat G’de komsu olan noktalar G’de komsu olmamalidur.

Ornek 3.1.16.

@

Sekil 3. 17. Bir graf ve onun tiimleyeni

Tamm 3.1.29. [10] G grafinin H grafim alt graf olarak igermesi miimkiin degil ise H
grafina G’nin yasaklanmus (forbidden) alt grafi denir.

Tamim 3.1.30. [8] Dongii igermeyen baglantili bir grafa agag (tree) denir.

VYL

Sekil 3. 18 ki, ii¢ ve dort noktal1 baz1 agaclar

Ornek 3.1.17.

Tammm 3.1.31. [8] Sadece izole noktalardan olusan grafa bog (null) graf denir. n

noktadan olusan bos graf N,, ile gosterilir.

Ornek 3.1.18.

Sekil 3. 19 N, grafi
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Tamm 3.1.32. [7] Tiim nokta ciftleri birbirine bir kenarla bagli olan basit graflara tam

(complete) graf denir. Tam graf genellikle K, ile gosterilir. n noktali tam bir graf @

kenara sahiptir.

Ornek.3.1.19.

— /\ X

Sekil 3. 20 n = {2, 3,4, 5,6} icin K,, tam graflari

s

Tammm 3.1.33. [7] n noktaya sahip, n — 1 kenarli bir yola yol (path) graf denir. n
noktal1 yol graf P, ile gosterilir.

Tamim 3.1.34. [8] n noktadan ve n kenardan olusan dongiiye cycle (dongu) graf denir.

Dong graf C,, ile gosterilir.

Ornek 3.1.20.

Fy A C{:I

Sekil 3. 21 4-noktali bir yol graf ve dongu graf
Tanmm 3.1.35. [8] (n + 1) noktali bir dongii grafin her bir noktasinin, bir tek noktaya
(bu nokta dongili grafa ait degildir) birer kenar ile baglanmasiyla elde edilen grafa

tekerlek (wheel) graf denir. n + 1 noktal1 bir tekerlek graf W, ,, ile gosterilir.

BV,

Sekil 3. 22 W, 4 ve W 5 graflar

Ornek 3.1.21.
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Tamm 3.1.36. [8] Tiim noktalar esit dereceye sahip olan graflara duzgun (regular) graf

denir. k-regular graf tiim noktalarinin derecesi k olan graftir.

S

Sekil 3. 23 Sekiz noktal1 3-regiiler baglantili ve basit graflar

Ornek 3.1.22.

Teorem 3.1.2. [7] Asagidaki durumlar n noktali T grafi igin denktir:

(1) T bir agagtir.

(i) T baglantili ve n — 1 kenarlidir.

(i) T°de dongii yoktur ve n — 1 kenarlidir.

(iv) T’nin herhangi iki noktas1 bir yolla birbirine baglidir.

Tanmim 3.1.37. [8] Bir G = (V,E) grafinin nokta kiimesi V = {V;,V,} olacak sekilde
ayrik iki nokta kiimesine parcalanir. Bu iki nokta kiimesindeki noktalarmn her biri
birbirine baglanarak (ayni kiimedeki noktalar birbirine baglanmadan) elde edilen

graflara iki par¢ali tam (complete bipartite) graf denir.

Ornek 3.1.23.

Sekil 3. 24 iki parcali graf drnegi

Tamm 3.1.38. [8] m ve n noktali iki pargali grafta bir nokta kiimesindeki noktalarin
tiimii diger nokta kiimesindeki noktalarin hepsine komsu ise bu graflara iki parcali tam

graf denir. K, , ile gosterilir.

Ornek 3.1.24.
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Sekil 3. 25 Bazi iki parcali tam graf 6rnekleri

Tamim 3.1.39. [7] Bir G grafinin nokta kiimesi k tane ayrik kiimeye parcalanarak ayni
nokta kiimesi igerisindekiler hari¢ diger nokta ciftlerinin birbirine baglanmasiyla olusan

grafa k-parcalr (k-partite) graf denir.

Tamim 3.1.40. [7] k parcali bir grafta, ayn1 bagimsiz kiime igerisinde bulunmayan her
nokta ¢ifti birbirine kesinlikle komsu ise bu grafa k-parcali tam (complete k-partite)
graf denir. k pargali nokta kiimelerin eleman sayisi nq, n,, ..., n; olmak tizere, k pargali

tam graf Ky, , . n, ile gosterilir.

1,12,

Tamim 3.1.41. [7] Bir grafin birbirine komsu olan tiim nokta giftlerinin kiimesine klik
(clique) denir. Yani klik, grafin tam graf olan alt kiimeleridir. Bir grafin en genis klik
kiimesinin eleman sayisina grafin klik sayisi denir ve w(G) ile gosterilir. Birbirine
komsu olmayan nokta ¢iftlerinin kiimesine koklik (coclique) denir. Bir grafin en genis

koklik sayisina grafin koklik sayist denir ve a(G) ile gosterilir.

Ornek 3.1.25.

Sekil 3. 26 G grafi
{v,, vy, V3, V4, Vs } NOKta kiimesine sahip grafta {v,, v, v,} nokta kiimesi bir kliktir.
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3.2. Graf Matrisleri

Bu bolimde graflar kullanilarak elde edilen komsuluk, derece, uzaklik, Laplasyan ve

isaretsiz Laplasyan matrisleri ve 0zelliklerini inceleyecegiz.

Tanmm 3.2.1. [6] G grafinin nokta kimesi V(G) = {vy,...,v,} ve kenar kiumesi
E(G) = {eyq, ..., e} Olsun. G’nin komsuluk matrisi A(G) veya A; ile gosterilen n X n

kare matristir ve su sekilde tanimlanir:

A 1, v; ve v; komsu iken
c(b)) = {0, v; ve v; komsu degilken
olur.
Ornek 3.2.1.
U
L, S,

3 Z

Sekil 3. 27 G grafi

G’nin komsuluk matrisini yazalim.

A(G) =

O R = O
_ O

O -
O RR O

olarak bulunur.

Tamim 3.2.2. [10] M (G) ya da kisaca M, G grafina ait bir graf matrisi ve I,, birim matris
olmak Uzere det(xI — M(G)) polinomuna G nin M(G) karakteristik polinomu denir ve
char(M(G))(x) ile gosterilir. Bu polinomun koklerinden M(G) matrisinin
ozdegerlerinden olusan kiimeye ise G nin M(G) spektrumu denir ve spec (M(G)) ile
gosterilir. Ya da matrisin adina gore komsuluk spektrumu, Laplasyan spektrumu v.b. de

denir.

Tammm 3.2.3. [7] Bir grafin karakteristik polinomu grafin komsuluk matrisi A olmak

uzere det(Al — A) determinantina esittir.
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Tammm 3.2.4. [7] Bir grafin M matrisine go0re odzdegerleri M’nin Karakteristik

polinomunun kokleridir.

Tamm 3.2.5. [7] Bir grafin M —spektrumu M matrisine gore 6zdegerlerinin kiimesidir.

n noktali bir grafin n tane 6zdegeri vardir.
Sonug¢ 3.2.1. [7] Asagida graf 6zdegerleri ile ilgili sonuglar verilmistir.

(i) Bir grafin 6zdegerleri reeldir. Bunun nedeni komsuluk matrisinin simetrik ve
reel olmasindandir.

(i1) Her bir 6zdegerin cebirsel ve geometrik katlilig1 esittir.

(iii) Ozdegerlere karsilik gelen 6zvektdrler ortonormaldir.

(iv) Bir grafin komsuluk matrisinin izi 6zdegerlerinin toplamidir ve bu da sifira

esittir. Komsuluk matrisinin kdsegen elemanlar1 sifirdir.

p grafin en biiyiik 6zdegeri olmak iizere graftaki herhangi bir A 6zdegeri i¢in || <

p dir.

Ornek 3.2.2. Asagida bazi graflarm spektrumlar: verilmistir ve katlhliklar iistel olarak

gosterilmistir.
(i) K, tam grafi icin 6zdegerler {(n — 1)1, —1""1} dir.
(i) K, , iki pargali tam grafi icin 6zdegerler {\/mnl, Qmtn=2 —y mnl} dir.
1
(i) n noktal1 P, yol grafinin 6zdegerleri {2(:05 (ﬁ) Jk=1,.., n} dir.
1
iv) n noktali C,, dongii grafinin 6zdegerleri y2cos (—) , k=1, ...,n¢dir.

V) n + 1 noktal1 W,, tekerlek grafinin o0zdegerleri
1 noktali W, tekerlek grafimin 6zdegerleri
2km\"
{ZCOS(T> , k=1,...,n—1}U {1i\/1+n}

dir.
Sonug 3.2.2. [7] A herhangi bir grafin komsuluk matrisi olsun.

(i) A* matrisinin izi graftaki k uzunluklu kapal: yiiriiyiislerin sayisina esittir.
(ii) AZ matrisinin izi graftaki kenar sayisinmn iki katidir.

(iii) A% matrisinin izi graftaki liggen sayisinimn alti katidir.
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(iv) apx™ + ap_1x™ 1 + -+ a;x + a, herhangi bir grafin karakteristik polinomu
olsun. a, =1 ve a,,_; = 0 dir. Aym1 zamanda —a,,_, kenar sayis1 ve —a,_;
graftaki tiggenlerin sayisinin iki katidir. Bu sonu¢ det(xI — A)’ nin a¢ilimindan

gelir.
Sonug 3.2.3. [7] A(G), G matrisinin en kiigiik 6zdegeri olsun.

(i) H grafi G’nin indirgenmis alt grafi olsun. A(H) < A(G) dir.

(i) Baglantili bir grafin en kiigiik 6zdegeri daima pozitif degildir. En kuguk
0zdegerin sifira esit olmasi igin graf K; tam grafi olmalidir.

(ii1) En kiigiik 6zdegeri 0 ve —1 arasinda olan graf yoktur.

(iv) En kiigiik 6zdegeri —1 ve —/2 arasinda olan graf yoktur.
(V) Ki, en kiigiik 6zdegeri —+/2 olan tek baglantili graftir.

En kiigiik 6zdegeri —v/2 ve —2 arasinda olan sonsuz baglantili graf vardur.

Lemma 3.2.1. [6] G, komsuluk matrisi A olan iki pargali graf olsun. A 6zdegeri A’nin k
katli 6zdegeri ise —A da A’ nin k kathi 6zdegeridir. Yani iki pargali graflarin 6zdegerleri

simetriktir.

Teorem 3.2.1. [6] G, n noktali ve m kenarl, 6zdegerleri A; = 4, = -+ = A, olan graf

1
olsun. 1, < (zm(g_l))z dir.

Lemma 3.2.2. [6] G, n noktali bir graf ve H de G’nin p noktali indirgenmis alt grafi
olsun. 4, (G) = A, (H) ve 1,(G) < A,(H) dir.

Lemma 3.2.3. [6] 6(G), G grafinin en kiigiik 6zdegeri ve A(G), G grafinin en biiylik
Ozdegeri olmak tizere 6(G) < 4,(G) < A(G) esitsizligi gegerlidir.

Lemma 3.2.4. [6] B ve C, n X n tipinde simetrik matris olsun.
AM(B+C) <A (B)+2,(0)
dir.

Tammm 3.2.6. [10] G ve G'graflar1 verilsin. spec(M(G))=spec(M(G')) ise G ve

G'graflarina, M matrisine gore ko-spektral graflar denir.

Ornek 3.2.3.
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Sekil 4.2. de dzdegerleri {21, 03, —21} olan ayn1 spektruma sahip en kiigiik iki graf ¢ifti

asagidaki sekilde verilmistir.

Sekil 3. 28 Kospektral en kiguk iki graf gifti

XN

Sekil 3. 29 Kospektral baglantili en kiigiik iki graf ¢ifti

Ornek 3.2.4.

Sekil 3.29. bize ayni spektruma sahip baglantili en kiigiik graf ¢iftini gosteriyor. Her iki
grafin da karakteristik polinomu (x — 1) (x3 — x? — 5x + 1)(x + 1)? dir.

Tamm 3.2.7. [6] G, nokta kiimesi V(G) = {1, 2, ..., n} olan ve kenar kiimesi

E(G) = {e4,..., ey} olan bir graf olsun. G’ nin Laplasyan matrisi L(G) ile gosterilir ve
bu n X n matris su sekilde tanimlanir. L(G)’nin satir ve siitunlar1 V(G) tarafindan
etiketlenir. Eger i # j ise L(G)’nin (i,j) nci eleman1 i ve j komsu degilse 0, i ve j
komsu ise —1 dir. L(G)’nin (i,i) nci eleman1 d; dir ve bu i noktasinin i = 1,2, ...,n

icin derecesidir.

D(G), noktalarin derecelerinden olusan kosegen matris olsun. A(G), G’nin komsuluk

matrisini gostermek tzere L(G) = D(G) — A(G) dir.

w m vz
V3 Va

Sekil 3. 30 G grafi

Ornek 3.2.5.

2 0 0 0 0 1.1 0
G grafinin Laplasyan matrisini D(G) = 8 ?) (2) 8 JAG) = i (1) (1) (1)
0 0 0 1 01 0 0
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2 0 00 0 1.1 0 2 -1 -1 0
koo -a@ =8 32883 Y-)t 5
0 0 0 1 0 1.0 O 0 -1 0 1

olacak sekilde elde ederiz.

Lemma 3.2.5. [6] G, nokta kimesi V(G) ={1,2,...,n} ve kenar kimesi E(G) =

{e4,..., e} olan bir graf olsun. Asagidaki ozellikler saglanir.

(i) L(G) simetrik ve pozitif yar1 tanimli matristir.
(i) G’nin baglantili bilesenlerinin sayisi k olmak Uzere L(G)’nin ranki n — k dir.
(iii) L(G)’nin satir ve siitunlarinin toplamu sifirdur.

(iv) L(G)’ nin herhangi iki elemaninin kofaktori esittir.

Lemma 3.2.6. [11] G, k-regller bir graf olsun. A(G) komsuluk matrisi A;,2,, ..., 4,
Ozdegerlerine sahipse L(G)’nin Laplasyaninin 6zdegerleri k — A4,k — A5, ...,k — A,

olur.

Ispat. Eger G, k -regliler ise L(G) = D(G) — A(G) = kI — A(G) dir. Boylelikle A’nin A
ozdegerli her 6z vektori L(G)’nin k — A dzdegerli bir 6zvektoriidiir. Bu sunu gosterir:
Iki reguler graf ko-spektral ise bunlar ayn1 zamanda aym Laplasyan spektrumuna sahip

demektir.

Tanmm 3.2.8. [10] n noktali bir G = (V,E) grafinin isaretsiz Laplasyan matrisi
asagidaki gibi tanimlanan ve Q(G) ile gosterilen n x n tipindeki matristir.
d(i) egeri =jise
Q(G) = [cij] oyle ki ¢;; = 1 egeri~jise
Oegeri ~ jise
Buradan goriilecegi tizere Q(G) = D(G) + A(G) olur.

Ornek 3.2.6.
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Sekil 3. 31 Bir grafin isaretsiz Laplasyan matrisi

Yukarida verilen grafin isaretsiz Laplasyan matrisi

Q(6) =

o W
COR R
O RO KR
= OO =

seklinde bulunur.

Sonug 3.2.4. [10] n noktali bir G grafinin Laplasyan matrisi L(G) = [b; j] ve isaretsiz
Laplasyan matrisi Q(G) = [cl- j] nin satir ve siitunlari toplami i¢in asagidaki esitlikler

saglanir.

n n n
bij = Z bl] = O,Z Cij = Zd(l),z Cij = Zd(])
j=1 i=1

j=1 i=1

Lemma 3.2.7. [10] G, n noktali ve m kenarl bir graf, L(G) de G’nin ¢izgi grafi olsun.
O zaman L(G), ¢izgi grafinin komsuluk matrisinin karakteristik polinomu ve Q(G)

isaretsiz Laplasyan matrisinin karakteristik polinomu asagidaki esitligi saglar.

char (A(L(G))) () = (x + 2)™ "char(Q(6)) (x + 2)

Tanmm 3.2.9. [6] G grafinin nokta kiimesi V(G) = {1, ..., n} olsun. G’nin herhangi i ve j
noktalarinin arasindaki uzakligi d (i, j) ile gosterirsek d(i,j), i den j ye en kisa yolun
uzunlugudur. G’nin uzaklik matrisi DI(G) ile gosterilirse bu matris, satirlar1 ve siitunlari
G’ nin noktalariyla etiketlenmis n X n tipinde bir matristir. i # j icin G’nin (i,j).
elemam d;;, d(i,j)’ye esit bir kiimedir. i = {1, ...,n} i¢in d;; = 0 dir. DI(G), kdsegen

uzerindeki elemanlari 0 olan simetrik bir matristir.
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Ornek 3.2.7

Sekil 3. 32 G grafi

Yukarida verilen G matrisinin uzaklik matrisi agagida verildigi gibidir.

DI(G) =

BSOS WD W NN R O
WWNWN RR O R
NNWN R NS R N
AR RA WON R N
R AR O WR N W
NN UTO - AN WA
MU OUTA RWN W
NO UTN - BN W
ONUIN R AN WA

seklindedir.
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4. BOLUM
UCURTMA GRAFIN SPEKTRAL OZELLIKLERI

Bu bélimde ilk olarak ugurtma grafin komsuluk matrisine dair 6zellikleri verilecektir.
Daha sonra ise ugurtma grafin Laplasyan matrisine dair 6zellikleri, isaretsiz Laplasyan
matrisine dair Ozellikleri ve son olarak uzaklik matrisine dair 6zellikleri sirasiyla

verilecektir.

p noktali tam grafin, n — p noktali bir yol grafin derecesi bir olan noktasina yeni bir
kenar yardimiyla baglanmas: ile elde edilen grafa ucurtma graf denir ve Kite,,_,, ile
gosterilir. Eger n —p =1 ise Kite,; grafina kisa ucurtma graf denir. n—p > 1 ise

Kite, ,_, grafina uzun ucurtma graf denir.
4.1. Ucurtma Graflarin Komsuluk Matrisine Gore Spektral Ozellikleri

Lemma 4.1.1. [12] x4, bir G grafinin sarkit noktasi ve x, noktasi da x;’e komsu olan bir
nokta olsun. G,, G grafindan x; noktasi silinerek elde edilen indirgenmis bir alt graf

olsun. x; ve x, noktalari silinirse G, indirgenmis alt grafi elde edilir. Buradan
PA(G) W = APA(Gl)(/l) - PA(GZ)(/D
olur.

Lemma 4.1.2. [12] A ve B n X n tipinde herhangi iki matris olsun. Asagidaki ifadeler
denktir:

(i) A ve B kospektraldir
(if) A ve B ayn1 karakteristik polinoma sahiptir.
(i) i = 1,2, ...,nigin iz(A") = iz(B")
Lemma 4.1.3. [12] Bir G grafinin komsuluk matrisi i¢in asagida verilenler komsuluk

spektrumundan elde edilebilir:

(i) Noktalarmin sayisi
(if) Kenarlariin sayisi

(iii) Herhangi bir sabit uzunluktaki (fixed length) kapali yiiriiyiislerin sayisi
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Teorem 4.1.1. [18] Baglantili bir G grafi Kite, ; ugurtma grafi ile ayn1 mertebeye, ayni

klik sayisina ve ayni spektral yarigapa sahip ise G grafi Kite, , grafina izomorftur.

Bundan sonraki kisimda K3 tam grafina izomorf olan bir G grafinin alt graflarinin
sayisini T(G) ile gostecegiz.
Teorem 4.1.2. [12] p = 3 ve q = 1 tam sayilar1 i¢in Kite, ; ugurtma grafinin komsuluk

matrisinin spektral yarigapini p(K itep‘q) ile gosterirsek

1

1+1+1<(K't ) < 141
P pr pp PRSP 4p  p(p—2)
esitsizligi elde edilir.

Tammm 4.1.1. [12] Bir G grafi bagka bir F grafin1 indirgenmis bir alt graf olarak

icermiyorsa G ye F-serbest (F-free) denir.

Teorem 4.1.3. [12] Bir G grafinin nokta sayis1 n, kenar sayis1t m ve spektral yarigap1 y

olsun. G grafi K,,; — serbest ise

dir.

Lemma 4.1.4. [11] En biiyiik komsuluk 6zdegeri 2’den az olan baglantili bir graf kesin
olarak Sekil 4.1 de gosterilen Smith graflarin indirgenmis alt grafidir.

U B

Sekil 4. 1 Smith graflar

39



Kisa ugurtma graftan bir dereceli noktay: silersek indirgenmis alt graf, K, tam grafi
olacaktir. Bir dereceli noktay1 ve onun komsu noktasini silersek p — 1 noktali K,,_; tam

grafini elde etmis oluruz. Lemma 4.1.1 den

PA(Kitep,l) )= APA(KP)(A) - PA(Kp_l) (D)
=AA-p+ DA+ D) —[A-p+2)(1+ 1)P?]
=A+DP2[A2-2p+ DA +1)— 21+ 2%
=A+DP2A-(p -2 -p+p-12]

olur.

Benzer bicimde Kite,, i¢in indirgenmis alt graflar sirasiyla Kite,; ve Kite, dir.

Lemma 4.1.1 den

Pa(xite,,) (D) = APu(k,1) (D) = Pa(ie,) (D)

= A (APagxiten ) D) = Pagig,_,)) = Paey) @
=2 - 1)PA(Kp) 1) - APA(Kp_l)(A)
olur.

Bu polinomlart kullanarak Kite,, nun n =p+q iken Karakteristik polinomunu

hesaplariz. Yine Lemma 4.1.1 den
PA(Kp‘l)(/l) = APA(KP)(A) - PA(Kp_l)(A)
dir. Ustteki denklemin katsayilar1 b; = —1,a; = A dir. Ayn1 zamanda
P(kitep,) D) = (A2 = DPy ) (D) = APy, _ ) (D)

elde ederiz ve bu denklemin katsayilar1 b, = —a; = —4,a, = da; — 1 = A% — 1 dir.

Kite, 5 icin
p A(Kiteps)(@ = AP A(Kitep ;) D -Pp A(Kitep‘l)(/l)
= (A2 = 1) = DP4 ()@ = (02 = D4,y D)
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ve bu denklemin katsayilar1 by = —a, = —(12 —1),a3 =Aa, —a; =11 —1) — A

dir. Asagidaki adimlarda n > 3, a, = Aa,_1 — a,,_, dir. Bu fark denkleminden

=

n
k=0

<a + m>" <,1 - m>"
2 2

esitligini elde ederiz. Simdi A = 2 cos 8 ve u = e? alalim.

n
u—n(l _ u2n+2)
— 2k—-n _
=" B 1 —u?
k=0

esitligini yazariz ve n =p + q icin herhangi Kite,, ucurtma grafinin karakteristik

polinomunu hesap edersek
Pa(kite,q) (U + u™h) = An—pPa(i,) (U + u™) - An-p-1Pak,_,) (U + u™t)

u—n+p (1 _ u2n—2p+2)

= T [(u+ut—p+D+ut+1)P1]

u—n+p+1 (1 _ uZn—2p+4)

- Y u+ut—-p+2)(u+ut+1)P?

—-n+p _ -1 p—2

+ (u—Z _ uZn—2p+4)]

w1 +u—uHYP?
B 1—u?

[(2 — p)(l + u—l — u2q+2 — u2q+3) + (u—z — u2q+4)]

denklemini elde ederiz.

Teorem 4.1.4. [12] Ayn1 komsuluk spektrumuna sahip izomorf olmayan ugurtma graf

yoktur.

Ispat. Nokta sayilar1 sirastyla p; + g, Ve p, + q, iki kospektral ugurtma graf oldugunu
varsayalim. Bunlar kospektral ise nokta sayilar1 ve karakteristik polinomlar1 ayn1 olmak

zorundadir. Dolayisiyla p; + g = p, + g, ve
PA(Kitemm)(u +tuTh = PA(Kitepz.qz)(u +u™h)

olur. Baska bir deyisle
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uMPL (1 +u —u P2
1—u?

+ (u—z _ uZn—2p1+4)]

[(2 = p)(1 +ut — u2n-2p1+2 _ 3 2n-2p1+3)

_n+p _ -1 p -2
_ u 2(1 +u u ) 2 [(2 _ pz)(l + u—l _ uZn—2p2+2 _ u2n—2p2+3)

+ (u—z _ uZn—2p2+4)]
Baska bir sekilde ifade edilirse

up1(1 +u— u—l)pl[(z _ p1)(1 + u—l _ u2n—2p1+2 _ uZn—2p1+3)

+ (U2 — y2n2witay]

- upz(l 4+ u-— u—l)pz[(z _ pz)(l + u—l _ uZn—2p2+2 _ u2n—2p2+3)

+ (u—z _ uZn—2p2+4)]
olur.
p1 > py olsun. n — p; > n — p, esitsizligi dogrudur. Buradan

upl—pz(l +u— u—l)pl—pz{[(z il P1)(1 + u—l - u2n—2p1+2 _ uZn—2p1+3)
+ (u—Z _ u2n—2p1+4)]
_ [(2 _ pz)(l + u—l _ uZn—2p2+2 _ u2n—2p2+3)

+ (u 2n 2p2+4)]} =0
u#0vel+u—u"t=+# 0 gerceginden hareketle

fw) ={[(2—p)A +u™t —u?n=2P1+2 _ 2n=201+3) 4 (y=2 — y2n=2P1+4)]
— [(2 — pz)(l + u—l _ uZn—2p2+2 _ uZn—2p2+3)

+ (u 2n 2p2+4)]} =0
Buradan f(u) = 0 dir. f in (2n — 2p, + 5) nci tiirevi sifira esittir. Boylece

(o1 = 2)(2n = 2p, + D 2T26)] = [(p, = 2)(2n — 2p, + H) (U 2H2P20)]
=0

Yani

[(p1 = 2) — (p; — 2)](u™2"*2P270) = 0

42



Son esitlikten u # 0 oldugu ig¢in p; = p, dir. Bu bizim p; > p, varsayimimizla ¢eliski
olusturur. p, > p, icin de benzer ¢eligki elde ederiz. Sonug olarak p;, p, ye esit olmak

zorundadir. Dolayisiyla q; = g, dir ve bu graflar izomorftur.

Lemma 4.1.5. [12] G, Kite,, grafina kospektral bir graf olsun. w(G) =p —2q + 1

esitsizligi elde edilir.

Ispat. Lemma 4.1.3 ten G, Kite, , ugurtma grafi ile izomorftur. G grafi Kite,, nin

nokta sayisi, kenar sayisi ve spektrumu aynidir. G, n noktali ve m kenarliysan =p + q

2_
ve m = (g) +q= p;ﬂ dir. Ayn1 zamanda p(G) = p(Kite,,) dur. Teorem 4.1.3

ten u > ’Zm (%1) ise G nin K,,; — serbest olmadigini sdyleriz. Bu su anlama gelir

G, K,,1’ 1 indirgenmis bir alt graf olarak igerir. Simdi r < p — 2q i¢in /Zm (rr;l) <

p(G) oldugunu iddia ediyoruz. Teorem 4.1.2 den p —1 +p—12+p—13 < p(G) oldugu

biliniyor. Buradan r <p —2q iken 2m (%) <p-—-1+ é + % oldugunu
gostermeliyiz. Gergekten

2

2 2
< Zm(%l)> —(p—1+p—12+p—13> =(pz—p+2q)(r—1)—r(p—1+p—12+p—13)
2.3 2 .3
= (pz—p+2q)(r—1)—(%%))<2(p—1)+%>

r(p? +p%) ®* +p%)
= (pr—p2+p+(2q—1)r—2q)—<T 20 -1+
Matematika programi yardimiyla r < p — 2q igin

oldugunu gorebiliriz. Bagka bir deyisle

r—1 1 1)\2
Zm( ) —(p—1+—+—> <0
r p° P



Buradan

esitsizligini yazariz. |2m (rr;l) >0vep—1+ piz + p_13 > 0 dan

2m (%) <p—1+ p_12 + p—13 < p(G) yi buluruz. Yani iddiamiz1 ispatlamis olduk,

boylelikle G, K, 4’1 indirgenmis alt graf olarak igerir 6yle ki r < p — 2q dir. Sonug
olarak w(G) = p — 2q + 1 dir.

Teorem 4.15. [12] Kite,, ucurtma graflar1 her p i¢in komsuluk spektrumuyla

belirlenebilirdir.

Ispat. p =1 veyap =2 ise K ite,, graflar1 aslinda P; yada P, yol graflaridir. Aym
zamanda p = 3 ise Hs 3 lolipop grafini elde ederiz. Bilindigi gibi bu graflar DAS [8] dir.
Dolayisiyla ispatimiza p = 4 i¢in devam edecegiz. Kite,, nin komsuluk karakteristik

polinomu asagidaki gibidir,
Py(kite,,) (D) = A+ DP M+ Q- —(p+ D22+ 2p—4H)A1+p—1]

seklindedir. Kite,, nin komguluk 6zdegerlerini hesaplarsak asagidaki sonuglar1 elde

ederiz;

p—1<X (A(Kitep‘z)) <p0<4i, (A(Kite,,,z)) < 2,23 (A(Kitepjz)) <0,1, (A(Kite,,,z)) ==

Zoir (A(Kite,,)) = =1 Ve Ay, (A(Kitep,z)) < -1

n noktal1 ve m kenarh bir G grafi i¢in G nin Kite,, ile kospektral oldugunu

2_
varsayalim. Lemma 4.1.3tenn=p+ 2, m = (’2’) +2= prH ve

3_ 2
1(6) = t(Kite,, ) = (7) = Z=2"2 dir. Lemma 4.1.5 ten w(G) = p —2q + 1 dir.
: 6
q=2 iken w(G) =2p—3=n->5 olur. K, tam grafinin DS oldugu biliniyor. Yani
w(G) #ndir. w(G)=n—1=p+1ise G, p— 1 en az bir klik igerir. Bunun anlami
sudur: G nin kenar sayis1 (p;’l) den ya daha fazladir ya da esittir. (p;d) >P)+2=m

oldugundan bu bir geliskidir. Béylece w(G) # n — 1 dir. Bu gerceklerden hareketle
44



p —3 < w(G) < p esitsizligini buluruz. Interlacing lemmadan G, asagida verilen

sekildeki gibi indirgenmis alt graf igeremez ¢iinkii A5(G,) = A3(G,) = 0 dir.

Sekil 4. 2 G’nin igeremeyecegi indirgenmis alt graflar
G baglantisiz ise Lemma 4.1.4 ten G nin bilesenleri, bir tanesi hari¢ Smith graflarinin
indirgenmis alt grafi olmak zorundadir. Bunun imkansiz oldugu aciktir ¢iinkii G,
yasaklidir (forbidden) ve herhangi yol graf G nin bir bileseni olamaz. Dolayisiyla G
baglantili olmak zorundadir. w(G) =p ise Teorem 5.2.1 den G = Kite,, dir. Biz

w(G) < p alarak devam edecegiz. w(G) = p — 3 i¢in G, en az p — 3 elemanli en az bir
Klik icerir. Bu klik K, ile gosterilsin. Burada K, () kliginin disinda en fazla bes tane
nokta olabilir. Bu bes noktayi sirasiyla 1, 2, 3, 4, 5 ile etiketleyelim ve bu bes noktanin
olusturdugu kiimeye A diyelim. |A| < 5 yazabiliriz. Ustelik G de izole nokta yoksa ve
G, ile G, G nin indirgenmis alt graflar1 degilse Vi,j € A igin i~j alinz. w(G) =2 p —3
iIcin p = 6 oldugunu soyleyebiliriz.

[ € Aigin x;, i nin K,y daki komsu noktalarinin sayisini gostersin. p — 1 = w(G) =

p — 3 gergeginden her i € A igin
x <w(G)—|Al+1 1)
oldugunu soyleriz.

Xinj, L,j €A vei<jicinivejninK,qg daki ortak olan komsu noktalarinn sayisini

gostersin. Benzer sekilde i~j ise
xinj < w(G) — |4] )

dir. d, A ve K, ) nun noktalarinin arasindaki kenar sayilarmi, a da A veya K, )

tarafindan kapsanmayan ii¢ elemanli kliklerin sayisin1 gdstersin. O zaman

45



m=)+2="+")+d ©)

dir.
Benzer sekilde
(@) =)=+ +a 4)

yazilir. Diger taraftan elimizde a ve d igin

a=34 ®

ile

a= 2@1@) + 20 (6)
esitlikleri vardir.

w(G) =p—3ise |A| = 5vep = 8 dir. Boylece

d =3p— 14 )
ve
a=(13’)—(¥’;3)—10=32i2—157” 8)

esitliklerini buluruz. (1), (2), (5), (6), ve (7) den

5
_ X; p—7 7
“T ,_1(2>+in”§3< 2 >+(2)+2

i i~j

X

-
||Mu1
=

B p—7) (7) _ 3p*—33p
_3( )+ () rep—28=————+77

denklemini elde ederiz. Aciktir ki p = 8 i¢in bu sonug ¢eliskidir. Ayn1 zamanda p > 8
icin

3p% —33 3p% — 15
p _ P+77< p _ b_

dir. Bu yine ¢eliskidir.

46



w(G) =p—2ise |A| = 4 vep = 7 dir. Boylece
d=2p—7

ve

dur.
p =7 icin

p?—7p+19<p?’—4p=a
oldugu aciktir. Bu da bir ¢eliskidir. Benzer bigimde

w(G) =p—1ise|A| =3 vep = 6 dir. Boylece

d=p-—2
bulunur ve
P
2
dir.
o x p® —5p
—_ i -, s o — —_ —
a—2(2)+2xm]§( )—i— 2= > 4
i=1 i~j
dir.p = 6 i¢in
2 2
p° —5p p°—3p
4 < =
2t 2 *

oldugu aciktir. Bu yine bir ¢eligkidir.
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Tiim bu gerceklerden hareketle varsayimimizin yanlis oldugu sonucuna varabiliriz yani

w(G) « p dir. Boylece w(G) = p dir. Teorem 4.1.1 den G = Kite, , dir.
Ucurtma Graf Komsuluk Spektrumuna Gore Belirlenebilirdir

Tamim 4.1.2. [10] G grafinin herhangi bir noktasina bir sarkit kenar kenar eklenmesi
daha sonra bu sarkit kenarin iki katl kenara donistiiriilmesi islemine G grafina petal
eklenmesi denir. Eklenip iki katli hale getirilen bu sarkit kenara ise petal denir. Asagida

bir G grafi ve petal eklenmis hali gosterilmistir.

A-A- A

Sekil 4. 3 Bir grafa petal eklenmesi

Ornek 4.1.1.

Tamm 4.1.3. [10] k = 0 olmak tzere tek bir noktaya k adet petal eklenmesiyle olusan

grafa cicek (blossom) denir ve By, ile gosterilir. k = 0 iken B, asikar graf olur.

Ornek 4.1.2.
Bo B: B: B: B

Sekil 4. 4 Cigek Graf
Tanmmm 4.1.4. [10] Bir G grafinin noktalari1 {v,,v,,...,v,} ile etiketleyelim. Vi €
{1,2,...,n} icin a; bir dogal say1 olmak iizere G grafinin v; noktasina a; adet petal
eklenmesiyle olusan graf G(ay,..,a,) ile gosterilir ve G’nin B —grafi ya da
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ciceklenmis grafi denir. Sekil 4.3 de elde edilen en son sekil G grafinin ¢igeklenmis
grafidir ve G(0,0,1) ile gosterilir.

Tanmim 4.1.5. [10] G = (V, E) grafinin kenarlarini nokta kabul eden ve

“G = (V,E) grafinda Ve,,e, €V igine; Ne, # @ © L(G) = (E,E') grafinda e;~e,”
sartin1 saglayan L(G) = (E,E') grafina G grafinin ¢izgi grafi denir. G grafina ise L(G)

grafinin k6k grafi denir. Yani bir ¢izgi grafin noktalari, kok grafin kenarlarini temsil
etmektedir ve ¢izgi grafta herhangi iki noktanin birbirine komsu olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul temsil ettikleri kenarlarin kok grafta birbirine degmesidir.

Ornek 4.1.3.

[#]

L@G)

Sekil 4. 5 G grafi ve bu grafin ¢izgi grafi
Tammm 4.1.6. [10] G = (V,E) grafinin bir B —grafi G = G(ay,ay, ..., a,) olsun. Bu
B —grafin ¢izgi grafina G’nin genellestirilmis ¢izgi grafi denir ve L(G) ya da

L(G; a4, ..., ay) ile gosterilir.

Tanim 4.1.7. [10] En fazla bir noktasinin derecesi 2’den biiyiik olan bir agaca yildizsal
agag (starlike tree) denir. Maksimum derecesi A olan bir yildizsal agag T(ly, [, ..., ;)
ile gosterilir. Oyle ki burada maksimum dereceye sahip nokta v ile gosterilirse

T(ll,lz, "'!lA) — 7V = Pll U Plz U U PlA olur.

Ornek 4.1.4.
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Sekil 4.6 T(1,1,1,1,1,1,2,4) yildizsal agaci
Tamm 4.1.8. [10] €, dongii grafinin her bir noktasma birer adet sarkit nokta

eklenmesiyle elde edilen grafa giines graf denir ve Sun,, ile gosterilir.

Ornek 4.1.5.

Sekil 4. 7 Sung graf
L=l =--=1,.,=1vel, =q+1olmak tizere Kite] grafi aslinda T (13,15, ..., 1,)
yildizsal agacinin ¢izgi grafidir. Yildizsal agaclarin ¢izgi graflar1 bazi ¢aligmalarda
giinessel (sunlike) graf olarak adlandirilmistir. Dolayisiyla bir ugurtma grafi ayni
zamanda bir giinessel grafin 6zel bir hali olur. Bir F; yol grafinin her iki bitim noktasina
birer tane p — mertebeli K, tam grafinin eklenmesiyle olusan grafa ise ¢ift ucurtma

(double kite) graf denir ve DK (p, q) ile gosterilir.
nj

Lemma 4.1.6. [16] n noktal1 yol grafin komsuluk 6zdegerleri j = 1, ...,n i¢in 2cos —

n+1
dir.
Lemma 4.1.7. [16] n noktali ve m kenarli G grafinin ¢izgi grafi L(G) olsun.
Py(riey) () = (x + 2)™ Py (x + 2)

dir. Bir G grafi i¢in G’nin altboliim grafi (subdivision graf) S(G) ile gosterilir. Bu graf

G grafinin her bir kenarina yeni bir nokta eklenerek elde edilir.

Lemma 4.1.8. [16] n noktali ve m kenarli bir graf G ve bu grafin alt boliim grafi S(G)
olsun. Q(G), G’nin Laplasyan matrisini gdstermek tizere
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PA(S(G))(X) = (X)™ Py (x%)
dir.

Teorem 4.1.6. [16] Maksimum derecesi 4 olan her bir yildizsal agag isaretsiz Laplasyan
spektrumu ile belirlenebilirdir.

Lemma 4.1.9. [16] A= 5 igin yildizsal agag T(ly,l5,...,15) isaretsiz Laplasyan

spektrumu ile belirlenebilirdir.

Lemma 4.1.10. [16] En biiyiik komsuluk 6zdegeri ikiden az olan baglantili bir graf,

kesinlikle yukarida gosterilen Smith graflarin indirgenmis diizgiin alt graflaridir.

Istisna graf (exceptional graf) genellestirilmis ¢izgi graf olmayan, en kii¢iik komsuluk
Ozdegeri en az -2 olan baglantili bir graftir. Doob ve Cvetkovic baglantili graflarin

hepsinde en kiiciik komguluk 6zdegerinin -2 den biiyiik oldugunu karakterize etmistir.

Lemma 4.1.11. [16] G, n noktali baglantili bir graf olsun. 4,(G) > —2 esitsizliginin

saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart asagidakilerden birinin saglanmasidir.

(i) H, agag¢ ya da tek dongiilii graf (odd unicyclic graph) ise G = L(H) dir.( Tek
dongiilii graf sadece bir tane dongii igeren baglantili graftir).

(if) H, agag ise G = GL(H; 1,0, ...,0) dir.

(iii) G, 573 istisna graflardan biridir.

Tamim 4.1.9. [16] G, n noktali bir graf olsun.

ll[(li(G) +2)

degerine G’nin diskriminant1 denir ve d; ile gosterilir. G’nin birden fazla bileseni varsa
G’nin diskriminanti G’nin tim bilesenlerinin diskriminantlarinin c¢arpimina esittir.

Komsuluk spektrumlart ayn1 olan iki grafin diskriminantlar1 da aynidir.

Lemma 4.1.12. [16] G, en kiiciikk komsuluk 6zdegeri -2’den biilyiik olan baglantili bir

graf olsun. Asagidaki durumlar saglanir:

(i) G, sekiz noktali istisna grafise d; = 1 dir.

(if) G, yedi noktali istisna grafise d; = 2 dir.
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(i) G, alt1 noktali istisna grafise d; = 3 tur.

(iv) G, tek dongiilii grafin ¢izgi grafi ise d; = 4 tir.

(v) H’nin bir agactan tek bir petal eklenerek elde edilen B —graf oldugu yerde d; =
4 tdr.

(vi) G, bir ¢izgi grafin agaci ve n noktali ise d; = n + 1 dir.

Lemma 4.1.13. [16] G ve H ayni isaretsiz Laplasyan spektrumuna sahipse bunlarin
cizgi graflar1 ayn1 komsuluk spektrumuna sahiptir. G ve H’nin kenar ve nokta sayilar

ayni ise tersi de dogrudur.

Teorem 4.1.7. [16] A= 12 icin G = T(l4, 15, ..., 15) olsun. L(G), komsuluk spektrumu

ile belirlenebilirdir.

Lemma 4.1.14. [16] x4, bir G grafinin sarkit noktas1 ve x, de x;’e komsu olan nokta
olsun. G;, G grafindan x; noktasi silinerek elde edilen indirgenmis alt graf olsun. x; ve

x, silindiginde G, indirgenmis alt grafi elde edilmis olsun.
PA(G) (x) = xPA(Gl) (x) — PA(GZ)(x)
dir.

Lemma 4.1.15. [16] H,,, P,—, yolunun sarkit noktasmna bir C, dongiisii ilistirilerek

elde edilen graf olsun. H,, ,, grafinda p tek ise komsuluk spektrumu ile belirlenebilirdir.

Lemma 4.1.16. [16] Bir grafin genellestirilmis ¢izgi graf olmasi i¢in gerek ve yeter sart
Sekil 5.11 de gosterilen G1,G2,...,G3! graflarina izomorf olan indirgenmis alt grafi

olmamasidir.

Tanmm 4.1.10. [16] Bir G grafi H grafin1 indirgenmis alt graf olarak icermiyorsa H ye

yasaklanmais alt graf denir.
Asagida verilen lemma ve sonuglar Teorem 4.1.7 yi ispatlamak i¢in kullanilacaktir.

Lemma 4.1.17. [16] G yildizsal bir agag ve A, (L(G)), G’nin ¢izgi grafiginin en biiyiik
ikinci komsuluk dzdegeri olsun. ,(L(G)) < 2 dir.

Ispat. G=T(l,1,,...,1)) ve m=1; + I, +---+ [, olsun. Lemma 4.1.8 den S(G) alt

bolim grafinin komsuluk 6zdegerleri i\/,ul(G),i \/,uZ(G),...,i\/,um(G),O olsun.
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S(G) ayn1 zamanda yildizsal agag oldugundan S(G) deki A dereceli nokta v ise S(G) —

v =Py, UPy, U...UPy, olur I¢ ice gegme lemmasindan ve Lemma 4.1.7 den
V2(G) < 2 olur. Béylece y/p,(G) < 4 tiir. Lemma 4.1.7 den 2,(L(G)) < 2 dir.

Lemma 4.1.18. [16] G = T(l4,1;, ..., ly), A+ 3 ve H baglantili bir graf olsun. H grafi

L(G) ile aynm1 komsuluk spektrumuna sahipse H, L(G)’ ye izomorf olmak zorundadir.

Ispat. G, yildizsal bir aga¢ ve A> 2 oldugunu biliyoruz. Lemma 4.1.16 dan L(G) ve
H’nin nokta ve kenar sayilart aynidir. A> 4 ise L(G)’nin mertebesi 4 ten buyuktur.
Lemma 4.1.13 den d =n+1 dir. Bu gerceklerden hareketle dy = dy) > 5
oldugunu buluruz. Lemma 4.1.11 ve Lemma 4.1.13 den H, T gibi bir agacin cizgi
grafidir. Boylelikle L(G) = L(T(ly, 15, ...,1,) ) ve H = L(’I~") dir, buradan da G ve T’nin
nokta ve kenar sayilarmin ayni oldugunu elde ederiz. Lemma 4.1.14 ten G ve T’nin ayn

isaretsiz Laplasyan spektrumuna sahip olduklarini ifade eder. Teorem 4.1.6 ve Lemma

4.1.10 dan H’nin L(G)’ye izomorf oldugunu sdyleyebiliriz.
Asagidaki sonuglar direkt Lemma 4.1.18 in bir sonucudur.

Sonu¢ 4.1.1. Baglantili graflar icerisinde maksimum derecesi 3’ten farkli her bir

yildizsal agacin ¢izgi grafi, komsuluk spektrumu ile belirlenebilirdir.

Sonug 4.1.2. Baglantili graflar igerisinde K ite{,’ ucurtma grafi, her p ve q degeri i¢in

komsuluk spektrumu ile belirlenebilirdir.
Ispat. Bu sonug otomatik olarak Lemma 4.1.15 ve Sonug 4.1.1 den elde edilir.

Lemma 4.1.19. [16] Herhangi G grafi, K ite{,’ ile ayn1 komsuluk spektrumuna sahip ise
G baglantili olmak zorundadir.

Ispat. p < 2 veya p = 3 ise yol graf ya da lolipop grafi elde ederiz. Buradan p > 4 ve
q = 3 ile devam edelim. Aslinda ugurtma graf, yildizsal agacin ¢izgi grafidir dyle ki
Iy = ly_y =1vel, =q+1iken Kite] = L(T(ly,1,...,1,) ) dir. Teorem 4.1.7 den
K iteg ucurtma grafi p = 12 i¢in komsuluk spektrumu ile belirlenebilirdir. Buradan 4 <
p < 11 ile devam edelim. Lemma 4.1.17 den 1,(Kite]) < 2 buluruz. Lemma 4.1.11

den /'ln(Kiteg) > —2 dir dyle kin = p + q dur.
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G grafinn K iteg ile ayn1 komsuluk spektrumuna sahip ve G’nin baglantisiz oldugunu
varsayalm. G =HUH, U..UH,, (k=>1) iken H,H.(i=1,..,n)’ler G’nin
bilesenleridir ve A;(G) = A;(H) dir. Buradan ve i¢ i¢ce gegme lemmasindan A,(H) <
22(G) <2 ve (i =1,..,k) icin A, (H,,) < 2,(G) < 2 dir. Lemma 4.1.10 dan H, (i =
1, ..., k), Smith graflarin indirgenmis diizgiin alt graflaridir. Bu yiizden H’nin haricinde,
G’nin bilesenleri agagtir ve tiggenlerin sayisi i¢in t(G) = t(H) dir. Boylece G, K iteg

ucurtma grafina kospektraldir.

t(G) = t(Kiteg) = (é’) = t(H) dir. Hesaplayarak Kite; nun en biiyiik 6zdegeri igin

Aq (K iteg ) < p oldugunu buluruz. Kolayca goriilecegi tizere H’nin klik sayis1
w(H) < p, ¢linkii 4, (H) = A, (Kite) < p dir.
iddia 1: w(H) < p.

w(H) = p alalim. H’nin mertebesi ny iken ny < n dir. Boylece (’;) = t(H) den dolay1
H’de p elemanli sadece bir klik olabilir. K}, maksimum kligi gosterirse K, ’nin disinda
artik iiggen yoktur. A,(H) < 2 ve A, (H) > —2 oldugunu biliyorduk. Buradan, i¢ ice
gegme lemmasindan H, hi¢ ¢ift dongli ve indirgenmis olarak dort kollu yildiz graf
iceremez. Simdi bir G grafinda 5-uzunluklu kapali yiiriiyiisleri t5(G) ile gosterilsin.
Lemma 4.1.16 dan t5(H) = ts(Kite,!) = t5(Kitey) oldugunu gérebiliriz. Boylelikle
K,’nin en ¢ok bir noktasi, K, tarafindan i¢erilmeyen igerilmeyen en fazla bir noktaya
komsu oldugunu soyleriz. t(H) = t(K ite{,’ ) esitligini kullanarak, H’ yi bir agacin sarkit
bir noktasina K,’yi ekleyerek elde edilen graf seklinde elde ederiz. H’de K,, tarafindan
icerilmeyen a; noktalar1 varsa, H’de K, tarafindan igerilmeyen a; kenarlar1 vardr.

Dahas1 i = 1, ..., k i¢in H,, bileseninin mertebesi ny_ ile gosterirsek, G nin noktalarmin
l

ve kenarlarinin sayisi i¢in asagidaki denklemleri elde ederiz.

p+a+

l

(sz)*“l*i(”wi‘l)*g)*q

nHri=p+q

k
=1
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Buradan

k
a; + Z Ny, =(q
i=1
k
aq +Z(nHTi - 1) =q
i=1

buluruz. Boylece k = 0 aldik. Bu su anlama gelir ki w(H) = p ise G nin tek bileseni H
dir. Fakat bu sonu¢ G’nin baglantisiz olmasiyla gelisir. Yani w(H) # p oldugunu
goruriz. O zaman 3 < w(H) <10, 4<p <11 ve w(H) <p alirz. Sonu¢ olarak
hesaplama ve karsilastirmadan H’nin istisna graf olamadigin1 sdyleyebiliriz. Bu
gercekten ve Lemma 4.1.11 den H, tek bir petal eklenmis bir agacin ya da bir agacin
cizgi grafinin genellestirilmis ¢izgi grafidir. Bundan dolay1 ispati tamamlamak icin

asagidaki iddianin dogrulugunu gostermek yeterli olacaktir.
Iddia 2: H, herhangi bir grafin genellestirilmis ¢izgi grafi olamaz.
Bu adimda ilk olarak bazi gosterimler verecegiz.

i€V ve VS V(H) icin T;, i’ye komsu olan ancak V’de baska noktalara komsu
olmayan noktalarin kiimesini gostersin. Buradan x € T; ise her y € V — {i} icin x~i ve
x + y alinz. i,j € V icin T;;, i ve j’nin her ikisine de komsu olan noktalarin kiimesini
gostersin Oyle ki bu kiimedeki herhangi bir nokta V deki baska bir noktaya komsu
olmasin. Béylece x € T;; ise her y € V — {i,j} i¢in x~i, x~j ve x + y aliriz. Daha
genel hale getirirsek her x € T; ;. ve y € V — {iy, .., i} iGIN x~iy, Xx~ip, ..., X~} VE

x + y elde ederiz éyle ki |[V| = n' dur. k € {1, ...,n'} ve i, € V dir.

Sekil 4.9. daki graflar H’nin yasaklanmus alt graflaridir. Ayn1 zamanda i € {1,2,3,4,5,6}
icin n(F) ve n(F;) sirasiyla F ve F; nin mertebelerini gostersin. H, genellestirilmis ¢izgi
graf olsun. Lemma 4.1.16 den Sekil 4.8 deki graflar yasaklanmis alt graflardir. Sekil
4.10 daki graflar ispatin geri kalan kisminda kullanilmistir. Simdi dort durumda H’nin

genellestirilmis ¢izgi graf olma durumunu diisiinecegiz.

Durum 1: w(H) =3 alalim. H deki bir ii¢genin noktalarri V' = {1,2,3} ile
etiketlersek, T3 = @ oldugu agiktir. Vi,j € V', x,y €T;;, x~y ya da x »y ise
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sirasiyla K, veya F; indirgenmis alt graf olacaktir. Dolayisiyla Vi,j € V' igin [Ti j] <1
aliriz. Simdi her i € V' igin T; kiimelerini diisiinelim. K, {in olmasini engellemek i¢in T;
nin herhangi ii¢ noktasi arasinda en fazla iki kenar olmalidir. Bunun da 6tesinde T; deki
herhangi ii¢ noktanin arasindaki kenarlarmin sayist 0 ya da 1 e esit olamadigini
soyleyebiliriz, ¢linkil G1© ve S, ya da G, yasaklanmus alt graflardir. Bundan dolay1 G2°
nin yasaklanmis alt graf oldugu gercegini kullanarak Vi € V', |T;| < 3 aliriz. Benzer
bicimde F, ve F; yasaklanmis alt graf olduklarindan Vi € V', T; # @ ise Y;ep/|Ti| < 6
ve Ji e V', Ti =0 ise X;ep|T;| <5 alinz. O zaman asagidaki alt durumlarla devam

edelim.

Alt durum 1: Vi,j € V' igin T;; nin en az ikisinin bos oldugunu varsayalim. Genelligi
kaybetmeden T, = {x} ve T;3 = {y} alalim. x~y ise C4, H nin indirgenmis alt grafi
olacaktir. Boylece x + y dir. F,, C4, Cs, K4, G*°, G?°, G?1, G?2, G?° indirgenmis alt
graflarin1 kullanarak |T,| < 2, |Ty| <2, |T|+ |Ty| < 3 olarak sonug¢landirabiliriz. Ve
T, ve T, arasinda kenar yoktur. Aymi zamanda diger tim T;,T5, T3, Txy, ..., Txy123
kiimeleri bostur. Ciinkii E, yasaklanmig graftir, H deki herhangi bir Ucgen, 123
ucgeninin ya da 123 ii¢genine komsu olan iiggenin en az bir nokta ya da kenarini
icermek zorundadir. Bu sebeple bu kosullar altinda H nin iiggen sayisinin maksimum
degeri en fazla 5 olabilir. Onceden sdylendigi gibi p > 4 icin t(Kite,) > 10 dur. p =
4 ise t(H) = t(Kite]) = 4 tur. Boylece 7, ya da t,, H nin indirgenmis alt grafi
olacaktir. Ciinkii her ¢ > 3 icin p(Kitel) < p(ty) tir, T4, H’nin indirgenmis alt grafi
olamaz. Boylece t,, H’nin indirgenmis alt grafi olmak zorundadir ve T,3 = @ olur.
Genelligi bozmadan T, = {a, b} olsun. Dolayistyla |T,,| < 1 dir. ¢ € T, ise her g > 3
icin p(H) > p( Kite] ) aliriz. Yani T), bos olmak zorundadir. Benzer sekilde T, = T}, =
T.» = @ buluruz. Sonug olarak H = t, dir bu da p(H) = p( Kite]) gercegi ile celisir.
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Sekil 4. 8 Genellestirilmis bir ¢izgi grafin yasaklanmis alt graflari
Alt durum 2: T;;’lerden sadece bir tanesinin bos olmadigim varsayalim. Genelligi
bozmadan T;, = {x} ve T;5 = T,5 = @ olsun. T,; veya T,, bostan farkli ise bu durum
aslinda Tj;’lerden en az iki tanesinin bostan farkli olma durumuna denktir. Ty = Ty, =
@ alarak devam edelim. C, ve K, yasakl alt graflarindan Tyq53 = Ty23 = Tyoz3 = Ty13 =
Ty12 = Tys = @ esitligini elde ederiz. Aym zamanda Vi € {x,1,2,3}, |T;| < 2 tir.
Clnkl S, veF, yasakhdir. Vi,j € {x,1,2,3} ve i # j icin 3z,,2z, € V(H), z~i ve z~j
ise z; + z, dir. Diger taraftan G® ya da C,, H’nin indirgenmis alt grafi olacaktir. G1°
ve G'7 yasakli alt graf olduklarindan |Ty + |Ty| + |Ts| + ||| < 4 aliriz. Tiim bu
gerceklerden ve E’nin yasaklanmig alt graf olma gerceginden hareketle t(H) i
maksimum degeri en fazla 4 olabilir. t(H) = t(Kiteg) >4 icin t(H) = 4 aliriz. Fakat
bu durumda 7,, H’nin indirgenmis alt grafi olacaktir. Bu sonug her g = 3 i¢in p(7,) >

p(Kite]) ile celisir.
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Sekil 4.9 E,F, F,, F,, F3, F,, F5 ve Fg graflar

Alt durum 3: T;; lerin hepsinin bos oldugunu varsayalim. bu su anlama gelir, H deki
ticgenlerden herhangi ikisinin ortak kenar1 olamaz. E ve C, yasakli alt graf olduklar
icin H deki Ucgenlerden herhangi birisi V' = {1, 2,3} iin sadece bir noktasina komsu
olmalidir ya da bu noktay: icermelidir. H deki herhangi iki lcgenin G® ve G
yasaklanmig alt graflari ile ortak bir kenari olamaz, buradan Vi € V, |T;| < 2 dir.
t(H) = 4 ve G'* yasaklanmus alt graf oldugu igin T; deki herhangi iki noktanin kom.su
olmak zorunda oldugunu sdyleriz. Ayn1 zamanda H deki Gggenlerden herhangi birisi
V' =1{1,2,3} iin sadece bir noktasina komsu olmalidir ya da bu noktay1 icermelidir
gercegini kullanarak 7g ya da 79, H’nin indirgenmis alt grafi olacaktir ve bdylece

max(t(H)) =4 tur. Her p >4 igin t(Kiteg) > 10 oldugundan sadece p =4

durumunu diisiinmeye ihtiyacimiz vardir.
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Tg’in H’nin indirgenmis bir alt grafi oldugunu varsayarsak |T;| = |T,| = |T3| = 2 olur.
t(H) = 4 ve G2 yasaklanmus alt grafi icin H deki herhangi bir nokta U7_, T; nin ikiden
fazla noktasina komsu olamaz. Hem de U3_; T; nin iki noktasina komsu olan H de en
fazla bir nokta olabilir. Clinkl H, indirgenmis alt graf olarak ¢ift dongii iceremez. H de
U?_, T; nin iki noktasmna komsu olan bir nokta varsa G'3 yasaklanmis alt graf ve
p(H) = p( K iteff ) oldugu i¢in daha bagka nokta yoktur. H de daha baska nokta yoksa
her q =3 icin p(H) = p(rg) = 3.089 < p(Kitey) alirz. Boylelikle 75, H’nin

indirgenmis alt grafi olamaz.

To’un H’nin indirgenmis bir alt grafi oldugunu varsayalim. t(H) = 4, G*3 ve herhangi
cift dongiilii yasaklanmis alt graflar1 i¢in H’nin daha bagka noktasinin olmadigin
sOyleriz. Yani H = 1, dur. Fakat hesaplamayla her g = 3 i¢in p(r9) = 3.084 <
p(K itef) tlr. Boylece 1o, H’nin indirgenmis alt grafi olamaz. Sonug olarak w(H) # 3

tar.
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Sekil 4. 10 14, 75, T3, T4, Ts, Tg, T7, Tg, T graflari
Durum 2: w(H) =4 oldugunu varsayalim. H deki mertebesi 4 olan bir kligin
noktalarim V"' = {1, 2, 3, 4} ile etiketlersek, T;,3, = @ aliriz. Ayn1 zamanda G3° ve Gift
dongiili yasaklanmus alt graflar igin };; j,kEV”lTi jk| < 1dir.
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Genelligi bozmadan T;,, = {x} alalim. G?7 yasaklanmis oldugu icin T, = @ aliriz.
C4, G?°,G30 graflarinin yasaklanmis alt graf oldugu ve w(H) = 4 gercegini kullanarak
N(x) = {1, 2,4} oldugunu séyleyebiliriz. Ayn1 zamanda Vi,j € V", T;; = @ icin F ve
G?° yasaklanmis alt graflardir. Her i € V" igin T; kiimelerini diisiiniirsek T3 = @ ve
IT,| < 2,|T,| <2,|T,| <2 alinz. Ciinkii G?7, S, ve E yasaklanmis alt graflardur.
Boylece t(H)’nin maksimum degeri en fazla 10’a esit olabilir oyle ki |T;| = |T,| =
|T,| = 2 tir. w(H) = 4 icin p > 5 ve t(Kite}) = t(H) = (3) = 10 aliriz. t(H) = 10
Ve T3, H’nin indirgenmis alt grafi olacaktir. Fakat bu p(73) > p(K ited ) ile ¢eligir. Yani
Vi,j,k €V", Tij = @ dir.

Genelligi bozmadan T;, = {x} alahm. G?3 ve G?* yasaklanmis alt graflar1 igin T; =
T, =T, =@ aliriz. Ayrica E,F; ve F, yasaklanmig alt graf olduklarindan |T3| <
2,|Ty| < 2,|Ty1| < 2,|Ty2| < 2 esitsizliklerini buluruz. Esitlik durumunda iki nokta
aynt kimede komsu olmak zorundadir. Ayni zamanda her i,j€V'" igin
Ty3, Toas Tij, Tyij kiimeleri bostur ¢iinkii Cy, F,G?°,G?® yasaklanmus alt graflardur.
|T3| = |Ty| = 2 ise |Ty, | + |To,| < 1 dir. O zaman t(H) = 8 olacaktir. Fakat w(H) < p
ve w(H) =4 igin t(H) = 10 oldugunu biliyorduk. Dolayisiyla |T5| < 1 veya |T,| < 1
dir. Buradan t(H)’nin maksimum degeri |T;,| = |T2.| = 2 ve |T5| + |T,] < 1 iken en
fazla 13 olabilir. Boylelikle t(H) = 10 ve p = 5 tir oyle ki |T;,| = 2,|T,,| =1 ya da
|Tix|l = 1,|Ty] =2 dir. Bu durumda t,, p(ts) >p(Kiteg) ile ¢elisen H’nin
indirgenmis alt grafi olmalidir. Yani Vi,j € V", T;; = @ oldugunu sdyleyebiliriz. Her
i € V" i¢in T;’nin en az birinin bostan farkli oldugunu varsayalim. Fs ve E yasakl alt
graf olduklarindan 3i € V"', |T;| =3 ise Vj € V"' —{i}, |T]| < 1 dir. Boylece t(H),
Vi e V", |T;| =2 iken maksimum olacaktir. Dolayisiyla t(H) = 8 dir. Ancak bu
t(H) = 10 ile gelisir. Yani w(H) # 4 tir.

Durum 3: w(H) =5 oldugunu varsayalim. H de 5 mertebeli bir kligin noktalarini
V" ={1,2,3,4,5} ile etiketleyelim. Aciktir ki Ty,345 = @ dir. G2°,6%°,G3°,G3* ve F
yasaklanmis alt graflardir. Her i,j,k,l € V""" i¢in asagidaki sonuglar1 yazariz.
Yijerm|Tij| < LTy = 0,31 j ke | Tijia| € LXijkiev | Tira| + [Ty < 1ve ITi] <
3 tir. Ayrica 3i € V"', |T;| = 3 ise aymi T; kiimesinde iki kenar arasinda ii¢ kenar

olmalidir. Ciinkii S,,G'® ve E yasaklannms alt graflardir. Genelli§i kaybetmeden
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Ti234 = {x} olsun. Her i,j,k € V""" igin T;j = T;; = @ dir. G*7 yasaklanmis oldugu
icin Ts =T, =@ ve H, x ve V"' niin her ikisine de komsu olan nokta igermez. Ayni
zamanda Vi € V""", T;,, = @ tur. Clnki G2° ve C, yasaklanmis alt graflardir. Dahas1 her
L,j,k,1€V" igin Tyj = Tyijx = Toijig = @ tur. Sebebi G3' ve C, yasaklanmis alt
graflar ve w(H) =5 olmasidir. Ayn1 zamanda Vi € {1,2,3,4}, |T;| < 2 alirsak ve
esitlik saglanirsa ayni1 T; kiimesindeki iki nokta komsu olmak zorundadir. w(H) = 5 ve
w(H) <p icgin t(Kiteg) =t(H) = (g) =20 dir. Bu gergekler 1s1ginda t(H)’nin
maksimum degeri 20 ye esit olabilir ve p = 6 dir. Fakat bu durumda 75, H’nin
indirgenmis alt grafi olacaktir bu da p(ts) > p(K iteg ) gercegi ile gelisir. O zaman
Dahast her i,j,k,l € V"' igin Tij, = @ tur. Genelligi bozmadan T,3 = {x} olsun.
G?3,G**, G*8,G3,F,,C, yasaklanmig alt graflardir ve w(H) =5 tir. Su sonuglar
buluruz. Her i,j,k,LeEV" icin T, =T3 =T, =0, Ty =Tpa =Txs =0, Tyj =
Txijic = Txijit = @y Tr123as =@ W [Top| S L [Tos| S LTy < 2Ty < 2,|T5| < 2
dir. Ty, T,, Ts kiimeleri igin esitlik saglanirsa ayni kiimedeki iki nokta komsu olmak
zorundadir. Buna ek olarak E, yasaklanmig alt graftir. Yani t(H)’nin maksimum degeri
13 olabilir. Bu su anlama gelir 74, H’nin indirgenmis bir alt grafidir. Fakat bu t(H) >
20 gercegi ile celisir. O zaman Vi,j € V', T;; =@ dir. Vi € V', T; kiimelerini
diisiinelim. 3i € V", |T;| =3 ise Vj €V —{i}, |Tj| <1 dir. Ginki Fs ve E
yasaklanmug alt graflardir. Béylece t(H) nin maksimum degeri her i € V'" igin |T;| = 2
oldugunda elde edilebilir ve bu deger (g) + 5 = 15 dir. Ancak biz t(H) = 20 oldugunu
biliyoruz. Bu bir ¢eligkidir. Yani w(H) # 5 tir.

Durum 4: w(H) = 6 oldugunu varsayalim. K,,, H nin maksimum mertebeli bir kligini
ve W, bu kligin noktalariin kiimesini gostersin. K,’nin dort noktasimi V' =
{1,2,3,4} c W ile etiketleyelim. G3* yasakli oldugu i¢in T;,34 C K,, aliniz ve Tjj, = @
tur. Her i,j € W igin T;; kiimelerinden sadece bir tanesi bostan farkli olabilir. Clnk
G2° yasaklanmus alt graftir. Ustelik |T;;| < 1 dir. CUnki F ve E yasaklanmus alt graftr.
Ayni zamanda Vi € W, |T;| < 2 icin F,, E, G%,S, yasaklanmus alt graflardir. Genelligi
kaybetmeden T;, = {x} alalim. Vi,j, k € V" icin G?3,E,C,, G?** yasaklanmis alt graf

olduklarindan dolay1 asagidaki sonuclari elde ederiz:
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t(H)’in maksimum degeri (“’(;I)) + w(H) toplamina esit olabilir. w(H) <p ve
w(H) = 6 iken [(ng)) +w(H)] < (23’) yazariz. Yani Vi,j € V' i¢in T;; = @ tur. T; ler
bostan farkli olmasina ragmen t(H)’in maksimum degeri en fazla (w(gH)) + w(H)

olabilir. Bu deger tekrardan (g’) den azdir. Dolayistyla bu bir ¢eliskidir.

Boylece ikinci iddiamizdan H’nin herhangi bir grafin genellestirilmis ¢izgi grafi
olmadig1 gergegini elde ederiz. Bizim varsayimimiz su anlama gelir ki G’nin aslinda

baglantisiz graf oldugu yanlistir. Yani G baglantili olmak zorundadir.
Simdi esas sonucu agagidaki teoremde verelim.
Teorem 4.1.8. [16] K iteg her p ve q i¢in komsuluk spektrumu ile belirlenebilirdir.

Ispat. Bu sonug direkt olarak Lemma 4.1.19 ve Sonug 4.1.2°den elde edilebilir.
4.2. Ucurtma Grafin Laplasyan Matrisine Gore Spektral Ozellikleri

Lemma 4.2.2. [12] Bir G grafi igin asagidaki verilenler Laplasyan spektrumu

yardimiyla elde edilebilir.

(i) Nokta sayisi

(i) Kenar sayis1

(iii) Bilesen sayisi

(iv) Uretec agac sayisi

(v) Noktalarin derecelerinin kareleri toplami

Herhangi bir v € V(G) icin v noktasinin temsil ettigi satir ve siitunun L(G) matrisinden
silinmesiyle elde edilen alt matrisi L,,(G) ile gosterelim. ¢(G)(x) = det(xI — L(G))
Laplasyan matrisinin karakteristik polinomunun gostermek Uzere V(G) = {v} ise

¢(L,(G)) = 1 oldugunu kabul edelim. Buna gore asagidaki lemma elde edilir.

Lemma 4.2.3. [13] G, grafinin bir u noktasi ile G, grafinin bir v noktasinin bir kenar
yardimiyla baglanmasi sonucunda elde edilen graf G = G u: G,v olsun. Buna goére G

grafinin Laplasyan karakteristik polinomu i¢in asagidaki esitlik elde edilir.

¢(G) = ¢(G1)¢(Gz) - ¢(G1)¢(Lv(02)) - ¢(Gz)¢(Lu(G1))
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Lemma 4.2.4.[13] K,, tam grafi P, yol grafimn Laplasyan karakteristik polinomlar

asagidaki gibidir.

¢(Kp) = x(x —p)P~*

q .
¢(P,) = 1:1[ <x — 4sin? 7t(12—;1)>

Lemma 4.2.5. [13] n noktali bir G grafinin noktalarinin dereceleri toplam1 Laplasyan
Ozdegerlerinin toplamina esittir. p;(G), G grafinin Laplasyan 6zdegerlerini gostermek

uzere

esitligi yazilir.

Lemma 4.2.6. [13] n noktali ve en az bir kenar iceren baglantili bir G grafinin

maksimum derecesi A(G) ve en biiyiik Laplasyan 6zdegeri u(G) olsun. Buna gore
u(G) = AG)+1
olur ve esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter kosul A(G) = n — 1 olmasidir.

Lemma 4.2.7. [14] n noktali baglantili bir grafin aga¢ olmasi icin gerek ve yeter sart

kenar sayisinin n — 1 e esit olmasidir.

Lemma 4.2.8. [15] K,, tam grafi ve B, yol grafi i¢in asagidaki esitlikler saglanir. Burada

u, K, tam grafinin keyfi bir noktasi ve v, Py, yol grafinin bir bitim noktasidir.

¢ (Lu(Kp)) () = (x = D(x — p)P~2

-1 1
6 (Lu(B)) @) = == (P) () =~ $(Py1) )

Ispat. (p—1) X (p — 1) tipindeki birim matris I ve biitiin bilesenleri 1 e esit olan

matris J olmak tizere L, (K,,) = pI — J olur. Béylece
¢ (Lu(Ky)) (@) = (x = D)(x = p)P~?

63



olur. Lemma 4.2.3. yardimiyla

$(Par1) = d(POS(P) — d(PS (Lo(Ry)) — B (P (Lo (PD)

elde edilir dyle ki burada v, P;,, yol grafinin bir bitim noktasidir. Buradan Lemma

4.2.4 yardimiyla

-1 1
? (Lu(R)) 09 == (B)() =~ $(Pgsr) ()

oldugu goriiliir.

Lemma 4.2.9. [15] Kite,,_, grafinin Laplasyan karakteristik polinomu asagidaki
gibidir.
n-p+1

‘ n-p .
d(Kiteyp_p) (x) = (x — p)P~2 I(x —p) H <x — 4sin? %) +(-p) [1[ <x — 4sin? ZS:;;)‘

Ispat. Lemma 4.2.3 ten

d(Kitenn—p) = 0Kp) [d(Posp) = & (Lo(Pacp) )| = & (Lu(Ks)) B (Pacp)

elde ederiz Gyle ki burada u, K,, tam grafinin keyfi bir noktast ve v, B,_, yol grafinin

bir bitim noktasidir. Lemma 4.2.4 ve Lemma 4.2.8 den

d(Kitenn—p) (@) = x(x = p)P~ [$(Pasp) () = 2 9(Pay) () + 2 (Prcpar) ()| -
(x = D& = p)P2p(Piyp) ()

= (x = )P P(Pops1) ) + (P—p) ()] — (x — D (x — p)P2¢(Pr_p) (%)
= (x - p)p—z[(x - p)¢(Pn—p+1)(x) + (1 - p)(p(Pn—p)(x)]

n-p+1

n-p
-1 i —1
=|(x —p) 1—[ (x — 4sin? ZrZTE 2 -|)- 2) +(1-p) 1_[ (x — 4sin? Zfll_ 23)

elde edilir.

Sonug¢ 4.2.1. Kisa ucurtma grafin Laplasyan karakteristik polinomu Lemma 4.2.9

yardimiyla kisaca asagidaki gibi yazilabilir.
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¢(Kiten,1) =x(x—1)(x— n)(x —(n—- 1))71_3

Lemma 4.2.10. [15] Kite, ,,—,, grafin Laplasyan 6zdegerlerini iy = pp = -+ = pp_q =

Un = 0 ile gosterirsek
p+1l<suy <p+2
esitsizligi saglanir.

Ispat. n=p—1 ve (U ayrik birlesim islemi) G =Kp U B,_,, olmak lzere G nin
ozdegerlerini p'y > p', == p'p_qy = ', =0 ile gosterelim. Buna gore Lemma

4.2.5 ten
esitligi elde edilir. Bu da

demektir Oyle ki burada i = 1,...,n — 1 i¢in Ay; = u; — u'; dir. G baglantisiz bir graf
ve Kite, ,_,, baglantili bir graf oldugundan agik bir sekilde u',_; =0 ve p,_; >0

oldugunu séyleyebiliriz. Boylece Au,,_; > 0 olur. Bu da

n-1
i=1

oldugu anlamina gelir. Ayy < 2 olur. G = Kp U B,_,, oldugundan y'y = p dir. Biitin

bunlarin yardimiyla,
pr=W1+0y =p+Au <p+2

elde ederiz. Diger taraftan n > p — 1 iken Kitey, ,_,, grafi, Kite, ; grafim indirgenmis

bir alt graf olarak igerir. BOylece Lemma 4.2.1 ve Sonug 4.2.1 den
m=p+1

elde edilir ve ispat tamam olur.
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Teorem 4.2.1. [15] G, n noktali, m kenarli ve derecesi 1 olan en az bir nokta iceren bir
graf ve w(G) = p olsun. G, grafinin Laplasyan 6zdegerlerini py = ply =+ = fp_q =
pn = 0 ile gosterelim. Eger G, Kite, ,_, grafina Laplasyan matrisine gore ko-spektral

bir graf ise ve

(i) m="224 (n—p)

i p+1<puy(G)<p+2
(i) u(G) =p

kosullarini sagliyorsa G = Kite, ,,_p olur.

Ispat. G, teoremde verilen kosullar1 saglayan bir graf olsun. Lemma 4.2.6 dan p + 2 >
u(G) 2 A(G) +1 yani p+1>A(G) olur. Boylece K, kligindeki herhangi bir
noktanin klik diginda kalan en fazla bir noktaya komsu olabilecegini sdyleriz. G nin
Sekil 4.12 deki graflardan herhangi birini indirgenmis bir alt graf olarak icerdigini
varsayalim. Hesaplama yardimiyla Sekil 4.12 deki ilk grafin Laplasyan spektrumunun

p+Lp+2..,p2,0 ve ikinci grafin Laplasyan spektrumunun
p+2+/p2+4 p+2+p?-4 » p+2—p2—4 p+2—\p?+a
’ 2 ’ 2

2 ) 2 Yy e

,0 oldugu goriiliir. Boylece Sekil

4.12 deki her iki durum igin de u,(G) = p + 1 > p elde ederiz. Bu da Lemma 4.2.1 den
dolay1 bir ¢eliski olusturur ve G nin Sekil 4.12 deki graflardan herhangi birinin

indirgenmis bir alt graf olarak i¢ceremeyecegini soyleriz.

P——

(@ (b)

Sekil 4. 11 (a) ve (b) durumlari
Sekil 4.12 de (a) klik icerisindeki herhangi iki noktanin klik diginda ayni noktaya kosu
olmasini, (b) ise klik icerisindeki herhangi iki noktanin klik disinda farkli iki noktaya

komsu olma durumunu gésteriyor.
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Sekil 4. 12 K, kligi ile grafin diger kismi arasinda sadece bir adet kenar bulunmasi
durumu

Buna gore G grafi Sekil 4.13 te gosterilen bigimde bir graf olmak zorundadir. G nin
kenar sayisini bildigimiz i¢in

p(p—1)+2(n—p)=p(p—1)

k+1
> 2++

elde ederiz dyle ki burada k, J nin kenar sayisidir. Yani k = n — p — 1 olur. Bu yiizden
J, n —p adet noktaya ve n —p — 1 adet kenara sahip baglantili bir graf olur. Lemma

4.2.7°den ] nin bir aga¢ oldugunu séyleriz. Dolayisiyla G = Kitey, ,_,, olur.
Kite,.,, Laplasyan Spektrumu ile Belirlenebilirdir

Teorem 4.2.5. [17] Q, n x m gercek matris olsun Oyle ki QTQ = I ve A, n X n gergek
simetrik bir matris olsun. A’nin 6zdegerlerini A, > --- A,, seklinde alalim. QT AQ’ nun

Ozdegerleri iy = =+ = U 1€ Ap_ppei < W < A; (i =1, ...,m) dir.

Sonug 4.2.2. [17] G, n noktali ve 6zdegerleri 1,(G) = --- = A,(G) olan bir graf olsun.
H, G’nin m noktal1 indirgenmis alt grafi olsun. H’nin 6zdegerleri A;(H) = -+ = A,,,(H)
ise An—m+i(6) < /11(H) < Al(G) (l =1 m) dir.

G' grafinin verilen bir G grafinin indirgenmis alt grafi olup olmadigin1 sdylemek igin
Lemma 4.2.1°den sonu¢ komsuluk matrisi i¢in ¢ok kullanishdir. Bununla birlikte
L(G"), genel olarak L(G)’nin esas alt matrisi degildir. Fakat L(G') + D' bazi negatif
olmayan D’ kdsegen matrisi igin L(G)’nin bir esas alt matrisidir. Aslinda D’ eklemek
L(G")’niin 6zdegerlerini azaltmaz. Boylece yukaridaki sonucta sag taraftaki esitsizlik

L(G'") igin saglanir.
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Teorem 4.2.6. [17] L(G)’nin bir 6zdegeri olarak 0’in katliligi, G deki bilesenlerinin

sayisina esittir.
Teorem 4.2.7. [17] e, bir G grafinin kenar1 ve G; = G — e ise Laplasyan 6zdegerleri
0 = pp(Gy) = un(G) < pp_1(Gy) < -+ < pp(6) < py(Gy) < iy (G) dir.

Onerme 4.2.1. [17] Laplasyan o6zdegerleri icin i =1,2,..,n—1 iken u,(G) =
pn(G) = 0 ve 1;(6) = n — (up—i(®)) dir.

L
L L @ ®
H H: H:
[ ]
L L L . @
Hs Hs
o

Sekil 4. 13 Kite, .., p, i¢in yasaklanmus alt graflar

Teorem 4.2.8. [17] Kite,..,,, Laplasyan spektrumu ile belirlenebilirdir.

Ispat. Lemma 4.2.9°dan n = p + 2 koyarsak, Kite,,,, nin karakteristik polinomunu

asagidaki gibi yazariz:

char (L(Kitepp)) () = x(x = p)P2(x® = (p + x* + (3p + Hx —p — 2)

!

(Kitey4zp) Nin dzdegerlerini p', = p', = =p'  >pu' =0 olarak gosterelim.
Dahasonrap+1<py, <p+2,u',=-=pu ,=p2<y, _,<30<y <
1 aliriz. L(Kitepy2,) nin dzdegerlerini py > py > -+ = iy =y, = 0 ile gosterirsek
Onerme 421 ile p+ 1<y <p+2, p—1<pu <p, iz ="+=fp, =2 Ve 0<

Un—1 < 1 esitsizliklerini elde ederiz.
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Kitey,, p ile Laplasyan kospektral G grafi verilsin. A¢iktir ki G, p + 2 noktaya ve 2p —
1 kenara sahiptir. p,_; > U, = 0 oldugundan G’nin baglantili oldugunu sdyleriz.
Ayrica K, K3 U K5 ve Sekil 6.2 de verilen graflar Sonug 4.2.2 den G i¢in yasaklanmig

alt graflardir. Bu su anlama gelir ki G’nin klik sayis1 i¢in w(G) < 3 tir.

[k olarak w(G) = 2 oldugunu gosterecegiz. Bdylece diger taraftan w(G) = 3 oldugunu
varsayariz. Bu durumda G en az bir tiggen i¢cermelidir. Bu iiggenin noktalarini u, v,w €
V(G) ile G’nin sadece u’ya komsu olan ancak v ve w’ya komsu olmayan tiim
noktalarmin kiimesini T,, ile gosterelim. Benzer sekilde T, Ty, Tyy, Tuw, Tows Tuvw
elimizde vardir. Simdi tiim bu noktalarin kiimesini inceleyelim. A¢iktir ki T, = @ dir.
a €T, oldugunu varsayalim. T, =Ty, =T,y =@ olur. N(a) = {u,v} ise H;
yasaklanmus alt graftir. Ayn1 zamanda herhangi u; € T, ve v; € Ty, icin N(u;) = {u} ve
N(v,) = {v} alinz. Buradan V(G) = {u,v,w}U T, UT, buluruz ve T,, T,, sadece sarkit
noktalar icerir. G, 2p —1 kenar icermeliyse |Ty,|=p—3 ve |T,|+|T,|=2
esitliklerini soyleriz. Fakat bu formdaki herhangi bir graf igin bu form noktalarin
derecelerinin karelerinin toplami Kite,,,, ile ayni olamaz. O zaman Ty, bos olmak
zorundadir ve V(G) = {u,v,w}UT,UT,UT, dir. H; yasaklanmis oldugundan T, T,
ve T,, sadece sarkit noktalar igerebilir. Boylece p = 3 aliriz. Bu tekrar celiski verir.

Yani w(G) # 3 tir. Bu bize w(G) = 2 ve t(G) = 0 oldugunu gosterir.

Simdi nokta kiimesi {x,y, z}, 0yle ki x~y ve x~z olan G’nin indirgenmis bir P; alt
grafi i¢in Ty, Ty, Ty, Ty, Tyz, Tz, Tyy, klimelerini distinerek devam edelim. Agiktir ki
Tyy = Tyz = Tyy, = @ dir. T, = @ alahm. Hj, Hy, Hs yasaklanmus iken T,, T, ve T, ise
en az iki nokta iceriyorsa bu noktalar sarkit olmalidir. Bu durumda G’ nin kenar sayis1
2p — 1’ e ulasamaz. Boylece T, # @ oldugunu séyleriz. u' € T, oldugunu varsayalim.
a' €Ty alirsak T,y = T,, = @ ve a’ + u’ dir. Clnk( H; ve H, yasaklanmistir. |Ty| > 2
ise her b € T, icin N(b) = {y} alinz ¢iinkii H, yasaklanmistir. Benzer bigimde |T,| = 2
ise her ¢ € T, igin N(c) = {z} oldugunu soyleriz. Ayni zamanda K,,,, iki pargali tam
grafi G’nin indirgenmis alt grafi ise min{m,n} < 2 tir. Cinkii H, yasaklanmigtir.

[T, UT, UT,| =p—1veG,2p— 1kenaricerirse G = Kite,,, ile sonucuna ulasiriz.
Onerme 4.2.1 ve Teorem 4.2.10 kullanarak asagidaki sonucu kolayca elde edebiliriz.

Sonug 4.2.3. [17] Kite, ., Laplasyan spektrumu ile belirlenebilirdir.
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4.3. Ugurtma Grafin Isaretsiz Laplasyan Matrisine Gore Spektral Ozellikleri

Bundan sonraki kisimda v; noktasinin derecesini d; ile gosterecegiz. n noktali ve m
kenarli G grafi i¢in d; = d, = - > d, olarak alacagiz. Q(G) isaretsiz Laplasyan
matrisinin 6zdegerlerini q; =g, = - > ¢q, olacak sekilde kullanabiliriz. DI(G)
uzaklik matrisinin tiim 6zdegerleri reeldir. Bundan sonra G’nin uzaklik matrisinin
Ozdegerlerini  p; = p, = -+ = p,, esitsizligini  saglayacak sekilde kullanacagiz.
S4(G),So(G) ve Sp(G) swrastyla G’nin komsuluk spektrumu, isaretsiz Laplasyan
spektrumu ve uzaklik spektrumunu gostersin. G ve H graflari ayni isaretsiz Laplasyan
spektrumuna sahipse (bagka bir deyisle isaretsiz Laplasyan karakteristik polinomlari
esitse) bunlara kospektral denir. G ve H graflar1 izomorf ise kospektral olmasi gerekir.
G ile ayn isaretsiz Laplasyan spektrumuna sahip, izomorf olmayan bagka graf yoksa G
grafi isaretsiz Laplasyan spektrumuna gore belirlenebilirdir denir. Yani herhangi H grafi
icin Sq(H) = So(G) ise H = G oldugu ifade edilir. Benzer sekilde uzaklik, komsuluk
ve Laplasyan matrisine gore belirlenebilirlik tanimi da yapilabilir. Bu kisimda dncelikle
n#*5 ve n=>4 iken Kite,,_1 ucurtma grafinin isaretsiz Laplasyan spektrumu ile
belirlenebilir oldugu, ayrica n >4 igin Kite,, ;’in uzaklik spektrumuna gore

belirlenebilir oldugu sonucuna yer verilmistir.

Oncelikle ilerleyen béliimlerde kullanacagimiz bazi sonuglari verelim. Reel, simetrik ve
mertebesi n olan bir M matrisinin 6zdegerleri 6,(M) = 6,(M) = -+ = 6,,(M) seklinde

siralansin.

Lemma 4.3.1. [19] Mertebesi n olan herhangi G grafi igin g3 > d3 — /2 dir.

Lemma 4.3.2. [19] n mertebeli herhangi G grafi i¢in d,_; = q,_, — 1 dir. Dahasi
esitlik saglanirsa d,,_; = d,, ve minimum dereceli v, noktasi ve ikinci en kiigiik

minimum dereceli v,,_; noktas1 komsudur.

Kite, ,_1 Ucurtma Grafi Laplasyan ve Uzakhk Spektrumuna Goére Belirlenebilirdir

K? sembolil K, kliginin sadece bir noktasina p tane sarkit kenar eklenerek elde edilen

grafi gostersin. Ozellikle K} = Kite,,_, dir. KF ve K_,f graflarinin Laplasyan ve

komsuluk spektrumlarina gore belirlenebilir oldugu kanitlanmis [18]. Asagida Sekil
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417 de H,, H, ve H; graflart gosterilmistir. Matlab kullanilarak Tablo 4.1 elde
edilebilir.

H, Ha H

Sekil 4. 14 H,, H, ve H; graflar

G Izaretsiz Laplasyan Spebtmimu Uzaklik Speltrumu
Kites 4 7+33 001" V33 (5.3441,—0,7105,—1,—1,—2.6336)
> 322, —
Kite, 3 (’5 +VI7 | . 5—+1I7 (4.0998 —07165,—1,—2.3832)
-
Ca (4,2,2,0) (4,0,—2,-2)
H, (6.1249,3,26367,2,1.2384, 1) (5.2926, —0,3820, —0.7217, —1.5709, — 2.6 LBO)
H, (5.7785,3,2.7108, 2, 0.5107) (5.2239,0.1606,—1,—2, —2.3844)
33 —J33 3723,-0.3723,—-1,—2,—-2
Hy (?+;33.3r2r2r? ;3:-) (5.3723,-0.3723,-1,-2.-2)

Sekil 4. 15 Baz1 graflarin Laplasyan ve uzaklik spektrumlari

Teorem 4.3.1. [19] n >4 ve n # 5 ise Kite,,_; grafi Q — DS (isaretsiz Laplasyan
spektrumuna gore belirlenebilir) dir. Bunun da Otesinde S, (G) =SQ(Kiten,n_1) ise

G = Hyyada G = Kites 4 tur.

Ispat. So(G) = SQ(Kiten,n_l) oldugunu varsayalim. G’nin isaretsiz Laplasyan

spektrumu

-2,n—3,..,n—3

n-3

(4.1)

2 2

<2n—3+\/4n2—20n+33 n 2n—3—\/4n2—20n+33>
) )

(4.1) den g, >2(n—2) ve q; <2d; esitsizliginden G baglantili graf olmak
zorundadir. (3.1) den

2m =YY", d; =Y, q;=n*>=3n+4, Y. d;(d;+1) =Y, ¢ =n*—4n’+7n-2 (4.2)

esitliklerini buluruz.
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(3.2) den n = 4 ise m = 4 tr. G baglantili graf oldugu igin G = C, veya G = Kite, 3
tir. Tablo 4.1. den Sy(Kiteys) # So(C,) oldugunu kontrol edebiliriz. Boylelikle G =

Kite, 5 tir.

(3.2) denn = 5 ise m = 7 dir. Boylece G € {Hy, H,, Hs, Kites 4} tiir. Tablo 4.1 den G €

{H3, K ites‘4} oldugunu kolayca gorebiliriz.

Sonug olarak sadece n > 6 durumunu gostermeye ihtiyag vardir. v,, Ve v,,_; sirasiyla G
nin minimum dereceli noktasin1 ve ikinci en kiiciik minimum dereceyi gostersin.
Lemma 4.3.3 ve (3.1) den d,_; =n—4 oldugunu buluruz. d,_; =d, esitligi

saglanirsa v, ile v,_; komsudur.

i=12,..,n—1 iken V(G)\{v,} kimesinin icindeki i dereeli noktalarin sayist n;
olsun. simdi (3.1) ve Lemma 4.3.2 den d, < d; <n— 2 esitsizligi bulunur. Yani
Nnp_q < 2dir. (3.1) ve (3.2) den

Np_a+Nps3+n, ,+n,_;=n-1 (4.3)
m—4n, s, +(n=3)n, 3+ n—-2n, ,+(n—1n,_, =n*—-3n+4—d, (4.4)
n—4)*n,_,+(n—-3)2n,_3+0n—-2)%n,_, +(m—1)%n,_; =n®*—-5n>+10n— 6 — d,* (4.5)
denklemleri elde edilir.

d,_1 = n — 4 oldugunu varsayalim. O zaman d,,_; = d,, = n — 4 tur. (4.3) ve (4.4) ten
Np_3+2n, ,+3n,_.;,=n+4 (4.6)
denklemini buluruz.

(4.4) ve (4.5) ten

m—3)n,_3+2n—-2)n,_,+3(n—1n,_; =2n®>—-6n+ 10 4.7)
bulunur.

(3.6) ve (3.7) n,,_, = %(n2 —7n + 22) — 3n,,_, oldugunu soyler ve boylece (3.6) dan
Npoz = —Nn?+8n— 18+ 3n,_, (4.8)
dir.
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n=6,n,,<2ve(38)denn, ;=0n,_1=2,n,_, = %(n —2)(n—5)ven=6

dir. Sonug olarak (3.3) yardimiyla ng = 2,n, = 2,n, =1 ile n = 6 alabiliriz. Fakat
ng=2,n, =2,n,=1 ve dg =2 olan 6 mertebeli baglantili graf yoktur, bu bir

celigkidir.

Yani d,,_; =n—3 ven,_, = 0 esitligi (4.3)-(4.5) denklemlerini saglar. (4.3) ve (4.4)

ten n,,_5 silinerek

2Ny 1+ Ny, =n+1-4d, (4.9)
buluruz.

(4.3) ve (4.5) ten n,,_5 silinerek

4(n —2)np_q + (2n —5)n,_, = 2n2 —5n+ 3 — d,,° (4.10)
elde edilir.

(4.9) ve (4.10) denklemlerini ¢cozersek n,_; = (d, — 1) + 4 — gdn — %dnz denklemini
buluruz.

d, = 2 ise (4.2) denklemi 2m > n(n — 2) > n? — 3n + 4 = 2m oldugunu ifade eder.
Ancak bu n > 6 ile geliski olusturur. Boylece d,, <n —3 tiir. Simdi asagidaki

fonksiyonu diistinelim.

Ypx)=nx—-1)+4 - gx — %xz, 1 < x <n — 3. Turevini alirsak

Y'(x) =n—§x—x >0, 1<x<n-—3olur. Yani ¥ (x) fonksiyonu 1 <x <n-—3
icin artan fonksiyondur. d, =2 ise n>6 ile gelisen Y(2)=n—3<n,_; <2
esitsizligini buluruz. O zaman d,, = 1 igin sonucuna ulasilir. m = %(n -2 (n—-1)+1

icin (4.2) den G\{v,} = K,,_, elde ederiz. Yani Kite, ,_, = G dir.
4.4, Ugurtma Grafin Uzakhk Matrisine gore Spektral Ozellikleri

fX)=x3-m-3)x2-(GBn—-9x—(Bn—-5) ve f(x) =0’ kokleri a,b,c iken

Kite, ,_1’in uzaklik spektrumu;
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(a,b,—1,—1,...,—1,c> (4.11)
3

-
dir.
Lemma 4.4.1. [19] n > 4 ise —0.72 < p,(Kite, n_1) < —0.69 dir.

Ispat. n =4 igin f(n)=-2n2+6n+5<0, f(n+2)=16n+ 43 > 0. Buradan
f(—=0.69) < —0.026n — 0.11 < 0, f(—0.72) > 0.08n — 0.3 > 0,

f(=2.3)=3.21n—11977 > 0, f(—4.4) = —0.36n — 61.704 < 0 olur. Yukaridaki

esitsizliklerden istenen sonucu buluruz. Asagidaki sonucu kolayca elde edebiliriz.

Lemma 4.4.2. [19] K,, den e kenar silinerek elde edilen mertebesi n(= 4) olan graf

K, \{e} olsun.

n—-1+yn-12+8n-1—-y(n—-12+8
SD(Kn\{e})=< (2 ) ] (2 ) ,—1,—1,...,—1,—2)
n-3
dir.

Teorem 4.4.1. [19] G ve Kite,,_, graflarinin uzaklik spektrumuna gore kospektral

oldugunu varsayalim. (4.11) den
a’?+b?+c?=(a+b+c)?—2(ab+ ac + bc) =n? + 4n — 9, buradan
) =a*+b*+c*+n—-3=n?>+5n-12 (4.12)
i) =2k, Z;’lzl,j#:idijz >¥(di+4(n—1—-d;)) =4n(n—1) —6m (4.13)
(4.12) ve (4.13) ten 6m > 3n? — 9n + 12 iki tarafi 3’e bdlersek
2m>n?>—-3n+4 (4.14)
tdr. Simdi asagidaki iddiay1 ispatlayalim.

Iddia 1. G, ne K,\{e}, (s > 4) grafim ne de C, grafim indirgenmis alt grafi olarak

iceremez.

Ispat. Tam tersine K \{e} (s = 4) yada C, grafim indirgenmis alt graf olarak icerdigini
varsayalim. K;\{e} (s = 4), G grafinin indirgenmis alt grafi ise Lemma 4.3.1, 4.4.1 ve

4.4.2 den
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s-1-JG-17+8

> = p2(K\{e}) < p,(G) < —0.65 bu, s < 3 oldugu anlamina gelir, bu da

bir ¢eliskidir.
C, grafi G nin indirgenmis alt grafi ise Tablo 4.1, Lemma 4.4.1 ve 4.4.2 den

0 = p,(C4) < p2(g) < —0.65
olur, bu bir celiskidir. Iddia 1 in ispat: tamamlanur.

2m=>(n—1)(n—2)+ 2 igin (4.14) ten G nin baglantih graf oldugu kolayca

gordlebilir. G nin uzaklik spektrumundan G % K, dir. Boylelikle d,, <n — 2 olur.

n=4 ise (4.14) ten m > 4 tir. G & {K,\{e},C,} icin iddia 1 ve G % K, Onceki
goriisten G = Kitey; buluruz. BoOylece bundan sonra daima n>5 oldugunu

varsayabiliriz.

v; Oyle bir nokta olsun ki v;v, € E(G) ve N;(v,) N Ng(v;) # @ sartlarini saglasin.
|U| = 3 iken U = V(G)\{v;, v,} alalim. |N;(v,) N N;(v;)| = p olsun. d,, <n — 2 igin
p < n — 2dir. G nin N;(v,) N N (v;) noktalarindaki indirgenmis alt grafi H olsun.

2 <p <n-—2 oldugunu varsayalim. v;v, € E(G) ve iddia 1 den G nin C, grafimi

indirgenmis alt graf olarak iceremeyeceginden hareketle H = K, dir. Bu durumda iddia

1 deki geligskiden G, K;\{e} (s = 4) grafin1 indirgenmis alt graf olarak igerecektir.
Boylece p = 1 ve Ng(v,,) N N (v;) = {v;} esitligini varsayabiliriz.

m > %(n —2)(n—1)+ 1 ve p =1 icin U\{v,} nin her noktas:1 {v,, v;} nin sadece bir

noktasi ile komsudur ve U nun nokta kiimesi G de indirgenmis bir K,,_, Kliktir. d,, = 2
ise G nin yapisindan Sekil 4.17 deki H;’i |U| = 3 igin G nin indirgenmis bir alt grafi

olarak sonuglandirabiliriz. Bu durumda Tablo 4.1, Lemma 4.4.1 ve (4.11) den

—1=p,_1(G) < p,(H;) < —1.5 ¢eliskisini elde ederiz. Aksi takdirde d, =1 ve

sonug olarak G = Kite, ,,_4 dir.
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5. BOLUM

TARTISMA, SONUC ve ONERILER

Bu tez calismasinda ugurtma graflarin bazi matrislere gore spektral o6zellikleri
incelenmistir. Tezimizi olusturmamizdaki temel amag, ugurtma grafin bazi 6zel
matrislere gore spektral 6zellikleri ile ilgili yapilan ¢aligmalar1 bir araya toplamaktir.
Burada kullanilan matrisler; komsuluk, uzaklik, Laplasyan ve isaretsiz Laplasyan
matrisleridir. Yapilan literatiir taramasinda ucurtma graflarin komsuluk spektrumuna
gore belirlenebilir oldugu, ucurtma grafa Laplasyan kospektral olan bir grafin, belirli
sartlar altinda ugurtma grafa izomorf oldugunu gosteren ¢alismalar tespit edilmistir [16].
Bunlarin disinda yakin zamanda yapilan bir galismada Kite,,,, grafimin Laplasyan
spektrumuna belirlenebilir oldugu ispat edilmistir [17]. Yine ugurtma grafin uzaklik ve
isaretsiz Laplasyan spektrumuna gore belirlenebilir oldugunu gdsteren calismalar

literatiirde mevcuttur [19].

Bu taramalar bize sunu gosteriyor ki Kite,, ugurtma grafimin p =4 ve n nin tim
degerleri icin Laplasyan spektrumuna goére belirlenebilir oldugu, n ve p nin hangi
degerleri i¢in Kite, , nin isaretsiz Laplasyan ve uzaklik spektrumuna gore belirlenebilir

oldugu acik bir problem teskil etmektedir. Yukarida verilen bilgiler de bu acgik

problemlerin ¢oziimiinde kaynaklik vazifesi gorecektir.

Sonug olarak bu tez calismasinda derlenen bilgiler, ugurtma grafin spektral 6zellikleri

izerine ¢alisma yapacak arastirmacilara katki sunacaktir.
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