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OZET

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Ik bdliimde bu ¢alisma ile ilgili dnceden ¢alisiimis
makaleler iizerinden literatiir taramas1 yapilmistir. Ikinci bdliimiimde p-yigm, siizgeg,

topolojik uzaylar, smirli kiimeler ve kategori kavramlar1 hakkinda bilgiler verilmistir.

Calismanin tgiincli boliimiinde herhangi bir elemanin komsulugunun iist kiimeleri
yardimiyla komsuluk yapilar1 ve bu yapilarin birlikte bulunmasiyla da komsuluk uzay1
tanimlanmistir. Ayrica bu boliimde komsuluk uzay, i¢ine bir kiimenin kapanisi ve i¢i
kavramlar1 a¢iklanmistir. Bu kavramlar yardimiyla pretopolojik ve supratopolojik uzay
tanmimlar1 yapilmistir. (X,v) pretopolojik ve supratopolojik komsuluk uzayr ise bu

durumda elemanlar1 N{N;¢; v(x;)} olan topolojik uzay elde edilmistir.

Bu ¢alismanin son boliimiinde NBD komsuluk kategorisi i¢indeki kavramlar incelenmis

ve karsilastirilmasi yapilmistir.
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ABSTRACT

This thesis consists of four chapters. In the first part, a literature review was performed
on the previously studied articles related to this study. In the second section, p-stack,
filter, topological spaces, limited sets and categories space are given.

In the third part of the study, neighborhood structures with the help of the upper sets of
the neighborhood of any element and the neighboring spaces have been defined by the
coexistence of these structures. Also in this section the concepts of closure and interior
of a set into the neighborhood space are explained. Pretopological and supratopological
spaces were defined with the help of these concepts. If (X, v) is a pretopological and
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N{N;e; v(x;)} is obtained.

In the last part of this study, categorical concepts in NBD were examined and

compared.
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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

R Reel sayilar kiimesi

N Dogal sayilar kiimesi

Q Rasyonel sayilar kiimesi

IR [rrasyonel sayilar kiimesi

P(X) X kiimesinin biitiin alt kiimelerinin ailesi
X, 1) X kiimesi lizerindeki topolojik uzay

A° Topolojik uzay i¢inde A kiimesinin ici

A Topolojik uzay i¢inde A kiimesinin kapanisi
F Stizgec

F(X) X kiimesi tizerindeki biitiin siizgeglerin ailesi
C Kategori

SET Kiimeler kategorisi

TOP Topolojik uzaylar kategorisi

POSET Kismi siral1 kiimelerin kategorisi

NBD Komsuluk uzaylar kategorisi

FINSET Sonlu kiimeler kategorisi

F:C — D Funktor

pS(X) P-yiginlarin kiimesi

X,v) Komsuluk uzay

N(X) Komgsuluk uzaylar kiimesi

1,(A) Komgsuluk uzay i¢inde A kiimesinin i¢i
Cl,(4) Komguluk uzay i¢inde A kiimesinin kapanigi
PO(X) Pre-a¢ik kiimeler

SO0(X) Supra-acik kiimeler

PT(X) Pretopolojik komsuluk uzay
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ST(X)
RN(X)
T(X)
v

ov

pv
X.9)
X, ¥)
Ly (A)

Yy (4)

Supratopolojik komsuluk uzay

Regiiler komsuluk uzay

Topolojik komsuluk uzay

Pretopolojik komsuluk modifikasyonu
Supratopolojik komsuluk uzay modifikasyonu
Regiiler komsuluk uzay modifikasyonu
Genellestirilmis komsuluk uzay

Zayif komsuluk uzay

Zayif komsuluk uzayinda A kiimesinin ici

Zayif komsuluk uzayinda A kiimesinin kapanisi



1. BOLUM
GIRIS
Topoloji’ nin tanimin1 Hausdorff [1] verdiginde, herhangi bir A kiimesinin bir noktasi
icin kendisinden daha kii¢iikk olan topolojinin elemanlarinin bulunmasi yoluyla bu
noktanm komsulugu olarak tanimlanmistir. Bu A kiimesinin topolojinin elemani olmas1
ile de acik komsuluk tanimlanmistir. Daha sonra D. C. Kent ve W. K. Min [2] komsuluk
uzaylarmi1 Hausdorff” un kullandig1 aksiyomlardan daha zayif olan aksiyomlar
kullanarak tanimlamistir. Komsuluk uzaylari, bu acidan incelendiginde aslinda i¢

doniisiim aksiyomlarmin farkli sekilde yorumlanmasiyla olusturulan bir yap1 oldugu

gorilmiistiir.

Choquet [3] pretopolojik uzay tanimin1 X’ in her alt kiimesini alt kiime kabul eden
kiimeye gotiirmesiyle tanimladigi bir doniisiimiin bos kiimeyi de iceren bir goriintii
kiimesi olarak tanimlamistir. Cech [4]” de pretopolojik uzaylar1 kapanis aksiyomlarina
benzeyen bazi aksiyomlar kullanarak karakterize etmistir. Ayrica Choquet’ den yaklasik
20 sene sonra 1960’ larin basinda A. S. Mashhour [5] supratopolojik uzay1 her elamanin
keyfi birlesiminin kapali oldugu ve X kiimesini de eleman olarak kabul eden bir aile
olarak tanimlamistir; fakat bu durum topoloji taniminin aksine sonlu arakesitleri altinda
kapali olmay1 gerektirmemistir. Pretopolojik ve supratopolojik uzaylar [2]” de komsuluk
uzaylarina da genisletilmistir ama topolojik uzaylar i¢inde tanimlanan supratopolojik ve
pretopolojik uzay kavramlar1 komsuluk uzaylari i¢inde de topolojiyle bir baglanti
olusturmustur. Ayrica Levin [6] tarafindan bir A kiimesi eger A S (A°) olursa yar1 agik
kiime olarak ve A. S. Mashhour [5] tarafindan da bir A kiimesi eger A € (4)° olursa
pre-acik kiime olarak agiklanmistir. Bu terimler pretopolojik ve supratopolojik

uzaylardan bagimsiz olarak degerlendirilmemistir.

Chsaszar [7] genellestirilmis topolojik uzay kavramimi agik kiime aksiyomlarini
eksilterek tanimladiktan sonra genellestirilmis komsuluk yapis1 da W. K. Min [8]
tarafindan, X kiimesinin kuvvet kiimesinden kuvvet kiimesine tanimladig: bir doniisiim
yardimiyla tanimlanmistir. W. K. Min [9], aym1 tanim kiimesi ilizerinde tanimladig:
dontistime farkli 6zellikler kazandirarak zayif komsuluk yapismi ve zayif komsuluk

uzayini tanimlamistir.



1940’ m baslarinda S. Eilenberg ve S. M. Lane’nin [10] temellerini attig1 benzer
nesneleri ve bu nesneler arasindaki doniistimleri kullanan kategori kavram, ilerleyen
zamanlarda hem matematigin diger ana bilim dallarinda hem de diger bilim alanlarinda
incelenmigtir. 1966 de J. F. Kennisson [18] tarafindan topolojik uzaylar i¢inde
reflektiflik ve coreflektiflik kavrami S. M. Lane [19] ve P. Freyd’ in [20]
arastirmalarinda yer verdigi adjoint kavrami kullanilarak verilmistir. Komsuluk uzaylar
ve stirekli doniisiimlerin yardimiyla NBD kategorisi olusturulur. D. C. Kent ve W. K.
Min [2] bu komsuluk kategorisinin full alt kategorileri olarak PRTOP pretopolojik
komsuluk uzay, CLS kapali komsuluk uzay ve TOP topolojik komsuluk uzay
kategorilerini olusturmustur. Buradan hareketle kategoriler icinde tanimlanan ilk ve son
yapilar yardimiyla PRTOP’ un NBD icinde bicoreflektif, CLS’ nin NBD i¢inde
bireflektif, TOP> un PRTOP icinde bireflektif ve CLS i¢inde bicoreflektif oldugu

gorilmiistiir.

Bu tezin igeriginde yapilmis olan bir dizi arastirmanin derlemesi yapilmis ve bu
arastirmalar 1518inda, topolojik uzaylar i¢inde tamimlanan tanim ve teoremlerin
komsuluk wuzaylar icindeki baglantilar1 arastirilmistir. Ayrica komsuluk uzaylar
kategorisinin alt kategorilerinin nasil belirlendigi ve hangi 6zellikleri barmdirdig:
belirtilmigtir. Kategori teorisi i¢cinde yer alan reflektif ve corefelektif, bireflektif ve
bicoreflektif, epireflektif ve coepireflektiflik kavramlar1 yeniden ele alinmis ve bu

kavramlarla ilgi teoremlerin komsuluk uzaylarina yansimalar1 arastirilmistir.

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Giris boliimiinden sonraki boliimde D. C. Kent ve
Won Keun Min [2] tanimladigi komsuluk uzay1 ve bu tanim i¢in gerekli olan p-y1gin
tanim1 verilmistir. Buna ek olarak komsuluk uzaylartyla baglantili olan siizgeg
kavramina yer verilmistir. Ugiincii boliimde topolojik uzaylar iginde verilen tanim ve
teoremlerin komsuluk uzaylarma yansimalar1 incelenmistir. Daha sonraki boliimde
kategori teorisi ve komsuluk uzaylar kategorisi ile baglantili olan tanim ve teoremler

verilmistir.



2.BOLUM

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde tezimizde gegen ve yeri geldikge kullanacagimiz temel tanim ve teoremler
verilmistir. Ayrica bu tanim ve teoremlerin daha iyi agiklanabilmesi igin tanimlarin

ifadelerinde ve teoremlerin ispatlarinda gerekli diizenlemeler yapilmistir.
2.1. Y1gin, P-y1g81n1 ve Siizgec

Bu kisimda yigin, p-yigin ve siizge¢ tanimlart verilmistir ve bazi 6rneklerle konu

pekistirilmistir.

Tamm 2.1.1. X bostan farkli bir kiime ve H de X kiimesinin alt kiimelerinden olusan
bir aile olsun. Eger A € H iken A € B olan her B kiimesi # ailesinin eleman1 oluyorsa

H ailesine bir yi1gin denir.

Ornek 2.1.2. X = {a, b, c,d} kiimesi iizerinde;
3 = {{a,b},{c,d},{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d},{b,c, d}, X} ailesi verilsin. VA € 3 icin A’

nin biitiin iist kiimeleri de J ailesinin eleman1 oldugundan bir y1gin olur.

Ornek 2.1.3. Herhangi bir X kiimesinin biitiin alt kiimelerinin ailesi bir y1gin olusturur.

Ciinkii bu ailenin herhangi bir elemanin iist kiimeleri yine bu aile i¢indedir.

Tamm 2.1.4. H ailesi X kiimesi iizerinde bir yigin olsun. Eger V A,B € H igin
ANB+# @ (p) oluyorsa H ailesine bir p-yigin1 denir. (p) 6zelligine de ikili kesigim

ozelligi denir. X iizerinde olusturulan biitiin p-y1gmnlarin kiimesi pS(X) ile gosterilir [2].
Ornek 2.1.5. X = {a, b, ¢, d} kiimesi i¢in

H ={{a,b},{b,d},{a,b,c},{a b,d},{b,c,d}, X} ailesinin herhangi iki elemanmn

kesisimi bos kiimeden farkli oldugu i¢in p-y1gin olur.

Ornek 2.1.6. X kiimesinin kuvvet kiimesi olan P(X) bir p-yigmi degildir. Ciinkii ikili

kesisim 6zelligi saglanmaz.

Tanim 2.1.7. X # @ bir kiime ve F ailesi bir yigm olsun. Eger F ailesi asagidaki iki

ozelligi saglarsa F ailesine bir siizgeg ve X kiimesine de siiziilmiis kiime denir.
3



1) ¢ ¢ F,
2)VA BEF ikenANBEF.

Ornek 2.1.8. X = {a, b, c, d} kiimesi i¢in

Fi ={{a, b}, {c,d},{a,b,c},{a b, d}{a,c,d},{b,c,d}, X} ailesi bir ygmdr fakat
herhangi iki eleman1 arasindaki kesisim kiimesi de F; ailesinin de elemani olmadigi
icin bir siizge¢ degildir. Diger taraftan F, = {{a, b},{a,b,c} {aq, b,d},X} ailesi bir

stizgegtir.

Ornek 2.19. F, = {SS X:AS S S X,A + @} ailesi bir siizgectir. Gergekten S; € F,
olsun.BuradaAc S; € Xve S €S, ikenAc S, €S, € X oldugu i¢in S, € F, olur.

Boylece F, ailesinin bir y1gin oldugu goriiliir.
1) A # @ oldugundan @ ¢ F, olur.

2) S4,S, € F4 olsun. Burada A € S; N S, olur. Dolayisiyla S; NS, € F 4, olup siizgeg
olmanm iki sart1 da sagladig1 i¢cin F, bir siizgectir. Bu sekilde tanmimlanan siizgece

atomik siizgeg, A kiimesine de siizgecin atomu denir [13].
Ornek 2.1.10. R, reel sayilar kiimesinin alt kiimelerinden olusan
Fo ={A3 S R:VAER Ay =[1,0)}

Fo={A; SR:Ve € R A, = (—,1]}

aileleri bir stizgegtir [13].

Tamm 2.1.11. X bir kiime olsun. Bu durumda X tizerindeki biitiin p-yiginlarmin kiimesi

olan pS(X) kapsama bagmtisina gore kismi sirali olur. Gergekten;

1) VH; € pS(X) igin H; € H, olur.

2)VH;,H, € pSX) i¢in H; € H, = H, S H; oldugunda H; = H, olur.
YVH,H, € pS(X) i¢in H; € H, = H, € H; oldugunda H; € H; olur.

Dolayisiyla pS(X) kiimesi “S” bagntisina gore karsilastirilabilir olur. Bu yiizden eger

4



H; € H, oluyorsa H;, H,’ den daha kaba veya H,, H;’ den daha incedir denir [2].
Herhangi bir aile siizge¢ oldugunda ayni1 zamanda bir p-yi1gmi oldugu icin siizgeglerden
olusan aile de karsilagtirilabilirdir. Bir X kiimesi {lizerindeki biitiin siizge¢lerin kiimesi
F(X) ile gosterilir. Dolayisiyla F;, F, € F(X) i¢cin F; € F, oluyorsa F; siizgeci F,

stizgecinden daha kabadir denir.

Teorem 2.1.12. F ailesi bir siizgeg ise F siizgecinden daha kaba ve daha ince bir slizgeg
vardir [13]. H ailesi bir p-yigmi ise bu H p-yigmindan daha kaba ve daha ince bir p-

y1gin1 vardir.

Tamm 2.1.13. B ailesi X kiimesi tizerinde ikili kesisim 6zelligine sahip bir aile ise bu

aileye p-y1gin bazi denir. B ailesi tarafindan iiretilen
(B)={Ac X:3IB€B, BC A} (2.1)

ailesi bir y1gin olur. Eger B ailesi bir p-y1gin bazi ise (8) ailesi de p-yigm olur. Eger 8
sonlu arakesit 6zelligine sahip bir p-yigin bazi ise 8 bir slizgec alt bazi olur ve bu

durumda B ailesi,
[SB] = {A cX: HBL'EI € SB, ﬂ?zl Bi c A} (22)
stizgecini Uretir [2].

Ornek 2.1.14. X = {a, b, c,d} kiimesinin B, = {{a,b},{a,c},{b, c}} seklindeki ailesi
(p) 6zelligine sahiptir. Bu B ailesi

(B,) = {{a, b}, {a,c},{b,cHa,b,c}{a, b,d},{a, c d} {b,c d}, X}

seklinde bir p-yi1gini olusturur fakat bu aile bir siizge¢ degildir. Cilinkii B, ailesi sonlu
arakesit 6zelligine sahip degildir. Ancak B, = {{a, b}, {b, c}, {b, d}} seklinde

olusturulan aile sonlu arakesit 6zelligine sahip oldugundan
[B,] = {{b},{a, b}, {b,c},{b,d},{a,b,c}a, b,d},{b,c d} X}
seklinde bir siizgeg iiretir. Ayn1 zamanda bu ailenin bir p-y1gmi oldugu goriiliir.

Teorem 2.1.15. F ailesi sonlu arakesit 6zelligine sahip ise [F] siizgeci F ailesini
5



kapsayan siizgeglerin en kabasi olur [13]. B ailesi (p) 6zelligine sahip ise (B) p-yigini

B ailesini kapsayan p-yiginlarmim en kabasi olur.

Teorem 2.1.16. X bir kiime olsun. Herhangi bir (F;);¢; slizgecler ailesinin en kiigiik alt
smirinin olmasi i¢in gerek ve yeter sart (F;);e; siizgecler ailesinin her sonlu alt

{(FDien, 1 < i < njailesive VF; € F; igin N=, F; # @ olmasidir [13].

Lemma 2.1.17. (Zorn Lemmasi). Bostan farkli bir kismi sirali kiimenin biitiin

zincirlerinin bir {ist sinir1 varsa bu kiimenin bir maksimal eleman1 vardr [13].

Tamm 2.1.18. pS(X) p-yigmlarm ailesinin maksimal elemanma askin p-yigmi denir
[2]. F(X) silizgegler ailesinin maksimal elemanma da askin slizge¢ denir [13]. Bu
durumun dogal bir sonucu olarak; VH € pS(X) igin H < H; oluyorsa H; p-yigini bir
askin p-yigmi olur. VF € F (X) igin F € F; oluyorsa F; siizgeci de bir askin siizge¢

olur.

Teorem 2.1.19. F,, F € F(X) olsun. F;” in F ’den daha ince bir siizge¢ olmasi igin
gerek ve yeter sart A € F; ve VF € F icin F N A # @ olmasidir.

Ispat. = VF € F icin F € F,’ dir. F; siizgec oldugundan F N A # @ olur.

=FNA=+0Q ise F={F,6A} ailesi siizge¢ alt bazi oldugundan F, = [F] siizgeci

tiretilmis olur ve dolayisiyla F < F; olur [13].

Teorem 2.1.20. Her p-y1gin1 askin bir p-y1gin1 tarafindan kapsanir [12].
Lemma 2.1.21. H € pS(X) olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.
a) H bir agkin p-y1gin olur.

b) Egerher H € H icin ANH # @ ise A € H olur.

c)B¢&H ise X\ B € H olur [2].

Ispat. (a = b) VH € H, A ¢ I ve An H # @ olarak verilsin. Bu durumda 7 U (A)
p-yigmi H ailesinde daha genis olur. Bu durum H ailesinin askin p-yigin olmasiyla

celisir. Dolayisiyla A € H olur.



(b = ¢) B ¢ H olsun. (b) ifadesinin hipotezinden yararlanarak, H € H ise BN H = @’
dir. Boylece H € X \ B olur. Bu durumda H, p-yigin oldugu igin X \ B € H elde

edilir.

(c = a) H < K olsun. Burada K,H € pS(X) olur. Herhangi bir K € X i¢cin K ¢ H
olsun. (c) ifadesinin hipotezinden dolay1 X \ K € H’ dir. Dolaysiyla X \ K € K olur.

Bu durum K € X olamasiyla bir ¢eliski olusturur ve bu durumda H askin p-yigin olur.

Ornek 2.1.22. X bostan farkli bir kiime olsun a = ({a}) = {4 € X: {a} € A} kiimesi

{a} kiimesi tarafindan tiretilen agkmn p-yiginini olusturur.
Onerme 2.1.23. f: X — Y bir fonksiyon ve # € pS(X) olsun.

a) Eger H bir yigin ise f(H) de bir yigin olmaz ama f, bir orten fonksiyon olursa
f(H) de bir y1gm olur.

b) Eger H bir p-yigin1 ise f(H) de bir p-yigin bazi olur ama f, bir 6rten fonksiyon
olursa f(#) de bir p-yigin olur.

c) Eger H bir siizgeg ise f(H) de siizgec tabani olur ama f, bir 6rten fonksiyon olursa
f(#) de bir siizgeg olur [13].

d) Eger f bir orten fonksiyon ve H de bir agskin siizge¢ olursa f(H) de bir askin
stizgeg olur [12].

e) Eger f bire bir ve orten fonksiyon ve H de bir agskin p-yigini olursa f(H) de bir
askin p-y1gn olur.

Ispat. @) A€ # olsun. Bu durumda f(A) € f(H) olur. Buradan VB € H icin
Vf(B) € f(H) elde edilir; fakat burada Y € f(H) olup olmadigi 6nemlidir. f Orten
oldugundan Y = f(X) € f(#) olur.

b) A,B € H oldugu icin AN B # @ olur. Burada f fonksiyonu altinda goriintiileri
almirsa  f(A),f(B) € f(K) ve f(ANB) # f(@) seklinde bulunur. Ayrica f(9) #
f(ANB) € f(A) N f(B) oldugundan @ # f(A) N f(B) olup f(H) de bir p-y18in bazi
olur. f 6rten olursa f(#) de bir y1gin oldugundan f(#) de bir p-yigin olur.



Cc) i€lLA; €H icin Ny A; €EH ve Nig A; # @ elde edilir. Burada N;e; A; # @
ifadesinin f altindaki goriintiisii alinirsa i € I, f(4;) € f(H) icin f(N;e; A;) # @ olur.
Burada f(Nier 4;) € Nie f(A;) oldugundan f(H) sonlu arakesit 6zelligine sahiptir ve
slizgec tabani olur. f Orten olursa f(#) de bir yigin oldugundan siizge¢ olmanin diger

sart1 da saglanir. Bu yiizden f (H) bir siizgectir.

d) f(H) bir siizgeg bazi olsun. Eger f oOrten bir fonksiyon ve F askin siizgeg ise
VF; € F (X) i¢in F; € F olur. Dolayisiyla VU; € F; i¢in U; € F bulunur. Burada
VYU, € F, ifadesinin f fonksiyonu altindaki goriintiisii alinirsa Vf(U,) € f(F;) igin
f(Uy) € f(F) elde edilir. Ayrica VF; € F(X) ve F € F(X) oldugundan Vf(F,) €
F(Y) ve f(F) € F(Y) bulunur. Eger f(F) askin siizge¢ degilse en az bir f(F;) i¢in
f(F) € f(F,) olmalidir. Dolayisiyla baz1 f(U,) € f(F;) i¢in f(U;) & f(F) olur ve
bu durum f(U;) € f(F ) olmasiyla gelisir. Dolayisiyla f(F ) bir askin siizgegtir.

e) H bir askin p-y1gmi oldugu i¢in, (lemma 2.1.21 (b) 6nciiliinden dolay1) her H € H
ve fTA(B)NH # @ ise f~Y(B) € H olur. f~1(B) n H # @ ifadesinin f fonksiyonu
altindaki goriintiistt alinirsa her f(H) € f(H) icin BN f(H) # @ elde edilir. Aym
zamanda B € f(H) oldugundan dolay1 f (H) bir askin p-y1gmi olur.

2.2 Topolojik Uzaylarin Birbirine Denk Tanimlar:

Topolojik uzay tanimi, Matematik Tarihi i¢inde farkli sekillerde dile getirilmistir.
Literatiirde en ¢ok bilinen topoloji tanimi1 1915 yilinda Hausdorff [1] tarafindan

yapilmistir. Bu kisimda topolojik uzay tanimi tekrar verilmis ve topolojik uzaylarin
baska yollarla da olusturulabilecegi gosterilmistir.

Tanmmm 2.2.1. X # @ ve t ailesi, elemanlar1 X kiimesinin alt kiimelerinden olusan bir

aile olsun,

A;)©0,X €T dur.

A,) t ailesinin keyfi sayidaki elemanlarin birlesimi t ailesine aittir: Vj € I (j sonlu ya
da sonsuz) Vi € ] igin, A; € T = U;¢; A; € T’ dur.

Aj ) T ailsine ait sonlu sayidaki elemanlarin kesisimi 7 ailesine aittir. Yani Vj € [ (]
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sonlu) Vi € J igin, A; € T = N;e; 4; € 7T’ dir.

Yukaridaki aksiyomlari saglayan t ailesinin elemanlarna a¢ik kiime denir. A;, A, ve
A5 aksiyomlarina agiklar aksiyomlar1 denir. Eger t ailesinin her elemani agik kiime ise

bu aile bir topolojik yap1 olur. (X, 7) uzayina da topolojik uzay denir [13].

Ornek 2.2.2. X = {a, b, c,d} herhangi bir kiime olsun.
T =1{X,0,{a},{b},{a,b},{b,c},{a,b,c},{b,c,d}, X} ailesi bir topolojik yap1 ve (X,7)

bir topolojik uzay olur. Ayrica 1 ailesinin her elemani bir a¢ik kiimedir.

Ornek 2.2.3. Herhangi bir X kiimesi icin 7, X’ in biitiin alt kiimelerinin olusturdugu bir
aile olsun. Bu aile bir topolojik yap1 ve (X, 7) bir topolojik uzay olur. Bu topolojiye

ayrik (noktasal, discrete, en ince) topoloji ve bu uzaya da ayrik topolojik uzay denir.

Ornek 2.2.4. Herhangi bir X kiimesi igin 7 = {X, @} ailesi bir topoloji olur. Bu
topolojiye ayrik olmayan (indiscrete, en kaba) topoloji ve bu uzaya da ayrik olmayan

topolojik uzay denir.

Tamm 2.2.5. (X, t) bir topolojik uzay, A € X ve a € A olsun. Eger a € G € A olacak
sekilde en az bir tane G agik kiimesi varsa a elemanma A kiimesinin bir i¢ noktas1 denir.
A kiimesinin biitlin i¢ noktalarinin kiimesine A kiimesin i¢i denir ve A° semboliiyle
gosterilir. A € X olsun eger A topolojik uzaymn bir elemani ise A kiimesine kapali
kiime denir. A kiimesini kapsayan en kiiclik kapali kiimeye A kiimesinin kapanis1 denir

ve A sembolii ile gsterilir [13].

Tanim 2.2.6. (Kuratowski Kapanis Aksiyomlari) Bos olmayan bir X kiimesi verilsin.
P(X), X kumesi tlizerindeki biitiin alt kiimelerin ailesi olmak lizere VA € X alt
kiimesine karsilik asagidaki aksiyomlar1 saglayan a:P(X) — P(X) dOniisiimii
yardimiyla olusturulan a(4) € P(X) ailesine Kuratowski kapanisi denir. Buradaki

aksiyomlara da Kuratowski kapanis aksiyomlar1 denir [13]:
K)a(@) =0
K;) A € a(A)

K3) a(AUB) = a(A) U a(B)



K,) a(a(4)) = a(4)
Ks) A S B = a(A) € a(B).

Tammm 2.2.7. P(X), X # @ kiimesinin kuvvet kiimesi olsun. VA € X kiimesi i¢in
B:P(X) — P(X) dontsimii asagidaki sartlar1 saglarsa bu doniisiime i¢ doniisim ve bu

aksiyomlara da i¢ déniisiim aksiyomlari denir [13]:
L)BX) =X

1,) B(A) € A

I5) B(AnB) = B(A) n B(B)

I,) B(B(A)) = B(4)

Is) A S B = B(A) € B(B).

Teorem 2.2.8. B:P(X) — P(X) donisimii tanimhi olsun. VA € P(X) igin, B
doniisiimii i¢ doniisiim aksiyomlarmi saglasm. Bu durumda 7 ={A € X | B(A4) = A}

ailesi X iizerinde bir topoloji ve S(A4) = A’ olur [13].

Teorem 2.2.9. a: P(X) — P(X) doniisiimii tanimli olsun. V A € P(X) igin o doniigtimii

Kuratowski kapanis aksiyomlarini saglasin. Bu durumda 7 = {4 € X | a(4) = A}
ailesi X iizerinde bir topoloji ve a(4) = A olur [13].

Tamm 2.2.10. (X,t) bir topolojik uzay, A€ X ve a € A olsun. Eger a € G, € A
olacak sekilde bir G, € T acik kiimesi varsa A kiimesine a’ nin bir komsulugu denir.
Ozel olarak A kiimesi de topolojik uzayin bir elemani ise A’ ya bir agik komsuluk

denir. a elemannin biitiin komsuluklarmm kiimesi IV, ile gosterilir [12].

Tanim 2.2.11. (X, 7) bir topolojik uzay ve a € X olsun. a’ nin her 2V, komsulugu igin

asagidaki ifadeler saglanir.
Ny) NV, # @ olur.
N,)VV €N, i¢ina € V olur.
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N;)VV, W e N, i¢in V € W oldugunda W € IV, olur. (y1gin olma)
NOVV,WeN, iginVNnW €N, olur. (siizgeg olma)

Ns)VV EN, icin IW € N, vardr 6yle ki Vb € W i¢in V € NV}, olur. (a’nin her

komsulugu i¢in en az bir komsulugu bagka bir noktanin da komsulugudur).
Burada verilen aksiyomlara komsuluk aksiyomlar1 denir [13].

Teorem 2.2.12. X, bostan farkli bir kiime olmak lizere her a € X i¢in komsuluk
aksiyomlarini saglayan a’ nin tiim komsuluklar ailesi V;, olarak verilsin. Bu durumda X

tizerinde birtek 7 ={A € X:V a € A, A € N} topolojisi mevcuttur [12].

Ornek 2.2.13. X ={a,b,c,d} kiimesi verilsin. Swrasiyla a,b,cve d elemanlarmin

yukaridaki komsuluk aksiyomlarini saglayan 7 topolojik uzayinm komsuluklari
N, = {{a}, {a,b},{a,b,c}, X}

N, = {{b},{a, b}, {b,c},{a,b,c}, X}

N, ={{b,c},{a,b,c},{b,c, d} X}

Ny ={{b,c,d}, X}

seklinde verilsin. Teorem 2.2.14° e gore belirlenen topoloji

t = {X,0,{a},{b},{a,b},{b,c},{a b,c},{b,c,d}}

seklinde elde edilir ve bu t topolojisi yukaridaki komsuluk aileleri yardimiyla

olusturulan tek topolojidir.
2.3. Lattice Kavramm

Bu kisimda bir kiimenin maksimumu, minimumu, supremumu ve infimumunun

tanimlar1 verilmistir. Ayrica lattice ve dense kavramlar1 da incelenmistir.

Tanmim 2.3.1. E kiimesi kismi sirali bir S kiimesinin alt kiimesi olsun.

)Vx € Eicinx <y, y € Siseyelemanma E’ nin iist siir1 denir. Eger @ € S olursa S
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kiimesinin herhangi bir eleman1 @’ nin iist sinir1 olur. E kiimesinin iist siirlarmi kiimesi

U(E) ile gosterilir. Eger U(E) # @ ise E kiimesine listen smirli bir kiime denir.

) Vx EE igin y < x ,y €S ise y elemanma E kiimesinin alt sinir1 denir. Eger @ € S
olursa S kiimesinin herhangi bir elemant @’ nin alt sinir olur. E kiimesinin alt
sinirlarmm kiimesi L(E) ile gosterilir. Eger L(E) # @ ise E kiimesine alttan smirh bir

kiime denir.

i) Vx EE icin x <y, y € E ise y elemanina E kiimesinin en bilyiik eleman1 veya E

kiimesinin maksimum elemani denir ve maxE = y ile gosterilir.

IV) Vx EE igin y < x, y € E ise y elemanmna E kiimesinin en kii¢iik eleman1 veya E

kiimesinin minimum elemant denir ve minE = y ile gosterilir.

V) Eger min U(E) = y mevcut ise y € X, E kiimesinin iist sinirlarinin en kii¢iigii yani

supremumu olur ve supE = y olarak gosterilir.

vi) Eger max L(E) = y mevcut ise y € X, E kiimesinin alt sinirlarmin en biiyligii yani
infimumu olur ve infE = y olarak gosterilir [20].

Tamm 2.3.2. (S, <) kismi siral1 bir kiime olsun. S kiimesinin herhangi iki elemani

kiyaslanabilirse S kiimesine tam sirali kiime denir. Kismi sirali kiimenin tam sirali alt

kiimesine zincir denir [20].

Tamim 2.3.3. (S, <) kismi sirali kiime olsun. Ayrica E € T € S olacak sekilde E, T de

birer kismi sirali alt kiimesi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler mevcuttur.
i) L+(E) kiimesi E kiimesinin T kiimesi i¢indeki alt smirlarmm kiimesidir.
ii) Ur(E) kiimesi E kiimesinin T kiimesi i¢indeki iist sinirlarinin kiimesidir.
iii) sup;(E) kiimesi E kiimesinin T kiimesi igindeki supremumudur.

IvV) infy (E) kiimesi E kiimesinin T kiimesi i¢indeki infimumudur [20].
Tanim 2.3.4. (S, <) kismi sirali kiime ve S € T olsun.
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1) Vt € T i¢in sup;E = t olacak sekilde en az bir E € S kiimesi bulunabiliyorsa, S
kiimesine T kiimesi i¢inde sup-dense denir.

i) Vt € T icin, Inf;E =t olacak sekilde en az bir E € S kiimesi bulunabiliyorsa, S

kiimesine T kiimesi i¢inde inf-dense denir [20].

Ornek 2.3.5.T = Q*UZ UIRU{0} ve S = Q* U Z~ U IR kiimeleri verilsin. Buna
gore;

(1) L7[0,1] = {0} UZ~ UIR™ ve inf;[0,1] = 0 olur.

(2) U7[0,1] = [1, ) ve sup;[0,1] = 1 olur.

(3) Ly+[0,1] kiimesi belirlenemez ciinkii [0,1] € Q* olur.

(4) Ly+[5,10] \ IR=(0,5] \ IR ve inf ,+[5,10] \ IR = 5 olur.

(5) LyQ* ={0}UZ UIR™ olarak bulunur. Q* €S ve Va &S icin inf;Q* =0
oldugundan S kiimesi T i¢inde bir inf — dense olur. Ancak S kiimesi T iginde bir

sup — dense olmaz.

Tamim 2.3.6. (S, <) kismi sirali bir kiime olsun. Eger S kiimesinin bos olmayan sonlu
her alt kiimesinin supremumu ve infimumu varsa S kiimesine pre-lattice denir. Eger @
de dahil olmak iizere sonlu her alt kiimesinin supremumu ve infimumun varsa S

kiimesine lattice denir [20].

Tamm 2.3.7. Maksimum ve minimum elemaniyla beraber tam sirali olan kiimeye tam
lattice denir [20]. Eger A € B iken A kiimesi alt tam latticelerin en kii¢iigii ise A

kiimesine B kiimesi iginde order — dense denir [2].
Ornek 2.3.8.

[) (Q, <) rasyonel sayilar kiimesi tam sirali bir kiimedir. Biitiin alt kiimeleri alttan ve
tisten siirl oldugu i¢in pre-lattice olur fakat lattice degildir. Dolayisiyla tam lattice de

olamaz.
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ii) Herhangi bir X kiimesi i¢in (P(X), ) ailesi tam sirali degildir. Ancak P(X) ailesinin
bos kiime de dahil olamak iizere her alt kiimesi maksimal ve minimal elemana sahip

oldugundan lattice olur.
2.4. Kategori Kavram

Bu kisimda kategori i¢cindeki morfizmler yardimiyla olusan 6zel yapilar incelenmistir.

Ayrica kategoriler arasinda tanimlanan funktor kavramina deginilmistir.
Tamim 2.4.1. Bir C kategorisi agagidaki ii¢ matematiksel gereklilikten olusur.
1) Sahip oldugu elemanlar1 obje olarak adlandirilan bir ob(C) smifi mevcuttur.

2) Sahip oldugu elemanlart morfizm, doniisiim veya ok olarak adlandirilan bir hom(C)
sinifi mevcuttur. (burada hom(A4,B), A’ dan B’ ye biitiin morfizmlerin kiimesini

tanimlar.)

3) A, B, C ve D nesneleri arasindaki Vf: A — B, g: B — C ve h: C — D doniistimleri
icin, hog: B — D asagidaki iki sart1 saglayan gof:A — C ve hog: B — D bileske

doniisiimleri mevcuttur.

(1) Vf:A— B,g:B — C ve h:C — D doniisiimleri i¢in fo(goh) = (fog)oh olur.

(Birlesme 6zelliginin varligr)

(2) Vf:A — B doniisimii i¢in Iof = f = folg olur. (Birim doniisiimiin varligi)

Burada her A nesnesi i¢in 1, doniistimii I,: A — A birim doniisiimii tanimlar.
Ornek 2.4.2.

i) Biitlin kiimeler ve bu kiimeler arasinda tanimli biitiin fonksiyonlar bir kategori

olusturur. Bu kategoriye kiimelerin kategorisi denir ve SET seklinde gosterilir.

ii) Biitlin topolojik uzaylar ve bu uzaylar arasindaki siirekli doniisiimler bir kategori

olusturur. Bu kategoriye topolojik uzaylar kategorisi denir ve TOP seklinde gosterilir.

(i) Tim kismi sirali kiimelerin kiimesi (P, <,,) ve doniisiimleri de siralamay1 koruyan
monoton doniisiimler olsun. Buna gore (P, <,) kiimesi kategori olusturur ve kategoriye

kismi sirali kiimelerin kategorisi denir ve POSET seklinde gosterilir.
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iv) Tim komsuluk uzaylarinin kiimesi N(X) ve bu uzaylar arasindaki siirekli
fonksiyonlar bir kategori olusturur. Bu kategoriye komsuluk kategorisi denir ve NBD
seklinde gosterilir. Gergekten bileske islemi siirekliligi korur ve doniisiimlerde kiimeler

arasindaki doniisiimler oldugundan diger sartlarin saglandig1 goriiliir.

Tammim 2.4.3. Eger asagidaki sartlar saglanirsa 8B kategorisine C kategorisinin alt
kategorisi denir.

a) B kategorisinin her nesnesi C kategorisinin de nesnesidir. (yani ob(B) € ob(C))

b) B kategorisindeki doniisimler C kategorisi igindekilere gore kisitlanmustir. (yani
VA,B € ob(®B) igin hom(A, B) € hom(4, B)’ dir. )

c) B kategorisindeki birim ve bileske islemleri C kategorisindekiyle aynidir.

Eger yukaridaki sartlar sabit iken B kategorisindeki doniisiimler C kategorisindeki ile
aym ise B kategorisine C kategori icinde dolgun alt kategorisi denir. Ornegin SET

kategorisi iginde FINSET (sonlu kiimelerin kategorisi) dolgun alt kategori olur.

Tammm 2.4.4. Herhangi bir kategoride eger her A nesnesi i¢cin 0 nesnesinden A
nesnesine sadece bir doniisiim varsa buradaki 0 nesnesine baslangi¢ (ilk) nesnesi ve
eger her A nesnesi igin A nesnesinden 1 nesnesine sadece bir doniisiim varsa buradaki 1
nesnesine bitis (son) nesnesi denir. Ornek olarak SET kategorisinde baslangi¢ nesnesi

bos kiime, bitis nesnesi de bir elemanli kiimeler olur.

Tamm 2.4.5. Bir C Kkategorisinde bir f: A — B morfizmi verilsin. Eger f morfizmi
soldan sadelesme 6zelligine sahipse yani fog = foh olacak sekilde g ve h morfizmleri
icin g = h oluyorsa f morfizmine monomorfizm denir. Ayn1 f morfizmi i¢in eger
sagdan sadelestirme Ozelligi varsa f morfizmine epimorfizm denir. Benzer sekilde
gof =1, olacak sekilde bir g:B — A morfizmi varsa f morfizmine kesit eger
fog = Iy olacak sekilde bir g: B — A morfizmi varsa f morfizmine dual kesit denir.
Monomorfizm ve epimorfizm olan bir morfizme bimorfizm denir. Ayrica kesit ve dual
kesit olan morfizme de izomorfizm denir. Eger f: A — B morfizmi bir izomorfizm ise

A ve B objelerine izomorf denir [12].

Tanim 2.4.6. Bir kategorinin A4, B, C ve D nesneleri ve f, g, a ve b doniisiimleri i¢in;
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A— »B

C D

g

Sekil 2.1. Degismeli diyagram

yukaridaki diyagram verilsin. Eger baslangi¢ ve bitisleri ayni1 olan bilegske doniisiimleri

esit ise; yani bof = goa oluyorsa bu diyagrama degismeli diyagram denir.

Tammm 2.4.7. Herhangi bir C kategorisinde {A;:i € I} nesnelerin bir siifi, P bu

kategorinin bagka bir nesnesi ve her i € [ i¢in p;: P — A; doniisiimii verilsin. X, C

kategorisinin bir nesnesi olmak iizere f;: X — A; doniisimii verildiginde;

P

|

|

|
‘

|

I

|
v
X

Sekil 2.2. Carpim diyagrami

diyagrami degismeli olacak sekilde bir tek k: X — P doniigiimii varsa P* ye {A;:i € I}

nesneler ailesinin garpimi denir.

Tammm 2.4.8. Herhangi bir C kategorisinde f,g:A — B morfizmleri verilsin.

Asagidaki sartlar1 saglayan (E, e) ¢iftine f ve g doniisiimlerinin esitleyicisi denir.
a) e: E — A bir doniisiimdiir.

b) foe = goe bileske fonksiyonu mevcuttur.
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c) Eger foa = goa olacak sekilde a: X — A doniisiimii verilirse

E

T q
k)

|

|

|

X

Sekil 2.3. Esitleyici diyagrami

diyagramimi degismeli yapan bir tek k: X — E doniisiimii vardir.

Tamim 2.4.9. Herhangi bir C kategorisi i¢indeki,

p

¥ i

A f e f

Sekil 2.4. Pullback degismeli diyagramlar1

degismeli diyagramlari verildiginde
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Sekil 2.5. Pullback degismeli diyagramlarini birlestiren morfizm diyagrami

diyagramini degismeli yapan bir tek k: P — X doniisiimii varsa

Sekil 2.6.Pullback diyagrami

diyagramina f ve g doniisiimlerinin pullback’ i denir.

Tamm 2.4.10. C ve D birer kategori olmak tizere C’ nin her bir A objesini D’ nin bir
F(A) objesine, €’ nin her bir f: A — B morfizmini D’ deki bir F(f): F(A) — F(B)
morfizmine doniistiiren ve asagidaki sartlar1 saglayan bir F doniisiimiine C” den D’ ye

bir (kovariant) funktor denir ve F: C — D olarak yazilir. C kategorisinde gof bileskesi
tanimli olacak sekilde f ve g morfizmleri igin;

(1) F(gof) = F(g)oF (f)’ du.

(2) Her A € 0b(C) igin F(I,) = Iy’ dur.

Bu tanimin duali olarak asagidaki tanim yapilabilir.

Tanim 2.4.11. C ve D birer kategori olmak {izere C’ nin her bir A objesini D’ nin bir
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F(A) objesine, €’ nin her bir f: A — B morfizmini D’ deki bir F(f): F(B) — F(A)
morfizmine doniistiiren ve asagidaki sartlar1 saglayan bir F doniisiimiine C” den D’ ye
bir (kontravariant) funktor denir ve F:C — D olarak yazilir. C kategorisinde gof

bileskesi taniml1 olacak sekilde f ve g morfizmleri i¢in;
(1) F(gof) = F(f)oF(g)’ du.

(2) Her A € 0b(C) igin F(Iy) = Ip(4y’ dir [12].
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3.BOLUM

KOMSULUK UZAYLARI

Herhangi bir A kiimesi, reel sayilar kiimesi tizerindeki alisilmis topolojik uzaymin bir
elemani olsun. Bu A kiimesinin i¢inde bulundugu biitiin araliklar bir komsuluk olur.
Ayrica bu acik araliklarm iist kiimeleri de komsuluk olarak diisiintilebilir. Bu boliimde
D.C Kent ve W.C. Win [2]’ in tamimladig1 komsuluk uzaylar1 tanimi tekrar verilmistir.
Her elemanm komsu kiimeleri belirlenip bu kiimelerden topoloji elde etmeye
calisilmistir. Ayrica bazi tanim ve teoremlerin topolojik uzaylardaki baglantilar:

aktarilmistir.
3.1. Komsuluk Uzaylan

Bu kisimda herhangi bir kiimenin alt kiimelerinin bir ailesinin, o kiimedeki herhangi bir
elamaninin komsu kiimesi olup olmadigini belirlenmistir. Bu sekilde belirlenen komsu

kiimelerin siirekli ve i¢ doniistimler altinda nasil tasindigi belirtilmistir.

Tanim 3.1.1. X bir kiime ve Vx € X i¢in v(x) = {4 € X : x € A} seklinde verilmis p-
yigini olsun. v = {v(x): Vx € X} seklinde olusturulan v yapisina X tizerinde komsuluk
yapisi, her bir v(x)’ e, x’ e ait v-komsuluk y1gin1 ve (X, v) uzaymna da komsuluk uzay1

denir. X tizerindeki biitiin komsuluk yapilarmin kiimesi N(X) ile gosterilir.
Ornek 3.1.2. X = {a, b, c, d} kiimesi i¢in

v(a) = {{a, b}, {b, c},{a,b,c},{a,b,d},{b,c,d}, X}

v(b) = {{a,b,c},{a,b,d},{b,c,d}, X}

v(c) = {X}

v(d) = {{d},{a,d},{b,d}, {c,d},{a,c,d},{a b,d},{b,c,d}, X}

v = {v(a),v(b),v(c),v(d)} ailesi komsuluk yapisidir. (X, v) yapisma da X tizerindeki

komsuluk uzay1 denir.

Teorem 3.1.3. v,u € N(X) komsuluk yapilarmin v < u olmasi i¢in gerek ve yeter

sart Vx € X icin v(x) < pu(x) olmasidir [2]. N(X) kiimesi ayn1 zamanda p-y1gin1
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oldugu i¢in kismi siralanmis bir kiimedir ve karsilagtirilabilir olur.

Tammm 3.1.4. v,u € N(X) olsun. Eger Vx € X,v(x) < u(x) olursa (X,v) komsuluk
uzayina (X, u) komsuluk uzaymdan daha kaba komsuluk uzay1 veya (X, u) komsuluk

uzayma (X, v) komsuluk uzaymndan daha ince komsuluk uzay1 denir [2].

Tamm 3.1.5. H ailesi X kiimesi lizerinde bir p-y1gin1 olsun. Eger v(x) € H olursa H

x elemania v-yakinsak olur ve H' 5 x seklinde gosterilir [2].

Onerme 3.1.6. (X,v) herhangi bir komsuluk uzayr N;, N,, N3 ve Ns aksiyomlarini
saglar ancak N, aksiyomunu saglamasi i¢in her bir v(x) komsuluk yapisinin A, agiklar

aksiyomunu saglamasi gerekir.

Ispat. X € v(x) oldugundan v(x) # @ olur. Dolayisiyla komsuluk aksiyomlarinm N;
aksiyomu saglanir. VV € v(x) i¢in x € V oldugundan N, aksiyomu saglanir. Vx € X
icin v(x) komsuluk yapilar1 bir yigin oldugundan N5 aksiyomu saglanir. Vx € X i¢in
v(x), A, aksiyomu saglasin. Dolayisiyla v(x) bir siizge¢ olur ve N, saglanir. VYV €
v(x) i¢in VNW %= @ olur. Dolayisiyla 3 W € v(x) vardr dyle ki Vy € W igin
v(y) = ({(W,V})olur ve V € v(y)’ dir. Dolayisiyla Ns da saglanir.

Tamm 3.1.7. (X,v) ve (Y,u) komsuluk uzaylar1 ve f:(X,v) — (Y,u) fonksiyonu

verilsin.
a) Eger her x € X igin u(f(x)) € f(v(x)) olursa f siireklidir denir.
b) Eger her x € X i¢in f(v(x)) € u(f(x)) olursa f i¢ operatordiir denir [2].

Teorem 3.1.8. (Topolojik siireklilik) (X, v) ve (Y, u) komsuluk aksiyomlarini saglayan
bir komsuluk uzay i¢in f: (X,v) — (Y,u) fonksiyonun Vx € X noktasinda siirekli
olmasi i¢in gerek ve yeter sart VV € u(f(x)) igin f(U) €V olacak sekilde en az
bir U € v(x) olmasidir. Aym teorem (X,v) ve (Y,u) topolojik uzaylar olarak

diistiniiliirse topolojik siireklilik tanim1 verilmis olur.
Ispat. (=) f siirekli ise u(f(x)) € f(v(x)) olur. VV € u(f(x)) i¢in V € f(v(x)) ve

U € v(x) icin V = f(U) olur. Dolaysiyla f(U) € V"’ dir.
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(=) VV e u(f(x))(1) i¢in f(U) €V olacak sekilde en az bir U € v(x) var olsun.
Burada,

f(U) € fF(&)) (31)

olur. v(x) komsuluk aksiyomlarmi sagladig1 icin v(x) siizgegtir. Dolayistyla f(v(x))

de slizgec olur. Herhangi bir siizge¢ ayni zamanda y1gindir. Bu durumda

fW) Efw) = fU) V=V e (v(x) (32)
elde edilir. (3.1) ve (3.2)’ den dolay1 u(f(x)) € f(v(x)) olup f siirekli olur.

Teorem 3.1.9. Komsuluk uzaylar1 arasindaki f doniigiimii siirekli ise 6rtendir.

Ispat. f fonksiyonu siirekli olsun. Buradan u(f(x)) € f(v(x)) olur. f fonksiyonu
orten olmasin yani f(X) # Y olarak alinsin. Bu durumda Y € u(f(x)) ve X € v(x)
olur. f foksiyonu siirekli oldugundan Y € f(v(x)) elde edilir. Y € f(v(x)) ifadesinde
f~1 ters doniisiimii uygulanirsa f~1(Y) € v(x) bulunur. f(X) #Y oldugu igin
X € v(x) olur. Bu durum X € v(x) olasiyla bir geliski olusturdugu igin f Orten olur.

Sonug olarak komsuluk uzaylarinda siireklilik i¢in 6rtenlik gerekli sarttir.
Ornek 3.1.10. X = {a,b,c,d} ve Y = {x, y, z} kiimeleri verilsin

v ={X,9,{a}, {b}. {a, b}, {b, c}, {a, b,c}. {b, c,d}}

r={r,0{} {2}

aileleri birer topolojidir ve (X,7) ve (Y,I') birer topolojik uzay olur. (X,t) topolojik
uzay1 i¢in;

v(a) = {{a},{a,b},{a,c},{a,d},{a,b,c}{a b, d},{a c d} X}
v(b) = {{b},{a, b},{b, c},{b,d},{a, b, c},{a,b,d},{b,c,d}, X}
v(c) = {{b,c},{a,b,c},{b,c,d}, X}

v(d) = {{b,c,d}, X}

komsuluk yapilar1 ve (X, v) komsuluk uzay1 olusturulur. (Y, I') topolojik uzay1 i¢in;
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u(x) = {{x3, {x, v}, {x, 2}, Y}
u®) = {{y.z}.Y}

u(@) = {{y, 2, v}

komsuluk yapilari ve (Y, u) komsuluk uzayi olusturulur.

Ornek 3.1.11. Ornek 3.10°deki (X, v) ve (Y, u) komsuluk uzaylari igin sekil 3.1 deki

foksiyonlar verilsin.

Sekil 3.1. f;, f, ve f; fonksiyonlar

Bu durumda;

1) f; fonksiyonu hem topolojik uzayinda hem de komsuluk uzayinda siireklidir.

2) f, fonksiyonu hem topolojik uzayinda hem de komsuluk uzayinda stirekli degildir.
3) f; fonksiyonu topolojik uzayinda siirekli fakat komsuluk uzayinda siirekli degildir.

1) Komsuluk uzayindaki siireklilik tanimi i¢in f; fonksiyonunu ele alinsin. a € X olsun,
{{x}, {x, v}, {x, z}, Y} c {{x}, {x,v},{x, z}, Y} oldugundan ,u( fi (a)) cfi (v(a)) olur.

b € X olsun, {{x, z}, Y} c {{Z}, {x,z},{y, z}, Y} oldugundan ,u(fl (b)) cfi (v(b)) olur.
c € X olsun, ,u{{y, z}, Y} c {{y, z}, Y} oldugundan ,u(fl (c)) cfi (v(c)) olur.d e X
olsun,{{y,z},Y} < {{y, 2z}, Y} oldugundan u(fi(d)) < fi(v(d)) olur. Dolayisiyla

komsuluk uzayinda f; fonksiyonu siireklidir.

Topolojik uzaylarindaki siireklilik tanimi icin f; Ya € X VV € u(f,(a)), fi(v(@))’

nim en az bir elemanini kapsamalidir. a € X ve {x} =V, {x,y} =V, {x,z}=V;, Y =
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V,. Dolayisiyla u(fi(a)) = u(x) = {Vy,V,, Vs, V,} olur ve {x} € V;, {x} € V,, {x} € 1,
ve {x} €V, bulunur. b € X ve {y,z} =V;, Y =V, kiimeleri Y’ nin alt kiimeleri olsun.
Bu durumda u(fi(b)) =pu(z) = {(V,V,} ve {z} SV, ve {zZ} SV, olur. c€ X ve
{y,z} =V,, Y =V, kiimeleri Y’ nin alt kiimeleri olsun. ,u( fi (c)) =u(y) = {V;,V,} ve
{y,z}ycv,, YcV, olur. d € X ve {y,z} =V,,Y =V, kiimeleri Y’ nin alt kiimeleri
olsun. Bu durumda p(fi(d)) = u@) ={V,,V,} ve {y,z}c{y,z}=V,, Yy =V,

olur. Dolayistyla f; fonksiyonu topolojik uzayda da siireklidir.

2) f, fonksiyonu i¢in; u(f,(d)) € f,(w(d) = u(2) & f,({b,c,d},Y) = {{y, 2}, Y} &
{Y} oldugundan komsuluk uzaylari i¢in siirekli degildir.

Topolojik uzay igindeki siireklilik tanimi i¢in f, fonksiyonu ele alinsin; Va € X igin
vV € u(f,(a)), f,(v(a))’ nin en az bir elemanini kapsamalidir. Buradan hareketle
deX ve {y,z} =V,,Y =V, kiimeleri Y’ nin alt kiimeleri olsun. Bu durumda
u(fo( @) =u@ =W, v,} ve f,(v(d)=fUbcd}X)={r} bulunur. Burada
Y €Y olur fakat Y € {y, z} oldugundan f, fonksiyonu topolojik uzay i¢inde siirekli
degildir.

3) f;3 fonksiyonu orten olmadigi i¢in komsuluk uzayinda siirekli degildir. Gegekten
u(f(a)) ¢ f(v(a)) = u(x) ¢ f(v(a)) oldugundan f; fonksiyonu siirekli degildir.
Diger taraftan f; fonksiyonu topolojik uzaylar i¢inde incelediginde; a € X ve {x} =
Vi, {x,y}=V,, {x,z} =V;, Y =V, kimeleri Y’ nin alt kiimeleri olsun. Bu durumda
,u(f3 (a)) =ulx) = {(V,V,,V5,V,} ve {x} vy, {x}cV,, {x}cV;, {x} <V, olur.
beX ve {y,z}=V,, Y=V, kiimeleri Y’ nin alt kiimeleri olsun. Bu durumda
,u(f3(b)) =u(z) = {V,L,} ve {z} S {y,z}, {z} SV, olur. ce X ve {y,z} =V,,Y =
V, kiimeleri Y’ nin alt kiimeleri olsun. Bu durumda ,u(f3 (c)) =u(z) = {{y, z}, Y} ve
{z}ycv, {z} €V, olur. de X ve {y,z} =V,, Y =V, kiimeleri Y’ nin alt kiimeleri
olsun. Bu durumda u(fs(d)) =u(z) = {{y,z},Y} ve {z}c{y,z}, {zZ} =Y olur.
Dolayisiyla f; fonksiyonu topolojik uzaylari i¢inde siireklidir.

Teorem 3.1.12. (X, 7) ve (Y,T) birer topolojik uzay ve f: (X,7) — (Y,T) bir
fonksiyon olsun. I nun her alt kiimesinin f fonksiyonu altindaki ters goriintiisii t

ailesinin elemani oluyorsa f fonksiyonu siireklidir [13].
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Tammm 3.1.13.  Bir operator siirekli, i¢ine ve birebir olursa bu doniisiime
homeomorfizm denir. Bu durumda (X,v) komsuluk uzay: (Y, u) komsuluk uzayma

homeomorfiktir denir.

Onerme 3.1.14. f: (X,v) — (Y,u) fonksiyonun siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart

H epSX)veH S oldugunda, f(H) A f(x) olmasidir [2].

Ispat. (=) f fonksiyonu siirekli bir fonksiyon oldugundan u(f(x)) € f(v(x)) olur.

Burada # —x olarak almsm. Bu durumda v(x) € K dir. Dolayisiyla f(v(x)) €
f(H) bulunur. Buradan u(f(x)) € f(v(x)) € f(H) oldugundan u(f(x)) € f(H)
elde edilir. Dolayisiyla f () 5 f(x) olur.

(=) f(#H) ﬁ)f(x) olsun. Dolaysiyla u(f(x)) € f(#) olur. A € u(f(x)) ise A€
f(H) elde edilir. Eger A € f(v(x)) ise A & f(3)’ dir. Budurum A € f(3) olmasiyla
bir ¢eliski olusturur. Dolayisiyla A € f(v(x)) olup u(f(x)) € f(H)’ dir.

3.2 Bir Kiimenin Kapams1 ve I¢i

Bu kisimda, topolojik kavram olarak verilmis olan i¢ nokta ve kapanis kavramlarinin

komsuluk uzaylarma yansimasi incelenmistir.

Tamim 3.2.1. (X, v) bir komsuluk uzayi, A € X ve x € A noktasi igin A € v(x) olursa x

elemanma A kiimesinin i¢ noktas1 denir.
I,(A) ={xeA,A€ev(x)} (3.3)

kiimesi de A kiimesinin i¢ noktalarinin kiimesi olur [2]. Bu tanim topolojik uzaylardaki

i¢c nokta tanimina oldukga benzemektedir.

Teorem 3.2.2. (X, v) komsuluk uzay1 olsun. Bu durumda

I,(A) = {x € A: A € I ,Her p — y1gmiigin H ix} (3.4)
olur [2].

Ispat. x € I,(A) olsun. Bu durumda x € A € v(x) olur. Burada # = (4) U v(x)

olarak secilirse v(x) € H elde edilir. Dolayisiyla A € H dir. v(x) € H oldugundan
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xE{xEAAEH  v(X) CH} = {x EAAEH,H z>x}01ur. Dolayisiyla
v
LA c{xeaaenx >yl (3.5)

bulunur. Diger taraftan x € {x EAAEH,H Z>x} olsun. Buradan {x € A:A €

H,v(x) € H} olur. £ = (A) U v(x) olarak alinsin. Eger x ¢ I,,(A) ise x € A & v(x)
olur. A € (A) oldugundan v(x) N (A) = @ olur. Bu durum A’ nin p-yigin1 olmasiyla
celigki olusturur. Dolayisiyla x € I,(A)’ dir. Buradan

(xeaaennSxlc) (3.6)

elde edilir. (3.5) ve (3.6)" den dolayr {x € A:A € H,7 >x } = 1,(4) olur.

Tanmmm 3.2.3. (X,v) komsuluk uzayi, A € X kiimesi verilsin. x noktasinin her
komsulugunda A kiimesinin an az bir eleman1 varsa x noktasina A kiimesinin kapanis
(degme) noktasi denir. CL,(A) ={x €eX:ANV #@Q,VV € v(x)} kimesi de A
kiimesinin kapanis noktalarinin kiimesi olur [2]. Bu tanim topolojik uzaylarda

verdigimiz tanima olduk¢a benzemektedir.

Ornek 3.2.4. X = {a, b, ¢, d} kiimesi verilsin.

v(a) = {{a, b}, {b,c},{a,b,c}{a, b,d},{b,c, d}, X}

v(b) = {{a,b,c},{a,b,d},{b,c,d}, X}

v(c) = {X}

v(d) = {{d},{a,d},{b,d}, {c,d},{a,c,d},{a b,d},{b,c,d}, X}

komsuluk yapilarinin olusturdugu komsuluk uzay1 i¢in; A = {b,c,d}, B =0, C = {c}

ve D = {d} kiimeleri verilsin. Buna gore;
Q) 1,A=1{b,c},1,B=0,1,C =@ vel,d={d}olur.

(2 Cl,A=X,Cl,B=0,CLC ={c}veCl,D = {c,d}olur.
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Ornek 3.2.5. R kiimesinde ahsilmis topolojik uzay1 ele almsin. Buradan Vx € R igin
v(x)={(x—a,x+b):Va b €R*} komsuluk vyapilar1 olusturulur ve (R,v)
komsuluk uzay1 tanimlanmis olur. Bu komsuluk uzay1 ve A = {1,2,3,4,5} kiimesi i¢in
I1(A) = @ ve CI(A) = @ olur. Ayrica B = [1,5] kiimesi i¢in I(B) = (1,5) ve CI(B) =
[1,5] olur.

Teorem 3.2.6. (X, v) bir komsuluk uzay1 ve A € X olsun.
(a) Clv(A) =X \ I‘U(X \A)
(b) CL,(4) = {x € X:3H € pS(X), 7 >x ve A€ I}

() I,(A) € B = A € Cl,(B)

olur [2].
Ispat. (a) x € A4 olsun. Dolayisiyla x & X/A olur. Buradan x ¢ I,,(X/A) olarak bulunur.

x € A oldugu icin x € Cl,(A)’ dirr. Bu durumda I,,(X/A) N Cl,(A) = @ olur. Basit

kiime islemlerini kullanilarak Cl,(4) = X / ¥,  oldugu goriiliir.
Iv( / A)

(b) x € CL,(A) olsun. Bu durumda VV € v(x) i¢in ANV # @ olur. Eger x ¢
{yeX:v(y) cH,A € H} ise bu durumda v(x) € # olur. Ayrica A € H oldugundan
AV € v(x) icin A NV = @ elde edilir. Bu durum A NV # @ olmasiyla bir ¢eliski
olusturur. Dolayisiyla x € {y € X: v(y) € H,A € H} olup

Cl(A) € {x € X:3 Sx,4 € 3} (3.7)
bulunur.

Tersine x € {x € X:v(x) € H,A € H} ise H bir p-yigini oldugu i¢in VV € v(x) i¢in
ANV # @ olur. Dolayisiyla x € Cl,,(A)’ dir. Buradan

{xex:mSxaen}ccl) (3.8)
elde edilir. (3.7) ve (3.8)" dan dolay: {x € X: Sx A€ 7} = C1,(4) olur.
(c0AcIl,(A) cBccCl,(B)y= Ac Cl,(B) olur.

Onerme 3.2.7. (X, v) bir komsuluk uzay1 ve A € X olsun. Bu durumda;
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@) I,(A4), (1), (1), (Is) aksiyomlarmi saglar [2].
(b) V v(x) komsuluk yapisi siizgeg ise I,(A4), (I5) aksiyomunu saglar.
(c) I,(A) = Aise I,(A), (I5) aksiyomunu saglar.

Ispat. (a) A =X olsun. I,(A) = A =X olup I,(A) = X olur. Bu durumda I,(4), I

aksiyomunu saglar.

I,(A) € A, x € I,(A) olsun. Bu durumda x € A olup I,,(A) < A olur. Dolayisiyla I,(A),

I, aksiyomunu saglar.

A S B olsun. I,(A) ={x € A: A € v(x)} kiimesi i¢in x € [,(A) = x € [,(A) = x €
A = A € v(x) olur. v(x) komsuluk yapis1 ayn1 zamanda yigin oldugu i¢in A’ nin ist
kiimelerini igerir. A € B oldugundan x € B € v(x) olup x € I,(B) olur. Dolayisiyla
1,(A) € I,(B) bulunur. Bu durumda I,,(A), Is aksiyomunu saglar.

(b) x € I,(AN B) olsun. Buradan AN B S v(x) olur. ANB<S Ave AnB < B olup
v(x) y1gin oldugundan A € v(x) ve B € v(x) elde edilir. Dolayisiyla x € I,(A) ve

x € I,(B) olur. Buradan x € I,,(4) N I,,(B) oldugu goriiliir. Dolayisiyla
I,(ANB) S I,(A) N I,(B) (3.9)
bulunur.

Tersine x € I,(A) N I,(B) olsun. Dolaysiyla x € I,(A) ve x € I,(B) olur. Buradan
A €ev(x) ve B €v(x) elde edilir. v(x) bir siizge¢ oldugundan AN B < v(x) olur.
Dolayisiyla x € I,(A N B) olup

I,(A) NnI,(B) S I,(ANB) (3.10)
bulunur. (3.9) ve (3.10)’ den dolay1 I,,(A N B) = I,(A) N I,,(B) elde edilir.

(c) x € I,(I,(A)) olsun. Buradan I,(A) € v(x) olur. v(x) yigin ve I,(A) € A
oldugundan A € v(x) olup x € I,(A) olur. Dolayisiyla

L(1,(A)) € I,(A) (3.11)
28



bulunur.

Tersine x € I,(A) olsun. Bu durumda A € v(x)’ dir. I,(A) = A oldugundan [,(A) €
v(x) ve x € I,(I,(A)) olur. Buradan

I,(4) < L,(1,(4) (3.12)
elde edilir. (3.11) ve (3.12)’ dan dolay1 I,,(I,(4)) = L,(A) olur.

Teorem 3.2.8. (X, v) bir komsuluk uzay1 ve A € X olsun. Bu durumda;

(@) ClL,, (Ky), (K;), (K3) aksiyomlarimi saglar.

(b) Cl,,(A) kiimesi Cl,(Cl,(A)) kiimesinin alt kiimesidir. Eger CL,(A) = A ise Cl,, (K,)

kapanis aksiyomunu saglar.
(c) Cl,(A) € B = A< Cl,(B) olur.

Ispat. (a) CL,(®) = @ olur. Ciinkii bos kiime ile biitiin kiimelerin kesisimi bos kiime

olur. Dolayisiyla Cl,,, K; aksiyomunu saglar.

x €A olsun. VV € v(x) igin ANV # @ oldugundan A < Cl,(A) olur. Bu durumda

Cl,, K, aksiyomunu saglar.
x € Cl,(A U B) olsun. Buradan
AUB)NV#d=UNVIUBNV)+0d=UNV)OV(BNV)+0
=x€eCl,(A)vxecCl,(B)=>xeC(Cl,(A)ucCL(B)
= Cl,(A U B)S Cl,(4) U Cl,(B) (3.13)

elde edilir. Diger taraftan; x € Cl,(A) U Cl,(B) olsun. Buradan x € ClL,(A) Vx €
Cl,(B) olur. V V € v(x) igin

AnNV)z0v(BNV) 0 =UNV)I)UBNV)0=(AUB)NV +0@
= x € Cl,(AU B)

= Cl,(A) U Cl,(B) S Cl,(AUB) (3.14)
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elde edilir. (3.13) ve (3.14)’ den dolay1 Cl,,(A U B)= Cl,(A) U Cl,(B) olur.

(b) x € CL,(A) olsun. VV € v(x) icin ANV # @ olur. A € CL,(A) oldugundan
vV ev(x) igin CL,(A)NV %@ olup x € CL,(CL,(A)) olur. Buradan CI,(A) S
Cl,(Cl,(A)) elde edilir. Eger Cl,(A) = A'ise, Cl,(A) = Cl,(Cl,(A)) olur.

(c) CL,(A) € B olsun. Buradan A € Cl,(A) € B € Cl,(B) olur. Ik ve son terimden
dolay1 A € Cl,(B) olur.

Onerme 3.2.9. f: (X, v) — (Y, u) iki komsuluk uzay1 arasinda tanimlanan bir
fonksiyon olsun. (1)<>(2)<>(3) ve (4)<>(5)<>(6) olur.

(1) f siirekli bir doniisiimdir.

@VASY,f (L)< L(f () di.

3)V B S X, f(CL,(B)) < CL,f(B)’ dir.

(4) f i¢ doniisiimdir.

B)VACSY,L(f () < £ (1.(A)) di.

(6)V B S Y, f~1(CL,(B)) € CL,f~1(B)’ dir [2].

ispat. (1 & 2) (=) f siirekli bir doniisiim ve x € X olsun. Dolayisiyla u(f (x)) c

f(u(x)) olur. Buradan x € f~1 (IH(A)) elde edilir. Diger taraftan f(x) € I,(A) olsun.
Bu durumda;
f() € L,(A) = A€ u(f(0)) = A€ f(v(x)) = f(4) € v(x) (3.15)

bulunur. Dolayssiyla x € I, (f *(4)) olup £~ (1,(4)) € I,(f 7 (A)) olur.

(&) Tersine f~1 (IM(A)) < I,(f~1(A)) olsun. Bu durumda 1,(4) < f(I,(f~1(4)))

elde edilir. Ayrica ACY ve y€I,(4A) olsun. Burada A € u(y)’ dir. y = f(x)

oldugundan
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A€ u(f(x)) (3.16)
olur vey e f (I,,(f‘l(A))) bulunur. Diger taraftan y € f (I,,(f‘l(A))) ifadesinin
f altindaki ters goriintiisii alinirsa £~ (y) € L,(f ~(4)) elde edilir. Bu durumda

I eL(f 1) = xe L(f 1 A))=f1Aevix) = A€ f(vix)) (3.17)

bulunur. (3.16) ve (3.17)’ den dolayr u(f(x)) € f(v(x)) olur. Bu durumda f

fonksiyonu stireklidir.

(13) (=) f siirekli ve f(x) = y olsun. Buradan u(f(x)) € f(v(x)) =

ft (u(f(x))) C v(x) olur. Aycica y € f(Cl,(B)) olsun. Buradan;
y € f(ClL,(B)) = f~'(y) € CL,(B) = x € Cl,(B) = VV € v(x) (3.18)

elde edilir. Dolayistyla V N B # @ olur. Buradan vV, € f~1 (,u(f(x))) icin V; NB #

@ olur. V; € f1 (,u(f(x))) ve V; N B # @ ifadelerinin f altindaki goriintiisii alinirsa

V(1) € u(f(x)) igin f(V) N f(B) # @ olur. f(x) € CL,(f(B)) = y € CL,(f(B))
elde edilir. Dolayisiyla f(CL,(B)) € CL,f (B) olur.

(=) Tersine x € Cl,(B) olsun. Bu takdirde V V € v(x) i¢in B NV # @ olur. Buradan
f(x) € f(Clv(B)) ise f(x) € Clu(f(B)) olur. Dolayistyla her w € ,u(f(x)) icin
f(B)Nnw # @ dir. Burada f~1 ters doniisiimii kullanilarak f~*(w)NB # ¢ =
f~(w) € v(x) elde edilir. vV V € v(x)’ nin B kiimesiyle ile kesisimi bos kiimeden fakl1

olur. Buradan hareketle tekrar f altindaki goriintiileri almarak w € f(v(x)) bulunur,

Dolaysiyla u(f(x)) € f(v(x)) olur. Bu durumda f siireklidir. f siirekli ise w €

f(w(x)) olur.

(4 © 5) (=) x € I,(f~1(A)) olsun. Buradan;

A evix) = A€ f(vx) = A€ u(f(x)
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= f(x) €L,(4) = x € f (IH(A)) (3.19)
elde edilir. Dolayisiyla I,,(f ~*(4)) € f~*(1,(A)) olur.

(=) Adef(v(x)) ve yeA olsun. f1(y)€f1(A) = f1(A) €v(x) olur.
Dolayisiyla x € I,(f~1(A))’ dir. Buradan x € f~1(1,(A)) olur. Ciinkii L,(f~1(4)) <
f~1U1,(4)) dir. x € f~1(1,(A)) ifadesinin f doniisiimii altindaki goriintiisii almirsa
f(x) € 1,(A) bulunur. Dolayistyla A € pu(f (x)) olur. Buradan f(v(x)) € u(f(x)) elde
edilir.

(5 6) (=) f bir i¢c operatér ve x € f~1 (Clu(B)) olsun. Bu durumda f(x) €

Cl,(B) = VV € u(f(x)) i¢in V.n B # @ olur. Buradan VI € f(v(x)) igin WNB #
@ bulunur. YW € f(v(x)) ifadesinin f altindaki ters déniisiimiinii almarak ¥Vf~1(W) €
v(x) icin fTIW)n f~Y(B) # @ elde edilir. Bu durumda x € CL,(f~*(B)) olur.
Dolayistyla f~*(Cl,(B)) < CL,(f~*(B)) bulunur.

(<) Tersine x € f~* (C1,,(B)) olsun. Bu durumda
x € f71(CL(B)) = f(x) € Cl,(B) = YW € u(f(x)) igin W N B + @

= VfT W) € £ u(f ()

= FIW)nfF(B) £ @ (3.20)
elde edilir. Diger taraftan x € £~ (C1,(B)) ise f~*(CL,(B)) < CL,f~(B) oldugundan

dolayr x € CL,(f~1(B)) = VV € v(x) bulunur. Buradan V. n f~1(B) # @ olur. Bu
durumda  v(x) € F1(u(f(®)) = fwx)) S u(f(x)) oldugu ig¢in f bir ic

operatordiir.

Teorem 3.2.10. (X, v) ve (X,u), X iizerinde birer komsuluk uzay1 ve v < u olsun. Bu

durumda VV € X i¢in;
1) LWV) s 1,WV)
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(2) Cl,(V) € CL,(V)
olur.

Ispat. (1) x € I,(V) olsun. Bu durumda V € v(x) olur. v(x) < u(x) oldugundan
V € u(x) ve x € I,(V) bulunur. Dolayisiyla I,(V) € 1,,(V) elde edilir.

(2) xecCl,(V) olsun. VA€ pu(x) igin ANV #@ olur. Buradan v(x) < u(x)
oldugundan VA € v(x) igin A NV # @ bulunur. Dolayisiyla x € CL,(V) elde edilir. Bu

durumda Cl,, (V) < CL,(V) olur.

3.3. Supratopolojik ve Pretopolojik Uzay ile Supra-a¢ik ve Pre-acik Kiimeler
Arasindaki Iliski

1960’ larda Mashour [5] ve Levin [6] supratopolojik uzaylari, 1948’de Choquet [3]
pretopolojik uzaylar1 dontisimler yardimiyla tanimlamistir. Bu kisimda, [2-6]" da

verilen tanim ve teoremler karsilastirilarak sunulmustur.

Tanim 3.3.1. (X, v) bir komsuluk uzayi ve £ € pS(X) olsun.

i) CL,(#) = ({CL,H: H e K} (3.21)
i) V,(H) = ({A S X: LA € K} (3.22)
sirastyla 6zel p-y1gin komsuluklari elde edilir [2].

Onerme 3.3.2. (X, v) bir komsuluk uzay1, 7 € pS(X) ve A € H olsun. Burada

{x1, x5, %3, ..., xy} = A verilsin. Bu durumda B ={v(x;) nv(xy)Nv(x;)N..N

v(x,)} kiimesi V,,(H)’ nin elemani olur. Burada {x,} = A ise B = v(x;) olur.

Ispat. H € V, (%) olsun. Bu durumda I,(H) € # olur. Burada 6zel olarak A = I,,(H)
alinirsa H € v(x,),H € v(x,),H € v(x3),... H € v(x,) elde edilir ve buradan H € B
olur. V,(H) bir p-yigin oldugu i¢in B € V,(H) olur. Eger {x;} = A olursa, VV €
v(x;) igin x; €V oldugundan VV igin I,(V) =V olur. Dolayisiyla B = v(x;) ve
vV eV, () olur.
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Sonuc 3.3.3. V, (%) = v(x) olur. Onerme 3.3.2. ispat kismindan elde edilir.

Tanmm 3.3.4. (X,7) bir topolojik uzay ve S € X olsun. Eger S € (5)° oluyorsa S

kiimesine pre-ag¢ik kiime denir. Biitiin pre-agik kiimelerin ailesi PO (X) ile gosterilir [6].
Tanmim 3.3.5. X # @ ve P(X), X’ in kuvvet kiimesi olsun. a: P(X) — P(X) doniistimii
)a(@) =0

ii)VAePX), Ac a(4)

ozelliklerini sagliyorsa (X, a) bir pretopolojik uzay ve a(4) = {§,A S X: A S a(4)}
kiimesi de pretopoloji olur [17]. (X,v) bir komsuluk uzay1 olsun. Eger V x € X igin
v(x) bir siizgeg olursa (X, v) bir pretopolojik komsuluk uzay olur ve v komsuluk yapisi

bir pretopolojik komsuluk yapisi olur [2].

Ornek 3.3.6. (X,7), X = {a, b, c,d} iizerinde bir topolojik uzay olsun. Bu topolojik
uzay t = {X,9,{a}, {b}, {a, b}} seklinde verilsin. Ayrica (4)": P(X) — P(X) doniisiimii
tanimlansin. Bu doniisiim 6zel olarak Tanim 3.3.5” in (i) ve (ii) Ozelliklerini saglayan

bir doniisiim olur. Buradan hareketle;
PO(X) = {X,,{a}, {b},{a,b},{a,d},{a, b, c},{a, b, d} (3.23)

ailesi elde edilir. Dolayisiyla (X,(A)°) uzayr bir pretopolojik uzay, PO(X) bir
pretopoloji ve PO(X)’ in elemanlar1 da pre-agik kiime olur. Eger ayni topoloji igin

(X, v) komsuluk uzay1
v(a) = {{a},{a,b},{a,c},{a,d},{a,b,c}{a b, d},{a c d} X}
v(b) = {{b},{a, b},{b, c},{b,d},{a,b,c},{a,b,d},{b,c,d}, X}
v(c) =X
v(d) = X

seklinde belirlenirse V x € X i¢cin v(x)’ ler slizge¢ olur. Dolayisiyla (X,v) bir
pretopolojik komsuluk uzay olur. Ayrica komsuluk uzaylar1 iginde PO(A) =

{Ac X:AcI,(CL(A) } ailesi tanimlansim. Bu durumda
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PO(X) ={X,0,{a},{b},{a, b}, {a d} {a b, c}{a b, d}} (3.24)
ailesi elde edilir. PO(X) ailesi bir pretopolojidir ve bu pretopolojik uzay kullanilarak;
ve(a) = {{a}, {a, b}, {a, c},{a,d},{a, b, c},{a,b,d},{a,c,d}, X}

vr(b) = {{b}, {a, b}, {b, c},{b,d},{a, b,c}, {a,b,d}, {b,c,d}, X}

v.(c) = {{a,b,c}, X}

v.(d) = {{a,d},{a,c,d},{a,b,d}, X}

seklindeki komsuluk yapilar1 olusturulur. (X, v,;) komsuluk yapist da bir pretopolojik
komsuluk uzayr olur. Bu sekilde olusturdugumuz komsuluk uzay 6zel olarak (X, v;)

seklinde ifade edilecektir.

Tamm 3.3.7. (X,7) bir topolojik uzay ve S € X olsun. Eger S € SO oluyorsa S

kiimesine yari-agik kiime denir. Biitiin yari-agik kiimelerin ailesi SO(X) ile gosterilir

[6].

Tanim 3.3.8. 7%, X in bir alt ailesi olsun. 7* ailesi,
HDXert

ii) T* keyfi birlesimleri yine t*’mn elemanidir.

sartlarin1 saglarsa bir supratopoloji olur. (X, t*) uzayna da supratopolojik uzay denir.

7"’ nun elemanlarina da supra-acik kiimeler denir [5].
Tamm 3.3.9. (X, t*) bir supratopolojik uzay olsun.
i) T*’ 1n elemanlarina supra-agik, tiimleyenine de supra-kapali kiime denir.

ii) S € X kiimesi verilsin. S” ni alt kiimesi olan supra-agik kiimelerin birlesimine S’ nin

supra-i¢i denir ve Sint(S) ile gorterilir.

iit) S € X kiimesi verilsin S’ yi igeren supra-kapali kiimelerin kesigimine S’ nin supra-

kapanis1 denir ve Scl(S) ile gosterilir [5].
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Yukarida verilen tanimlar (X, a) pretopolojik uzay i¢in de yapilabilir [17].

Tanmm 3.3.10. (X,v) bir komsuluk uzayr olsun. Eger Vx € X, V,(v(x)) = v(x)

oluyorsa (X, v) komsuluk uzayina supratopolojik komsuluk uzay1 denir. Bu komsuluk
yapisi da bir supratopolojik komsuluk yapisi olur [2].

Ornek 3.3.11. X ={a,b,c,d} kiimesi iizerinde (X,7) bir komsuluk uzay1 7=
{X ,0,{a},{b},{qa, b}} seklinde verilsin. Bu topolojiye gore yar1 agiklarin ailesi

X,0,{a},{b},{a, b}, {a,c},{a,d},{b,c}, }

TP =50(X) = {{b, d},{a,b,c},{a,b,d},{a c d} {b,c d}

(3.25)

seklinde olusturulur. Bu aile ayni zamanda bir supratopoloji olur. Ozel olarak bu

supratopolojik uzay v,«(x) = ({U € t*: x € U}) seklinde olusturulursa
v+ (a) = {{a},{a, b}, {a,c},{a,d},{a,b,c},{a,b,d},{a,c d}, X}

v+ (b) = {{b},{a, b}, {b, c},{b,d},{a, b, c},{a,b,d},{b,c,d}, X}

v+ () = {{a, ¢}, {b, ¢}, {a, b, c},{a,c,d},{b,c,d}, X}

v+(d) = {{a,d},{b,d},{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d} X}

(X,v;+) komsuluk uzayr elde edilir. Bu komsuluk wuzayr ayni zamanda bir
supratopolojik komsuluk uzay olur. Bu sekilde olusturdugumuz komsuluk uzay1 6zel

olarak (X, v,) seklinde ifade edilecektir.

Tanim 3.3.12. (X, v) komsuluk uzay1 olsun. Eger her x € X i¢in CL,(v(x)) = v(x)
oluyorsa (X, v) komsuluk uzayma bir regiiler komsuluk uzayi denir [2].

Lemma 3.3.13. (X, v) bir komsuluk uzay1 olsun.

)VV ev(x)i¢inV € [,(x) oluyorsa (X, v) bir supratopolojik komsuluk uzay olur.

i) VvV ewv(x) ve IW € v(x) icgin Cl,(V) € W oluyorsa (X, v) bir regiiler komsuluk

uzay olur.
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) vV,W ev(x)igin VNW € v(x) oluyorsa (X, v) bir pretopolojik komsuluk uzay

olur.
Tamm 3.3.14. (X, v) bir komsuluk uzay1 olsun.

i) Komsuluk vyapilar1 ov(x) =({x € A € X:I,(A) = A}) seklinde tamimlanan ov

komsuluk uzayma (X, v) komsuluk uzaymin supratopolojik modifikasyonu denir.

ii) Komsuluk yapilar1 mv(x) = [v(x)], Vx € X seklinde tanimlanan v komsuluk

uzayma (X, v) komsuluk uzaymin pretopolojik modifikasyonu denir.

iii) Komsuluk yapilari pv(x) = ({x € A € X: CL,(A) = A}) seklinde tanimlanan pv

komsuluk uzayina (X, v) komsuluk uzayinin regiilerlestirmesi denir [2].
Ornek 3.3.15. X = {a, b, c, d} iizerinde (X, v) bir komsuluk uzay1 ve
v(a) = {{a, b}, {a,c}{a,d},{a,b,c}{a b,d} {a,c,d} X}

v(b) = {{b,c},{b,d},{a,b,c},{a b,d},{b,c d}, X}

v(c) = {{a, ch{a,b,c}{a,c,d}, X}

v(d) = {{a,d},{b,d},{a,b,d}{a,c,d},{b,c,d}, X}

komsuluk yapilari tanimlasm. Bu durumda v komsuluk uzaymin ov supratopolojik

modifikasyonu

ov(a) = {{a,c},{a,b,c},{a,c d}, X}

ov(b) = {{a, b, c}, X}

ov(c) = {{a,c}{a b, c},{a,c d}, X}

ov(d) = {{a,c,d}, X}

komsuluk yapilarindan olusur. v komsuluk uzaymin v pre-topolojik modifikasyonu

ov(a) = {{a},{a,b},{a,c},{a d},{a b,c},{a b,d},{a c d}, X}

37



ov(b) = {{b},{a,b},{b,c},{b,d},{a,b,c},{a b,d},{b,c,d}, X}

ov(c) = {{a,c},{a, b, c}{a,c,d}, X}

ov(d) = {{c,d},{a,c,d},{b,c,d}, X}

komsuluk yapilarindan olusur. v komsuluk uzayinin pv regilerlestirmesi
ov(a) = {X}

ov(b) = {{b},{a,b},{b,c},{b,d},{a,b,c},{a b,d},{b,c,d}, X}

ov(c) = {{c, d}, {a,c,d},{b,c,d}, X}

ov(d) ={{d},{a,d},{b,d},{c,d},{a,b,d},{a,c, d},{b,c, d}, X}
komsuluk yapilarindan olusur.

Onerme 3.3.16. (X, v) bir komsuluk uzay1 olsun.

i) En ince ov supratololojik modifikasyonu v komsuluk uzayindan daha kabadir.
il) En ince pv regiiler modifikasyonu v komsuluk uzayindan daha kabadir.

iii) En kaba mv pre-tololojik modifikasyonu v komsuluk uzayindan daha incedir [2]. Bu

onermenin dogruluguna érnek olarak Ornek 3.3.15 verilebilir.

Teorem 3.3.17. f: (X, v) — (Y, ) siirekli bir fonksiyon olsun. Asagidaki fonksiyonlar

da siirekli olur:
@) f: (X,0v) — (Y, 0u)
(b) f: (X, pv) — (¥, pp)
© f: (X, mv) — (¥, mp)

3.4. Komsuluk Uzaylar ile Topolojik Uzay Arasindaki liski

Bu kisimda komsuluk uzaylar ve topolojik uzaylar karsilagtirilmistir. Ayrica komsuluk

uzaylar yardimiyla nasil topoloji elde edilecegi incelenmistir.
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Tamm 3.4.1. (X, v) bir pretopolojik komsuluk uzay1 ve supratopoloik komsuluk uzay1
ise (X, v) komsuluk uzaymna bir topolojik komsuluk uzay1 denir [2].
Teorem 3.4.2. (X, v) komsuluk uzay1 olsun.

a) (X, v) komsuluk uzayinm bir pretopolojik komsuluk uzay1 olmasi i¢in gerek ve yeter

sart Vx € X ve VA € v(x) i¢in I,,(A)’ nin I3 aksiyomunu saglamasidir.

b) (X,v) komsuluk uzayinmn bir supratopolojik komsuluk uzay1 olmasi i¢in gerek ve

yeter sart Vx € X ve VA € v(x) i¢in I,(A)’ nin I, aksiyomunu saglamasidir.

¢) (X,v) komsuluk uzaymin bir topolojik komsuluk uzayi olmasi i¢in gerek ve yeter

sart Vx € X ve VA € v(x) i¢in I,,(A)’ nin I3 ve I, aksiyomlarini saglamasidir.

Ispat. a)(=) (X, v) pretopolojik komsuluk uzay1 oldugundan Vx € X icin her v(x) bir
stizgeg olur. Dolayisiyla I,(A N B) = I,,(A) N I,(B) olur.

(&) A, B € X ve v(x) komsuluk yapist verilsin. v(x) yigmm oldugu i¢in @ € v(x) ve A’
nin biitiin st kiimeleri v(x)’ in elemanlaridir. Ayrica A € v(x) ve B € v(x) olsun. Bu

durumda x € A ve x € B olur. Buradan;
xel,(A)Axel,(B)=x€el,(A)nI,(B)=x€,(ANB) (3.26)
bulunur. x € I,(A N B) oldugu igin,

xe€l,(ANB)={x€ANB,ANBev(x)}= ANB € v(x) (3.27)
elde edilir. VA, B € v(x), A N B € v(x) oldugundan v(x) siizgegtir.

b) (=) (X,v) bir supratopolojik komsuluk wuzayr olsun. Buna gore
Vx€XV,(v(x)) =v(x) olur. Bagka bir ifadeyle V,(v(x)) = {4 < X:I,(4A) <
v(x)}) = v(x) elde edilir. Burada x € I,(I,(A)) olsun. Dolayisiyla I,(A) € v(x)
oldugu i¢in x € I,(A)’ dir. Buradan;

I,(1,(4)) < 1,(4) (3.28)
bulunur. Diger taraftan x € I,,(4) olsun. Dolayisiyla A € v(x) ve A € V,(v(x)) olur.
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Burada I,(4) € v(x) oldugu i¢in x € I,(I,(A)) olur. Dolayisiyla
I,(4) € I,(1,(4) (3.29)
elde edilir. (3.28) ve (3.29)’ dan dolay1 I, (4) = I, (I,(4)) olur.

(&) 1,(4) = L,(1,(A)) olsun. Bu durumda I,(A) = A olur. Dolayisiyla V x € A igin
vV A € v(x) ve I,(A) € v(x) bulunur. Buradan V,(v(x)) = v(x) elde edilir.

¢) (X, v) komsuluk uzay: bir topolojik komsuluk uzay1 ise ayn1 zamanda pretopolojik
komsuluk uzay ve supratopolojik komsuluk uzay olur. Teorem 3.4.2. (a) ve (b)
ifadelerine gore: (X, v) komsuluk uzayi pretopolojidir ancak ve ancak I; aksiyomunu
saglar ve ayrica (X, v) komsuluk uzayi supratopolojidir ancak ve ancak I, aksiyomunu

saglar.

Sonu¢ 3.4.3. (X, v) komsuluk uzaymin bir supratopolojik komsuluk uzay olmasi igin

gerek ve yerer sart I,,(I,(A)) = I,(A) olmasidir.

Ornek 3.4.4. X = {a, b, c, d} kiimesi tizerinde

= {X,0,{a}, {b},{a,b},{b, c} {a, b, c}, {b, c,d}}

topolojisi verilsin. Bu topolojiye gore olusturulan (X, v) komsuluk yapisi
v(a) = {{a}, {a,b},{a,c},{a,d},{a,b,c},{a b,d},{a,c d}, X}

v(b) = {{b},{a, b},{b, c},{b,d},{a, b, c},{a,b,d},{b,c,d}, X}

v(c) = {{b, c}{a,b,c},{b,c,d}, X}

v(d) = {{b,c,d}, X}

seklinde olur. Bu komsuluk yapist hem pretolojojik komsuluk yapist hem de
supratopolojik komsuluk yapisidir. T topolojik uzay: i¢in supratopolojik ve pretopolojik

uzay olma ozelliklerini saglayan

S0(X) =t ={X,0,{a},{b},{a, b}, {b,c},{b,d},{a b,c},{a b,d},{b,c,d} {a c,d}}
(3.30)
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ailesi hem supratopolojik uzay hem de pretopolojik uzay olur. Bu yapiya baglh kalarak
olusturulan (X,v,+) komsuluk uzayi da hem pretopolojik komsuluk uzay hem de
supratopolojik komsuluk uzaydir. Dolayisiyla (X, v;+) ikilisi de bir topolojik komsuluk
uzay olur. Aslinda (X,7*)’ 1n bir topoloji oldugunu agiklar aksiyomlar1 yardimiyla

belirlemek daha basittir.

Lemma 3.4.5. (X,v) komsuluk uzayr hem pretopolojik komsuluk uzay hem de

supratopolojik komsuluk uzay olsun.
T={A S X:VB € XveVx; € Bicin N{N;¢;v(x;)} = A} (3.31)
seklinde verilen 7 ailesi bir topoloji olusturur.

Ornek 3.4.6. Ornek 3.4.4° te verilen (X, v,+) komsuluk yapismin Lemma 3.4.5¢ e gore
olusturdugu topoloji 7 = {(Z), X, {a},{b},{b,c},{b,d},{a, b}, {a,b,c} {b, c,d}} seklinde

elde edilir.
Teorem 3.4.7. (X, v) bir komsuluk uzay1 olsun.

i) (X, v) bir pre-topoloji ise v komsuluk uzayinin ov suptatopolojik modifikasyonu bir

topoloji olur.

il) (X, v) bir supra-topoloji ise v komsuluk uzaymimn v pretopolojik modifikasyonu bir

topoloji olur [2].

Tamim 3.4.8. X # @ olsun. X iizerinde tanimlanan biitiin pretopolojik, supratopolojik,
topolojik ve regiiler komsuluk uzaylarmin kiimesi sirasiyla PT(X), ST(X), T(X) ve
RN(X) olarak gosterilir.

Tanim 3.4.9. (X, t) bir topolojik uzay ve 7* bir supratopoloji olsun. Eger T € 7* olursa
T*” @, T° nun topolojik birlesimi denir [5]. Benzer sekilde (X, v) bir topolojik komsuluk

uzay ve (X, v ) bir supratopolojik komsuluk uzay olsun. Eger v < v+ olursav,+* a, v
komsuluk uzaymin komsu topolojik birlesimi denir.

Ornek 3.4.10. PT(X) pretopolojik komsuluk uzaylarmm her elemani ayn1 zamanda bir
supratopolojik komsuluk uzay olsun ve ST(X) supratopolojik komsuluk uzaylari

41



verilsin. Bu durumda PT(X) ve ST(X) komsuluk uzaylar1 ayr1 ayr1 T(X) topolojik

komsuluk uzaymin komsu topolojik birlesimi olur.

Tanim 3.4.11. Eger x € S € V olacak sekilde bir S supra-agik kiimesi varsa V € X

kiimesine X’ in bir supra-komsulugu denir [5].

Ornek 3.4.12. Omek 3.3.6. ve Ornek 3.3.11. icinde belirtilen topolojik uzaylar icin
TC 1" olup 7%, 7 ile topolojik birlesim olur. Ayrica T(X) € PO(X) € SO(X) ve

v < v, < v, olur.

3.5. Genellestirilmis ve Zayif Komsuluk Uzaylan

Bu kisimda Won Keun Min [8,9] ve arkadaslariin tanimladigi genellestirilmis ve zayif

komsuluk uzaylar1 kavramlarinin tanimlar1 ve bu tanimlarla ilgi teoremler verilmistir.

Tamm 3.5.1. X # @ bir kiime, P(X), X in kuvvet kiimesi ve : X — P(P(X)) olsun.
Y, x €V icin V € P (x) olursa V kiimesine x € X’in genellestirilmis komsulugu ve

Vx € X, P(x)’e X lizerinde genellestirilmis komsuluk sistemi denir [8].

Tamim 3.5.2. X # @ bir kiime ve g, X iizerinde bir aile olsun. Eger @ € g ve VG; € g
icin Uje;G; € g olursa g’ ye genellestirilmis topoloji denir. (X,g) uzayma da
genellestirilmis topolojik uzay denir [9].

Ornek 3.5.3. X = {a, b} kiimesinin {{a}, {b}, {a, b}, @} biitiin alt kiimeleri verilsin. Bu

ailenin alt kiimelerinin ailesi,

0, (8}, {{}}, {03}, {{a, B}). {0, (@}, {8, 13}, {0, (a, B3}, ({3, (03}, (€}, (B3}, (B, (a, ),
(9, (a}, (63}, {9, a}, (@, b}, {0, (b, (a, b3}, {{{a}, (b}, (@, )}, (@, (), (B}, {a, b))}
(3.32)

seklinde olur. Bu kiimeler 151g¢1nda asagidaki gibi iki farkli ¢ fonksiyonu tanimlansin.
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>{{b},{a,b}}
>10,{a,b}}

>{¢.{b},{a,b}

1. durum 2.durum

Sekil 3.2. y fonksiyonlar1

Buna gore 1. Durum igin;

V; = {a} ve V, = {a, b} gibi iki kiime verilsin. a € V; i¢in Y(a) = @ ve V; ¢ Y (a) olur.
Dolayisiyla V; kiimesi a’in bir genellestirilmis komsulugu degildir. a € V, i¢in ¥ (a) =
@ ve V, ¢ Y(a) olur. Dolaysiyla V, kiimesi a’ m bir genellestirilmis komsulugu
degildir. b € V, igin ¥(b) = {®,{a, b}} ve V, € y(b) olur. Dolayistyla V, kiimesi b’nin
bir genellestirilmis komsulugu olur. Buradan ¥ (b) = {@,{a, b}} ailesi de b’ nin bir
genellestirilmis komsuluk sistemidir. Ayrica {(D, {a, b}} ailesi genellestirilmis topolojik

uzay olur.
2. durum i¢in;

V; = {a} ve V, ={a,b} gibi iki kiime verilsin. a € V; icin ¥(a) = {{b},{a, b}} ve
Vi € Y(a)® dir. Dolayisiyla V; kiimesi a’in bir genellestirilmis komsulugu degildir.
a €V, igin Y(a) = {{b}, {a, b}} ve V, € Y(a) elde edilir. Bundan dolay1 V, kiimesi
a’m bir genellestirilmis komsulugudur. ¥(a) = {{b}, {a,b}} ailesi de a’ nin
genellestirilmis komsuluk sistemi olur. Ayrica {{b}, {a, b}} ailesi genellestirilmis
topolojik uzay olur. b € V, icin ¥(b) = {9, {b},{a,b}} ve V, € ¥(b) oldugu icin V,
kiimesi b’ nin bir genellestirilmis komsulugudur. Dolayisiyla y(b) = {(Z),{b}, {a, b}}
ailesi de b’ nin bir genellestirilmis komsuluk sistemi olur. Ayrica {(b,{b}, {a, b}} ailesi

genellestirilmis topolojik uzaydir.
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Tamm 3.5.4.1:X — P(P(x)) olsun.y asagidaki aksiyomlar1 saglarsa 1’ ye X

tizerinde zayif komsuluk sistemi denir. (X,1) uzayma da zayif komsuluk uzay1 denir

[9].
) x€Xicinyp(x) £ 0

i) x € X i¢inV € Y(x),x €V

iV, U e Yx)ikenU NV e P(x).

Tamm 3.5.5. (X, y) zayif komsuluk uzay1 ve A € X olsun.
ly(A) ={x € A:V €,V € A}

Yp(A) ={xeX:VeyXx),VnA=+a}

kiimeleri sirasiyla A kiimesinin -i¢i ve w-kapanisi olur. Bu tanimlar komsuluk

uzaylarindaki tanimlara oldukga benzemektedir [9].

Teorem 3.5.6. (X, y) zayif komsuluk uzay1 ve A € X olsun. Bu durumda;
a) 1y (A) , Iy, 15,13 1, ve I i¢ doniisiim aksiyomlarini saglar.

b) v (4) , K1, K, ve K; kapanis aksiyomlarmi saglar.

Bu teoremin ispati, teorem 3.2.7. ve teorem 3.2.8. (a)’ nin ispatlarina benzer sekilde

yapilir.
3.6. Komsuluk Uzaylarinda Simirhilik

Bu kisimda N(X) komsuluk uzaylar1 kiimesinin ve alt kiimelerinin, alt ve iist siniri,

infimum ve supremumu, sup-yogunlugu, inf-yogunlugu ve order-densesi incelenmistir.

Tamm 3.6.1. A ={v;:i € J} € N(X) komsuluk uzaylar1 ailesi olsun. Bu durumda
(X,v) ve (X,u) komsuluk uzaylarina sirasiyla, N(X) i¢inde A ailesinin infimumu ve
supremumu denir ve v = infyx)A Ve U = supyx)A olarak gosterilir. Burada v(x) ve

u(x) komsuluk yapilar1 v(x) =n {v;(x):i € J} ve u(x) =U {v;(x):iJ} seklinde

tanimlanir [2].
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Onerme 3.6.2. A = {v;:i € J} € N(X) olsun.

(1) Vv; € A bir supratopolojik komsuluk uzayr ise supy(xyed da supratopolojik

komsuluk uzayi olur.

(2) Yv; € A bir regiiler komsuluk uzay1 ise supyxyeA da regiiler komsuluk uzay1 olur.

(3) Yv; € A bir pretopolojik komsuluk uzay1 ise infyx)A da pretopolojik komsuluk

uzayi olur.

(4) Yv; € A bir topolojik komsuluk uzay1 ise Suppg(xyA Ve infsrx)A da bir topolojik
komsuluk olur [2].

Ispat. (1) v; € A Ve u = supyx)A olsun. (X, u) komsuluk uzaymim bir supratopolojik
komsuluk uzay oldugunu gostermek i¢in V € u(x), I,(V) € u(x) oldugunu gostermek
yeterlidir. Tamim 3.6.1° den dolay1 bazi1 j € ] igin V € u(x), V € v;(x) olur. v;’ ler bir
supratopolojik komsuluk uzay oldugundan I,,J.(V) € V;(x)’ dir. Burada v; < p oldugu
icin vj(x) < u(x) bulunur ve dolayisiyla L, (V) € 1,(V)’dir. Ayrica v;(x) komsuluk
yapist oldugu i¢in I, (V) € v; (x) ise I,(V) € vj(x) olur. Buradan v;(x) S u(x)

oldugu i¢in 1, (V) € u(x) elde edilir.

(2) v; € A Ve i = supy(x)A olsun. Bu durumda x € X ve V € u(x) bulunur. Buradan
bazi j € ] i¢in V € vj(x)* dir. Burada v;’ ler regiiler komsuluk uzayr oldugu igin
W € v;j(x) ve 3V € vj(x) igin Cl,,jW C V olur. v; < p oldugundan dolayr v;(x)
pu(x) ve CL,W < ClL, W bulunur. V € v;(x) ise V € u(x) ve VW € v;(x) elde edilir.
Dolayisiyla CI,W <V olur.

(B)v; €A ve v =infyA olsun. v komsuluk uzaymnm bir pretopolojik komsuluk

uzay olmasi i¢in Vx € X i¢in v(x)’ lerin her birinin birer siizge¢ olmasi gerekir. Bunun
icin de VV,W € v(x) icin VNW € v(x) oldugu gosterilmelidir. Tanim 3.6.1° de
v(x) =N {v;(x):i € J} oldugundan Vi € I i¢in V,W € v;(x) elde edilir. v;(x) siizgeg

oldugundan dolay1 Vi € I i¢cin V. N W € v;(x) bulunur. Dolayisiyla V. N W € v(x) olur.

(4) Yv; € A bir topolojik komsuluk uzay ise o zaman hem pretopolojik komsuluk hem
45



de supratopolojik komsuluk uzay olur. Onermenin (1) ifadesi 6zel olarak N(X) ailesi
icinden degil de PR(X) ailesinden secilirse Yv; € A supratopolojik komsuluk uzay1 i¢in
Supprx)A ifadesi hem pretopoloji hem de supratopolojik komsuluk uzayi olur.
Dolayisiyla suppgxyA bir topolojik komsuluk uzay1 olur. Onermenin (3) ifadesi 6zel
olarak N(X) ailesi i¢inden degil de ST(X) ailesinden segilirse Vv; € A pretopolojik
komsuluk uzayr igin infsrx)A ifadesi hem pretopoloji hem de supratopolojik

komsuluk uzay1 olur. Dolayisiyla infsrxyA bir topolojik komsuluk uzay1 olur.
Teorem 3.6.3.

(1) ST(X), N(X) i¢inde inf-dense olur.

(2) PR(X), N(X) i¢inde sub- dense olur.

(3) T(X), N(X) iginde sub- dense olur.

(4) T(X), PR(X) i¢inde inf- dense olur [2].

Sonug 3.6.4. X # @ olsun. PR(X), ST(X), RN(X), T(X) ve discret topoloji ve indiscret
topoloji N(X) komsuluk uzaylarinin kismi swrali alt kiimeleridir. Discret topoloji ve
indiscret topoloji en kiicilik en biiyiik eleman gibi diisiiniiliirse N(X) tam siral1 bir kiime

ve dolayisiyla tam lattice olur [2].
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4. BOLUM
KOMSULUK UZAYLAR KATEGORISi

Bu bolimiinde komsuluk uzaylar1 kategorisinde ilk ve son yap1 kavramlarmin tanimi
verilmigtir. Ayrica bu tanimlar yardimiyla komsuluk uzaylarmmin alt kategorileri
arasindaki reflektiflik kavrami ve komsuluk kategorisindeki bazi 0Ozellikler

incelenmistir.
4.1. Komsuluk Uzaylar Kategorisinde ilk ve Son Yapi

Bu kisimda komsuluk kategorisinde ilk ve son yapi kavramlarmin tanimlar1 ve bu

tanimlarla ilgili teoremler verilmistir.

Tamm 4.1.1. X bir kiime, {(X;,v;):i €]} ailesi komsuluk uzaylarinin bir ailesi,
{fi:ieJ} ailesi f;:(X,v;) > (X;,v;) seklinde tamimlanan fonksiyonlarin ailesi ve
{(X,v]):jE]} ailesi de her f;:(X,v;) » (X;,v;) fonksiyonunu siirekli yapan X
lizerindeki komsuluk uzaylarmin bir ailesi olsun. Vx € X igin v;(x) komsuluk

yapilarmin en kabasi alinarak olusturulan komsuluk uzayina, fonksiyonlar ve (X;,v;)

komsuluk uzaylar1 tarafindan tanimlanan X tizerinde ilk komsuluk uzay denir.

Tamm 4.1.2. X bir kiime, {(X;,v;):i €]} ailesi komsuluk uzaylarinin bir ailesi,
{fi:ieJ} ailesi f;:(X;,v;) » (X,u;) seklinde tanimlanan fonksiyonlarin ailesi ve
{(X,,u]):jej} ailesi de her f;:(X;,v;) - (X,u;) fonksiyonunu siirekli yapan X
lizerindeki komsuluk uzaylarmnin bir ailesi olsun. Vx € X i¢in p;(x) komsuluk

yapilarimm en incesi alinarak olusturulan komsuluk uzayma, fonksiyonlar ve (X;,v;)

komsuluk uzaylari tarafindan tanimlanan X tizerinde son komsuluk uzay1 denir.

Tamm 4.1.3. {(X;,v;):i € J} komsuluk uzaylari ve bu uzaylarin her biri herhangi bir P
ozelligine sahip olsun. Ayrica (X,v) komsuluk uzayi f;:(X,v) = (X;,v;) sirekli
fonksiyonlar1 altinda bir ilk yapi olarak verilsin. Eger (X,v) komsuluk uzayr da P
ozelligine sahip ise bu P 6zelligine bir ilk 6zellik denir. Benzer olarak {(X;, v;):i € J}
komsuluk uzaylar1 ve bu uzaylarin her biri herhangi bir P 6zelligine sahip olsun. Ayrica
(X,v) komsuluk uzayr f;:(X;,v;) = (X, v) strekli fonksiyonlar: altinda bir son yap1

olarak verilsin. Eger (X, v) komsuluk uzay1 da P 6zelligine sahip ise bu P 6zelligine bir
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son Ozellik denir [2].

Onerme 4.1.4. X bir kiime, {(X;,v;):i € J} ailesi komsuluk uzaylarmnn bir ailesi ve

{fi:i€J} ailesi f;:X — X; fonksiyonlarinin ailesi olsun. X {izerinde v ilk yapisi

meveuttur ve Vi € X igin v(x) = Use, £ (vi(f; (x))) seklinde olur [2].

Ispat. (X, v) bir komsuluk uzay1 ve f;: (X,v) — (X;,v;) siirekli fonksiyonlarin ailesi
olsun. Bu durumda Vi € J ve Vx € X igin f;~* (Vi(fi(x))) C v(x) olur. Burada Vx € X
igin py, (x) = f;* (vi (fi (x))) komsuluk yapilari ele alinirsa onerme 3.6.2° den dolay1
v = supyaoltiii € J3 = v(x) = Use; fi! (vi(fl-(x))) bulunur. Ayrica her p, (x) igin

v(x) € py(x) oldugundan v en kabadur.

Onerme 4.1.5. {(X;,v;):i € J} ve fi:X - X; fonksiyonlar1 verilsin. (X.v) komsuluk
uzayl {f;:i € J} fonksiyonlar: tarafindan tanimlanan X iizerinde ilk komsuluk yapisi
olsun. #, X tizerinde bir p-y1gin1 ve x € X olsun. Vi € ] i¢in H_%x olmasi i¢in gerek ve

yeter sart f;(H)"if; (x) olmasidir [2].

Onerme 4.1.6. X bir kiime, {(X;, v;):i € J} ailesi komsuluk uzaylarmm bir ailesi ve
{fi:i €J} ailesi f;:X; » X tamimlanan fonksiyonlarin ailesi olsun. X {izerinde p son

yapis1t mevcuttur ve (1) ve (2) ile belirlenir.
(1) Egerx € Ui, fi(X), p(x) ={AS X: A€ fi(vi(a)), V f ' (x) EX;,Vi€E]}
(2) Diger taraftan, u(x) = x olur.

Tanim 4.1.7. NBD biitiin komsuluk uzaylarini obje ve aralarindaki siirekli fonksiyonlar1
morfizm kabul eden bir kategoridir. Ayrica biitiin pretopolojik, supratopolojik, regiiler
ve topolojik komsuluk uzaylar1t NBD kategorisinin dolgun alt kategorileri olur. Bu

kategoriler sirastyla PRTOP, SUPTOP, RNBD ve TOP olarak adlandirilir.
Teorem 4.1.8. NBD komsuluk uzaylar1 kategorisi iginde
(1) Regtiler olma 6zelligi ilk 6zelliktir.

(2) Pretopoloji olma 6zelligi son 6zelliktir [2].
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Ispat. (1) (X 1, vj) komsuluk uzaylarmin her biri regiiler olsun. Ayrica 6nerme 4.1.4.” in

terminolojisi ve notasyonu kullanilarak u; komsuluk yapisim X iizerinde u; =
fj‘1 (vj(fj (x))) seklinde tanimlansm. A € u;(x) olsun. v; regiiler oldugu igin B €
v;(fj(x))’ dir 6yle ki f7*(B) € A olur. Ayrica burada C € v; (fj(x)) vardir 6yle ki
Cl,,C € B> dir. Onerme 3.2.9.” den dolayr f;(Cl,,(f;*(C))) € CL, f;(fi*C) < CL,,,
bulunur. Dolayisiyla Cl, f;7*(C) € f;1(CL,,C) € A olur. Bu yiizden fi~*(C) € p;(x)
oldugu icin (X, ,uj) regiilerdir. Onerme 4.1.4." iin ispatinda da goriildiigii gibi v =
supN(X){uj: j €J} olur ve boylece (X,v) Onerme 3.6.2.° nin (2) kismindan dolay

regiiler olur.

(2) Vi € ], (X;,v;) bir supratopoloji olsun. Eger x & U, f; (x;) ise u(x) = x olur. Bu
durumda u(x) siizgegtir. Diger taraftan x € U;e; f;(x;), A, B € u(x) ve 3i € ], a; € X;
olsun. Burada f;(a;) = x olacak sekilde 3x € X vardir. Burada v; siizge¢ oldugundan
fY (AN B) € v;(a) olur. f~1(A N B) € v;(a) ifadesinin f altindaki goriintiisii alinirsa
ANB € f~Y(v;(a)) elde edilir. Bu durumda A N B € u(x) olur. Dolayisiyla u(x) bir

pretopolojidir.

Lemma 4.1.9. (1) {(X;,v;):i € J} ailesi supratopolojik komsuluk uzaylarmnin bir alt
ailesi ve {f;:i € J}, fi: X; > X seklinde tanimlanan doniisiimlerinin kiimesi olsun. Eger
v, bu aileler tarafindan tanimlanan NBD iginde X iizerinde son yapi ise ov benzer

aileler tarafindan tanimlanan SUPTOP i¢inde X iizerinde son yap1 olur [2].

(2) {(X;,u):i €]} pretopolojik komsuluk uzaylarin bir alt ailesi ve {g;:i € J},
gi:X = X; seklinde tanimlanan doniisiimlerinin kiimesi olsun. Eger u bu aileler
tarafindan tanimlanan NBD icinde X {izerinde ilk yap1 ise mu benzer aileler tarafindan

tanimlanan PRTOP i¢inde X tizerinde ilk yap1 olur [2].
Teorem 4.1.10. Topolojik komsuluk uzay1 olma durumu PRTOP i¢inde bir ilk 6zellik
ve SUPTOP i¢inde bir son 6zellik olur [2].

4.2. Reflektif Komsuluk Kategorisi
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Bu kisimda reflektiflik kavraminin tanimi verilmistir ve daha sonra bu tanimla baglantili
olan monoreflektiflik, epireflektiflik ve bireflektiflik kavramlarina deginilmistir. Ayrica

bu kavramlarm dualleri belirtilmistir.

Tamm 4.2.1. C bir kategori ve B kategorisi de C kategorisinin bir full alt kategorisi
olsun. Eger C iginden B’ ye yerlesen funktor C’ den B iizerine bir adjointe sahipse B’
ye bir reflektif denir. Bu doniisiime de reflektif doniisiim denir. Bu tanima denk olarak
C’ nin her objesi bir reflektif doniisime sahipse B full alt kategorisi C iginde bir
reflektif olur. Diger bir ifadeyle her A€ C ve B € B olsun. B' € B iken f:A — B’
morfizmi ile beraber f = goe bileske islemini degismeli yapan bir e: A — B morfizmi
yardimiyla tanimlanan bir tek g: B — B’ doniisiimii varsa B full alt kategorisine
reflektif denir.

Sekil 4.1. Reflektif morfizm diyagrami

Sekil 4.1° de gosterilen oklar1 tersine ¢evirip tanim 4.2.1° deki “C i¢inden B’ ye
yerlesen funktor €’ den B iizerine bir adjointe sahipse” ifadesini “C i¢inden B’ ye
yerlesen funktor B’ den C {lizerine bir coadjointe sahipse” seklinde degistirildiginde
dual tanimi yapilmig olur. Bu sekilde olusturulan f:B — A dosiimiine Kkoreflektif
doniisim denir [18]. Eger reflektif donilisiim ayn1 zamanda monomorfizm olursa bu
doniisime monoreflektif, dualine de monokoreflektif doniisiim, eger reflektif doniisiim
ayni1 zamanda epimorfizm olursa epireflektif, dualine de epikoreflektif doniisiim ve eger
reflektif donlisim bimorfizm olursa bireflektif ve dualine de bikoreflectif doniisiim

denir.
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Ornek 4.2.2. NBD komsuluk uzaylar1 kategorisi SUPTOP ve RNBD full alt
kategorileri i¢inde birer bireflektif ve PRTOP full alt kategorisi iginde bir bicoreflectif
olur. Ayrica TOP full alt kategorisi PRTOP kategori i¢inde bireflektif ve SUPTOP

icinde bicoreflektif olur.
4.3 Komsuluk Uzaylarinin Baz1 Ozellikleri

Bu kisimda kategori i¢inde verilen carpim ve dual carpim, pullback ve pushout

kavramlarmin komsuluk uzaylar kategorisi i¢ine yansimalar1 verilmistir.

Tanim 4.3.1. Komsuluk uzaylar1 kiimesinde (X, v) = [[;c(X;, v;) kartezyen ¢arpimi ve
P;: (X,v) — (X;,v;) doniisiimlerin ailesi verilsin. (X, v) komsuluk uzay1 Vx € X igin
v(x) = Ui, P (v; (P(x))) seklinde tanimlanirsa ¢arpim komsuluk uzayi olur.
(X,v) = [l;e(X;, v;) kartezyen ¢arpimi ve  Q;: (X;, v;) — (X, v) ailesi verilsin. (X, v)
komsuluk uzayr x € U;e; Pi(X;) oldugunda pu(x) ={4¢c X:P71(A) €evi(a), Vae
P71(x), Vi €], x € Pi(X;)} seklinde diger durumlarda p(x) = % seklinde tamimlanir

ise dual ¢arpim komsuluk uzay1 olur.

Teorem 4.3.2. NBD kategorisinde (X;,v;) komsuluk uzaylarinin bir ailesi, (X,v)
komsuluk uzay1 ve P;: (X,v) — (X;,v;) morfizmi verilsin. V, NBD kategorisinin bir

objesi olmak iizere f;: V — X; morfizmi verildiginde

P
X > X,
"
k!
! f;
”

Sekil 4.2. Komguluk kategorisinde ¢arpim diyagrami

X,v) = {v(x): v(x) = Ui, P (v (Pl- (x)))} seklinde tanimlanan komsuluk yapisi bu

o1



diyagrami degismeli yapan bir tek k: V' — X morfizmini verir. Buradaki diyagram NBD
icindeki carpim diyagrami olur. Benzer olarak Tanim 4.3.1 i¢indeki dual carpim
komsuluk uzay1 terminolojisi kullanilarak ve oklar tersine ¢evrilerek bu teoremin duali

yazilir. Bu sekilde belirtilen diyagram da NBD i¢indeki dual ¢arpim diyagrami olur.

Onerme 4.3.3. NBD icindeki ¢arpim diyagrami ayni zamanda pullback diyagrami ve

dual ¢arpim diyagrami da pushout diyagrami olur.
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