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OZET

Bu c¢alismada, graflarin komsuluk spektrumlar: ile belirlenebilirligi problemi iizerinde
durulmustur. Dongili graf esas alinarak olusturulan bazi 6zel graflarin (lolipop graf,
giines graf, kirik glines graf ve turp graf) spektral belirlenebilirliklerine dair yapilmis
olan ¢aligmalardan hareketle, tam graf esas alinarak olusturulan ucurtma graf, deniz
kestanesi graf, kirik deniz kestanesi graf ve ananas grafin komsuluk spektrumlar: ile
belirlenebilirlikleri arastirilmistir. Literatiirde siklikla kullanilan ve spektral yaricap icin
ekstremum degerler saglayan Onemli bir graf tiirii olan ucurtma grafin komsuluk
spektrumu 1ile belirlenebilir oldugu bu calismada iddia ve ispat edilmistir. Deniz
kestanesi ve kirik deniz kestanesi graflarin komsuluk spektrumlar1 ile belirlenebilir
olduklarmin ispati ise yeniden ve daha kisa bir sekilde yapilmistir. Ananas graf ile ilgili
yapilan literatlir taramasi sonucunda, bu grafin komsuluk spektrumu ile belirlenebilir
oldugunun daha 6nce soylenmis oldugu fakat bu hipotezin ve hipoteze dair yapilmis
olan ispatin dogru olmadigi bu tez ¢aligsmasinda tespit edilmistir. Bu baglamda, bu graf
tiirlinlin aslinda iddia edilenin aksine komsuluk spektrumu ile her zaman belirlenebilir
olmadigmi gdsteren, yani literatiirde var olan teoreme ters drnek teskil eden graf aileleri
iiretilmistir. Bunun yanisira, bir ananas grafta sarkit kenar sayisinin 3 ten kiigiik oldugu
durumda iddia edilen hipotezin dogru oldugunun ispat1 da verilmistir. Boylece, ananas
grafin komsuluk matrisine gore tam bir spektral karakterizasyonunun yapilabilmesine

yonelik agik problemler de tiretilmistir.
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1. BOLUM
GIRIS
Giinliik hayatta karsilastigimiz bircok durum ya da problem, graflarla temsil edilerek ¢ok
daha kolay sekilde ¢oziimlenebilmektedir. Ornegin bir lojistik sirketi, noktalarla teslimat
yaptig1 sehirleri, kenarlar ile de bu sehirler arasinda yapilan direkt transferleri gosteren bir
grafi kullanabilir; ya da bir kimyasal molekiilde atomlar noktalarla, kimyasal baglar ise
kenarlarla temsil edilerek; bu molekiiliin sanki bir graf gibi diisiiniilmesiyle bir¢ok 6zelligi
Graf Teori yardimiyla ¢ok daha detayli incelenebilir. Hatta bir sosyolog, bir grup insanin
birbirlerine kars1 davranis ve etkilesimlerini bir graf olarak modelleyebilir. Dolayisiyla Graf
Teori, olduk¢a genis bir yelpazede kullanim olanagi olan, multidisipliner bir uygulama
alanina sahiptir. Spektral Graf Teori ise, Graf Teori’nin bir alt bransidir ve graflara iligkin
matrislerin spektral oOzellikleri ile graf yapist arasindaki iligkileri incelemeye ve
anlamlandirmaya caligmaktadir. Giiniimiiz bilim ve teknoloji diinyas: icin hatir1 sayilir
oneme sahip bir brangtir. Ornegin, medyada "Google Guys" olarak bilinen Sergey Brin ve
Lawrence Page, 1998°de bir calisma yapmuglardir [1]. Bu ¢alismada, World Wide Web’deki
sayfalar arasinda bulunan direkt linklerin temsil edilmesi i¢in web-graf kullanilmaktadir. Bir
web-graf yonlii bir graftir ve bu graftaki noktalar web sayfalarini, yonlii kenarlar ise birinden
digerine hiperlink bulunan sayfalar arasindaki baglantiy1 gostermektedir.  Dolayisiyla
herhangi bir iletisim ag1 (network) bu sekilde temsil edilebilir. Brin ve Page, bu graf icin
Google matrisi olarak adlandirilan matrisi tamimlamis ve "PageRank" sistemini
kurmuglardir. PageRank, internet kullanicilarinin davraniglarini gésteren bir model olarak
diisiiniilebilir. Yaptiklari bu hesaplamalar, gelistirdikleri bu fikir onlarin Google gibi dev bir
sirketin kurucusu olmalarimi saglamigtir.  Spektral Graf Teori, buna benzer bircok

uygulamayi i¢inde barindiran bir brangtir.

Herhangi iki grafin belli bir M matrisine gore spektrumlar1 aym ise bu graflara M
ko-spektral graflar denir. Ozel olarak, komsuluk matrislerinin spektrumu ayn1 ise bu graflara
kisaca ko-spektral graflar denir [2]. ki grafin izomorf olmasi, sadece cizim stillerinin ve
noktalari ile kenarlarina yapilan isimlendirmenin farkli olmas1 demektir. Yani aslinda ayni
yapiya sahip graflardir. Ornegin, literatiirde Petersen Grafi olarak bilinen grafin dort farkli

cizimi Sekil 1.1. de resmedilmistir.



Sekil. 1.1: Petersen grafi

Sekil 1.1. deki dort graf, ¢izim olarak her ne kadar farkli goriiniiyor olsalar da, aslinda nokta
ve kenar sayilarinin yani sira noktalar arasindaki komsuluk iligkileri de ayni olan graflardir.
Gerekli etiketlemeler yapilarak bu graflar arasinda bir izomorfizm kolayca kurulabilir.
Izomorf graflarda komsuluk kesinlikle korundugu icin, ko-spektral olduklar1 sikardir. Fakat
bunun tersi, yani ko-spektral graflar i¢in izomorf olma durumu her zaman miimkiin
olmayabilir. Tersinin miimkiin oldugu ispatlandig1 takdirde bu tiir bir grafa spektrumu ile

belirlenebilen graf denir [2]. Bir graf i¢in oldukca zor sdylenebilen 6nemli bir 6zelliktir.

"Hangi graflar spektrumlar ile belirlenebilirdir?" sorusu bu calismada incelenecek olan
problemlerin temelini olusturmaktadir. Giintimiizde kullanilan bir¢cok bilgisayar programi
yardimiyla, sonlu sayida noktaya sahip graflarin spektrumlarini1 hesaplayabilmek miimkiin
olabilmektedir. Fakat bu problem, bu durumun tam tersinin miimkiin olup olmadigini ya da
hangi kosullar altinda miimkiin olabilecegini sormaktadir. Yani bir grafin sadece spektrumu
bilindiginde, "Bu spektruma sahip sekilde cizilebilecek graf iste budur!" diyebilmenin
miimkiin olup olmadigin1 sorgulamaktadir. Bu soru, yaklagik yarim yiizyil onceki bazi
kimya caligmalarina dayanir. 1956’da Giinthard ve Primas calismalarinda Spektral Graf
Teori ile kimyadaki Hiickel Teorisini iliskilendirmis ve bu soru ortaya ¢ikmustir [3]. 1lk
etapta neredeyse her grafin spektrumu ile belirlenebilir oldugu diisiiniilmiis fakat daha sonra
Collatz ve Sinogowitz, ko-spektral bir agac cifti sunarak bu durumun dogru olmadiginm
gostermistir [4]. Bu durum Harary tarafindan da hipotez olarak verilmistir [5]. Diger bir
uygulama, 1966’da Fisher tarafindan yapilmistir [6]. Fisher, Kac tarafindan [7] de verilen
"Bir davulun sekli duyulabilir mi?" sorusunu incelemis ve davul seklini bir graf olarak
modellemistir. Daha sonra da bu sekildeki bir davulun cikaracag: sesi, elde edilen grafin
ozdegerlerine bagl olarak karakterize etmistir. Dolayisiyla [6] ve [7] de incelenen soru

aslinda "Hangi graflar spektrumu ile belirlenebilirdir?" sorusuyla esdeger durumdadir.



1967°den sonra bir¢ok ko-spektral graf 6rnegi bulunmustur. Bu sonug¢lardan en carpici olani
Schwenk’in "Hemen hemen tiim agaclar spektrumu ile belirlenebilir degildir" ifadesidir [8].
Bu sonucun elde edilmesinden sonra graflarin spektrumlar ile belirlenebilir olup olmadig1
konusunda genel bir fikir birligine varilamamistir. Hemen hemen tiim graflar spektrumlari ile
belirlenebilir midir? Belirlenebilir degil midir? Ya da her iki sonu¢ da dogru degil midir?
Her ne kadar giiniimiizde hemen hemen tiim graflarin spektrumlari ile belirlenebilir oldugu
sonucuna daha sicak bakilsa da, bu konuda yapilan bir¢ok ¢alismaya ragmen bu sorular halen

tam olarak cevaplanamamis durumdadir [5-30].

Belli ozelliklere sahip ko-spektral graflarin izomorf olmadiklar1 yani spektrumlar ile
belirlenebilir olmadiklar1 durumlarda 6rnek vermek (mesela Sekil 2.38 deki Saltire ikilisi
gibi) ispat icin yeterli iken, izomorf olduklarin1 gdstermek hayli zordur. Haemers ve van
Dam, "Which graphs are determined by their spectrum?" isimli bir calisma yapmislardir
[31]. Bu calisma, sorduklari sorunun c¢esitli graf matrisleri i¢in hangi durumlarda
cevaplanabilmis oldugunu inceleyen bir derleme nitelifindedir. ~ Yine aymi caligmada
belirtildigi tizere, graflarin spektrumlar1 ile belirlenebilir olduklarini gostermek icin
literatiirde genel olarak iki metot kullanilmistir. Bunlardan birincisi bilgisayar yardimiyla
belli nokta sayisina sahip ko-spektral graflarin iiretilip listelenmesi ve izomorf olup
olmadiklarinin kontrol edilmesidir. Fakat bu yontem, nokta sayist en fazla 11 olan graflara
uygulanabilmistir [32]. Ikincisi ise grafin yapisal 6zelliklerinin, spektrum kullanilarak
karakterize edilebilmesidir. Fakat spektrum sayesinde elde edilen graf yapisina dair bilgiler
de ispat i¢in her zaman yeterli olmamaktadir. Haemers ve van Dam’in bu ¢alismasinin
yayinlanmasindan sonra Spektral Graf Teori alaninda calisan arastirmacilarin dikkati bu soru
tizerine daha da yogunlagsmustir [10-17, 33-39]. Dolayisiyla Haemers ve van Dam bir 6nceki
derleme caligmalarina paralel nitelikte olan yeni bir caligma daha yapmuglardir [18]. Wang
ve Xu, ko-spektral graflarin izomorf olup olmadiklarim1 gosterebilmek icin onemli ve daha
oncekilerden farkli olan yeni bir metot gelistirmislerdir [34-36]. Bu metottaki ana fikir;
ko-spektral iki G; ve Gy grafinin komsuluk matrisleri A(G;) ve A(G2) nin benzer olmasi
gerektiginden QT (A(G1))Q = A(G») esitligini saglayacak ve QT (Q = I olacak bigimde bir
() matrisinin var olmasi zorunluluguna dayanir. Eger bu () matrisi bir permiitasyon matrisi
ise graflar izomorftur. Boylece, QT (A(G1))Q matrisini kdsegen iizerindeki tiim bilesenleri
0’ a esit ve diger tiim bilesenleri sadece 0 ve 1 den ibaret olan bir matris yapacak sekilde tiim

() matrisleri tretilerek, biitiin bu matrislerin permiitasyon matrisi olup olmadigina bakilir.
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Eger cevap evet ise graflarin izomorf oldugu yani grafin spektrumu ile belirlenebilir oldugu
aciktir. Bunun yan sira, literatiirde graflarin spektral yarigapina dayanan ve bu yaricapin
baz1 6zel kosullart sagladigi durumlarda grafin spektrumu ile belirlenebilir olup olmadigin
direkt olarak belirten sonuglar da elde edilmistir [9, 37-38]. Crnegin, Smith n > 4 iken D,,
ve Ejg haricinde, spektral yaricap: en fazla 2 olan tiim baglantili graflarin spektrumlari ile
belirlenebilir oldugunu sdylemistir [9]. Graflarin bagka cesitli 6zellikleriyle de, Ornegin
regililer olmasiyla, spektrumu ile belirlenebilir olmasi iligkilendirilmeye ¢alisilmigtir. Bu
baglamda, 10 dan daha az noktaya sahip tiim regiiler graflarin spektrumlari ile belirlenebilir
oldugu sonucu elde edilmistir [31,40]. Yukarida da soylendigi iizere, Schwenk, oldukca
dikkat ceken bir ispat yaparak aZaclarin (dongii icermeyen baglantili graflarin) neredeyse
tamaminin spektrumlart ile belirlenebilir olmadigini sdylemistir [8]. Dolayisiyla bu sonug,
"Acaba spektrumlari ile belirlenebilir olan agaclar hangileridir?" sorusunu dogurmustur. Bu
sorunun cevabir ile ilgili yapilan bir calismada, Zhou ve caligma arkadaglar1 bir
hidrokarbonun molekiiler grafina benzer yapida olan tirtil (caterpillar) graflar1 incelemis ve
bunlarin belli kosullar altinda Laplasyan ve isaretsiz Laplasyan matrislerine gore

spektrumlari ile belirlenebilir 6zellikte agaglar oldugunu gostermistir [24].

Bu tiir genel 6zelliklere dayanan yaklasimlarin yani sira, son yillarda 6zel tiir graflar iizerine
yogunlagilarak bunlarin spektrumlar1 ile belirlenebilir olup olmadigin1 soyleyebilmek
lizerine calismalar yapilmistir [10-17, 19-30]. Ornegin dongii kullanilarak tanimlanan
lolipop graf, giines (sun) graf, kirik giines (broken sun) graf ve turp (turnip) graf ile ilgili
calismalar literatiirde oldukca ilgi gormiistiir. Bir dongii grafin bir noktasina bir yol grafin
baglanmasiyla elde edilen lolipop grafin spektrumu ile belirlenebilir olup olmadigi
incelenmistir [11-13, 20, 23]. Oncelikle, dongiideki nokta sayisi tek olan lolipop grafin
komsuluk spektrumu ile belirlenebilir oldugu ve Laplasyan matrisine gore ise herhangi bir
kosul olmaksizin lolipop grafin spektrumu ile belirlenebilir oldugu sdylenmistir [11]. Daha
sonra Boulet ve Jouve bu graf tiirliniin komsuluk matrisi i¢in durumu genellestirmis ve
lolipop grafin dongiideki nokta sayisina bakilmaksizin komsuluk spektrumuna gore
belirlenebilir oldugunu gostermistir [12].  Ayrica lolipop grafin isaretsiz Laplasyan
spektrumu ile de belirlenebildigi gosterilmistir [13]. Fakat bu calismaya Hamidzade ve
Kiani tarafindan bir diizeltme yapilarak ifadenin dogru fakat ispatin hatali oldugu sdylenmis,
yeniden hatasiz bir ispat yapilmistir [20]. Lolipop grafin ¢izgi grafi ve cebirsel baglantililig1

izerine de calismalar mevcuttur [22-23]. Giines graf, bir dongiiniin tiim noktalarina birer
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adet sarkit (pendant) kenar eklenmesiyle olusan bir graftir. Kirik giines graf ise bir
dongiiniin baz1 noktalarina sarkit kenar eklenmesiyle olusur. Giines ve kirik giines graflarin
spektrumlari ile belirlenebilir olup olmadiklar1 incelenmistir [14] . Bir dongiiniin belirli bir
noktasina istenilen sayida sarkit kenar eklenmesiyle elde edilen grafa turp graf denir. Turp
grafin Laplasyan spektrumuna gore belirlenebilir oldugu ve dongiideki nokta sayis1 tek iken
komsuluk spektrumuna gore de belirlenebilir oldugu gosterilmistir [16]. Dongii graf baz
alinarak elde edilen bu graflarda dongii yerine tam graf (diger bir deyisle klik) konuldugunda
elde edilen 6zel graflar sirasiyla ugurtma (kite) graf, deniz kestanesi (urchin) graf, kirik
deniz kestanesi (broken urchin) graf ve ananas (pineapple) graftir. Bu tez calismasinda bu {i¢

graf tiirtiniin komsuluk spektrumlarina gore belirlenebilir olup olmadiklar: aragtirilmstir.

Bu tez calismasinin ikinci boliimiinde, oncelikle ¢alisma boyunca kullanilacak olan Graf
Teori’deki baz1 temel kavramlara ve bu kavramlar arasindaki cesitli bagintilara yer
verilmigtir. Birden fazla graf iizerinde tanimlanan, graflarin ayrik birlesimi, birlestirilmesi,
kaynastirilmasi, koronasi, v.b. gibi cesitli graf islemleri anlatilmistir. Daha sonra ise
literatiirde var olan graf parametrelerine ait bazi matrislerin tamimlarina ve spektral
ozellikleri ile ilgili bilgilere yer verilmistir. Bu tez ¢calismasinda esas alinan graf matrisi olan
komsuluk matrisi iizerinde daha fazla durularak, bu matris ile ilgili diger boliimlerde yapilan
caligsmalar icin ihtiya¢ duyulan gerekli tiim teorik bilgi bu boliimde verilmistir. Sonrasinda,
ko-spektral graf insast icin kullanilan bazi metotlardan bahsedilmis, graf izomorfizm
problemi kisaca tekrar anlatilmig ve bu probleme dair bilgisayar yardimiyla yapilmis olan
hesaplamalarin sonucunu igeren bir tablo verilmistir. Ayrica, bu tez c¢alismasi boyunca
kullanilacak olan bazi1 6zel graf tiirlerinin tamimlarindan ve ¢esitli spektral ozelliklerinden
bahsedilerek sonraki boliimlerde yapilacak olan ispatlara 6n hazirlik olusturmasi: amaciyla
yol grafin komsuluk spektrumu ile belirlenebilir olduugunun ispatina yer verilmistir. Bu

ispat sonraki boliimlerde yer alan ispatlara bir tiir 6n hazirlik niteligindedir.

Uciincii boliimde, literatiirde siklikla kullanilmis bir graf tiirii olan ucurtma grafin komsuluk
matrisine gore spektral karakterizasyonu incelenmistir. Oncelikle ucurtma grafa ait literatiir
bilgisi verilmis ve bu grafin komsuluk matrisine gore karakteristik polinomu hesaplanmaistir.
Bu polinomdan yararlanarak ayni spektruma sahip iki ugurtma grafin izomorf olmasi
gerektigi gosterilmistir. Daha sonra bu graflarin iki 6zel hali i¢in komsuluk spektrumlarina
gore belirlenebilir olduklarinin ispat1 literatiirdeki bazi teoremler yardimiyla elde edilmistir.

Ucurtma grafin genel formunun komsuluk spektrumu ile belirlenebilir oldugunun ispati i¢in
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iki 6zel halinde kullanilan ispat metotlari ile sonug¢ elde edilemediginden farkli bir yontem
uygulanmaya caligilmistir. Dolayisiyla, bu graf tiiriiniin aslinda belli kosullart saglayan bir
yildizsal agacin ¢izgi grafi oldugu goriilerek bu 6zelliginden yararlanilmak istenmisgtir.
Yildizsal agacglarin cizgi graflar ile ilgili gerekli literatiir taramasinin sonucunda elde edilen
lemma ve teoremler yardimiyla, Oncelikle ugurtma grafin baglantili graflar arasinda
komsuluk spektrumuna gore belirlenebilir oldugu gosterilmistir. Daha sonra ise bir ugurtma
graf ile aymi spektruma sahip herhangi bir grafin baglantili graf olmasi gerektigi graf
0zdegerlerinden ve bu 6zdegerlerin grafin yapisina dair verdigi bilgilerden yararlanilan bir
teknik kullanilarak ispatlanmistir. Boylece, ucurtma grafin herhangi bir kosul olmaksizin
komgsuluk spektrumuna gore belirlenebilir oldugu sdylenmistir. Bu sonug, literatiirde siklikla

kullanilan bir graf tiirii olan ucurtma graf i¢cin olduk¢a 6nemlidir.

Dérdiincii boliimde, giines ve kirik giines graf tanimlarina paralel sekilde tantmlanmis olan,
deniz kestanesi ve kirik deniz kestanesi graflarin komsuluk matrislerine gore spektral
karakterizasyonu incelenmistir. Oncelikle bu graflarin komsuluk matrislerinin karakteristik
polinomlar1 hesaplanmistir. Bu hesaplama sonucunda bu tiir graflarin en kiiciik 6zdegerleri
icin %5 degerinin bir siir olusturdugu goriilmiistiir. Stevanovic ve Cvetkovic komsguluk
matrislerinin en kiiciik 6zdegeri en az —+/3 olan graflarin spektral karakterizasyonuna dair
bir calisma yapmustir [41]. Dolayisiyla bu calisma, deniz kestanesi ve kirik deniz kestanesi
graflarin komguluk matrislerine gore spektral karakterizasyonunu da kapsamaktadir. Bu tez
calismasinda ise bu tiir graflarin komsuluk spektrumlarina gore belirlenebilir olduklari
sonucu farkli bir metotla daha kisa bir bicimde ispatlanmistir. Bu ispatin sonucunda en
kiiciik 0zdegeri #’e esit ya da biiylik olan graflarin spektral karakterizasyonu direkt
olarak elde edilmistir. Elde edilen bu sonug¢ Stevanovic ve Cvetkovic’in [41] deki ifadesiyle

benzerdir.

Besinci boliimde ise, turp grafa benzer bicimde, p noktali bir kligin sabit bir noktasina ¢ adet
sarkit kenar eklenmesiyle elde edilen ananas grafin komsuluk matrisine gore spektral
karakterizasyonu incelenmistir. Oncelikle bu graf tiiriiniin komgsuluk matrisine gore spektral
karakterizasyonu ile ilgili literatiir taramasit yapilmis; Zhang ve Zhang’in, bu grafin
komsuluk ve Laplasyan spektrumlari iizerinde durdugu ve bu tiir spektrumlarina gore
belirlenebilir olup olmadiklarini inceledikleri goriilmiistiir [16]. Zhang ve Zhang, bu
calismalarinda verdikleri teoremde, ananas grafin tim p ve ¢ pozitif tamsayilar1 igin

komsuluk spektrumuna gore belirlenebilir oldugunu sdylemis ve ispatlamiglardir. Fakat
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yapilmig olan ispatta hata bulundugu ve elde edilen sonucunda dogru olmadigi bu tez
calismast i¢in yapilan arastirmalar esnasinda tespit edilmistir. Dolayisiyla bu graf tiirii
iizerine calisilmaya devam edilmistir. Oncelikle bu graf tiiriiniin komgsuluk matrisine gére
karakteristik polinomu yeniden hesaplanmis ve [16] da verilen polinomla kiyaslanarak
benzer olduklart goriilmiistiir. Yani Zhang ve Zhang’in calismasindaki polinom hesabinin
dogru yapildig1 fakat iddia edilen ifadenin ve yapilan ispatin hatali oldugu goriilmiistiir.
Buradan hareketle, ananas grafin aslinda her zaman komsuluk spektrumu ile belirlenebilir
olmadigini ispat igin ters drnek teskil eden graf aileleri iiretilmistir. Uretilen bu ailelerdeki
graflarin, belli kosullar1 saglayan ananas graflar ile ko-spektral olduklar1 fakat izomorf
olmadiklar1 gosterilmistir. Bu sonugla ilgili 6rnekler verilmistir. Ayn1 zamanda ¢ < 2 iken,
ananas grafin komsuluk matrisine gore spektral karakterizasyonu incelenmis ve
spektrumuna gore belirlenebilir oldugu da ispat edilerek, bu graf tiiriine ait olumlu bir
sonuca da ulagilmigtir. Fakat burada yapilan ¢alisma, literatiirde var olan hatay1 kismen telafi
etse de ananas grafin komsuluk spektrumuna gore tam karakterizasyonunu vermemektedir.
Dolayisiyla, ananas grafin komsuluk spektrumuna gore tamamen karakterize edilebilmesi
tizerine acgik problemler de ortaya konmustur. Boylece, bu tez ¢calismasi esnasinda yeni acik

problemler de iiretilmigtir.

Tez ¢alismasinin son boliimii olan altinc1 boliimde, diger tiim boliimlerde yer alan ¢aligsmalara
dair genel sonuglar verilmistir. Yapilan ¢alismanin literatiire yaptig1 katkilara deginilmistir.

Ayrica besinci boliimde elde edilen problemler ile ilgili daha genis bilgiye yer verilmistir.



2. BOLUM

ONBILGILER

Bu boliimde verilen temel bilgiler genel olarak [2, 40, 42-50] kaynaklarindan alinmistir.

2.1 Graf Teoride Temel Kavramlar

Tanmm 2.1.1. V' = {v,...,v,} noktalar kiimesini ve £ = {ey, ..., e} kenarlar kiimesini
olusturmak tizere bir G grafi, G = (V, E) swral ikilisi seklinde tanimlanir. Burada E
kiimesindeki bir kenar, V' kiimesindeki noktalarin bir sirali ikilisidir. |V'| = n ve |E| = m ise

G’ye n noktali ve m kenarl bir graf denir. Nokta sayisina kisaca G"nin mertebesi de denir.

Tamm 2.1.2. G = (V, E) grafina; V' = () ise bos graf,

V| = 1ise asikar graf, E = ) ise
null graf denir.

Tanim 2.1.3. Bir grafin tiim kenarlari, bu kenarlar1 olusturan noktalardan biri ¢ikis noktasi
digeri varis noktasi olacak bicimde yonlendirilmis ise bu grafa yonlii graf ya da digraf denir.
Yonlii bir grafin kenarlarina yonlii kenar denir. Yonlii kenar icermeyen bir grafa yonsiiz graf

denir. Kenarlarinin bir kismi1 yonlii, bir kismi yonsiiz olan bir grafa ise karma graf denir.

Tamm 2.1.4. Iki nokta arasinda birden fazla kenar var ise bu kenarlara katli kenar (multiple

edge) denir. Ayni nokta ilizerinde baslayip biten bir kenara ise ilmek (loop) denir.
Tanmim 2.1.5. Katli kenar ve ilmek icermeyen yonsiiz bir grafa basit graf denir.

Not : Calismanin devaminda kullanilan tiim graflar, aksi belirtilmedigi siirece, basit graftir ve

kisaca graf denilmistir.

Tanim 2.1.6. ¢ = {u, v} kenar1 olusturan u ve v noktalarina e kenarinin u¢ noktalari ya da

kisaca uclari denir.

Tanmm 2.1.7. v € V noktasi ey, es € E kenarlarinin ortak bir ucu ise e; ve es’ye birbirine
degen kenarlar denir ve e; N ey = {v} ile gosterilir. Eger e; ve ey kenarlarinin ortak bir ucu

yok ise yani bu kenarlar birbirine degmiyorsa e; N ey = () ile gosterilir.

Tanim 2.1.8. Bir grafin noktalarinin isimlendirilmesi islemine etiketleme; noktalari

isimlendirilmis bir grafa ise etiketlendirilmis graf denir.



Ornek 2.1.1. Asagidaki sekilde verilen G grafi 4 noktali ve 7 kenarli etiketlendirilmis karma
bir graftir. Burada {1, 1} kenar1 bir ilmektir. 2 ve 4 noktalar1 arasinda iki-katl kenar vardir.
{1,2} ve {3,4} kenarlar1 ise yonli kenarlardir. ~H grafi ise 4 noktali ve 6 kenarl

etiketlendirilmemis basit bir graftir.

H

Sekil. 2.1: Basit ve karma graf

Tamim 2.1.9. G = (V, E) grafiicin V' C V ve E' C E olmak iizere, S = (V’, E’) grafina

G’nin bir alt grafi denir ve S C G ile gosterilir.

Tamim 2.1.10. S = (V', E') grafi, G = (V, E) grafinin bir alt grafive V' =V, E' = F'ise S

ve G graflarina es graflar denir.

Tanmmm 2.1.11. G grafinin noktalarindan bazilarinin ve bu noktalara degen tiim kenarlarin
silinmesiyle elde edilen alt grafa G’nin nokta indirgenmis alt grafi denir. Baz1 kenarlarinin
(uc noktalart sabit birakilarak) silinmesiyle elde edilen alt grafa ise G’ nin kenar indirgenmis

alt grafi denir. Nokta-indirgenmis alt grafa kisaca indirgenmis alt graf da denir.

Ornek 2.1.2. Asagidaki sekilde verilen H, grafi G grafindan 1 noktasinin silinmesiyle elde
edilen indirgenmis alt graftir. H, grafi ise G grafindan {{2,5},{2,4}, {3,5}} kenarlarinin

silinmesiyle elde edilen kenar indirgenmis alt graftir.

Sekil. 2.2: Indirgenmis alt graf



Tamim 2.1.12. G = (V, E) grafinin, H = (V’, E’) grafin1 alt graf olarak igermesi miimkiin
degil ise H grafina G nin bir yasaklanmus (forbidden) alt grafi denir.

Tanmim 2.1.13. G = (V, E) grafinin keyfi iki noktasi vy, v, € V olmak iizere, bu iki nokta

arasinda bir kenar var ise bu noktalara birbirine komsudur denir ve v, ~ v9 ile gosterilir.

Tanmmm 2.1.14. G = (V, E) grafinda herhangi bir v; € V noktasinin komsuluk kiimesi

N(vy) ={v € V : v; ~ v} bigiminde tanimlanur.

Tamm 2.1.15. G = (V. E) grafinda v; € V noktasinin komsuluk kiimesindeki eleman

sayisina v; noktasinin derecesi denir ve d(vy) ile gosterilir. Yani d(v;) = |N(vy)]| olur.

Tamm 2.1.16. G = (V, E) grafi verilsin. E = {e = {z,y} : 7,y € V ve {z,y} ¢ E} olmak
lizere G grafinin tiimleyen grafi aym nokta kiimesi iizerinde tanimli olan G = (V, E) grafidir.

Kisaca £ = {V x V} — E bigiminde de yazilabilir.

Tamim 2.1.17. G = (V, E) grafinda v; € V noktasi i¢in d(vy) = 0 ise v, ’e izole nokta denir.
d(vy) = 1 ise vy noktasina sarkit nokta (pendant vertex) , bu noktaya baglanan kenara ise

sarkit kenar (pendant edge) denir.

Tammm 2.1.18. Bir G grafinin noktalarinin derecelerinin en biiyiiiine grafin maksimum

derecesi; en kiigiigline ise minimum derecesi denir. Sirastyla A(G) ve §(G) ile gosterilir.

Tanim 2.1.19. Bir grafin tiim noktalarinin derecelerinin olusturdugu artmayan diziye, grafin

derece dizisi denir.

Teorem 2.1.1. [40] G = (V, E) grafi verilsin ve |E| = m olsun. Bu takdirde,

Zd(v) =2m (2.1)

veV
esitligi saglanir.
Tanm 2.1.20. G = (V, F) grafinda, Vv € V igin d(v) = d ise G’ye d-regiiler graf denir.

Ornek 2.1.3. Sekil 2.3. te verilen G grafi i¢in; 7 noktasi izole noktadir ¢iinkii d(7) = 0
dir. d(6) = 1 oldugundan 6 noktasi sarkit nokta ve {1,6} kenar sarkit kenardir. G grafinin
derece dizisi (5,4,4,4,4,1,0) dir. Dolayisiyla maksimum ve minimum dereceler sirasiyla
A(G) = 5 ve §(G) = 0 olur. Derecelerin hepsi ayn1 olmadigindan, G grafi regiiler graf
degildir. Fakat GG’den 6 ve 7 noktalarinin silinmesiyle elde edilen indirgenmis alt grafa H

dersek, H 4-regiiler bir graf olur. G grafinin 1ti(%mleyeni G de sekilde gosterilmistir.



Sekil. 2.3: G ve tiimleyen grafi

Tanmim 2.1.21. Bir G = (V, E) grafinin keyfi noktalar1 vy, ...,v;, € V olmak iizere vy,

noktasinda baglayip vy, noktasinda biten keyfi bir yiiriiyiis,

Vkyg» {Ukoa vk1}a Vky s {’Uknvkz}? Vo y o o vy {(Uki,p ’Uki}a Uk,

seklinde yazilan nokta ve kenarlardan olusan sonlu bir dizidir. Bir yiiriiylisteki kenar sayisi
yiiriiytis uzunlugudur. Herhangi bir yiiriiyliste ayn1 nokta veya kenar birden fazla defa yer

alabilir.

Tanim 2.1.22. Kenar tekrarlamayan bir yiiriiyiise gezi; nokta tekrarlamayan bir yiiriiylise ise

yol denir.

Tanmim 2.1.23. Baglangic ve bitis noktas1 ayn1 olan bir yiiriiylise kapali yiiriiyiis denir. Kenar
tekrarlamayan bir kapali yiiriiyiise devir; nokta tekrarlamayan bir kapal yliriiyiise ise dongii

denir.

Asagidaki tablo ve drnekle bu tanimlar daha anlagilir hale getirilmek istenmistir.

Tablo 2.1. Yiirliylis, kapal yiirliyiis, gezi, devir, yol, dongii tanimlarinin karsilastiriimasi

Tekrarlama Kenar Nokta
kisitlamasi1 yok tekrarlamama tekrarlamama
Keyfi noktada L )
YURUYUS GEZI YOL

baglayip biten
Aymi noktada o . o

KAPALI YURUYUS DEVIR DONGU
baglay1p biten
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Ornek 2.14. Asagidaki sekilde verilen G grafinda 6-uzunluklu bir yiiriiyis;
6,{6,1},1,{1,2},2,{2,3},3,{3,4},4,{4,5},5,{5,1},1 olur. G basit graf oldugundan
kisaca6 —1 —2 —3 —4 — 5 — 1 biciminde de yazilabilir. Bu yiiriiyiis, kenar tekrarlanmadig1
i¢in, ayn1 zamanda bir gezidir. Fakat 1 noktasindan iki kez gecildigi i¢in bir yol degildir.
Baglangi¢ ve bitis noktalar farkli oldugundan kapal yiiriiylis degildir. Dolayisiyla devir ya
da dongii degildir. 1 — 2 — 5 — 1 yiiriiyiisii ise 3-uzunluklu bir dongiidiir.

Sekil. 2.4: Yiiriiyiis, yol, devir ve dongii

Tanim 2.1.24. Bir G grafindaki 3-uzunluklu herhangi bir kapali yiiriiyiis, bu grafin
3-uzunluklu bir dongisiidiir. Bu sekildeki bir dongiiye G grafinin bir ii¢geni denir. G
grafinin kapsadigi birbirinden farkli tiim 3-uzunluklu dongiilerin sayisina ise G’nin iicgen

sayist denir ve t(G) ile gosterilir.
Tanmim 2.1.25. Herhangi bir alt grafi dongii olusturmayan grafa dongiisiiz graf denir.

Ornek 2.1.5. Sekil 2.4°te verilen G grafindaki 1 — 2 — 5 — 1 dongiisii 3-uzunluklu oldugundan
G’nin bir iiggenidir. Aym zamanda ¢(G) = 10 olur. Ayrica asagidaki sekilde verilen S grafi

dongiisiiz bir graf olur.

Sekil. 2.5: Dongiisiiz graf

12



Tanmim 2.1.26. Bir G = (V, E) grafinda, keyfi v;, v; € V noktalar1 arasindaki en kisa yolun

uzunlugu bu iki nokta arasindaki uzaklik olarak tanimlanir ve dist(v;, v;) ile gosterilir.

Tanim 2.1.27. Bir G = (V, E) grafinin ¢ap,
diam(G) = maw,, ., ev{dist(vi,v;)}

biciminde tanimlanir.

Tanmim 2.1.28. Bir G = (V, F) grafinda keyfi bir u € V' noktasinin digmerkezligi,
e(u) = maxyey{dist(u,v)}

biciminde tanimlanir.

Tanmim 2.1.29. Bir G = (V, F) grafinin yarigapu,
r(G) = mingev{e(u)}

biciminde tanimlanir.

Tanm 2.1.30. Bir G = (V, F) grafinin merkezi,
c(G)={ueV:e(u) =r(G)}

biciminde tanimlanir.

Ornek 2.1.6. Asagida verilen H grafi igin, 7 ve 3 noktalar arasindaki uzaklik, dist(7,3) = 3
olur ciinkii bu iki nokta arasindaki en kisa yol 7 — 1 — 2 — 3 tiir. Bu grafin noktalarinin
dismerkezlikleri e(1) = ¢(2) = ¢(5) = 2 ve £(3) = €(4) = ¢(6) = &(7) = 3 olur. Ayrica
diam(H) =3,r(H) =2ve c(H) = {1,2,5} olur.

Sekil. 2.6: Uzaklik, dismerkezlik, yarigap ve merkez

13



Tanim 2.1.31. Herhangi iki noktast arasinda en az bir yol bulunabilen bir grafa baglantili

graf denir.

Tanmm 2.1.32. Bir grafin baglantili olan ve bagka bir baglantili alt grafi tarafindan
kapsanmayan her bir alt grafina, grafin bir bileseni denir. Bir G grafinin bilegenleri
Hy,...,H,ise G = HiU...UH, seklinde gosterilir.

Tanim 2.1.33. Dongii icermeyen, baglantili basit bir grafa aga¢ denir. Bilesenlerinin hepsi

agac olan bir grafa ise orman denir.

Ornek 2.1.7. Asagidaki sekilde verilen (G; ve (o graflar sirasiyla; 5 noktali, 4 kenarli ve 13
noktali, 12 kenarli birer aactir. G = G1UG- grafi ise iki bilesenli baglantisiz bir graftir ve

ayni zamanda bir ormandir.

] O 0
o ) o o ) o o
0
e} ]
Gl (_-ITE

Sekil. 2.7: Agac ve orman

Teorem 2.1.2. [45] G = (V, E) grafi bir agactir ancak ve ancak Yu,v € V igin u ve v

arasinda yalnizca bir yol vardr.

Ispat: =: G bir agag ve u, v noktalar1 arasinda birbirinden farkli iki yol olsun. Bu iki yolun
kenarlarindan en az birer tanesi farkli olacagindan bu durum G’de bir dongii olugmasina yol

acar. Bu da G’nin bir aga¢ olmasiyla celisir.

<: Yu,v € V igin u ve v arasinda bir tek yol var ise G’nin dongii icermedigi ve baglantilt

oldugu agiktir. Yani G bir agag olur.

Teorem 2.1.3. [45] G = (V, E) grafi bir agactir ancak ve ancak kenar sayisi mertebesinin
bir eksigine esittir.
Tanmim 2.1.34. G nin tiim noktalarin1 kapsayan bir alt grafi dongii olusturuyorsa, bu alt grafa

G nin bir Hamilton dongiisii denir. Hamilton dongiisii iceren bir grafa ise Hamilton graf

denir.
14



Ornek 2.1.8. Asagida verilen G grafi bir Hamilton graftir ¢iinkii {1,2, 3,4} noktalarmin

tamamini kapsayan en az bir dongii icermektedir.

(o

3
@
Sekil. 2.8: Hamilton graf

Tanim 2.1.35. Yalniz bir tane dongii iceren baglantili bir grafa bir-dongiilii (unicyclic) graf
denir. Dongiideki nokta sayisinin ¢ift ya da tek olmasina gore ¢ift bir-dongiilii (even unicyclic)

graf ya da tek bir-dongiilii (odd unicyclic) graf olarak adlandirilir.
Teorem 2.1.4. [45] Bir-dingiilii bir grafin mertebesi n ve kenar sayist m ise n. = m dir.

Ornek 2.1.9. Asagidaki sekilde verilen G grafi yalnizca bir tane dongii igerdiginden
bir-dongiilii bir graftir. Dongiideki nokta sayisi 4 oldugundan c¢ift bir-dongiilii graf olur.

Mertebesi 7, kenar sayis1 7 dir.

Cr £

B B B

G
Sekil. 2.9: Cift bir-dongiilii graf

Tamm 2.1.36. G = (V, E) grafinmn H = (V’, E’) alt grafinda Vv, v; € V' igin v; ~ v; ise H

alt grafina GG grafina ait bir klik denir. Bir kligin mertebesi klikteki nokta sayisidir.

Tanmim 2.1.37. Bir GG grafinin en biiyiik mertebeli kligine, G’deki maksimum klik denir.
Maksimum kligin mertebesine ise grafin maksimum klik genisligi denir ve w(G) ile

ssterilir.
gosterilir. 5



Tamim 2.1.38. Bir GG grafindaki en kisa dongii uzunluguna, G’nin dongiisel uzunlugu (girth)
denir ve g(@G) ile gosterilir. Bu uzunlugun tek ya da cift say1 olmasina gore GG grafina, tek

dongiisel uzunluklu (odd girth) graf ya da cift dongiisel uzunluklu (even girth) graf denir.

Ornek 2.1.10. Asagidaki sekilde verilen G grafinda sadece bir tane maksimum klik vardir ve
bu kligin noktalar1 {2, 3, 4, 5} tir. Dolayisiyla G nin maksimum klik genisligi w(G) = 4 olur.
Ayrica, t(G) = 5 olur. G de iiggenler bulundugundan ¢(G) = 3 olur. Yani G tek dongiisel

uzunluklu bir graftir.

Sekil. 2.10: Maksimum klik, iicgen sayis1 ve dongiisel uzunluk

Tanim 2.1.39. G = (V, E) baglantili bir graf ve v € V olsun. Eger G grafindan v noktasinin
silinmesiyle elde edilen G — v indirgenmis alt grafi baglantisiz bir graf oluyorsa, v noktasina

G grafinin bir kesme noktast denir.

Tanim 2.1.40. G = (V, E) baglantil bir graf ve ¢ € FE olsun. G grafindan e kenarinin
silinmesiyle elde edilen G — e kenar-indirgenmis alt grafi baglantisiz bir graf oluyorsa, e

kenarma G grafinin bir kopriisii denir.

Ornek 2.1.11. Sekil 2.11 de G, H ve S graflar1 verilmistir. G grafindan 1 noktasmin
silinmesiyle olugsan H grafi baglantisiz bir graf oldugundan, 1 noktasi1 G grafi i¢in bir kesme
noktasidir. G nin diger kesme noktalar1 {2, 4, 7} olur. {1, 2} kenarinin silinmesiyle olusan .S
grafi da yine baglantisiz bir graf oldugundan {1, 2} kenar1 G grafi i¢in bir koprii olur. G nin

diger tiim kenarlarinin da koprii olusturduklar: sekil yardimiyla kolayca goriiliir.

16
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Sekil. 2.11: Kesme noktas1 ve koprii

Tamm 2.1.41. G = (V, E) grafi verilsin. Vi, j € {1,..., k} olmak iizere V kiimesi; V;NV; =
0, Ule V; = V ve Vu,v € V; i¢in u ¢ v olacak bi¢cimde pargalara ayrilabiliyorsa G’ye
k-parcali (k-partite) graf denir. Ozel olarak k = 2 iken G’ye iki parcali (bipartite) graf

denir.

Ornek 2.1.12. G = (V, E) grafii¢in V = {1,2,3,4} = {1,2} U {3,4} birlesiminde {1, 2}

ve {3, 4} kiimeleri kendi iclerinde kenar olusturmadidindan G grafi iki pargali bir graftir.

Sekil. 2.12: Iki parcal1 graf

17



Tanim 2.1.42. G = (V, E) bir graf ve E’ C FE olsun. Eger E’ kiimesindeki herhangi iki kenar
ortak bir u¢ noktasina sahip degilse, bu kiimeye G nin bir ayrik kenar kiimesi (matching set)
denir. Ayrik kenar kiimelerinden eleman sayisi en fazla olana G’nin maksimum ayrik kenar

kiimesi denir. G grafinin maksimum ayrik kenar sayist (matching number),

match(G) = max{|E'| : E' C E ve E’" ayrik kenar kiimesi}

biciminde tanimlanir.

Tamim 2.1.43. G = (V. E) bir graf ve V' C V olsun. Yu,v € V' igin u ~ v ise V'
kiimesine G’nin bir bagimsiz nokta kiimesi ya da kisaca bagimsiz kiimesi (independent set)

denir. Bagimsiz nokta kiimelerinden eleman sayisi en fazla olana G’ nin maksimum bagimsiz

nokta kiimesi denir. G grafinin maksimum bagimsizlik sayist (independence number),
indep(G) = maz{|V'| : V! CV ve V' bagumsiz kiime}
biciminde tanimlanir.

Ornek 2.1.13. Sekil 2.13’teki grafta £/ = {(1,4), (5,6), (7,9)} bir ayrik kenar kiimesi olur.
Ayrica match(G) = 3 olur. V' = {1,2,3,5,8,9} bir maksimum bagimsiz kiime olur ve
buradan indep(G) = 6 olur.

Sekil. 2.13: Ayrik kenar kiimesi, maksimum bagimsiz kiime

Tamim 2.1.44. G = (V, E) grafinda E kiimesindeki her bir kenarin i¢ine birer tane nokta

yerlestirilerek elde edilen grafa G’nin alt béliim grafi denir ve bu graf Subd(G) ile gosterilir.

Teorem 2.1.5. [40] G grafi, n noktalr ve m kenarli bir graf ise Subd(G) nin mertebesi n+m

ve kenar sayisi 2m olur.

18



Ornek 2.1.14. Asagidaki sekilde G grafi ve onun altbdliim grafi Subd(G) verilmistir. G, 5

noktal1 ve 4 kenarli bir graftir. Subd(G) ise 9 noktali ve 8 kenarli bir graftir.

@

Subd(G)

Sekil. 2.14: Altboliim grafi

Tamim 2.145. G = (V,E) ve G’ = (V', E') graflar1 igin birebir ve orten bir f : V' — V'

doniistimii asagidaki kosulu sagliyorsa, bu doniisiime G ve G’ arasinda bir izomorfizma denir.
Vu,v € Viginu ~ v & f(u), f(v) € V' ve f(u) ~ f(v)

Aralarinda en az bir izomorfizmanin tanimlt oldugu herhangi iki G ve G’ grafina, izomorf

graflar denir ve G = (' ile gosterilir.

Ornek 2.1.15. f : V(G) — V(H) dyle ki f(z) = = + 5 ile tammh f doniigiimii bir

izomorfizmadir. Dolayisiyla G = H olur.

Sekil. 2.15: izomorf graflar
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Tanim 2.1.46. G = (V, E) grafi icin 7 : V' — V permiitasyonu Yu,v € V igin "u ~ v <
m(u) ~ w(v)" kosulunu sagliyorsa, bu permiitasyona G grafinin bir otomorfizmast denir. Bir
G grafinin otomorfizmalari, fonksiyonlarin bileske islemine gore bir grup olusturur. Bu gruba

G 'nin otomorfizm grubu denir ve Aut(G) ile gosterilir.

Ornek 2.1.16. V (G) tizerinde tanimli birim permiitasyon [ ve 7y, o : V(G) — V(G) olmak

tizere, m = I ve my = (23) permiitasyonlart G nin otomorfizmleridir. Yani Aut(G) =

{I,m} olur.

Sekil. 2.16: Graf otomorfizmleri

Tanim 2.1.47. G = (V, F) grafinin kenarlarin1 nokta kabul eden ve
"G = (V, E) grafinda Ve, es € Vigine; Ney # 0 < L(G) = (E, E') grafinda e; ~ ey"

kosulunu saglayan L(G) = (E, E') grafina, G grafinin ¢izgi grafi denir. G grafina ise L(G)
grafinin kok grafi denir. Yani bir ¢izgi grafin noktalari, kok grafin kenarlarini temsil
etmektedir ve ¢izgi grafta herhangi iki noktanin birbirine komsu olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul temsil ettikleri kenarlarin kok grafta birbirine degmesidir.

Ornek 2.1.17. Asagida verilen sekilde bir G grafi ve onun ¢izgi grafi L(G) gosterilmistir.

b
a d e b d g
B ig ®
G “ LG)

Sekil. 2.17: Cizgi graf
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Tamim 2.1.48. G = (V, E) grafinin herhangi bir noktasina bir sarkit kenar eklenmesi ve daha
sonra bu sarkit kenarin iki-katli kenara doniistiiriilmesi islemine G grafina petal eklenmesi

denir. Eklenip iki-katli hale getirilen bu sarkit kenara ise pefal denir.

Ornek 2.1.18. Asagida verilen sekilde bir G grafi ve petal eklenmis hali gosterilmistir.

G(0,0,1)

Sekil. 2.18: Bir grafa petal eklenmesi

Tamm 2.1.49. k£ > 0 olmak iizere, tek bir noktaya % adet petal eklenmesiyle olusan grafa bir

cicek denir ve By, ile gosterilir. k£ = 0 iken B asikar graf olur.

Ornek 2.1.19. Asagida verilen sekilde By, By, By, Bz, B, cicek graflar1 gosterilmistir.

By B; Ba B B,

Sekil. 2.19: Cicek graf
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Tanmm 2.1.50. Bir G grafinin noktalarnnm V' = {vy,v9,...,v,} ile etiketleyelim.
Vi € {1,...,n}icin a; € N olmak tizere G grafinin v; noktasina a; adet petal eklenmesiyle
olusan graf G(ay,...,a,) ile gosterilir ve G’nin B-grafi ya da ciceklenmis grafi olarak

adlandirilir.

Ornek 2.1.20. Ornek 2.1.18 de yer alan Sekil 2.18 de G grafi ve bu grafin ciceklenmis grafi
olan G(0,0, 1) grafi gosterilmisgtir.
Tamm 2.1.51. G = (V, E) grafinin bir B-grafi G = G(ay,...,ay,) olsun. Bu B-grafin ¢izgi

~

grafina G nin genellegstirilmis ¢izgi grafi denir ve L(G) yada L(G; aq, . . ., a,) ile gosterilir.

Ornek 2.1.21 Asagidaki sekilde H grafi ve genellestirilmis ¢izgi grafi
L(H) = L(H;1,0,0,2) verilmistir.

H=H(1.0.0.2)

L(H)
Sekil. 2.20: Genellestirilmis ¢izgi graf
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Cizgi graflar ve genellestirilmis cizgi graflar ile ilgili literatiirde iyi bilinen ve siklikla

kullanilan asagidaki teoremleri verelim.

Teorem 2.1.6. [47] Bir grafin genellestirilmis cizgi graf olmast icin gerek ve yeter kosul
asagidaki sekilde verilen G, ... G*' graflarindan herhangi birini indirgenmis alt graf

olarak icermemesidir.
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Sekil. 2.21: Genellestirilmis ¢izgi graflarin yasaklanmis alt graflar

Teorem 2.1.7. [47] Bir grafin ¢izgi graf olmast i¢cin gerek ve yeter kosul Sekil 2.22. de verilen

G, ..., G? graflarindan herhangi birini indirgenmis alt graf olarak icermemesidir.
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Sekil. 2.22: Cizgi graflarin yasaklanms alt graflar

2.2 Graf Islemleri

Tanmmm 2.2.1. Nokta ve kenar kiimeleri ayrik kiimeler olan Gy = (V4,Ey), ... ,
Gn = (Vi, E,) graflart verilsin. V! =V, U ... UV, ve £/ = F; U ... U E, olmak iizere,
G = (V',F') grafina Gy, ..., G, graflartmun ayrik birlesimi denir ve G = G1U... UG, ile
gosterilir.  Yani ashinda graflarin ayrik birlesimi alinarak, bu graflar1 bilesen kabul eden

baglantisiz graf olusturulmaktadir.

Ornek 2.2.1. Gy, Go, G3 graflarinin ayrik birlesimi olan G = G1UG,UG}3 grafi asagidaki

sekilde gosterilmistir.

e

T
(-
Sekil. 2.23: Graflarin ayrik birlegimi
Tanmm 2.2.2. Nokta ve kenar kiimeleri ayrik kiimeler olan Gy = (V4,Ey), ... ,

G, = (V,, E,) graflan verilsin. Vi,j € {1,...,n} ve i # j olmak iizere, V; kiimesindeki
herbir nokta ile V; kiimesindeki her bir noktanin bir kenar ile baglanmasi islemine
G1,..., G, graflarimin birlestirilmesi denir. Bu graflarin birlestirilmesi ile elde edilen grafa

G dersek, G = GV ... VG, ile gosterilir.
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Ornek 2.2.2. Asagidaki sekilde G, G+ ayrik graflari ve onlarin birlestirilmesi ile elde edilen
G = GV G, grafi gosterilmistir.

=t

-
(_11

Sekil. 2.24: Graflarin birlegtirilmesi

Tanm 2.2.3. Keyfi bir G = (V, E) grafi ve tek noktadan olugan K asikar grafi verilsin. K
deki bu tek noktanin GG deki tiim noktalara baglanmasiyla elde edilen G’ = K;VG

birlestirilmis grafina G grafi iizerindeki koni denir.

Ornek 2.2.3. Asagidaki sekilde G grafi ve G grafi iizerindeki koni K; VG gosterilmistir.

Sekil. 2.25: Bir graf tizerindeki koni

Tanm 2.24. Gy = (Vi, Ey) ve Gy = (Va, E5) ayrik graflan verilsin. Keyfiu € Vi, v € V;
noktalarinin cakistirilmasi ile yeni graf elde edilmesi islemine G ve Gy graflarimin

kaynagtirilmasi (coalescence) denir. Elde edilen yeni graf G = (G; - G5 ile gosterilir.

Ornek 2.2.4. Sekil 2.26. da G, G, ayrik graflar1 ve onlarin 4 ve 8 noktalarinin segilip

kaynastirilmast ile elde edilen G = G - G grafi gosterilmistir.
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G =G -Gy

Sekil. 2.26: Graflarin kaynagtirilmasi

Tamim 2.2.5. n noktali G' ve m noktali H ayrik graflar1 verilsin. Vi € {1,...,n} icin H
grafinin n adet kopyasi alinip, G nin i-inci noktasinin H 1n ¢-inci kopyasindaki her bir nokta
ile birlestirilmesi sonucunda elde edilen grafa G ve H graflarinin koronast denir ve G o H ile

gosterilir. G o H grafinin mertebesi n 4+ nm olur.

Ornek 2.2.5. Asagidaki sekilde G, H ayrik graflar1 ve G o H koronas1 gosterilmistir.

Sekil. 2.27: Graflarin koronasi
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Tamim 2.2.6. G = (V, E) ve H = (V', E’) baglantili graflar1 verilsin. G grafinin v noktasi
ve H grafinin v' noktasi arasinda bir kenar ¢izilmesiyle yeni bir graf elde edilmesi islemine

H grafinin G ye eklenmesi denir ve G *+*" H ile gosterilir.

Ornek 2.2.6. Asagidaki sekilde G, H baglantil graflani ve G Y +Y H eklenmis grafi

gosterilmisgtir.

1V H

Sekil. 2.28: Bir grafin digerine eklenmesi

2.3 Graf Matrisleri ve Graf Spektrasi

Bir grafin parametrelerinden bazilar1 arasindaki iliskileri gosteren bir matrise graf matrisi
denir. Literatiirde derece matrisi, baglilik (incidence) matrisi, komgsuluk matrisi,
genellestirilmis komsuluk matrisi, Seidel matris, Laplasyan matris, isaretsiz Laplasyan
matris v.b. bir¢cok graf matrisi tanimlanmistir. Bu boliimde bu matrislerden bazilari {izerinde

durularak spektral 6zellikleri hakkinda bilgilere yer verilecektir.

Tanmm 2.3.1. M (G) ya da kisaca M, G grafina ait bir graf matrisi ve /,, birim matris olmak
tizere det(xl — M(G)) polinomuna G nin M(G) karakteristik polinomu denir ve
char(M(G))(z) ile gosterilir ~ Bu polinomun koklerinden yani M (G) matrisinin
ozdegerlerinden olusan kiimeye ise G nin M(G) spektrumu denir ve spec(M(G)) ile
gosterilir.  Ya da matrisin adina gore komsuluk spektrumu, Laplasyan spektrumu v.b. de

denir.
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Tammm 2.3.2. G grafimn bir graf matrisi M(G) ve A € spec(M(G)) olsun.
(z — A)*|(char(M(G))(z)) olacak bigimdeki en biiyiik & pozitif tamsayisina \ dzdegerinin

cebirsel kati denir.

Tanmim 2.3.3. G = (V, E) grafi n noktali ve m kenarli bir graf olsun. Vi, j € V igin u;; =
dist(i, j) olmak tizere U(G) = [u;;] biciminde tanimlanan n x n tipindeki matris, G' grafinin

uzaklik matrisidir.

Ornek 2.3.1. Bir G grafi ve uzaklhik matrisi asagida verilmistir.

&

]
o
]
[
[T —

—
=
= b b

[ — o et
Lo B = D

b2 = B e
[l o B e

[}
Lo Qo
[

Sekil. 2.29: Bir grafin uzaklik matrisi

Tamim 2.3.4. G = (V, E) grafi verilsin ve V = {1,...,n} olsun. Vi € V i¢in,

d(i) eger i=j ise
D(G) = [dy] oyleki d;; = (i) e J
0 efer 1 #j ise
bi¢iminde tanimlanan n x n tipindeki kdsegen matrise G grafinin derece matrisi denir.

Ornek 2.3.2. Bir G grafi ve derece matrisi asagidaki gibidir.

300 0]
ot

D@=10010

i (0001

T

Sekil. 2.30: Bir grafin derece matrisi
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2.3.1 Komsuluk matrisi

Tanmm 2.3.5. G = (V, E) grafi n noktali ve m kenarli bir graf olsun. Vi, j € V icin

1 ; eger i~ j ise

aij =
0 ; eger i j ise
olmak iizere G' grafinin komguluk matrisi, A(G) = [a;;] bi¢ciminde tanimlanan n x n tipindeki

matristir.

Ornek 2.3.3.

B 0

{;r

Sekil. 2.31: Spektrum 6rnegi

Yukaridaki sekilde verilen GG grafinin komguluk matrisi ve bu matrisin karakteristik polinomu

asagidaki gibidir.
01 10 xr —1 -1 0
1 0 01 -1 =z 0 -1
A(GQ) = ve char(A(G))(z) = = 2?(2? — 4)
1 001 -1 0 =z -1
01 10 0O -1 -1 =«

A(QG) nin 6zdegerleri {0, 0, +2} olur. Yani spec(A(G)) = {0%, £2} olur. Burada 0 6zdegeri
iki kathdir.

Tanim 2.3.6. A(G) matrisi tanimi geregi sifir kosegene sahip, bilesenleri sadece O ve 1 den
olusan simetrik bir matristir. Dolayisiyla 6zdegerleri reel olur. Bu 6zdegerleri A\ (A(G)) >
M (A(G)) > ... > M(A(Q)) ile gosterelim. A(G) matrisinin en biiyiik 6zdegeri A\ (A(G))
olur. A (A(Q)) degerine ise G grafinin komsuluk spektral yarigapt denir ve p(G) ile gosterilir.

Not : Benzer matrislerin karakteristik polinomlart ayn1 oldugundan P bir permiitasyon

matrisi olmak iizere, keyfi bir A’ = P~' A(G) P matrisi de A(G) ile ayn1 spektruma sahiptir.
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Dolayisiyla G grafinin noktalarinin farkli etiketlenmesi komsuluk spektrumunu degistirmez.

Tanmmm 2.3.7. i € {1,...,n} ve \; € spec(A(G)) olmak iizere, & > 0 tamsayisi i¢in G

grafinin k-inct spektral momenti,
sk=Y A (2.2)
i=1

bigiminde tammlanir. Boylece, (A(G))* matrisinin izi s ya esit olur. & = 1 igin G nin

spektral momenti komsuluk spektrumundaki degerlerin toplami olur.

Teorem 2.3.1. [40] n X n tipindeki A ve B matrisleri icin asagidaki ifadeler birbirine denk
olur.

(i) A ve B ko-spektraldir.

(ii) A ve B aymi karakteristik polinoma sahiptir.

(iii) i =1,2,...,nicin tr(A") = tr(B?) dir.

Yukaridaki teorem sayesinde, keyfi bir grafin komsuluk spektrumunun bilinmesinin, grafin
yapist ile ilgili bazi parametrelerin belirlenebilmesine olanak verdigi goriilir. Bu durum

asagidaki teorem ile ifade edilmigtir.

Teorem 2.3.2. [40] Bir G grafinin komsuluk matrisine gore, asagidaki parametreler spektrum

yardimziyla belirlenebilir.
(i) nokta sayusi
(it) kenar sayisi

(i) belirli uzunluktaki kapali yiiriiyiislerin saytsi.

Tamim 2.3.8. G = (V, E) grafi verilsin. A = A(G) komguluk matrisinin keyfi bir 6zdegeri A
ve bu 6zdegere karsilik gelen 6zvektor x = (x4, ..., x,)T olsun. (A(G))r = Az esitliginden,

A(G) matrisinin tanimi geregi;

Aoy =Y xy (u=1,2,...,n) (2.3)

v~NU

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemdeki denklemlere G grafinin komsuluk matrisine

gore ozdeger denklemleri denir. 30



Onerme 2.3.3. [40] G grafimin maksimum derecesi A(G) ise A(G) nin her \ ozdegeri icin,
Al < A(G) (2.4)

esitsizligi saglanr.

Ispat: (2.3) deki notasyona bagh kalarak, |z,| degerini maksimal yapan bir u € V noktasi

i¢in,

Al = ] = 1) 2l <Y Ja| < d(u) mazpev{|a,[} < A(G)]2| (2.5)

v~u v~U

elde edilir. |z, | # 0 oldugundan |A| < A(G) olur.

Onerme 2.3.4. [40] G r-regiiler bir graftr ancak ve ancak G nin bir ézdegeri r dir ve bu

ozdegere karsilik gelen ézvektor tiim bilesenleri 1 e esit olan (1,1, ... 1) vektoriidiir.

Ispat: =: G r-regiiler bir graf ve V' = {1,...,n} olsun. Vi € V i¢in d(i) = r oldugundan

Ayt l=] ¢« |=|:]=r]: 2.6)

Buradan A(G) nin bir dzdegerinin r oldugu ve bu 6zdegere karsilik gelen 6zvektoriin

(1,...,1)T oldugu goriiliir.

<=: G nin bir 6zdegeri r ve bu 6zdegere karsilik gelen dzvektor (1, ..., 1) olsun. Yani
1 1

AG) | v | =r] ¢ 2.7)
1 1

_ 2.8)
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yani Vi € V i¢in d(i) = r olur. Dolayisiyla G, r-regiiler bir graf olur.

Tamim 2.3.9. G grafi verilsin. A(G) nin bir 6zdegeri A ise {z € R" : (A(G))r = Az}
kiimesi R" nin bir alt uzay1 olur. Bu alt uzaya A\ nin 6z uzay: denir ve £(X\) ya da {4 () ile

gosterilir.

Ornek 2.3.4.

T ¢

Sekil. 2.32: Karakteristik polinom ve 6z uzay 6rnegi

Yukarida verilen G grafinin komsuluk matrisinin karakteristik polinomunu hesaplayalim.

char(A(G))(x) = 0 -1 = -1 -1

= 2(x+2)(2® — 27 — 4) (2.9)

Boylece G nin komsuluk 6zdegerleri sirasiyla, A\;(A(G)) = 1 4+ V5, M(A(G)) = 0,
A3(A(G)) = 0, M(A(G)) = 1 — /5, M\s(A(G)) = —2 olur. Bu 6zdegerlere karsilik gelen
lineer bagimsiz dzvektorler ise sirastyla x; = (1,1,1,1, =1 + /5)7, 2, = (0,1,0, —1,0)7,
r3 = (1,0,—-1,0,0)", 2, = (1,1,1,1,1 — v/5)T ve x5 = (1, 1,1, —1,0)7 olur. Oz uzaylar
ise sirastyla, £(1 +v/5) = (21), £(0) = (w9, 73), £(1 — V/5) = (z4) ve £(—2) = (w5) olur.
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Teorem 2.3.5. [40] n X m tipinde reel bir QQ matrisi ve n X n tipinde reel, simetrik bir A

matrisi verilsin. QTQ = I olsun. A matrisinin ozdegerleri oy > ... > a, ve QTAQ
matrisinin dozdegerleri 3y > ... > [y, ise Vi € {1,...,m} icin,
Unemyi < B <oy (2.10)

esitsizlikleri saglanir.

Bu teoremin bir sonucu olarak, spektral graf teoride i¢ ice gecme (interlacing) lemmasi olarak
bilinen ve hayli kullanigh olan agagidaki lemma verilmigtir. Bu lemma bazi1 kaynaklarda

teorem olarak verilmistir.

Lemma 2.3.6. [40] (I¢ ice gecme (interlacing) lemmast)

n noktali bir G grafimin komguluk ozdegerleri \1(A(G)) > ... > M\(A(G)) ve G nin m
noktalr indirgenmis bir H altgrafimin komsuluk dzdegerleri \(A(H)) > ... > A\ (A(H))

olsun. O zaman, 1 = 1,... ,micin
Mi(A(G)) Z Ai(A(H)) = Apemyi(A(G)) 2.11)

esitsizlikleri saglanr.

Sonug 2.3.7. [40] n noktali bir G grafimin tek bir noktasinin silinmesiyle elde edilen keyfi bir
indirgenmis alt grafi H olsun. G grafimin komguluk dzdegerleri \;(A(G)) > ... > N\ (A(G))
ve H altgrafimin komsuluk dzdegerleri \\(A(H)) > ... > M\y_1(A(H)) ise

M(AG)) = MAH)) 2 Ma(A(G)) = ... = \a(A(H)) = M(A(G)) (2.12)

esitsizlikleri saglanir.

Teorem 2.3.5 in diger bir sonucu da asagida verilmistir.

Sonug 2.3.8. [40] Reel, simetrik bir A matrisinin ozdegerleri oy > ... > «, olsun. |A;| =
n; > 0 olmak iizere {1,2,...,n} = AUAU...UA,, bir kiime parcalamisi olsun. A;;,
n; X n; tipinde bir blok olmak iizere A = (A;;) blok matrisi yazilsin. A;; blogundaki tiim
bilesenlerin toplami e;; ve B = (e;;/n;) ise B nin dzdegerleri A min ozdegerleri ile i¢ ice

gecer. (Burada e;; /n;, A;; blogundaki ortalama satir toplamudir.)
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Burada ayni1 blok icerisindeki tiim satir toplamlar esit ise asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.3.9. [40] A matrisi Sonug 2.3.8 deki gibi bloklara ayrilabilen bir matris olsun. A;;
blogundaki sabit satir toplami b;; ve B = (b;;) ise A min spektrumu, B nin spektrumunu

kapsar.

Tamm 2.3.10. [2] G = (V, E) grafi verilsin ve V' kiimesinin bir pargalanigt V = Vi U V4
U...UV,olsun. Vi,j € {1,...,k} i¢cin eger V; kiimesindeki her nokta, V; de aymi sayida

noktaya komsu ise bu parcalanisa GG grafinin bir egit parcalanisi (equatible partition) denir.

Tamm 2.3.11. 2] G = (V, E) grafi ve V = ViUVLU. ..UV} esit parcalanigi verilsin. Sonug
2.3.9 daki notasyona uygun bicimde elde edilen B = (b;;) matrisine bu parcalanisin béliim

matrisi (quotient matrix) denir.

Ornek 2.3.5.
" &
G
Sekil. 2.33: G grafi ve iki esit parcalanisi
Yukarida verilen G grafinin iki esit pargalamgi; II :  {1},{2,3,4},{5,6,7} ve
I« {1},{2,3},{4},{5,6},{7} olur. Bu pargalamislarin boliim matrisleri asagidaki gibi
olur.
02100
030 10010
Bp=|101|veBwr=]|10001
010 01000
00100
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Sonug 2.3.9 dan asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 2.3.10. [40] Bir grafin herhangi bir esit parcalamigina ait béliim matrisinin

karakteristik polinomu, bu grafin komsuluk matrisinin karakteristik polinomunu boler.

Sarkit nokta igeren bir grafin komgsuluk matrisinin karakteristik polinomunun hesabinda

asagida verilen lemma oldukc¢a kullanighdir.

Lemma 2.3.11. [40] G grafimin bir sarkit noktasi x, ve bu noktaya komsu olan nokta xs
olsun. G grafindan x1 noktasinin silinmesiyle elde edilen indirgenmis alt graf G1; x1 ve o
noktalarmin her ikisinin birden silinmesiyle elde edilen indirgenmis alt graf G5 olsun. O

zaman asagidaki egitlik saglanr.

char(A(G))(x) = x[char(A(G1))(x)] — char(A(G2))(x) (2.13)

Teorem 2.1.6 ve Teorem 2.1.7 ye benzer olan asagidaki teoremleri de verelim.

Teorem 2.3.12. [51] G baglantily bir ¢izgi graf olsun. \y(A(G)) < 1 olmast i¢cin gerek ve
yeter kosul G grafimin asagidaki sekilde verilen graflardan herhangi birinin indirgenmis bir

alt grafi olmasidir.

Fy

Sekil. 2.34: Cizgi graflar i¢in F} — F; graflan
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Teorem 2.3.13. [52] G baglantili bir genellestirilmis ¢izgi graf olsun. A2(A(G)) < 1 olmasi
icin gerek ve yeter kosul G grafimn asagidaki sekilde verilen graflardan herhangi birinin

indirgenmis bir alt grafi olmasidir.

1 F, Fs
= &
Fs Fs ;
1o
@ O [
Fa F 25 t
Fu

Sekil. 2.35: Genellestirilmis ¢izgi graflar icin Fy — Fyg ve F1o — Fi4 graflan

2.3.2 En Kkiiciik komsuluk ozdegeri -2 den bilyiikk olan graflarin spektral

karakterizasyonu

Tanmim 2.3.12. [47] En kiiciikk komguluk 6zdegeri -2 ye esit ya da biiyiik olan herhangi bir

baglantili graf, genellestirilmis bir ¢izgi graf degilse bu grafa istisna (exceptional) graf denir.

En kiiciikk 6zdegeri -2 den biiyiik olan graflar Doob ve Cvetkovic tarafindan [62] de
karakterize edilmistir. Bu karakterizasyona gore toplam 573 adet istisna graf vardir ve
karakterizasyona dair lemma asagida verilmistir. Ayrica tiim istisna graflar ve komsuluk

spektral yaricaplar1 [47, TabloA2] de listelenmistir.

Lemma 2.3.14. [47] G, n noktali baglantil bir graf olsun. Buna gire, \,(A(G)) > —2

olmasu icin gerek ve yeter kosul asagidaki ifadelerden birinin saglanmasidir.

(i) G = L(H) olur dyle ki H bir agag¢tir ya da tek bir-dongiilii graftir.
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(ii) G = L(I:I) = L(H;1,0,...,0) olur oyle ki H bir agactur.

(iii) G, 573 adet istisna graftan biridir.
Tamim 2.3.13. [27] n noktali G grafinin diskriminantt,

o = [JnA@) +2) 14

biciminde tanimlanir.

Not : Eger (G grafinin birden fazla bileseni varsa G nin diskriminanti bilegenlerinin
diskriminantlarinin ¢arpimina esit olur. Ayni komsuluk spektrumuna sahip iki grafin,

diskriminantlar1 da ayni olur.

Lemma 2.3.15. [27] G baglantily bir graf ve \,(A(G)) > —2 olsun. Buna gére asagidaki

ifadeler saglanir.

(i) Eger G grafi, 8 noktali istisna bir graf ise dg = 1 olur.
(ii) Eger G grafi, 7 noktali istisna bir graf ise dg = 2 olur.
(iii) Eger G grafi, 6 noktali istisna bir graf ise dg = 3 olur.
(iv) Eger G tek bir-dongiilii grafin ¢izgi grafi ise dg = 4 olur.

(v) Eger bir agaca bir adet petal eklenmesiyle elde edilen B—graf]:] ve G = L(ﬁ) ise dg =4

olur.

(vi) Eger mertebesi n olan bir G grafi, bir agacin ¢izgi grafi ise dg = n + 1 olur.

2.3.3 Laplasyan ve isaretsiz Laplasyan matris

Tanim 2.3.14. n noktali bir G = (V, F) grafi verilsin. Vi, j € V i¢in
d(i) ; eger i=7 ise
bij=4 —1 ; efer i~j ise
0 ; eger 14  ise
olmak iizere G grafinmin Laplasyan matrisi, Lap(G) = [b;;| bi¢ciminde tanmimlanan n x n

tipindeki matristir.
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Ornek 2.3.6. Asagida bir G grafi ve Laplasyan matrisi verilmistir.

- _
31 -1 -1
110 0
Lap(G) =
\ PE=N 01
10 0 1|

(_"‘I'
Sekil. 2.36: Bir grafin Laplasyan matrisi

Tamim 2.3.15. n noktali bir G = (V, E) grafi verilsin. Vi, j € V igin,

d(i) ; eger i=j ise
Cij = 1 ; eger 1~ 7 ise
0 ; eger i 7 ise

olmak tizere G grafinin isaretsiz Laplasyan matrisi, Q(G) = [c;;] biciminde tanimlanan n x n

tipindeki matristir.

Ornek 2.3.7. Asagida bir G grafi ve isaretsiz Laplasyan matrisi verilmistir.

[3 11 1]

31
1100
0(G) =
1010
3 100 1
A0 ~ :

G
Sekil. 2.37: Bir grafin isaretsiz Laplasyan matrisi
Sonu¢ 2.3.16. [40] n noktali bir G = (V, E) grafimin Laplasyan matrisi Lap(G) = [b;;] ve
isaretsiz Laplasyan matrisi Q(G) = [c;;] nin satur ve siitun toplamlart i¢in
j=1 i=1 j=1 i=1

esitlikleri saglanir.

38



Simdi de ilerleyen boliimlerde kullanilacak olan isaretsiz Laplasyan ve komgsuluk matrisleri

arasindaki iligkiye dair asagidaki lemmalar: verelim.

Lemma 2.3.17. [27] G, n noktalt ve m kenarli bir graf olsun. Bu durumda,

char(A(L(GQ)))(z) = (x + 2)" "char(Q(G))(x + 2) (2.16)

esitligi saglantr.

Lemma 2.3.18. [27] G, n noktali ve m kenarl bir graf olsun. Bu durumda,
char(A(Subd(G)))(x) = (z)™ "char(Q(G))(z?) (2.17)

esitligi saglanir.

Lemma 2.3.19. [27] G ve H graflari icin spec(Q(G)) = spec(Q(H)) ise spec(A(L(G))) =
spec(A(L(H))) olur. Eger G ve H graflariun nokta ve kenar sayilart ayni ise bu ifadenin

tersi de dogrudur.

2.4 Ko-Spektral Graf insasi ve Izomorfizm Problemi

Tamim 2.4.1. [40] G ve G’ graflant verilsin. spec(M(G)) = spec(M(G")) ise G ve G’

graflarina, M matrisine gore ko-spektral graflar denir.

Bu tanima gore, izomorf iki grafin ko-spektral olduklari agikardir. Fakat bunun tersi dogru
mudur? 1956 yilinda Giinthard ve Primas’in yaptig1 calismaya dayandirilan bu soruya,
Collatz ve Sinogowitz bir yil sonra yaptiklart calismada komsuluk matrislerine gore
ko-spektral, 8 noktali ve derece dizileri farkli olan iki agaci 6rnek gostererek tersinin dogru
olmadig1 yanitim1 vermislerdir [4]. Daha sonra ise bu soru Harary’nin 1960 yilinda Standford
iniversitesindeki ziyareti esnasinda yaptigr konusmada kendisi tarafindan tekrar dile
getirilmigti.  R.C. Bose bunun dogru olmadigini konusma esnasinda belirtmigtir ve
sonrasinda ters ornek tegkil eden 16 noktali komsuluk matrislerine gore ko-spektral fakat
izomorf olmayan bir graf ciftini elde ederek iddiasin1 desteklemistir [5]. Ayrica R.H. Bruck

ve A.J. Hoffman tarafindan da farkli ters ornekler elde edilmistir [S].
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Hipotez :  Keyfi G ve H graflar i¢in spec(A(G)) = spec(A(H)) ise G = H tir. Yani

komguluk matrislerine gore ko-spektral olan herhangi iki graf izomorftur.

Bunun iizerine, Harary [5] te yukaridaki hipoteze yer vermis ve karsiliginda aldigi ters

orneklere deginerek, W.T. Tutte 'nin de Onerisiyle agsagidaki soruyu sormustur.

Problem : Yukaridaki hipoteze ters ornek teskil edecek izomorf olmayan bir graf ¢iftinde

nokta sayis1 en az kag olabilir?

Bu soruya Cvetkovic tarafindan asagidaki ornekle cevap verilmistir [53]. Cvetkovic, bu
calismasinda sadece Ornek vermekle kalmamis ayni zamanda bu Ornegi kapsayan bir
genellestirme de yapmistir. Bunun yanisira Turner, 12 noktali ve derece dizileri de ayni olan
ko-spektral fakat izomorf olmayan bir agac cifti sunarak durum ile ilgili karamsarligini dile
getirmistir [54].

Ornek 2.4.1.  Asagida komsuluk matrislerine gore ko-spektral olan ve literatiirde Saltire

ikilisi olarak bilinen graf ¢ifti gosterilmistir.

Sekil. 2.38: Saltire ikilisi

Bu graflarin komsuluk spektrumu;
spec(A(G)) = spec(A(H)) = {-2,0°,2}

olur. Bu graflarin 6nemi ko-spektral fakat izomorf olmayan graf ciftleri arasinda en az sayida
noktaya sahip olmalaridir. Saltire ikilisi sorulan soruya ters ornek teskil etmesine ragmen

icerdigi graflardan biri baglantili digeri baglantisizdir.

Ornek 2.4.2.  Sekil 2.39. da her iki grafinda baglantili oldugu komsuluk matrislerine gore
ko-spektral fakat izomorf olmayan en az sayida noktaya sahip graf cifti verilmigtir. Bu
graflarin komsuluk spektrumu; spec(A(G)) = spec(A(H)) = {—1.90,—-12,0.19,1,2.70}

olur.
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Sekil. 2.39: Ko-spektral fakat izomorf olmayan baglantili graf ¢ifti

Simdi de ko-spektral fakat izomorf olmayan baglantili ve en az sayida noktaya sahip graf

ticliislinii verelim.

Ornek 2.4.3. Asagida verilen graflarm komguluk spektrumu;
spec(A(G)) = spec(A(Gy)) = spec(A(G3)) = {—2,—1.77,—1,0%1.28, 3.48}

olur.

AN

Gl Gg Gg

Sekil. 2.40: Ko-spektral fakat izomorf olmayan baglantili graf iigliisii

Bu ilk orneklerden de anlagilabilecegi iizere, bir grafi belli bir matrisinin spektrumuna
bakarak belirleyebilmek her zaman miimkiin degildir. Bu noktada asagidaki tanima yer

verelim.

Tamim 2.4.2. G grafinin bir graf matrisi M (G) olsun. spec(M(G)) = spec(M(H)) olacak
bicimde V H grafiicin G = H oluyorsa, G grafina M(G) spektrumu ile belirlenebilir bir graf
denir.
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Literatiirde verilmis olan 6rnekler, bu durumun her zaman miimkiin olmadigin1 gosterse de,
spektrumu ile belirlenebilen graflar mevcuttur [18,31]. Hatta son yillarda hemen hemen tiim

graflarin spektrumlar ile belirlenebildigi goriisiine daha sicak bakilmaktadir [18,31].

2.4.1 Bilgisayar sonuclari

Nokta sayis1 n olan ¢izilebilecek tiim graflarin kiimesi S ve bu kiimenin icerisinde en az bir
ko-spektral ese sahip olan graflarin kiimesi S’ olsun. ry = |S’|/|S| oranina, S kiimesinin
spektral belirsizligi denir. Graflarin spektral belirsizligi nokta sayis1 12 ye kadar olan graflar
icin bilgisayar yardimiyla hesaplanmistir [40]. Asagidaki tabloda mertebesi 2 < n < 12 olan
graflarin komguluk, Laplasyan ve isaretsiz Laplasyan matrislerine gore spektral belirsizlikleri
verilmigtir. Burada, A(G) komsuluk matrisini, Lap(G) Laplasyan matrisini ve Q(G) isaretsiz

Laplasyan matrisini temsil etmektedir.

Tablo 2.2. A(G), Lap(G) ve Q(G) matrislerine gore graflarin spektral belirsizligi

n | Toplam Graf Sayist | A(G) | Lap(G) | Q(G)
2 2 0 0 0

3 4 0 0 0

4 11 0 0 0.182
5 34 0.059 0 0.118
6 156 0.064 | 0.026 | 0.103
7 1044 0.105 | 0.125 | 0.098
8 12346 0.139 | 0.143 | 0.097
9 274668 0.186 | 0.155 | 0.069
10 12005168 0.213 | 0.118 | 0.053
11 1018997864 0.211 | 0.090 | 0.038
12 165091172592 0.188 | 0.060 | 0.027
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2.4.2 Godsil-McKay switching ve Schwenk lemmasi

Komguluk spektrumu bilinen bir grafla ilgili elde edilebilecek bilgilere 2.3.1. alt béliimiinde
deginilmistir. Spektrumu bilinen bir grafin, spektrumu ile belirlenebilir oldugunu gostermek
icin bu tiir bilgiler olduk¢a kullanigsh olmaktadir. Fakat her zaman yeterli gelmemektedir.
Bunun yanisira, ko-spektral graflarin ingas1 icin ¢esitli metotlar uygulanarak, insa edilen
graflarin izomorf olup olmadiklarinin kontroliiyle de bu problemin arastirilmasi yapilmistir
ve bunun igin literatiirde ko-spektral graf ingasina dair ¢esitli metotlar mevcuttur [8, 18,
31-36]. Burada, bu metotlardan iyi bilinen iki tanesi olan Godsil-McKay switching ve

Schwenk lemmasina yer verilmigtir.
Godsil-McKay switching

Bu yontem ile yapilan islem, graf iizerinde uygulanan ve verilen grafin komsuluk matrisinin
spektrumunu degistirmeyen bir islemdir. Her zaman olmasa da ¢cogunlukla elde edilen graf

ilkine izomorf degildir.

Onerme 24.1. [32] G = (V,E) grafi verilsin. 'V kiimesinin bir parcalanisi
V =A{Xy,...,X,,)Y}ve V! =V =Y kiimesinin bir esit parcalamsi V' = {X1,..., X;}
olsun. Vo € Y veVi € {1,...,1} icin x noktasimin X; kiimesindeki komsu oldugu noktalarin

\?gi\ ya da | X;| olsun. G grafina; '"Vx € Y ve Vi € {1,...,l} icin x noktasinin X

saytsi; 0,

kiimesindeki komgu oldugu noktalarin sayisi % ise x noktasi ile komsu oldugu bu noktalar

||

- adet noktaya

arasindaki kenarlarin silinmesi ve x noktasinin komsu olmadig: diger
baglanmast"  iglemi  uygulanarak G’ grafi elde edilsin. Bu  durumda,

spec(A(G")) = spec(A(Q)) olur.

Ornek 2.4.4. Sekil 2.41 de verilen G = (V,E) grafinin nokta kiimesi
V = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} ve parcalamigindaki kiimeler swrasiyla X; = {1,2,3,4},
Xy = {5,6} ve Y = {7,8,9} olur. Bu parcalanigin Onerme 2.4.1. deki kosullar1 sagladi§1
aciktir. Buna gore, G grafina Godsil-McKay switching uygulandiinda elde edilen graf
sekilde verilen G’ grafi olur.

Bu graflarin komguluk matrislerinin spektrumlari,

spec(A(G)) = spec(A(G")) = {-2.72,-1.31, —1% —0.45,0.28,0.71, 1.52, 3.97} olur.
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Sekil. 2.41: Godsil-McKay switching uygulanigi

Schwenk lemmasi

Lemma 2.4.2. [8] I ve I komsuluk matrislerine gire ko-spektral graflar olmak iizere, x ve
x' sirastyla bu graflara ait birer nokta olsun. Ayrica, I' — x ve I — 2/ indirgenmis alt graflart
da ko-spektral olsun. Keyfi bir A grafi belirli bir y noktasindan I ve I graflarina sirastyla x
ve x' noktalarindan kaynastirilsin. Bu takdirde, I' - A ve I"" - A graflari da ko-spektral graflar

olur.

Ornek 2.4.5. T =T agac1 asagidaki gibi olsun.

Sekil. 2.42: T" agac1

A = Pj olsun ve d(y) = 2 olacak bi¢cimde P; ten bir y noktasi se¢elim. Bu takdirde I" - A
ve IV - A agaglan Sekil 2.43 teki gibi olur. Bu iki agacin ko-spektral fakat izomorf olmayan

agaclar olduklar1 kolayca goriiliir.
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Sekil. 2.43: T" ve A nin farkli noktalardan kaynastirilmasi

Ornek 2.4.5. ten de goriilecegi iizere, Schwenk’in bu lemmasi ko-spektral agag ingasi icin
oldukca elverigli bir metottur. Schwenk, asagida verilen iinlii teoremini de bu lemma

sayesinde ispatlamistir.

Teorem 2.4.3. [8] Hemen hemen tiim agaglar komsuluk matrislerinin spektrumlarina gore

gore belirlenebilir degildir.

2.5 Baz Ozel Graflar ve Spektral Ozellikleri

Tanmim 2.5.1. [2] Sadece bir adet yoldan olusan grafa yol graf denir. Grafin icerdigi nokta

sayis1 n ise P, ile gosterilir.

Sekil. 2.44: PQ, P3, P4 ve P5
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Bir yol grafin komsuluk matrisine gore karakteristik polinomu,

n

char(A(R,))(z) = H(a: — 2 cos(

i=1

211

) (2.18)

n+1
bi¢cimindedir.

Tanmim 2.5.2. [2] Sadece bir adet dongiiden olusan grafa dongii graf denir. Grafin icerdigi

nokta sayisi n ise C,, ile gosterilir.

Sekil. 2.45: C3, Cy ve Cs

Bir dongii grafin komsuluk matrisine gore karakteristik polinomu,

n—1 .
271

char(A(Cy))(x) = [[(z — 2 cos(=)) (2.19)

, n
1=0
bi¢cimindedir.

Tanim 2.5.3. [2] n noktali bir grafin nokta kiimesi V' = {1,...,n} olmak iizere Vi,j € V

icin ¢ ~ 7 ise bu grafa bir tam graf denir ve K, ile gosterilir.

Sekil. 2.46: K1-Kg
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K, grafinin komguluk matrisi A(K,,) = J — I, Laplasyan matrisi Lap(K,) = nl — J ve
isaretsiz Laplasyan matrisi Q(K,) = nl + J olur. K, grafinin komsuluk matrisine gore

karakteristik polinomu,
char(A(K,))(z) = (z+1)" 'z —n+1) (2.20)
bicimindedir.

Not : Tam graflarin spektrumlari ile belirlenebilir graflar olduklari, asikar ve literatiirde iyi

bilinen bir durumdur.
Tanim 2.5.4. [55] n noktal1 bir G grafi verilsin. < n olmak tizere G grafi r noktal1 K, tam

grafin1 bir indirgenmis alt graf olarak icermiyorsa, G ye K, — free graf denir.

Ornek 2.5.1.  Asagidaki sekilde verilen graf, 8 noktali bir graftur fakat maksimum klik

genigligi 5 tir. Dolayisiyla » > 6 icin K, — free olur.

Sekil. 2.47: r > 6 i¢in K, — free graf

Tamim 2.5.5. [56] Cok pargali bir grafta, ayn1 bagimsiz kiime igerisinde bulunmayan her
nokta cifti birbirine kesinlikle komsu ise bu grafa cok parcali tam graf denir ve parcalardaki

nokta sayilar sirastyla my, . .., m, olmak iizere K,,, . ., ile gosterilir.

.....
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Sekil. 2.48: K133

Cok parcali tam grafin komgsuluk matrisine gore karakteristik polinomu asagidaki gibidir.

n

char(A(Km,...m,))(x) = (z)™ 41— Py m@-) [[@+my) (2.21)

i=1 j=1

m;

Tanim 2.5.6. [2] K,,, . ., grafindan = 2 ise bu grafa 6zel olarak iki parcali tam graf denir.

.....

Sekil. 2.49: K275

Iki parcali tam grafin komsuluk matrisine gore karakteristik polinomu,
char(A(Kpmy my)) (1) = (2)™ 7272 (2% — mymy) (2.22)

bicimindedir.
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Tamim 2.5.7. [2] K, grafina yildiz graf denir ve S, ile gosterilir.

Sekil. 2.50: Sg, 54 ve 55

Sy, grafinin komguluk matrisine gore karakteristik polinomu,
char(A(K1,))(x) = (2)" H(2* — n) (2.23)

bi¢cimindedir.

Tamim 2.5.8. [2] K, ., grafindam, = ... = m,, = 2 ise bu grafa kokteyl parti graf denir

E/ANN
K3

Sekil. 2.51: CP(3

-----

ve C'P(n) ile gosterilir.

C'P(n) grafinin komguluk matrisine gore karakteristik polinomu agagidaki gibidir.

char(A(CP(n)))(z) = 2™(z +2)" '(z + 2 — 2n) (2.24)
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Tamim 2.5.9. [9, 27] Baglantili bir G grafi i¢in p(G) = 2 ise G grafina Smith graf denir. Tim
Smith graflar agsagidaki sekilde verilmistir.

B i ®
# Ty
|' 8 1
-.\ —n |} - - - - - =
o
' *
=
L L & - L L —i- L [ ] . - L
L 3 s & . L 3 I . .

Sekil. 2.52: Smith Graflar

Lemma 2.5.1. [9,27] Herhangi bir baglannli G grafi icin p(G) < 2 ise bu graf bir Smith

grafin indirgenmis alt grafi olur.

Tamim 2.5.10. [25 — 27] En fazla bir adet noktasinin derecesi 2 den biiyiik olan bir agaca
yildizsal aga¢ denir. Maksimum derecesi A olan bir yildizsal agac T'(ly,...,la) ile
gosterilir. Oyle ki burada maksimum dereceye sahip nokta v ile gosterilirse

T(ly,...,ln)—v=PF,U...UP, olur.

o
o
o
o
o
o

Sekil. 2.53: T(1,1,1,1,1,1,2,4)

Lemma 2.5.2. [26] A = 4 ise T(ly,...,la) isaretsiz Laplasyan spektrumuna gore

belirlenebilirdir.
elirlenebilirdir. 50



Lemma 2.5.3. [25] A > 5 ise T(ly,...,lan) isaretsiz Laplasyan spektrumuna gore

belirlenebilirdir.

Lemma 2.54. 27] A > 12ve G = T(l4,...,la) olsun. Bu durumda, L(G) komsuluk

spektrumuna gore belirlenebilirdir.

Tamm 2.5.11. [11] n = p + ¢ olmak iizere, P, grafinin bir sarkit noktasina, C,, grafinin keyfi

bir noktasindan eklenmesiyle elde edilen grafa lolipop graf denir ve H, , ile gosterilir.

CP

Sekil. 2.54: Lolipop graf

Lemma 2.5.5. [11] p tek say: ise H,, , komsuluk spektrumuna gére belirlenebilirdir.

Tamim 2.5.12. [14] C, grafinin her bir noktasina birer adet sarkit nokta eklenmesiyle elde

edilen grafa giines graf denir ve Sun,, ile gosterilir.

Sekil. 2.55: Suny

Lemma 2.5.6. [14] p tek say: ise Sun, komsuluk spektrumuna gére belirlenebilirdir.
Lemma 2.5.7. [14] p > 2 ise Sun, Laplasyan spektrumuna gére belirlenebilirdir.

Tamim 2.5.13. [14] ¢ < p olmak iizere, C, grafinin ¢ adet noktasina birer adet sarkit nokta

eklenmesiyle elde edilen grafa kirilmus giines graf denir ve BrokenSun,, 4 ile gosterilir.
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Sekil. 2.56: BrokenSung 3 ve BrokenSung 4

Tanim 2.5.14. [16, 50] C,, grafinin sadece bir adet noktasina m adet sarkit nokta eklenmesiyle

elde edilen grafa furp graf denir ve T'urnip,, ,,, ile gosterilir.

v, v

m

7N

: Co |

N
Sekil. 2.57: Turp graf

Lemma 2.5.8. [16] p tek sayi ise Turnip, ., komsuluk spektrumuna gére belirlenebilirdir.

Lemma 2.5.9. [16] T'urnip, ,,, Laplasyan spektrumuna gore belirlenebilirdir.

Simdi de ilerleyen boliimlere bir 6n hazirlik niteligi tasiyan asagidaki teoreme ve ispatina yer

verelim.

Teorem 2.5.10. [31] Vn € Z7 i¢cin P, komsuluk spektrumuna gére belirlenebilirdir.

Ispat : P, grafimn komsuluk matrisinin 6zdegerleri, i = 1,...,n igin \;(A(P,)) =

2 cos(22%) olur. Dolaysiyla p(P,) < 2 dir. spec(A(P,)) = spec(A(G)) olacak bigimde

keyfi bir G = (V, E) grafim ele alalim. O zaman Teorem 2.1.3 ve Teorem 2.3.2 den G nin

mertebesi n ve kenar sayis1 n — 1 olur.
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Herhangi bir dongii grafin bir 6zdegeri daima 2 ye esit oldugundan, i¢ ice ge¢cme lemmasi
yardimiyla GG grafinin dongii icermeyen bir graf oldugunu sodyleriz. Yani GG grafinin herhangi
bir bileseni, bir aga¢c olmak zorundadir. Teorem 2.1.3. ten, yani herhangi bir agacin
mertebesi kenar sayisinin bir eksigine esit oldugundan, G grafinin birden fazla bilesene
sahip olamayacagini yani baglantili bir graf oldugunu soyleriz. Ayrica S, iin ve asagidaki
sekilde verilen 7" grafinin da bir 6zdegeri daima 2 ye esit oldugundan, G nin indirgenmis alt

graflar1 olamazlar.

ekil. 2.58: T" agac1
S g

Boylece Vv € V igin d(v) < 3 oldugunu ve GG grafinda derecesi 3 e esit olan en fazla bir adet
nokta bulunabilecegini sdyleriz. x € V i¢in d(x) = 3 oldugunu varsayalim. Ayrica keyfi
bir H grafindaki 4 uzunluklu kapal yiirityiislerin sayisim wy (H) ile gosterelim. Bu takdirde
w4 (G) = wy(P,) — 1 oldugu goriiliir. Teorem 2.3.2 den bu bir ¢eligki olusturur. Dolayisiyla
Vo € Vigind(z) < 3 olur. Buda G = P, oldugunu gosterir.
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3. BOLUM

UCURTMA (KITE) GRAFIN KOMSULUK MATRISINE GORE SPEKTRAL
KARAKTERIZASYONU

K, grafinin keyfi bir noktasina, P, grafinin bir sarkit noktasindan eklenmesiyle olusan grafa

ugurtma graf denir ve Kite} ile gosterilir [39].

T ® @ ®

Sekil. 3.1: Kite} grafi

h=1Il=..=1I1=1vel, =q+1olmak iizere, Kitef grafi ashnda T'(Iy,ls,...,1,)
yildizsal agacinin cizgi grafidir. Yildizsal agaglarin ¢izgi graflar1 bazi calismalarda giinegssel
(sunlike) graf olarak adlandirilmistir [S7]. Dolayistyla, bir ucurtma graf ayn1 zamanda bir
glinegsel grafin 6zel bir hali olur. P, grafinin her iki sarkit noktasina /K, grafinin eklenmesiyle

olusan grafa ¢ift ucurtma (double kite) graf denir ve DK (p, q) ile gosterilir [28].

Ucurtma grafla ilgili literatiirde ¢esitli calismalar yer almaktadir [28, 39, 58-60]. Mertebesi
ve maksimum klik genigligi belirli olan baglantili graflar arasinda komsuluk spektral
yarigapinin minimum deger aldig1 graflarin ugurtma graf olduklar1 gosterilmistir [39]. Bu
calismada aynm1 zamanda belirli maksimum klik genisligine sahip ugurtma grafin komsuluk
spektral yaricapr icin dar bir sinir araligi da verilmigtir. Nath ve Paul [58] de uzaklik
matrisinin spektral yaricapini maksimize eden graflarin ugurtma graf oldugunu gostermistir.
[59] ve [60] da ise belirli maksimum klik genisligine sahip baglantili graflar arasinda
komsuluk ve Laplasyan spektral yaricaplarinin sirasiyla, en kiigciik dort ve en kiiciik iic
ozdegeri hesaplanmigtir. Bu iki ¢alismada da ucurtma graf kullanilmistir. Boylece bazi graf
matrislerinin spektral yarigaplarinin ekstremum degerleri lizerinde ugurtma grafin 6nemli rol
oynadi81 soylenir. Ayrica, Stanic baglantili graflar icerisinde c¢ift ucurtma grafin komsuluk

spektrumuna gore belirlenebilir oldugunu gostermistir [28].
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Bu tez calismasinda ise Vp,q € Z7 icin K ite] grafin komsguluk spektrumuna gore
belirlenebilir olup olmadig1 arastirilmustir. Oncelikle K ite} grafin komsuluk matrisine gore
karakteristik polinomu hesaplanmis ve sirastyla ¢ = 1, ¢ = 2 degerleri i¢in komsuluk
spektrumuna gore belirlenebilir olduguna dair kisa ispatlar elde edilmistir. Sonrasinda ise
genel form i¢in ispat yapilmis ve Vp, ¢ € Z* igin K ite} grafin komsuluk spektrumuna gore

belirlenebilir oldugu gosterilmistir.

3.1 Ucurtma Grafin Komsuluk Matrisine Gore Karakteristik Polinomu

Bu boliimde, tam grafin komgsuluk matrisine gore karakteristik polinomu ve Lemma 2.3.11
yardimiyla ucurtma grafin komsuluk matrisine gore karakteristik polinomu hesaplanmustir.
Kite, den sarkit noktamn silinmesiyle K, elde edilir. Bu tam graftan da bir adet nokta

silinirse /,_; elde edilir. Lemma 2.3.11 ve (2.20) den,

char(A(Kitezl,))(a:) = x(char(A(K))))(x) — char(A(K,_1))(z)
= z(x—p+ )+ 1) —[(z—p+2)(z+1)P7
= (e+ 1)@ —apta)(r+1) —ax+p—2]

= (z+1)P 22— (p—2)2*> —ap+p— 2 (3.1)

elde edilir. Benzer sekilde K itez grafin indirgenmis alt graflar sirasiyla K z'te}o ve K, olur.

Lemma 2.3.11 ve (3.1) den,

char(A(Kitef)))(x) = x(char(A(Kz’te;))(x)) — char(A(K,))(z)
= alz(char(A(Ky))(x)) — char(A(K)y-1))(2)] = char(A(K,))(2)
= (2% = [char(A(K,))(z)] — z[char (A(K,1))(z)] (3.2)

elde edilir. Bu polinomlart kullanarak, n = p + ¢ olmak lizere, Kite} grafin komsguluk

matrisine gore karakteristik polinomunu hesaplayalim. (3.1) denkleminden,
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char(A(Kitey))(z) = z[char(A(K,))(x)] — char(A(Kp-1))(z) (3.3)

olur. (3.3) denkleminde katsayilar b; = —1, a; = x dir. Ayn1 zamanda
char(A(Kite2))(z) = (2% — 1)char(A(K,))(x) — z[char(A(K,—1))(z)] (3.4)
denklemini yazariz ve burada katsayilar by = —a; = —x, as = xa; — 1 = 2> — 1 olur. K itef’,

grafi i¢in de asagidaki denklemi yazariz.

char(A(Kite]?;))(:v) = :E[char(A(Kitef,))(:v)] —char(A(Kite;))(x)
= (a(a® = 1) — 2)char(A(K,))(z)

—((2* = 1)char(A(K,_1))(x)) (3.5)
(3.5) denkleminde de katsayilar by = —ay = —(2*> — 1),a3 = z(az) —a; = z(2* — 1) — x
olur. Sonraki adimlarda ise n > 3 olmak iizere b, = —a,,_1 ve a, = z(a,_1) — a,_» dir. Bu

fark denkleminden,

N rH Ve -4, v — P-4,
- n 3.6
o = S (VI oV, 36)
k=0
olur. z = 2cosf) ve u = € doniisiimiinii uygularsak,
g u (1w
- _ 3.7
=) - 3.7)

elde ederiz. Bu doniisiim sayesinde yapilan hesaplama sonucunda n = p + ¢ olmak iizere

Kite] grafin komsuluk matrisine gore karakteristik polinomu (3.8) deki gibi olur.
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chaT(A(Kiteg))(u + u_l) = an_pchar(A(K,))(u + U_l) — @p—p-1char (A(Kp-1))(u + “_1)
- uﬂﬂ)q = Zzn_2p+2> (wtu™ —p+1).(utu + 1))
B u—n+p+1§1_—u1242”_2p+4) (u4+ut —p+2).(u+ut4+1)P?)
e e LR)

u

(1 4 uil o u2n72p+2 _ u2n72p+3) + (ufZ _ u2n72p+4)]

- T ey

(1 + u—l . u2q+2 . u2q+3) 4 (u—2 o u2q+4)]

(3.8)

Teorem 3.1.1. Keyfi iki Kitel! ve Kitef graflart igin spec(A(Kitefl!)) = spec(A(Kitel2))

/ ) q1 ) q2
ise Kztep1 & Kztem olur.

Ispat: K itelr ve Kitel graflarimin komguluk matrislerine gore ko-spektral olduklarini
varsayalim. Bu durumda ayni karakteristik polinoma ve Teorem 2.3.2 den ayni nokta

sayisina sahip olmalar1 gerekir. Yani n = p; + ¢1 = p2 + ¢ olur. Boylece,
char(A(Kitel ))(u+u™") = char(A(Kite2))(u +u") (3.9)
ve (3.8) den

u—n+p1(1 +u— u—l)p1—2
1—u?
—I—(U_2 o u2n—2p1+4)]
n —1\p2—2
_ U +p2(11+ - _2 ) [(2 — po).(1 4™t — 2" 2P2t2 g 2n=2p2F3)
—u

—|—(U72 o u2n72p2+4]) (310)

(2= po).(1 4+ Ut — 2242 _ 2n-amta)

olur. Buradan,

upll(l Ry ufl)l’l [<2 . p1)-(1 + ufl o u2n72p1+2 - u2n72p1+3) 4 <u72 o u2n72p1+4)]
=uP (1 +u—u )2 [(2—po).(1 +ut — 27 22F2 g 2n2p243)
+(u—2 . u?n—2p2+4)] (311)
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elde edilir. p; > py olsun. O zaman n — py, > n — p; ve

upl_m.(l Ty — u_l)p1—192{[(2 i p1)-(1 + u—l . u2n—2p1+2 . u2n—2p1+3)
_i_(ufZ o u2n72p1+4)] o [(2 o p2)(1 + 'U,il . u2n72p2+2 o u2n72p2+3)

—|—(U_2 _ u2n—2p2+4)]} =0 (3.12)

olur. u # 0 ve 1 +u + u~' # 0 oldugundan,

f(u) — [(2 _pl)-(l + u—l i u2n—2p1+2 . u2n—2p1+3) + (u—2 . u2n—2p1+4>]
_[(2 _ p2>.(1 + uil . u2n72p2+2 _ u2n72p2+3) + (ufZ _ u2n72p2+4)]

_ 0 (3.13)

elde ederiz. f(u) = 0 oldugundan, f in (2n — 2p, + 5)-inci tiirevi de sifira esit olur. Buradan,
[(pr — 2) (20 — 295 + )1 225)] — [(py — 2).(2n — 2py + N0 = 0 (3.14)

yani,

[(p1 = 2) = (p2 = 2)].(u>"F227%) = 0 (3.15)

olur. u # 0 oldugundan ve (3.15) ten p; = ps elde edilir. Fakat bu sonug p; > p, kabuliimiizle
celisir. po > p; i¢in de benzer celigki elde edilir. Boylece p; = ps olmak zorundadir. Bu da

¢1 = ¢z olmasini gerektirir. Dolayisiyla K'itel! = Kitel2 olur.

3.2 Kisa Ucurtma (Short Kite) Graf

Kitel grafi ¢ = 1 iken kisa ugurtma graf olarak adlandinlmigtir [S0]. K itezl) grafi K,
grafindan [ ,_; grafinin silinmesiyle de elde edilebilir. Bu yolla elde edilen graflarin
komsuluk spektrumlar ile belirlenebildikleri [30] da gosterilmistir. Dolayisiyla bu sonug,

K itezl) grafinin da komguluk spektrumu ile belirlenebildigini sdylemeye yeterlidir.
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Bu tez calismasinda ise bu sonug farkli bir yontemle kisaca ispatlanmistir. Oncelikle ispat

icin gerekli bazi teoremler asagida verilmistir.

Teorem 3.2.1. [39] p,q € Z*, p > 3ve q > 1 olsun. Bu takdirde p(Kitel) icin,

1 1 1 1

-1+ =+ =<pKitel) <p—1+ — 4+ —— 3.16
p +p2+p3 p(Kitey) <p +4p+p2_2p (3.16)
esitsizligi saglanir.
Teorem 3.2.2. [55] n noktalt ve m kenarli bir G grafi, K, 1-free ise

r—1
p(G) < y/2m(—) (3.17)
r

esitsizligi saglanir.
Onerme 3.2.3. Kisa ucurtma graf komsuluk spektrumu ile belirlenebilirdir:
Ispat: Kite) grafi igin,
char(A(Kitey))(z) = (z + 1)P?[2° — (p — 2)a* — pz +p — 2] (3.18)

olur. p = 3 iken K itezl, ayn1 zamanda bir lolipop graftir ve bu graf Lemma 2.5.5 e gore
komsuluk spektrumu ile belirlenebilirdir. Dolayisiyla ispata p > 4 i¢in devam edelim.
n = p + 1 olmak iizere, (3.18) de verilen karakteristik polinom ve Teorem 3.2.1 yardimiyla,
p(K ite}o) degerinin n — 2 ye c¢ok yakin fakat daha biiyiik oldugunu sdyleriz.
spec(A(Kite,)) = spec(A(G)) olacak bigimde keyfi bir G grafi verilsin. Teorem 3.2.2. ye

gore,

n—2> \/(n2—3n+4)(2—:§) (3.19)

oldugundan, r = n — 3 i¢in G grafi K, ;-free degildir. Bu da G nin K,,_,-free olmadigim
gosterir. Yani G grafimin maksimum klik genigligi icin w(G) > n — 2 esitsizligi elde edilir.
G tam graf olmadigindan ayn1 zamanda w(G) < n — 1 dir. Boylecen — 2 < w(G) <n —1

olur.

w(G) = n—2 olsun. G nin bir maksimum kligi K, ile gosterilirse, G de K,,_» disinda kalan

iki tane daha nokta vardir. Bu noktalari ¢ ve j ile etiketleyelim. K, 5 de ¢ noktasina komsu
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olan noktalarin sayisim1 z;; 7 noktasina komsu olan noktalarin sayisini1 z;; ¢ ve j noktalarinin

her ikisine de komsu olan noktalarin sayisini ise x;,; ile gosterelim. G’ nin kenar sayisi,

n—1 2 _3n+4
m(G) = . (3.20)
9 2
oldugundan, G de K,,_, disinda kalan n — 1 adet daha kenar vardir. Ayrica G de K,,_» disinda

kalan {icgen sayisi

2 _5n+6 n—2
HG) — (K p) = =20 (3.21)
2 2
olur. Egeri ~ jise x; +x; =n — 2 ve
ZT; Z;j
tHG) =t(K,_2) + + + Tipj (3.22)
2 2
olur. Buradan
T z; n*—5n+6
" I L Tinj = (3.23)
2 2 2
olur. Fakat
T; x; z; x;
+ + 3y < + +
2 2 2 2
x; + X n—2
< = (3.24)

oldugundan ¢eliski elde edilir. Dolayisiyla i o¢ j olmalidir. Bu durumda x; +; = n— 1 olur.

Fakat yine,
ZT; T T; + T — 1 n—2
+ < = (3.25)
2 2 2 2
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oldugundan celigki elde edilir. Boylece w(G) # n — 2 olur. Yani w(G) = n — 1 olmak

zorundadir. Buradan G = K z'tezl) oldugu goriiliir.

33 K itez Graf

Kite] grafina komsuluk matrisine gore ko-spektral olan keyfi bir G grafinin maksimum klik
genisligi icin bu tez ¢alismasinda bir sinir elde edilmis ve asagidaki lemma ile verilmistir.
Daha sonrasinda ise K z'tez grafin komguluk spektrumuna gore belirlenebilir oldugu bu

lemmanin yardimiyla gosterilmistir.

Lemma 3.3.1. spec(A(Kitef)) = spec(A(G)) olacak bicimde keyfi bir G grafi icin,
w(G@)>p—2¢+1 (3.26)
esitsizligi saglanir.

Ispat: spec(A(Kitel)) = spec(A(G)) oldugundan, Teorem 2.3.2. ye gére G nin mertebesi

n=p+q

ve kenar say1s1

olur. Ayrica, p(G) = p(Kitel) olur. Teorem 3.2.2. den,

p(G) > \[2m(51)

ise G grafi K, ;; — free olamaz, yani
w(G@) >p—2¢+1

olur. Simdi ise iddia r < p — 2q i¢in

2m(*=L) < p(@)

oldugudur.
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Teorem 3.2.1. den,

p—l+#—|—%<p(G)

olur. Boylece iddianin ispati i¢in gosterilmesi gereken durum, » < p — 2¢ iken

2m(%)<p—1+]%+]%

oldugudur. Gergekten de,

( 2m<7”;1>)2—(p—1+i+i)2 = v 2= -r(p

= (pPP—p+29)(r—1)—

(5o

= pr—p +p+(2¢—1)r—2q—

(2 -

olur. Mathematica yardimiyla gerekli hesaplama yapildiginda, » < p — 2q iken

p5

pr—p*+p+(2¢—1)r—2q— <M> (2@_1)_’_@2]9&

yani,

—1\? 1 1\?
( 2m(TT )) _(p_l—i_}?—i_;?) <0

olur. Boylece

r—1.\?2 1 1\?
( %“r>)<(”*+ﬁ+ﬁ>

elde edilir. \/2m("*) > 0vep — 1+ 5 + 5 > 0 oldugu iin,

-1
Zm(r

1 1
)<p—1+1§+1¥<p(G)
olur. Yani iddia ispatlanir ve boylece w(G) > p — 2q + 1 olur.
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Teorem 3.3.2. [39] Eger baglantili bir G grafimin mertebesi, kenar sayisi ve maksimum klik

genisligi Kitel grafi ile ayni ise G = Kite} olur.
Teorem 3.3.3. Vp € Z* icin, K 2'156122 grafi komsuluk spektrumuna gore belirlenebilir graftir.

Ispat: Eger p = 1 yadap = 2 ise Kite] grafi ashnda P ya da P, tiir. Ayrica, eger p = 3
ise Hs3 grafim elde ederiz. Bu graflarin komsuluk spektrumlar: ile belirlenebilen graflar
olduklar1 Lemma 2.5.5. ve Teorem 2.5.10. da verilmistir. Dolayisiyla ispata p > 4 i¢in

devam edelim. K'ite} grafi igin,
char(A(Kite)))(z) = (z + 1)P2[z* + (2 — p)z® — (p+ 1)a” + (2p — 4z +p — 1] (3.32)

olur. Gerekli hesaplama yapildiginda, K itez nin komsuluk 6zdegerlerine iliskin su sonuglar

elde edilir;

p—1 < M(A(Kite))) = p(Kitel) < p,

0 < Aa(A(Kitel)) < 2,

As(A(Kite)) <0,

M(A(Kitel)) = ... = M (A(Kitel)) = —1,

ve Ap_1(A(Kitel)) < —1. (3.33)

Mertebesi 7 ve kenar sayist m olan keyfi bir G' grafi igin spec(A(Kite2)) = spec(A(G))

oldugunu varsayalim. O zaman Teorem 2.3.2. den; n = p + 2,

2 — 4

veE

p _p3—3p2+2p

tG) = t(Kite) = 5 c

olur. Lemma 3.3.1. den w(G) > p — 2¢ + 1 dir. Yani ¢ = 2 iken w(G) > p—3=n—-5

olur. Tam graflarin komguluk spektrumlari ile belirlenebildikleri halihazirda bilindiginden,
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w(G) # n dir. Boylece eger w(G) = n + 1 ise GG grafi mertebesi p + 1 olan en az

T o p+1 o - .
bir klik igerir. Yani G nin kenar sayisi degerinden biiyiik ya da esit olur. Fakat
2

p+1 P
> +2=m

2 2

oldugundan bu bir celiskidir ve w(G) # n — 1 olur. Boylece G grafinin maksimum klik
genigligi su sekilde simrlamir ; p — 3 < w(G) < p. Ig ige gegme lemmasindan, G grafi
asagidaki sekilde verilen GG; ve Go graflarini indirgenmis alt graf olarak iceremez ciinkii

A3(A(Gh)) = A3(A(Gr)) = 0 dir.

Sekil. 3.2: G ve G2 graflan

Eger G baglantisiz bir graf ise i¢ ice gegme lemmasindan, G nin bilesenleri (en fazla bir tanesi
hari¢) Sekil 2.52 de verilen Smith graflarin indirgenmis alt graflar1 olur. Fakat bu miimkiin
degildir ¢iinkii G; ve herhangi bir yol graf (yol graflarin 6zdegerleri simetrik oldugundan) GG
nin indirgenmisg alt grafi olamaz. Dolayisiyla G grafinin baglantisiz olmas1 miimkiin degildir.

Yani G baglantili olmak zorundadir.

Eger w(G) = p ise Teorem 3.3.2 den, G = Kitel olur. Dolayisiyla w(G) < p igin
incelemeye devam edelim. w(G) > p — 3 oldugundan, G grafi mertebesi p — 3 olan en az
bir klik igerir. Bu kligi K, ) ile gosterelim. K, () kligi diginda ise en fazla 5 adet nokta
bulunabilir. Bu noktalar1 sirasiyla 1,2, 3,4, 5 ile etiketleyelim ve bu noktalarin kiimesini A
ile gosterelim. Buradan |A| < 5 oldugu agiktir. Bunun yanisira, G; ve G5 graflart G nin
indirgenmis alt graflar1 olmadigindan ve G de izole nokta bulunamayacagindan, Vi,j € A

icin ¢ ~ 7 oldugunu soyleriz. Boylece p > 6 olur.

Keyfi ¢« € A igin, ¢ noktasinin K, ) kligindeki komsu oldugu noktalarin sayisim z; ile

gosterelim. p — 1 > w(G) > p— 3 oldugundan Vi € A igin i ~ j ise asagidaki esitsizlik elde
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edilir.

z; <w(G) — A +1 (3.34)

Ayricakeyfii,j € Avei < jigin K, ) de i ve j noktalarmin her ikisine birden komgu olan
noktalarin sayisini z;,; ile gosterelim. Benzer sekilde eger ¢ ~ j ise agagidaki esitsizlik elde

edilir.

zing < w(G) — |A] (3.35)

A ve K, arasinda olugan ve bu kiimeler tarafindan kapsanmayan kenarlarin sayisim d ile,

ticgenlerin sayisini ise « ile gosterelim. O zaman,

G A
me [P ) o [P A Ly (3.36)
9 9 9
Ve
G A
tG) = P = (@) + 4 + « (3.37)
3 3 3

olur. Diger taraftan z; ve z;,; tamimlan gere8i, a ve d icin asagidaki iki esitlikte

saglanmalidir.
4]

d=) (3.38)
i=1
A

a=> , + ) i (3.39)
i=1 i~

Eger w(G) = p — 3 ise |A| = 5 ve buradan p > 8 olur. Boylece,

d=3p—14 (3.40)
veE
~3 32 15
a= T ]-(7 _p=2F _ P (3.41)
5 5 2 2



elde edilir. (3.34),(3.35),(3.38),(3.39) ve (3.41) den

D ol R I PR Y L IV B IS o

i=1 2 inj 2 2 i=1
p—7T 7
= 3 + + 6p — 28
2 2
3p% — 33
- % 77 (3.42)

olur. Fakat p = 8 iken bu sonug ¢eligki olusturur. Ayrica, p > 8 iken

3p? — 33 3p* — 15
L) G ¢ P s SN (3.43)
2 2
oldugundan yine ¢eliski elde edilir. Yani w(G) # p — 3 tiir.
Eger w(G) = p — 2 ise |A| = 4 ve buradan p > 7 dir. Boylece,
d=2p—T7 (3.44)
ve
—2
a=| P -7 —4=p*—4p (3.45)
3 3
olur. Diger yandan (3.42) ye benzer sekilde,
4 4
x; p—>5 3
i=1 2 inj 2 2 i=1
= pP—Tp+19 (3.46)
olur. Fakat p > 7 i¢in
pPP—Tp+19<p’ —4dp=a (3.47)
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oldugu aciktir. Yani ¢eligki elde edilir ve w(G) # p — 2 dir.

Benzer sekilde, eger w(G) = p — 1 ise |A| = 3 ve buradan p > 6 dir. Boylece

d=p—2 (3.48)
veE

2
oo P . 3p (3.49)

olur. Ayrica

3 . p—
OZIZ v +ZIMJ' < b ; +p—2
i=1

7 2 i~j 2

_ 14 (3.50)

olur. p > 6 icin,

2_5 2_3
u p—|—4<p p:a

2 2

(3.51)

oldugu agiktir ve yine ¢eliski elde edildiginden w(G) # p — 1 olur. Biitiin bu ¢eligkilerin
sonucunda w(G) £ p oldugunu soyleriz. Boylece w(G) < p oldugundan, w(G) = p

sonucunu elde ederiz. Teorem 3.3.2 den G = K z'tez elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

3.4 Ucurtma Grafin Komsuluk Spektrumu ile Belirlenebilirligi

Bu kisimda Vp, ¢ € Z7 igin K ite] nun komsuluk spektrumuna gore belirlenebilir graf oldugu

sodylenmistir. Oncelikle bu hipotezin ispati icin gerekli bazi lemmalara yer verelim.
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Lemma 3.4.1. [27] G bir yldizsal agag ise \y(A(L(G))) < 2 olur.

Ispat: G =T(ly,...,lan) vem = l;+. ..+l olsun. G grafinin isaretsiz Laplasyan matrisinin
ozdegerleri 111(G) > pa(G) > ... > pp(G) olsun. Lemma 2.3.18. den Subd(G) nin
komguluk 6zdegerleri :F\/m e :F\/;T(G) ,0 olur. Subd(G) ayrica bir yildizsal agag
oldugundan, Subd(G) deki A dereceli nokta v ise Subd(G) —v = Py, U...U Py, olur. (2.8)
ve i¢ ice gecme lemmasindan /2 (G) < 2 olur. Boylece o (G) < 4 tiir. Lemma 2.3.17. den
ise A2(A(L(G))) < 2 olur.

Lemma 3.4.2. [27,31] G = T(l1,...,la), A # 3 ve H baglantli bir graf olsun. Eger
spec(A(H)) = spec(A(L(G)) ise H = L(G) dir.

Ispat: G bir yildizsal agag oldugundan A > 2 dir. A = 2 ise G bir yol graftir. L(G) de yine
bir yol graf olur. Yol graflarin komsuluk spektrumlarina gore belirlenebilir olduklar1 Teorem
2.5.10. da soylenmistir. L(G) ve H komguluk matrislerine gore ko-spektral olduklarindan,
Teorem 2.3.2. ye gére ayni nokta ve kenar sayisina sahiptir. |L(G)| = n olsun. A > 4 ise
n > 4 tiir. Ayrica Lemma 2.3.15. ten d(g) = n + 1 olur. Béylece dy = dpgy =n+1>5
olur. Lemma 2.3.14. ve Lemma 2.3.15 ten H, T gibi bir agacin ¢izgi grafi olur. L(G) =
L(T(ly,...,1a)) ve H = L(T) oldugundan, G ve T graflarimin nokta ve kenar sayilarinin

ayn1 oldugu soylenir. Lemma 2.3.19. dan spec(Q(G)) = spec(Q(T')) dir. Bdylece, Lemma
2.5.2. ve Lemma 2.5.3. ten H = L(G) elde edilir.

Uyart : A = 3 durumu igin [11,61] kaynaklarina bakilabilir.

Sonug 3.4.3. Baglannli graflar arasinda, A # 3ise L(T(ly, .. .,la)) komsuluk spektrumuyla

belirlenebilirdir.

Sonu¢ 3.4.4. Baglantli graflar arasinda, Np,q € 77" icin K itel komsuluk spektrumuyla

belirlenebilirdir.
Ispat: Lemma 3.4.2. ve Sonug 3.4.3. ten agiktir.

Teorem 3.4.5. Keyfi bir G grafi icin, spec(A(Kitel)) = spec(A(G)) ise G baglantli graf

olur.

Ispat: p < 2 yadap = 3 ise yol graf ya da lolipop graf elde edilir. Dolayisiyla p > 4 icin
devam edelim. [, = ... = [, ; = 1 vel, = g+1 olmak iizere, Kite] = L(T(y,...,l,)) olur.

Lemma 2.5.4. ten Kite} grafi p > 12 i¢in komsuluk spektrumu ile belirlenebilir bir graftir.
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Dolayistyla incelenmesi gereken 4 < p < 11 durumudur. Lemma 3.4.1. den A\ (A(Kite])) <
2 olur. Lemma 2.3.14. ten ise A, (A(Kitef)) > —2 olur dyle ki burada n = p + ¢ dur.

Varsayalim ki ¢ baglantisiz bir graf ve spec(A(G)) = spec(A(Kite])) olsun. G baglantisiz
oldugundan, £ > 1 i¢in A\ (A(G)) = M (A(H)) olacak sekilde G = HUH,,U...UH,,
yazabiliriz. Burada H, H,, (i = 1,...,k) G nin bilesenleridir. Buradan ve i¢ ice ge¢cme
lemmasindan hareketle Ao (A(H)) < A (A(G)) < 2 ve \(A(H,,)) < M(A(G)) < 2 olur.

Lemma 2.5.1. den H,, bileseni Smith grafin indirgenmis bir alt grafidir. Yani G grafinin H
disindaki tiim bilesenleri birer agag olur. Bu da ¢(G)) = ¢(H) demektir. Teorem 2.3.2. den

HH) = t(G) = t(Kitet) = [ 7 (3.52)

olur. A\;(A(H)) = M\ (A(Kite]l)) < p oldugundan, H bileseninin maksimum klik genisligi
w(H) < polur.

Iddia 1 : w(H) < p

w(H) = p oldugunu kabul edelim. H bilegeninin nokta sayist ny ise ny < n dir. (3.52)
den, H bileseninde mertebesi p olan en fazla bir tane klik vardir ve bu klik disinda kalan bir
liggen yoktur. Ayrica \y(A(H)) < 2 ve \,(A(H)) > —2 oldugunu biliyoruz. I¢ ige gegme
lemmasindan S; ve mertebesi (2 den biiyiik) cift say1 olan herhangi bir dongii graf H
indirgenmis alt grafi olamaz. Bir G grafindaki 5-uzunluklu kapal yiiriiytiglerin sayisini ¢5(G)
ile gosterirsek, Teorem 2.3.2. den t5(H) = t5(Kitel) olur. Aym zamanda, ugurtma graf
tanimu geregi, t5(Kitel) = t5(Kite,) oldugu agiktir. Buradan, H bileseninin K, kligindeki
noktalarin en fazla bir tanesi klik disinda kalan en fazla bir adet noktaya komsu olabilir.
Dolayisiyla, (3.52) yi de kullanarak, [ bileseninin K, kligine bir adet aga¢ eklenmesiyle
elde edilen bir graf formunda oldugu sdylenir. Bu durumda, 4 a eklenen nokta sayisi a; ise
H ta klik disinda kalan kenar sayisi da a; e esit olur. Bunun yanisira, ¢ = 1,..., k i¢cin, G
deki diger H,, bilegenlerinin nokta sayilari ny,_ ise G deki toplam nokta ve kenar sayilari igin

asagidaki esitlikler elde edilir.

p+ay+nmg, ... +ng, =p+q

k
+a; + Z(nH” —1) = +q (3.53)
i=1
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Buradan,

a1+nHr1+...+nHrk =q
ar +nm,, +...+nmy,, —k=gq (3.54)

olur ki bu da & = 0 demektir. Yani w(H) = pise G de H bileseninden bagka bilesen yoktur.
Fakat bu durum G grafinin baglantisiz olmasiyla celisir ve iddia dogru olur, w(H) < p dir.

Buradan 3 < w(H) < 10 elde edilir.

M(A(H)) = M(A(Kitef)) ve 4 < p < 11 oldugundan [47, Tablo A2] yardimiyla H
grafinin bir istisna graf olmadigini1 soyleriz. Buradan ve Lemma 2.3.14. ten, H grafi tek
petal eklenmis bir agacin genellestirilmis ¢izgi grafi, bir agacin ¢izgi grafi ya da tek
bir-dongiilii bir grafin cizgi grafidir. Boylece asagida verilen ikinci iddianin dogrulugunu

gostermek ispatin tamamlanmasi i¢in yeterli olacaktir.
Iddia 2: H grafi, herhangi bir grafin genellestirilmis ¢izgi grafi olamaz.

Oncelikle bazi notasyonlari verelim. V C V(H), |V| =n/,k € {1,...,n'} vei,j,ir, € V

olmak tizere,
Ti={xeV(H)-V :VyeV —{i} igin x ~iAzx Ly},

Tj={xe€V(H)-V :VyeV —{i,j} i¢cin t~iANz~j Az Ly}

Tiip={zeV(H)-V :VyeV —{iy,...,i} igin z~ig A...NT~ip Az Ly}
kiimelerini alalim.

Sekil 3.3 teki graflar ikinci en biiyiilk ve en kiiciik 6zdegerlerinden dolayr A grafinin
indirgenmis alt grafi olamazlar. Ayrica i € {1,2,3,4,5,6} icin n(E), n(F) ve n(A;)

sirastyla F, F' ve A; nin mertebelerini gostermektedir.
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E A[ A:?
F J'."\.:_J, P&-l
As Ag

Sekil. 3.3: E, F, A} — Ag graflan

H grafinin genellestirilmis bir ¢izgi graf oldugunu varsayalim. Teorem 2.1.6. dan, Sekil 2.21
de verilen graflarda bu durumda yasaklanmis alt graf olurlar. Ayrica, Sekil 3.4 ve Sekil 3.5 te

verilen graflarda ispatin devaminda kullanilmistir.
H grafinin genellestirilmis cizgi graf olmasini1 dort durumda inceleyecegiz.

Durum 1 : w(H) = 3 olsun. H grafindaki bir iiggenin noktalarim V' = {1,2,3} ile
etiketleyelim. T3 = () oldugu aciktir. Vi, j € V'icin z,y € T;; iken z ~ yise Ky, & £ y
ise A; birer indirgenmis alt graf olurlar. Dolayisiyla Vi, j € V' i¢in |T;;| < 1 dir. Simdi,
Vi € V' i¢in T; kiimelerini inceleyelim. K iin olusmamasi i¢in bu kiimedeki keyfi ti¢c nokta
arasinda en fazla iki adet kenar bulunur. Ayrica G'® ve S (ya da G®) yasaklanmus alt graflar
olduklarindan 7; deki herhangi ii¢ nokta arasindaki kenar sayis1 0 ya da 1 olamaz. Boylece,
G* nin de yasaklanmg alt graf oldugunu da kullanarak Vi € V' i¢in |T;| < 3 elde edilir.

Aym zamanda, A, ve Aj yasaklanmus alt graf olduklarindan Vi € V' icin T; # () ise
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Sekil. 3.4: 71 — 74 graflan

Yoy | Til < 6vedi € V'igin T; # Qise >, |Ti| < 5 olur. Dolayisiyla asagidaki alt

durumlar ile devam edebiliriz.

Alt durum 1: Vi,j € V' igin T;; kiimelerinden en az iki tanesinin bostan farkli oldugunu
varsayalim. Genelligi bozmadan, Ty = {z} ve T13 = {y} olsun. z ~ y ise Cy bir
indirgenmis alt graf olur. Yani z £ y dir. Cy, K, G*°, G*°, G*, G*, G**, G? yasaklanmig
alt graflarim kullanarak |7T,| < 2, |T,| < 2 ve |T,| + |T,| < 3 sonuglarin: elde ederiz. Ayrica
diger tim 77,75, 153, T,

zys - - > Lzy123 kiimeleri bog kiime olur. £ de bir yasaklanmig alt graf

oldugundan H daki hi¢bir ticgen 133 ticgeninin en az bir noktasini (ya da kenarini) igerir
veya 133 ticgenine komsudur. Bu kosullar altinda, /1 daki liggen sayist en fazla 5 olabilir.
Daha 6nce soylendigi lizere p > 4 igin t(Kitel) > 10 olur. Eger p = 4 ise t(H) = 4 tiir.
Dolayisiyla, Sekil 3.4 te verilen 7; veya 75, H 1n indirgenmis bir alt grafi olur. Bu da

p(Kite]) < p(m1) < p(72) olmasiyla gelisir.
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To T10

Sekil. 3.5: 75 — 1 graflar

Alt durum 2 : T;; kiimelerinden sadece birinin bostan farkli oldugunu varsayalim. Genelligi
bozmadan T}5 = {x} ve Ti3 = Toz = () olsun. Eger T,,; veya T, bostan farkl ise bu durum
esasen en az iki tane 7;; kiimesinin bogtan farkli olmasi durumuyla es olur. Yani incelemeye
T, = Tps = () igin devam edelim. C; ve K yasaklanmus alt graflar olduklarindan 7,193 =
Tios = Tyoz = Tyiz = Tpio = Tz = 0 olur. Ayrica Vi € {x,1,2,3} ve i # j igin eger
21,290 € V(H), 21 ~ i Ve zg ~ jise z; o zp olur. Aksi takdirde A; veya Cy, H 1n bir
indirgenmis alt grafi olur. G'° ve G'7 yasaklanmus alt graf olduklarindan [|T} | + | T3] + | T3] +
|T%|] < 4 tiir. Bu bulgulardan ve E yasaklanmus alt graf oldugundan ¢(H ) degeri en fazla 4
olur. t(H) = t(Kitel) > 4 oldugundan ¢(H ) = 4 elde edilir. Fakat bu durumda da Sekil 3.5

te verilen 77, H n bir indirgenmis alt grafi olur. Bu sonug p(77) > p(Kitej) olmasiyla gelisir.
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Alt durum 3 : T;; kiimelerinin hepsi bos olsun. Yani 1 taki herhangi iki tiggen ortak bir kenara
sahip olmasin. £ yasaklanmuig bir alt graf oldugundan H daki keyfi bir iggen V' = {1, 2,3}
kiimesinin en az bir noktasini i¢erir ya da komsu olur. Yine yasaklanmisg alt graflar yardimiyla
su sonuglar elde edilir; Vi € V icin |T;| < 3ve T; # Qise Y .., |T;| < 6, Fi € V igin eger
T, = 0ise Y,y |T;| <5, maz{t(H)} = 5. p > 4i¢in t(H) > 10 oldugunu biliyoruz.
Ayrica p = 4 ise t(H) = 4 olur. Buradan Sekil 3.5 te verilen 7g, 79 ya da 7y grafi H in bir
indirgenmis alt grafi olur. Fakat 75 ve 79, H 1n indirgenmis alt grafi olamazlar. 7, grafina
keyfi bir sarkit kenar eklendiginde elde edilen grafi 7 ile gosterirsek, p(74) > p(Kite]) olur
bu da bir ¢eligkidir.

Dolayisiyla w(H) # 3 olur.

Durum 2 : w(H) = 4 olsun. Eger H daki bir maksimum kligin noktalarim V" = {1,2,3,4}
ile etiketlersek 71234 = () olur. Genelligi bozmadan Tjo4 = {x} olsun. G?" yasaklanmus alt
graf oldugundan T, = () olur. G*°, G3°, C, yasaklanmus alt graflar ve w(H) = 4 oldugundan
N(z) = {1,2,4} tiir. Ayrica F' ve G*° yasaklanmug alt graf olduklarindan, Vi, j, € V" igin
T;; = 0 olur. ¥i € V" i¢in T; kiimelerini incelersek T3 = 0, |T1| < 2, [T] < 2 ve |Ty| < 2
elde ederiz. Ciinkii G*7, A4 ve F yasaklanmug alt graflardir. Dolayisiyla ¢(H), en fazla
10 a esit olabilir dyle ki |T7| = |Ty| = |T4| = 2 dir. w(H) = 4 oldugundan p > 5 ve

t(Kitef) = t(H) > = 10 sonucunu elde ederiz. Buradan ¢(H) = 10 ve Sekil 3.4

3
te verilen 73, H 1n indirgenmis bir alt grafi olur. Fakat p(73) > p(Kite?) oldugundan bu bir

celigkidir. Yani Vi, j, k € V" i¢in T;j, = () dir. Genelligi bozmadan T35 = {2} diyelim. G**
ve G*4 yasaklanmusg alt graflar olduklarindan 7y = T, = T, = () dir. Ayrica E, A; ve A4
yasaklanmusg alt graflar olduklarindan |7T5| < 2, |Ty| < 2, |Ty1| < 2 ve |T,2] < 2 olur. Eger
esitlik saglaniyorsa, aynm kiime icerisinde yer alan keyfi iki nokta birbirine komsu olmalidir.
Ayni zamanda Vi, j, k € V" igin Ty3, Tha, Tyij Tyijks Tr1234 kiimelerinin hepsi bos kiime olur
ciinkii Cy, A;, G* yasaklanmus alt graflardir, w(H) = 4 tiir ve T} hari¢ tim 7}; kiimeleri
bostur. Eger |13 = |Ty| = 2 ise |T1.| < 2 ve |Ty,| < 1 dir. Yani ¢(H) = 9 olur. Fakat
w(H) =4vew(H) < pigin t(H) > 10 oldugunu biliyoruz. Boylece T3] < 1 ve [Ty| <1
olur. Buradan, ¢(H) i maksimum degeri 13 olur ki bu da ancak |T1,| = |T2.| = 2 iken
miimkiindiir. Yani t(H) = 10 ve p = 5 olur oyle ki |71, = 2, |T3,| = 1 yada |T},| = 1,
|T5,| = 2 dir. Bu durumda Sekil 3.4 te verilen 74, H 1 indirgenmis alt grafi olur. Fakat
p(74) > p(Kitel) oldugundan celiski elde edilir. Boylece, Vi, j € V" i¢in T;; = () oldugunu
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soyleriz. Vi € V" i¢in T; kiimelerinin en az birinin bogstan farkli oldugunu varsayalim. As
ve E' yasaklanmig alt graflar oldugundan, eger 3i € V" i¢in |T;| = 3 ise Vj € V" — {i}
i¢in |7;| < 1 olur. Yani Vi € V" i¢in |T;| = 2 iken ¢(H ) maksimum degerini alir. Buradan

4
t(H) = + 4 elde edilir. Fakat bu da ¢(H) > 10 olmasiyla ¢elisir. Boylece w(H) # 4
3

oldugunu soyleriz.

Durum 3 : w(H) = 5 olsun. H daki bes noktali bir kligin noktalarm1 V"’ = {1,2,3,4,5}
ile etiketleyelim. T}9345 = () oldugu aciktir. G?¢, G, G3°, G3! ve F yasaklanmus alt graflar
eV Ty < 1, Ty = 0,
dijwaeve | Tgsl < 1,32 i pievn (Tl + T]) < 1, [T < 3. Aynca 3i € V" igin

|T;| = 3 ise aym T; kiimesindeki keyfi 3 nokta arasinda iki adet kenar olugmalidir. Genelligi

olduklarindan Vi, j, k,l € V" i¢in su sonuglar elde edilir ; )

bozmadan, Ti234 = {z} olsun. O zaman Vi,j,k € V" i¢in Tj;, = T;; = 0 dir. G*7
yasaklanmus alt graf oldugundan, 7,, = T5 = () olur ve H taki hi¢bir nokta hem z noktasina
hem de V" kiimesindeki en az bir noktaya ayni anda komsu degildir. Ayrica, Vi € V" i¢in
Ti» = 0 olur ¢iinkii G*° ve C, yasaklanms alt graflardir. Bunun yanisira, w(H) = 5 ve
G3, Cy yasaklanmug alt graf olduklarindan Vi, j,k,1 € V" i¢in Tyi; = Tojr = Toijrn = 0
dir. Aym zamanda Vi € {1,2, 3,4} icin |T;| < 2 olur ve esitlik saglaniyorsa T; kiimesindeki

keyfi iki nokta birbirine komgu olmak zorundadir. w(H) = 5 ve w(H) < p oldugundan

6
t(Kitef) = t(H) > = 20 olur. Elde edilen biitiin bu sonuglardan dolay1, ¢(H)
3

m maksimum degerinin 20 ve p = 6 oldugunu soyleriz. Fakat bu durumda da Sekil 3.5
te verilen 75, H 1n indirgenmis alt grafi olur ki bu da p(Kitel) < p(75) olmasiyla geligir.
Yani Vi, j, k,l € V" igin Tyjp; = 0 olur. Genelligi bozmadan, Ty = {z} olsun. G*, G*,
G3t, G*, A4, Cy yasaklanmig alt graflar ve w(H) = 5 oldugundan Vi, j, k,1 € V" igin su
sonuglart elde ederiz; T, = To = T3 = 0, Ty = Tos = Tos = 0, Thij = Tijr. = Thiju =
0, Ty12305 = 0, Ty < 2, Ts| < 2. Aynica Ty, Ty ve

T graflan i¢in esitlik saglaniyorsa ayni kiimedeki keyfi iki nokta komsu olmak zorundadir.

TIQ‘ S 1’

Ty < 2,

Bununla birlikte, £ yasaklanmusg alt graf oldugundan ¢(H) in maksimum degeri 13 olur. Bu
da Sekil 3.5 te verilen 7 nin H 1n bir indirgenmis alt grafi olmasinmi gerektirir. Fakat bu durum
t(H) < 20 olmastyla celisir. Yani Vi, j € V" i¢in T;; = 0 olur. Vi € V" i¢in T; kiimelerini
inceleyelim. Eger 3i € V" i¢in |T;| = 3ise Vj € V" — {i} i¢in |T};| < 1 olur ¢iinkii A5 ve
E yasaklanmig alt graflardir. Dolayisiyla ¢(H) in maksimum degeri Vi € V" i¢gin |T;| = 2
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D
iken elde edilir ve +5 = 15 eesitolur. t(H) > 20 oldugundan bu bir ¢eligkidir. Yani

w(H) # 5 olur.

Durum 4 : w(H) > 6 olsun. H daki bir maksimum kligi Ky, ve bu klikteki noktalarin
kiimesini W ile gosterelim. Ky, deki dort adet noktayr V" = {1,2,3,4} < W ile
etiketleyelim. G®!' yasaklanmus alt graf oldugundan Tp3, C W ve Vi,j,k € V” igin
Tijr = 0 olur. Vi,j € W igin G*® yasaklanmug alt graf oldugundan 7}; kiimelerinden en
fazla bir tanesi bostan farkli olabilir. Bunun yanisira A; ve E yasaklanmis alt graf
olduklarindan |T;;| < 1 dir. Ayrica Vi € W igin Ag, E, G'® ve Sy yasaklanmug alt graflar
olduklarindan |T;| < 2 dir. Genellii bozmadan Ty, = {z} diyelim. G*, G*, E, C,
yasaklanmusg alt graflar olduklarindan Vi, j, k& € V" icin su sonuglari elde ederiz. |1;;| < 1,
Tyl <1veT, =T =Ty =Ty = Thijy = Tus = Tya = 0. Boylece t(H) 1 alabilecegi

w(H
maksimum deger (H) + w(H) olur. w(H) < p ve wH) < 6 iken
3
w(H) p e N
+w(H) < olur. Buna gore, Vi, j € V" i¢in T;; = () olur. T; kiimeleri
3 3
. L . w(H)
bostan farkli bile olsa ¢(H) 1n alabilecegi maksimum deger yine + w(H) olur
3

ki bu deger b den kiigiiktiir. Bu da celigki olusturur.
3

Biitiin durumlarin incelenmesi sonucu ¢eligki elde edildiginden ikinci iddianin aksi yanlis
olur. Yani ikinci iddia dogrudur ve H grafi herhangi bir grafin genellestirilmis cizgi grafi

olamaz. Dolayisiyla GG grafi baglantisiz olamaz. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.4.6. Her p,q € 77" icin K itel grafi komsuluk spektrumu ile belirlenebilir bir

graftir.

Ispat: Teorem 3.4.5 ve Sonug 3.4.4. yardimiyla goriiliir.

76



4. BOLUM

DENIZ KESTANESI (URCHIN) VE KIRIK DENiZ KESTANESI (BROKEN
URCHIN) GRAFLARIN KOMSULUK MATRISINE GORE SPEKTRAL
KARAKTERIZASYONU

K, grafinin her bir noktasina birer adet sarkit nokta eklenmesiyle elde edilen grafa deniz
kestanesi graf denir ve Urchinb ile gosterilir [S0]. ¢ < p olmak iizere, K), grafinin ¢ adet
noktasina birer adet sarkit nokta eklenmesiyle elde edilen grafa ise kirik deniz kestanesi graf

denir ve U rching ile gosterilir [50].

Not : ¢ = 1 iken kirik deniz kestanesi graf, bir kisa ugcurtma graf olur ve bu graflar {i¢iincii
boliimde incelenmistir. Dolayisiyla bu boliimde yapilan tiim incelemelerde ¢ > 2 oldugu

kabul edilmistir.

Bu béliimde, Urchin? haricindeki tim U rchink ve Urchinl graflarin komguluk spektrumlari
ile belirlenebildikleri, literatiirde yer alan ispattakinden farkli bir metot kullanilarak daha kisa
bicimde gosterilmistir. Yapilan bu ispatin sonucu olarak komsuluk matrisine gore en kiiciik
ozdegeri %ﬁ ~ —1.618e esit ya da biiyiik olan tiim graflarin karakterizasyonu yeniden

elde edilmis ve Sonug 4.2.3 te verilmistir.

4.1 Urchinl ve Urchinl Graflarm Komsuluk Matrisine Gore Karakteristik

Polinomlar:

Lemma 4.1.1. ¢ < p olmak iizere, Urchinb ve Urchinl graflarin komsuluk matrislerinin

karakteristik polinomlari, asagidaki gibidir.
char(A(Urchin))(z) = (z + NPt 4+ -0t - (p—2)2 —pr+p—q—1)

char(A(Urchin}))(z) = (2 + 2 -1 2 - (p— Dz —1) 4.1)
Ispat : Lemma 2.3.11. den,

char(A(Urchiny))(z) = (z)(char(A(K,))(z)) — (char(A(K,-1))(x))
= [pe—p+ D@+ 1] =@ —p+2)(z+ 1)
= (e + 1?2 —pr+a)(z+1) —x+p—2]

= (2+ 1P %2 — (p—2)2* —pr+p— 2] 4.2)
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olur. Ayni adim sonlu defa tekrarlanirsa,

char(A(Urching))(x) = (x)(char(A(Urchin™"))(z)) — (char(A(Urchingj))(a:)) (4.3)

elde edilir. Burada, Kite] grafinin komsuluk matrisine gore karakteristik polinomunun elde
edilmesinde kullanilan metot yardimiyla gerekli hesaplama yapilarak, istenilen karakteristik

polinomlar elde edilir.

4.2 Urchin} ve Urchin! Graflarm Komsuluk Spektrumu ile Belirlenebilirligi

Teorem 4.2.1. Vp € Z7 icin U rchink grafi komsuluk spektrumuna gére belirlenebilirdir.

Ispat : p < 3 iken yol graf elde edilir. Dolayisiyla ispata p > 3 i¢in devam edelim. Asagidaki

sekilde verilen graflar ispat boyunca kullanilacaktir.

Sekil. 4.1: Hy — Hs ve Wy graflan

Urchin) grafina komguluk matrisine gore ko-spektral olan bir GG grafi verilsin. O zaman,

spec(A(G)) = p— 1+ @, (T VB (Z1=V5

5 Py (4.4)

olur 6yle ki burada o ve p — 1 + «,

?—(p—1)x—-1=0
(p—=1) o8



denkleminin kokleridir. Boylece n = 2pigin A, (A(G)) = =55 ~ —1.618 dir. i¢ ige gecme
lemmasindan, C}, S3 ve Ps graflart G grafi i¢in yasaklanmig alt graflardir. Buradan, G nin

indirgenmis alt graf olarak en fazla 4 noktali yol grafi icerebilecegi sOylenir.

G nin 3 noktal1 indirgenmis bir yol alt grafi P, = y;y2y3 olsun. P, nin komguluk kiimesinin
bir parcalanigini elde edelim. ¢ € {1,2,3} olmak iizere P, disinda kalan ve P, deki
noktalardan yalmzca y; noktasinda komgsu olan noktalarin kiimesini 7, ile gosterelim.
Benzer sekilde, i, j € {1,2,3} olmak tizere P, disinda kalan ve P, deki noktalardan y; ve y;
noktalara ayni anda komgu olan noktalarin kiimesini 7, ile gosterelim. P, deki tiim
noktalara ayn1 anda komsu olan noktalarin kiimesini ise 7}, ,,,, ile gosterelim. Bu kiimelerin
ayrik oldugu ve birlesimlerinin P, nin tiim komgulugunu verdigi agiktir. Yani bu kiimeler,
P, nin komsguluk kiimesinin bir parcalanigini olusturur. I¢ ice ge¢cme lemmasi yardimiyla bu
kiimelerin eleman sayilari i¢in |7y, | < 1, |T,| < 1, |Ty1pps| < 1ve T, = Ty = 0 elde

ve T,

edilir. Ayrica, T, y2ys

y1yo kiimeleri de ya bostur ya da birer kliktir. P, nin komsulugunun

parcalamisindaki kiimelerden herhangi biri 7, olmak iizere, 7, in P, disinda kalan
komsulugunu i; ile gosterelim. Boylece, i¢ ice gecme lemmasindan
Ty = Tys = Tyryoys = O olur. |T,,| = |T,,| = 0 olsun. Eger, |}y, = 0 ise p' > ¢’ olmak
lizere i¢ ice gegme lemmasindan P, H,, Hy, Hs, Hy veya U rchz’n]q,i, G nin bir bilegeni olur.
Fakat bu durum spec(A(G)) ile celisir. |T},,,,,,| = 1 ise yine i¢ ice gegme lemmasina gore
Hj, H5 ya da W5, G nin bir bileseni olur ve yine ayni celigki elde edilir. Dolayisiyla 7}, ve
T, kiimelerinden en az birinde bir adet nokta bulundugu sdylenir. Bu da P, grafinin G nin

bir indirgenmis alt grafi oldugunu gosterir.

G nin 4 noktal1 indirgenmis bir yol alt grafi P = v;v9v3v4 olsun. P, dekine benzer sekilde, P
nin komguluk kiimesinin pargalanmsini inceleyelim. Oncelikle, Ps, Ss ve C, icerilmediginden
Ty =Ty, = T3 =Ty = T3 = Thy = 0 olur. I¢ ice gecme lemmasindan Typ = Ty =
Tiog = Tiza = Tiaa = Toza = 0, Tra = Thzza = 0, [Tr1a] < 1 ve |Tigaa| < 1 oldugu goriiliir.
Ayrica, T3 ya bos kiimedir ya da bu kiimedeki noktalar G de bir klik olusturur. |74 = 1
olsun. O zaman, To3 = () olur. Aymi zamanda, |T1234] = 0 ise Cs; |Tia34| = 1 ise W5, G
nin bir bileseni olur. G nin komsuluk spektrumu bilindiginden, her iki durumda da celiski
olustugu goriilir. Boylece |T14] = 0 oldugu soylenir. Simdi de |T934] = 1 iken duruma
bakalim. Bu durumda, i¢ ice ge¢gme lemmasindan, |To3| < 1 ve T: 3 = () olur. Boylece H,

ya da Hy4, G nin bir bileseni olacaktir fakat bu sonu¢ G nin komsuluk spektrumu ile geligki
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olusturdugundan |7}234| = 0 dir. Dolayisiyla, pargalamistaki kiimelerden 753 haricindeki tiim

kiimelerin kesinlikle bos kiime oldugunu soyleriz. Simdi de 753 kiimesini inceleyelim.

T53 = () olsun. Bu durumda, P nin komsulugunda hi¢ bir nokta yoktur, yani P yol grafi G nin
bir bileseni olur. Fakat bu durumda, %5, %5 € spec(A(G)) olur ki bu da p=2 durumunu
verir. Dolayisiyla, 753 kiimesi bostan farkli olmak zorundadir. Simdi de 753 kiimesinin, 753
ve P disinda kalan komgulugunun benzer notasyona sahip parcalanisini inceleyelim. Keyfi
iki a, b € Tys igin T, = () oldugu i¢ ice gegme lemmasi yardimiyla goriiliir. Ayrica Va € Ths
icin |T,,| < 1 olur. Ja € T3 igin T, = 0 ise kirik deniz kestanesi graf GG nin bir bilegeni olur.
Fakat G nin komguluk spektrumundan dolay1r bunun miimkiin olmadig1 goriiliir. Boylece
Va € Ty icin |T,| = 1 elde edilir. Yani bir deniz kestanesi graf olusur ve bu graf G nin bir

bileseni olmalidir. Dolayisiyla G = Urchin) olur.

Uyari :  Asagidaki sekilde verilen Gy = H,Uv ve Urchin? graflart komsuluk matrislerine

gore ko-spektral fakat izomorf olmayan graflardir.

' Lﬂ

[ ]
Gl = H_; U {l”} Urfh!?lg

Sekil. 4.2: Urchin ve izomorf olmayan ko-spektral esi

Teorem 4.2.2. Urchin? disindaki tiim kirtk deniz kestanesi (broken urchin) graflar komsuluk

spektrumlarina gore belirlenebilir graflardrr.

Ispat : Lemma 4.1.1 e gore,

~1-5,,

spec(Urchinf) = {(T)q Ly, (1P g, (

—1+v5

5 Yt s} 4.5)
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olur. Oylekiburada0 < a < 1,0 < < L,y = -1l —a—f, 2o =Bvezrs =p— 1+«
dir. Urchin grafina komguluk spektrumuna gore ko-spektral olan bir G grafi, Teorem 4.2.1
in ispatina benzer sekilde spektrum goz Oniine alinarak incelendiginde istenilen sonug elde

edilir.
Teorem 4.2.1. ve Teorem 4.2.2. yardimiyla asagidaki sonug direkt olarak elde edilir.

Sonug 4.2.3. n mertebeli bir G grafinin komguluk matrisinin en kiiciik 6zdegeri \,(G) =
%5 ~ —1.618 olsun. n > m olmak iizere, G' grafimin bir bileseni H ve H in komsuluk

matrisinin en kiiciik 6zdegeri \,,,(H) olsun. Bu takdirde, asagidaki ifadeler saglanir.

(i)p > 3ve q > 2 olsun. Eger \,,(H) = \,(G) = %5 ~ —1.618 ise H grafi asagida

verilen graflardan birine izomorf olmak zorundadir.

Py, Cs, Hy, Hy, W5, Urchiny, Urchin?

Q

(ii)) p > 3vet > 0 olsun. Eger \,,(H) > \,(G) = —1-v5

5 —1.618 ise H grafi asagida

verilen graflardan birine izomorf olmak zorundadir.

Pg, Kt, Hl, H37 H57 UT‘ChZTL;
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5. BOLUM

ANANAS (PINEAPPLE) GRAFIN KOMSULUK MATRISINE GORE SPEKTRAL
KARAKTERIZASYONU

K, grafina, belirli bir noktasindan ¢ adet sarkit kenar eklenmesiyle olusan grafa ananas graf
denir ve K] ile gosterilir [39, 50]. Burada, yildiz graflarin ve tam graflarin hari¢ tutulabilmesi

i¢in, p > 3 ve ¢ > 1 oldugu kabul edilmistir. Asagidaki sekilde K3 grafi gosterilmigtir.

ekil. 5.1: K3 grafi
S 58

[16] da Zhang ve Zhang, bu graf tiiriiniin komsuluk ve Laplasyan spektrumlari iizerinde
durmusg ve bu matrislerin spektrumlarina gore belirlenebilir olup olmadigint incelemislerdir.
Aymi ¢alismada verilen teoremde, ananas grafin Vp, ¢ € Z™" i¢in komguluk spektrumuna gore
belirlenebilir oldugu séylenmis ve bu teoremin ispati yapilmigtir. Fakat yapilmis olan ispatta
hata bulundugu ve elde edilen sonucunda dogru olmadigi bu tez ¢alismasi icin yapilan
arastirmalar esnasinda tespit edilmigstir. Dolayisiyla bu tiir graflar tizerine ¢aligma yapilarak
aslinda her zaman spektrumlari ile belirlenebilir olmadiklari burada gosterilmistir. Bu
durumun ispati i¢in ters Ornek tegkil eden graf aileleri tiretilmistir. Ayni zamanda ¢ = 2 iken
ananas grafin komsuluk spektrumuna gore belirlenebilir oldugu ispat edilerek, bu graf tiiriine
ait olumlu bir sonuca da ulagilmigtir. Fakat burada yapilan ¢alismalar, literatiirde var olan
hatay1 kismen telafi etse de ananas grafin komsuluk spektrumuna gbére tam
karakterizasyonunu vermemektedir. Dolayisiyla, ananas grafin komsuluk spektrumuna gére
tamamen karakterize edilebilmesi lizerine acik problemler de ortaya konmustur. Bu boliimde
tiretilmis olan yeni problemlere dair daha genis bilgiye tez ¢calismasinin son boliimiinde yer

ilmistir.
verilmisgtir. 82



5.1 Ananas Grafin Komsuluk Matrisine Gore Karakteristik Polinomu

K] grafinin mertebesi p + ¢, kenar sayisi b + g, licgen sayisi ise b olur. Biitiin
2

bilesenleri 1 e esit olan vektor 1 ve yine biitiin bilesenleri 1 e esit olan [ x [ tipindeki matris

Ji ile gosterilsin. Aymi zamanda [ birim matris olsun. Bu durumda K grafinin komguluk

matrisi,
0 17 17
AKH)=11 J,—1 0
1 0 0

formunda olur.

Onerme 5.1.1. K¢ icin,
char(A(Kp))(x) = 2"z + 1)"(2* = a*(p = 2) —a(p+ ¢ = 1) + q(p — 2)) (5.1)

bicimindedir.

Ispat: K} grafinin aym noktaya eklenmis ¢ adet sarkit noktasi bulundugundan, A(Kg)
matrisinin g adet satir1 ayni olur. Yani bu matrisin ranki en fazla p + 1 e esit olur. Bdylece bu
matrisin karakteristik polinomunun bir ¢arpami 297! dir. Benzer sekilde A + I matrisinin
p — 1 adet satir1 aym oldugundan, karakteristik polinomun bir diger ¢arpan1 (z + 1)?~2 olur.
Asagida A(K}]) matrisinin bir esit parcalaniginin bolim matrisi verilmistir. Yani A(K})
matrisi satir toplamlar1 sabit olan bloklara ayrilmis ve buna gore her bileseni bu toplami

gosteren () boliim matrisi olusturulmustur.

0 p—1 ¢
Q=11 p-20
1 0 0

() matrisinin karakteristik polinomu,

q(z) =det(zl — Q) =2 —2*(p—2) —z(p+q—1) +qp—2) (5.2)
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olur. ¢q(z) in, A(K}) matrisinin karakteristik polinomunu boldigii Teorem 2.3.10 da
verilmistir. K1 grafinin mertebesi p + ¢ ya esit oldugundan, der(char(A(K}))(z)) = p +q

olur. Boylece,

der(z47Y) + der((x + 1)P"?) + der(q(z)) =q¢—1+p—2+3=p+gq (5.3)
oldugundan

char(A(KD))(x) = 297z + 1)P2(2* —2*(p = 2) —x(p+q — 1) +q(p — 2)) (5.4)
elde edilir.

5.2 Baz Ananas Graflara Ko-spektral Olan Graf Aileleri

K} grafi, ¢ = 1 iken ashinda bir kisa ugurtma graf olur. Bu durum ii¢iincii bélimde
incelenmistir. p = 3 i¢in bu graf turp graf olur ve ikinci boliimde durumla ilgili bilgiye yer
verilmigtir. Godsil ve McKay, 7 noktali ve birbirine izomorf olmayan ko-spektral graf
ciftlerinin hepsini bilgisayar yardimiyla iiretip, liste haline getirmislerdir [32]. Bu liste

yardimiyla K7 grafinin da komsuluk spektrumuna gére belirlenebilir oldugu s6ylenir.

Onerme 5.2.1. k > 2 pozitif tamsayisi verilsin. Mertebesi 3k olan ve komsuluk matrisi

@] Jx Jx
Ji O Jp—1

formunda olan bir graf G' ise
char(A(G))(z) = o* Nz + D)* 2z — k + 1) (2 — (k — 1)z — 2k?) (5.5)

olur.

Ispat: Onerme 5.1.1. in ispatina benzer sekilde B matrisinin & adet satir1 ayn1 oldugundan

karakteristik polinomunun bir ¢arpani z*~! olur. B + I matrisinin yardimiyla da diger bir
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2k—2

carpan (z + 1) olur. Ayni zamanda G’ grafinin bir esit parcalaniginin boliim matrisi,

O k k
Q=% k-1 O
E O k-1

olur. Buradan,
¢ (z) =det(zx] — Q') = (z — k+1)(2* — (k — 1)x — 2k?) (5.6)

polinomu da B matrisinin karakteristik polinomunun bir ¢arpani olur.

der(z" 1) +der((z + 1)*7?) + der(¢(z)) =k —1+2k — 2+ 3 = 3k (5.7)
oldugundan,

char(A(G")(x) = o* o + )22 — k + 1) (2 — (k — 1)z — 2k?) (5.8)
elde edilir.

Sonucg 5.2.2. p = 2k > 4ve g = Kk? ise K} grafi komsuluk spektrumu ile belirlenebilen bir
graf degildir.

Ispat: p = 2k > 4 ve ¢ = k? ise (5.1) den,
char(A(KE)) () = 2o+ 1)* 2@ — k+ 1)(2® — 2(k — 1) — 2k?) (5.9)

olur. Onerme 5.2.1. de verilen G’ grafina k(k — 1) adet izole nokta eklenince elde edilen
baglantisiz grafi G ile gosterirsek, char(A(G))(z) = char(A(KE))(z) oldugu goriiliir.
Dolayisiyla G' ve K. 52 graflarmin komguluk spektrumlarina gore ko-spektral fakat izomorf

olmayan graflar olduklar1 sonucuna varilir.

Ornek 5.2.1. Sekil 5.2 de K} grafi ve Sonug 5.2.2. ye gore ko-spektral esi olan G grafi
gosterilmistir. Bu graflarin komsuluk matrislerine gore karakteristik polinomlar1 da asagida

verilmisgtir.

char(A(G))(x) = char(A(K}))(x) = 2*(z + 1)*(z — 1)(2* — 2 — 8) (5.10)
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Sekil. 5.2: K grafi ve izomorf olmayan ko-spektral esi

Simdi de baz1 ananas graflara ko-spektral olan bagka bir baglantisiz graf ailesine yer verelim.

Onerme 5.2.3. k € Z* ve k(k + 1) carpimunmn bir pozitif tam béleni o olsun. p = k +2 + «

ve q = w ise k € spec(A(K?)) olur.

Ispat: k(k + 1) in pozitif bir tam boleni o oldugundan, (k +2+«) € ZT, k+2+a > 4 ve

k(k+1)(a+1)

€ 77" olur.

plr) =2’ —2*(p—2) —x(p+q—1) +q(p—2)

k(k+1)(a+1)

polinomu ise K grafinin bir carpanidir. Béylece p =k + 2 + a ve ¢ = degisken

degistirme islemi uygulanirsa,

p(r) = 2 —2*(k+a)—z(k+1+a+ )+(k+a)(k<k+1)(a+1)

)

] (5.11)

k(k +1)(a+ 1)

olur. Buradan x = k degerinin, p(x) polinomunun bir kokii oldugu agik¢a goriiliir.

Dolayisiyla K! grafinin bir komguluk 6zdegeri £ olur.
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k(k+1)(a+1)

Ornek5.2.2. k =1vea =2iginp = k+2+a =5veq = = 3 olur. Gercekten de

K3 grafinin bir komsuluk 6zdegerinin k& = 1 oldugu agagidaki polinom yardimiyla goriiliir.

char(A(K2))(x) = 2*(zx +1)*(z® — 32% — Tz +9)

= 2?(x+1)*(z—1)(2* — 27— 9) (5.12)

Onerme 5.2.4. b = q — k? + 1 olmak iizere, o« + 1 adet sumifimin nokta sayisi 1 olan cok
parcali tam graf Ky, . 1 ve k*—1 adet izole noktadan olusan graf (k* — 1)K ile gosterilsin.

Bu takdirde,

,,,,,

G =Ky, UK U(K* — 1)K, (5.13)

.....

biciminde tamimlanan baglantisiz G grafi ve Onerme 5.2.3. de verilen p ve q degerlerine

sahip K grafi icin spec(A(G)) = spec(A(K})) olur.

Ispat: char(A(G))(x) polinomunu hesaplayalim. G grafi baglantisiz oldugundan, tiim
bilesenlerinin  komgsuluk matrislerine gore karakteristik  polinomlarinin  ¢arpimi
char(A(G))(x) polinomunu verecektir. Dolayistyla ncelikle G nin bilesenlerinin komsuluk

matrislerine gore karakteristik polinomlarini yazarsak,

char(A((K* — 1)K,))(z) = 2% (5.14)
char(A(Kj 1)) (z) = (z — k)(z 4+ 1)* (5.15)
char(A(Ky . 1)) (x) = 2" (x + b) (= + 1)*T (1 — . f_ ;- j::__ 1) (5.16)

olur. (5.14), (5.15) ve (5.16) dan,
[char (A((k* — 1) K1) (2)][char(A(Ky41)) (@) [char(A(Kpa,...1)) (2)] =

27Nz + 172t — a2 p—2) —a(p+a—1) +alp - 2)) = char(A(KD)(x)  (5.17)

elde edilir. Dolayisiyla G ve K graflart komguluk spektrumlarina gore ko-spektral graflar

lurlar.
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Sonug 5.2.5. p > 4 olmak iizere, ¥p € 7 icin Onerme 5.2.3. deki kosulu saglayan q

degerlerine sahip K graflart komsuluk spektrumlari ile belirlenebilir graflar degildir.

Ispat: Onerme 5.2.3 ve Onerme 5.2.4 ten kolaylikla goriiliir.

Ornek 5.2.3. K} grafi ve Onerme 5.2.4 ten elde edilen komgsuluk spektrumuna goére

ko-spektral esi asagida verilmistir.

B-‘il G = K411 UKy

Sekil. 5.3: K} grafi ve izomorf olmayan diger ko-spektral esi

Boylece belirli kosullar saglayan K! graflarina komsuluk spektrumlarina gore ko-spektral
fakat izomorf olmayan yeni bir graf ailesi daha elde edilmistir. Ornek 5.2.1. ve Ornek 5.2.3.
te verilen her iki graf, K} grafina komsuluk spektrumuna goére ko-spektral fakat izomorf

olmayan graflar olurlar.

53 K 5 Grafimin Komsuluk Spektrumu ile Belirlenebilirligi

K, grafinmn L(K,1;1,0,...,0) formundaki genellestirilmis ¢izgi grafi , Kg grafimi verir.
Dolayisiyla Lemma 2.3.14. ve Lemma 2.3.15 ten yararlanarak i 5 grafi icin asagidaki teorem

elde edilmigtir.

Teorem 5.3.1. Vp € Z* icin Kg grafi, komsuluk matrisinin spektrumuna gore belirlenebilir

bir graftir.

Ispat: spec(A(G)) = spec(A(K?)) olacak bigimde bir G grafi verilsin. Teorem 2.3.2. den G

D
3

grafinin mertebesi n = p + 2, kenar sayis1 m = P + 2 ve iiggen sayis1 t(G) =
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olur. Ayni zamanda (5.1) den,
char(A(G))(z) = z(x +1)P2(2* — (p — 2)2* — (p+ Dz + 2(p — 2)) (5.18)
olur. Boylece, GG i¢in

MAG) > M(AG) > 0> —1=...= 1> \(A(G)) (5.19)

olur 6yle ki 0 < # < 1 olmak iizere

M(AG) =p—-1+5,

X (A(G)) < 1ve

M (A(G)) > —2 dir. Burada -1 6zdegerinin cebirsel kat1 p — 2 olur.

Oncelikle G nin baglantisiz oldugu durumu inceleyelim. H ve H; (i = 1,...,r), G nin
bilesenleri ise G = HUHU...UH, yazilir. )\ (A(G)) = M(A(H)) ise \2(A(G)) < 1
oldugundan i¢ i¢e ge¢me lemmasi yardimiyla Vi € 1,...,7 i¢in A\ (A(H;)) < 1 olur. Bu
da GG grafinin H diginda herhangi bir bileseni var ise bu bilesenin yalnizca izole noktalardan
olusabilecegi anlamina gelir. Ayni1 zamanda G grafi, en fazla bir adet sifira esit olan komguluk
0zdegerine sahip olabilir. Dolayisiyla en fazla bir adet izole nokta barindirabilir. Bu izole

noktay1 v ile gosterirsek, G = HUv olur. Boylece H bileseni igin,

char(A()(a) = DA _ (4 g2 ()~ 2102~ (ot 1)+ 260 - 2)

olur. Buradan, dy = 2 olur. Lemma 2.3.15 ten H 1n nokta sayist 7 ye esit olur. Bu da G nin
nokta sayisinin 8 oldugunu yani p = 6 oldugunu gosterir. Dolayisiyla [ bileseninin kenar
sayis1 17 ve liggen sayist 20 olur. 7 noktali ve 17 kenarl1 10 adet baglantili graf mevcuttur
ve bu graflarin higbiri 20 adet tiggen icermez. Yani ¢eligki elde edilir. Bu yiizden, G grafi

baglantisiz graf olamaz.

G baglantili ise dg; = 4 oldugundan, G grafi Lemma 2.3.15. teki (iv) ya da (v) siklarinda

verilen graflarin formunda olur. Yani G tek bir-dongiilii grafin ¢izgi grafi ya da bir 7" agacinin

L(T;1,0,...,0) tipindeki genellestirilmis ¢izgi grafidir. G nin ¢izgi graf oldugu durumu

inceleyelim. A\o(G) < 1 oldugundan Teorem 2.3.12. ye gore G grafi Sekil 2.34 deki F; — Fiy
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graflarindan birinin indirgenmis alt grafi olur. p > 4 oldugundan G nin mertebesi en az 6 olur.
Yani GG nin £} — Fg graflarinin bir indirgenmis alt grafi olmadig1 aciktir. Ayrica Fr, Fy, Fig
graflarinin 6 noktali tiim indirgenmis alt graflarinin en kiiciik 6zdegeri —2 ye esit oldugundan,
GG bu graflarin da indirgenmis alt grafi degildir. G nin, Fy grafinin da indirgenmis alt grafi
olmadig1 benzer sekilde goriiliir. Yani G grafi sadece Fi; in indirgenmis alt grafi olabilir.
m > 1 iken, F}; grafinin en kii¢iik 6zdegeri —2 dir. Bu ylizden F'; deki m adet noktayi
ai, ..., a, ile etiketlersek, GG bu noktalardan en fazla bir tanesini icerebilir. Eger G, bu
noktalardan higbirini icermiyorsa bir tam graf olur. Fakat G nin spektrumundan dolay1 bu
miimkiin degildir. Dolayisiyla, G grafi a, . . ., a,, noktalarindan bir tanesini kesinlikle icerir.

G nin, F7; deki maksimum klik olan K, 5, in noktalarinin x tanesini i¢cerdigini kabul edelim.

xr
O zaman, G deki iiggen sayis1 t(G) = + 1 olur. Fakat t(G) = b idi. Yani bu
3 3

bir celigki olur ve GG bir ¢izgi graf olamaz.

G nin genellestirilmis ¢izgi graf oldugu durumu inceleyelim. H bir aga¢ olmak iizere, G =
L(H;1,0,...,0) olsun. O zaman Teorem 2.3.13. ten G grafi Sekil 2.35 deki graflardan
birinin indirgenmis bir alt grafi olur. G nin, F; — Fj, graflarinin bir indirgenmis alt grafi
olmadig1 soylenmisti. Boylece GG grafit Fi,, Fi3 ve F4 graflarindan birinin indirgenmis alt
grafi olur. F5 nin mertebesi 7 oldugundan |G| = 6 ya da |G| = 7 olur. Yani spec(A(G)) =
spec(A(K?)) ya da spec(A(G)) = spec(A(K2)) olur. Fakat Fj5 nin 6 noktali higbir alt
grafi K7 ile aym kenar ve iiggen sayisina sahip degildir. Ayrica I, grafimin nokta ve kenar
sayist da, K? grafindan farklidir. Boylece GG, F}» nin bir indirgenmis alt grafi olamaz. G
grafinin, Fi3 iin bir indirgenmis alt grafi olmadig1 da benzer sekilde goriiliir. Bu yiizden G,
F}, iin bir indirgenmis alt grafi olmak durumundadir. G nin en kiiciik 6zdegeri -2 den biiyiik
oldugundan, F}, grafinda yer alan C'P(r) deki komsu olmayan nokta ¢iftlerinden en fazla bir

tanesi G tarafindan kapsanir.

Pt

Sekil. 5.4: U ve F' graflan
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Ayrica Sekil 5.4 te verilen F' grafi da, G nin bir indirgenmis alt grafi olamaz. Yani G, Fi,
teki ¢ adet noktanin en fazla bir tanesini igerebilir. Eger GG, C'P(r) deki komsu olmayan nokta

ciftlerinden bir tanesini iceriyorsa, Fi, teki ¢ adet noktanin hicbirini iceremez. Clinkii Sekil

x
5.4 te verilen U grafi, G nin indirgenmis bir alt grafi olamaz. Buradan, t(G) = —x+2
3
olur. Buda t(G) = P olmasiyla ¢elisir. Yani G, C'P(r) deki komsu olmayan nokta
3

ciftlerinden hicbirini icermez. Benzer sekilde GG, F}4 teki ¢ adet noktanin higbirini icermez.
Buradan x = p olur ve F4 teki 2s adet noktanin sadece iki tanesi GG tarafindan icerilebilir.
Fakat bu durumda da Urchin; grafi olusur ve spec(A(G)) # spec(A(Urchin?)) oldugu

aciktir. Dolayisiyla G = K 3 elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.
Bu boliimde yapilan ¢alismalarin sonucunda asagidaki acik problemler elde edilmistir.

() p > 4 ve ¢ > 3 olmak lizere, K] grafi hangi p ve ¢ deZerleri i¢in komsuluk spektrumuna

gore belirlenebilirdir?
(ii) Baglantil graflar icerisinde, K! grafi komguluk spektrumuna gore belirlenebilir midir?

(iii) K} grafinin komguluk spektrumuna gore tam bir karakterizasyonunu yapmak miimkiin

miidiir?
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6. BOLUM

TARTISMA, SONUC VE ONERILER

Bir grafin herhangi bir graf matrisinin spektrumuna gore belirlenebilir oldugunu
sOyleyebilmek genellikle zor bir problem teskil eder. Graf matrisi olarak komsuluk matrisi
secildiginde ise bu problem genellikle daha da zor bir hal alir. Ciinkii komsuluk matrisinin
Ozdegerleri her ne kadar graf yapisina dair bilgiler verse de, genel olarak grafin baglantili
olup olmadiginm bile sdylemeye yeterli degildir. Bu tez calismasinda esas olarak, literatiirde
uzun yillardir acik bir problem olarak duran "Hangi graflar spektrumlar ile
belirlenebilirdir?" sorusu komsuluk matrisinin spektrumu goz oniine alinarak incelenmis ve
bu soru bazi 6zel graf tiirlerine indirgenerek cevaplanmaya calisilmistir. Yapilan literatiir
taramasi sonucunda, dongii graf baz alinarak elde edilen baz1 6zel graf tiirlerinin komsuluk
spektrumlari ile belirlenebilirliklerinin arastirilmis olduklar1 goriilmiis ve dongii graf yerine
tam graf baz alindiginda elde edilen graflarin komgsuluk spektrumlari ile belirlenebilirlikleri
arastirllmistir.  Dolayisiyla, bu tez ¢alismasinda incelenen 0zel graflar sirasiyla ucurtma
(kite) graf, deniz kestanesi (urchin) graf, kirtk deniz kestanesi (broken urchin) graf ve ananas
(pineapple) graftir. Ugiincii boliimde, literatiirde siklikla kullanilmis olan ve iyi bilinen bir
graf tiirii olan ugurtma grafin aslinda belli kosullar1 saglayan bir yildizsal agacin ¢izgi grafi
oldugundan yararlanilarak komsuluk spektrumu ile belirlenebilir oldugu gosterilmistir.
Boylece iyi bilinen ve sik kullanilan bu graf tiirii icin acik bir problem olan 6nemli bir
ozellik ispatlanarak literatiire katkida bulunulmustur. Doérdiincii boliimde ise deniz kestanesi
ve kirik deniz kestanesi graflarin da (Urchini haricinde) komsuluk spektrumlari ile
belirlenebildiklerine dair ispat yapilmistir. Buraya kadar elde edilen bulgular kisaca

asagidaki gibi ifade edilebilir.

Sonug 1. p > 3 olmak iizere K, grafina, P, grafinin eklenmesiyle elde edilen ugurtma graf

komsuluk spektrumuna gore belirlenebilir bir graftir.

Sonug 2. p > 3,q < pve (p,q) # (4,3) olmak tizere bir K, grafinin ¢ adet noktasina sarkit
kenar eklenmesiyle elde edilen (kirik) deniz kestanesi graflar komsuluk spektrumuna gore

belirlenebilirdir.
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Yani tam graf baz alinarak elde edilen graf tiirlerinden ilk ikisinin komsuluk spektrumlari
ile belirlenebildikleri goriilmiistiir. Fakat ananas graf {izerine yapilan incelemede, literatiirde
her ne kadar komsuluk spektrumlari ile belirlenebilir oldugu gosterilmis olsa da, ¢ > 2 iken
aslinda bu ozelligi saglamadigir goriilmiistiir. Bu durum ters ornek teskil eden graf aileleri
iiretilerek ispatlanmistir. Uretilen ailelerden ilkinde grafin icerdigi maksimum kligin nokta
sayisinin ¢ift olmasi kosulu vardir. Fakat ikinci ailede igerilen tam graftaki nokta sayis1 kag
olursa olsun daima ko-spektral fakat izomorf olmayan bir es bulunabilecek sekilde birden

fazla ornek bulunabildigi goriilmiistiir.

Aynm1 zamanda ¢ = 1 ve ¢ = 2 degerleri i¢in iddia edilen hipotezin dogru olduguna dair
yeniden ispat yapilmistir. Besinci boliimde elde edilen bulgular da kisaca agagidaki gibi ifade

edilebilir.

Sonug¢ 3. Vp € 7" ve ¢ < 2 igin K} komguluk matrisinin spektrumuna gore belirlenebilir

bir graftir.
Sonu¢ 4. () p = 2k < 4veq =Kk ise K 4 komsuluk spektrumu ile belirlenebilen bir graf
degildir.

(i) k£ € Z" ve k(k + 1) ¢arpiminin bir pozitif tam boleni o olsun. p = k + 2 + « ve
_ k(k+D)(at1)

q = ————— ise K grafi komsuluk spektrumu ile belirlenebilen bir graf degildir.
Elde edilen bu sonuglar igerisinde, ananas grafin komguluk spektrumu ile belirlenemedigine
dair verilen ters ornekler i¢in iiretilen aileler baglantisiz graf aileleridir. Dolayisiyla akla su

soru gelmektedir.
Problem 1. Baglantili graflar igerisinde, K komsuluk spektrumuna gore belirlenebilir midir?

Yani baglantililik kogulu altinda iddia edilen hipotezin dogruluk degeri nedir? Ayrica iiretilen
ailelerde sarkit nokta sayis1 olan ¢ degeri, klikteki nokta sayis1 olan p degerine bagl olarak
elde edilmistir. Bunun yanisira ¢ < 2 iken hipotezin dogru oldugu ispat edilmistir. Bu yilizden

asagidaki soru da acik bir problem haline gelir.

Problem 2. p > 4 ve ¢ > 3 olmak lizere, K hangi p ve ¢ degerleri i¢in komsuluk

spektrumuna gore belirlenebilirdir?
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Bu problemlerin cevaplanabilmesi, ¢ok daha kapsamli bir hipotez olan asagidaki probleme

de yanit bulunabilmesine imkan taniyacaktir.

Problem 3. K] grafimin komguluk spektrumuna gore tam bir karakterizasyonunu yapmak

miimkiin mudiir?

Boylelikle, bu tez caligmasi esnasinda elde edilen bulgular ile literatiire katkida bulunulurken,

ayni zamanda ilgi uyandiracak nitelikte yeni acik problemler de iiretilmistir.
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