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Özet 

 

Bu çalışmada, tümör-bağışıklık sistemi etkileşimini tanımlamak için tam değer fonksiyonlu diferansiyel denklem sisteminden 

oluşan bir matematiksel model kurulmuştur. Sistem, Kuznetsov ve arkadaşlarının tümör büyümesi için önermiş olduğu 

matematiksel modele dayanmaktadır. Oluşturulan tam değer fonksiyonlu diferansiyel denklem sisteminin çözümünden fark denklem 

sistemi elde edilmiştir. Schur-Cohn kriteri ve Lyapunov fonksiyonunun kullanılmasıyla, fark denklem sisteminin pozitif denge 

noktasının yerel ve global kararlı olmasını sağlayan yeter koşullar belirlenmiştir. Neimark-Sacker çatallanma analizi, çatallanma 

noktasında kararlı limit döngüsünün oluştuğu ve bunun sonucunda tümör ve bağışıklık sisteminin salınıma gittiğini göstermektedir. 

 

Anahtar Kelimeler:  Tümör –bağışıklık sistemi etkileşimi, kararlılık, fark denklem sistemi, çatallanma.  

 

 

Modeling a Tumor Growth under Immunological Activity  

 

Abstract 

 

In this paper, a mathematical model which consists of system of differential equations with piecewise constant argument is 

constructed to describe tumor-immune system interaction. The system is based on the tumor growth model constructed by 

Kuznetsov et all. A solution of the system with piecewise constant arguments leads to a system of difference equations. Using 

Schur-Cohn criterion and a Lyapunov function, sufficient conditions are obtained for the local and global asymptotic stability of a 

positive equilibrium point of the system of difference equations. Neimark-Sacker bifurcations analysis shows that stable limit cycle 

occurs at the bifurcation point, thus resulting oscillations for tumor and immune system. 
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1. Giriş 

Matematiksel modellerin kanser biyolojisinde ve uygulanan tedavi yöntemlerinin anlaşılmasında 

önemli bir yeri vardır. Tümör popülasyonu ile ilgili modellemelerde denge noktasının kararlılık analizinin 

ve çatallanma diyagramlarının incelenmesinin hastalığın tedavisi ile ilgili çalışmalara önemli katkılar 

sağladığı kanıtlanmıştır. Son yıllarda bağışıklık sistemiyle kanser hücreleri arasında meydana gelen 

etkileşim immünoterapi (Aşı tedavisi) doğrultusunda araştırılmaya başlanmış ve immunoterapi kanser 

tedavisine yeni bir bakış açısı kazandırmıştır. İmmünoterapi doğal bağışıklık sisteminin güçlendirilmesi 

için kullanılan bir yöntemdir [1-2]. Bağışıklık sistemi hücreleri olan Sitotoksik T hücreler (CTL) tümörle 

mücadelede önemli rol oynayan efektör hücrelerdir. [3-4]. 

  Birçok araştırmacı tümör-bağışıklık sistemi etkileşiminin modellenmesinde Lotka-Volterra 

terimler ve Verhulst (Lojistik) terimler kullanmışlardır [3-16]. Gatenby [3] tümör hücreleriyle, tümör 

hücrelerinin ortaya çıktığı konak hücreler arasındaki rekabeti standart Lotka-Volterra türler arası rekabet 

modelini kullanarak modellemiştir. Costa ve arkadaşlarının [4] oluşturduğu tümör-bağışıklık sistemi 

etkileşimi modeli Lotka Volterra av avcı modeline dayanmaktadır.  

Kuznetsov ve arkadaşları [5] tümör hücreleriyle efektör hücreler arasındaki etkileşimi 
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                                                                                             ( ) 

modeliyle tanımlamıştır. Burada   efektör hücre (EC) konsantrasyonunu,   tümör hücre (  ) 

konsantrasyonunu,   etkileşimde olan efektör hücre-tümör hücre konsantrasyonunu,    aktif olmayan 

efektör hücreleri,    öldürülmeye programlanmış tümör hücrelerini temsil eder.   , efektör hücrelerin 

tümör hücrelerine bağlanma oranı,     efektör hücre-tümör hücre etkileşimi sonucunda efektör 

hücrelerinin zarar görmeden ayrılma oranı,    EC-TC etkileşimi sonucunda TC hücrelerin programlanmış 

bir şekilde geri dönüşümsüz olarak kendini sindirme oranı,    EC-TC etkileşimi sonucunda EC hücrelerin 

inaktif olma oranıdır.   olgun EC hücrelerinin tümör yerlerine akış oranı,      nin yok edilme oranı,    

   nin yok edilme oranı,       nin yok edilme oranı,   tümörün maksimum büyüme oranı,     tümör 

maksimum taşıma kapasitesidir. Efektör hücrelerin tümör bölgesine birikme oranı  (   )  
  

   
  

fonksiyonu ile tanımlanır. Burada   ve   pozitif sabitlerdir.  Çalışmada bir eşik değeri tahmin edilmiştir ki 

bu eşik değerin üstünde kanser hücreleri kontrolsüz bir şekilde büyürken, eşik değerin altında ise hastalığı 

oluşturan tümör popülasyonunda 3-4 ayda bir periyodik dalgalanmalar görülmesine rağmen genel olarak 

popülasyonda azalma gözlenmiştir [5].  

             Galach [6] ve Yafia [7] (1) modeli için 
  

  
   yaklaşımında bulunarak       olduğunu 

varsaymışlardır. Burada      (         ) dır.                        ,      ve  

 (   )   (   )      olmak üzere (1) sistemi 
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{

  

  
          

  

  
   (    )     

                                                                                                                                         ( ) 

şeklinde yazılabilir. (2) sisteminin boyutsuzlaştırılmasıyla 

{

  

  
         

  

  
   (    )    

                                                                                                                                             ( ) 

sistemi elde edilir. Burada          ,      ,          ,           ve        dir [6]. 

Kirschner ve Panetta [8] Kuznetsov’un modelini genelleştirerek sitokinlerin tümör dinamiği 

üzerindeki etkisini araştırmışlardır. Pillis ve arkadaşları [9] önerdikleri tümör bağışıklık etkileşimi 

modelinde NK hücrelerin ve sitotoksik T hücrelerin rolünü araştırmışlardır. Sarkar ve Banerjee [10], 

malignant (kötü huylu tümör) hücrelerle bağışıklık sistemi hücreleri arasındaki etkileşimi av-avcı 

sistemine benzer bir sistemle modellemişlerdir. 

Tümör hücrelerinin çoğalması, aktivasyonu ve bağışıklık sistemi hücreleriyle rekabeti 

mikroskobik düzeyde gerçekleşen biyolojik olaylar iken, kanser yayılımı ve metastazı makroskobik 

düzeyde gerçekleşen biyolojik olaylardır. Mikroskobik düzeyde gerçekleşen biyolojik olaylar 

süreklilikten ziyade kesiklilik (discrete) arz ettiği için, birçok araştırmacı tümör bağışıklık sistemi 

etkileşimi için kesikli zamanlı dinamik modeller oluşturmuşlardır [17-21]. Diğer yandan tümör 

büyümesini daha iyi anlamak için hem mikroskobik düzeyde gerçekleşen etkileşimleri hem de 

makroskobik düzeyde oluşan olayları aynı anda göz önüne alan matematiksel modellerin oluşturulması 

gereklidir [17]. Hem mikroskobik hem de makroskobik düzeyde gerçekleşen biyolojik olaylar aynı anda 

göz önüne alınırsa tümör popülasyonu  için iki durum söz konusudur: tümör popülasyonunda süreklilik ve 

tümör hücreleri için dinlenme evresi. Her iki durum için, süreklilik ve kesiklilik, ekosistemde hem 

diferansiyel hem de fark denklemlerin özelliklerinin birlikte yer aldığı bazı popülasyon dinamikleri 

vardır. Bu gibi biyolojik olaylar için birçok araştırmacı sabit katsayılı tam değer fonksiyonlu diferansiyel 

denklemler kullanmışlardır [22-32]. 

Bu çalışmada (3) sistemine parçalı tam değer fonksiyonu (⟦ ⟧   (    ) katılarak oluşturulan   

{

  

  
     ( ) (⟦ ⟧)    ( )

  

  
   ( )(    ( ))   (⟦ ⟧) ( )

                                                                                                                   ( ) 

sistemin yerel ve global davranışları incelenecektir. Burada  ( ) efektör hücre popülasyonunu,  ( ) tümör 

hücre popülasyonunu,   zamanı ve ⟦ ⟧          ) için  ’nin tam değerini göstermektedir.   efektör 

hücrelerin tümör bölgesine akış oranı,   bağışıklık cevabın tümör hücreleri üzerindeki etkisi,   efektör 

hücrelerin ölüm oranı,   tümör büyüme oranı ve      tümör maksimum taşıma kapasitesidir. 

 

2. Yerel ve Global Kararlılık Analizi 

(4) sistemi           ) aralığında  
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  ( )(   ( ))       ( )

                                                                                                                          ( ) 

şeklinde yazılabilir. (5) sistemindeki her bir denklem     ) aralığında   ye integre edilip       

alınırsa  

{
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                                                                                    ( ) 

fark denklem sistemi elde edilir. (6) fark denklem sisteminin global davranışlarını analiz etmek için denge 

noktasına ihtiyaç vardır. 

                                                                                                                                                                                 ( ) 

koşulu altında (6) sisteminin pozitif denge noktası  

( ̅  ̅)  (
 (     )  √ 

  
 
 (    )  √ 

    
)                                                                                                  ( ) 

olarak hesaplanır. Burada           (     )  dır. (6) sisteminin pozitif denge noktasıyla (3) 

sisteminin kritik noktası aynıdır. 

              ( ̅  ̅) denge noktası civarında (6) fark denklem sisteminin lineerleştirilmiş sistemi  (   )  

  ( ) olsun. Burada   matrisi 
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şeklindedir.   matrisinin karakteristik denklemi ise 
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şeklinde hesaplanır. (6) denklem sisteminin pozitif denge noktasının yerel kararlılık koşullarını  ( ) 

denklemi boyunca elde etmek için aşağıdaki teoremde verilen Schur-Chon kriteri kullanılabilir. 

Teorem 1. ([33])   ( )            

 karakteristik polinomunun tüm kökleri birim dairenin içindedir ancak ve ancak 

( )  ( )            

(b)   (  )            

( )   
         

( )   
         

ise. 

Teorem 2. ( ̅  ̅)  (6) fark denklem sisteminin pozitif denge noktası ve 
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ise ( ̅  ̅)  denge noktası yerel asimptotik kararlıdır. 

İspat. Teorem 1 in koşullarını analiz edelim. (a) dan 
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elde edilir. (11) eşitsizliği 
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ve 
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koşulları altında mevcuttur. (12) ve (13) eşitsizlikleri ise (7) koşulu altında her zaman doğrudur. (b) den 
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yazılabilir. Yine (12) ve (13) koşulları için  (  )    olduğu açıktır. (c) den 
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bulunur ki bu eşitsizlik de her zaman mevcuttur. (d) den 
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aralığında seriye açılırsa 
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yazılabilir. Bu ifadeler   
  eşitsizliğinde yerine yazılıp eşitsizlik yeniden düzenlenirse 
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( (    )  √ )(     (√   ( (    )   ))(√      (    )))

    ( √   (    ))
 

elde edilir. 

Örnek 1. [7] çalışmasındaki                                     parametre değerleri ve 

      değeri Teorem 2 in koşullarını sağlamaktadır. Bu parametre değerleri ve  ( )   ,  ( )    

başlangıç koşulları için ( ̅  ̅)  (               ) denge noktasının yerel asimptotik kararlı olduğu 

Şekil1 den görülebilir. Burada mavi renk  ( ) (efektör hücre popülasyonunu), kırmızı renk  ( ) (tümör 

hücre popülasyonunu) temsil eder. 

 

 

 

Şekil 1  ( ) ve  ( ) çözümlerinin iterasyon grafikleri. 

 

Teorem 3. Teorem 2 in koşullarının mevcut olduğunu ve 

    ( )                ( )          ( )    ̅           ( )   ̅. 

olduğunu varsayalım. Eğer 
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                                                                                                                                                    (  ) 
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  ̅   ( )

 ( )
]                                                                                                                   (  )   

ise (6) sistemin pozitif denge noktası global asimptotik kararlıdır. 

İspat.  ̅  ( ̅   ̅) (6) sisteminin pozitif denge noktası olsun.  ( )  

 ( )    ( )   ̅  ,          

şeklinde bir Lyapunov fonksiyonu tanımlayalım. (6) sistemine fark operatörü uygulanırsa 
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elde edilir. (6) sistemindeki birinci denklemden 

   ( )    (   )   ( )   (   )   ( )    ̅  

               
(      )(     ( ))

  

   ( )      (      )    ( ( )    ̅)

  

 

yazılabilir. Burada        ( )    dır. (14) eşitsizliği ve  ( )    ̅ eşitsizliği göz önüne alınırsa, 

   ( )    elde edilir.  

Benzer şekilde (15) eşitsizliğinin varlığı altında    ( )    (   )   ( )   (   )   ( )    ̅    

olduğu görülebilir. Sonuç olarak    ( )  (   ( )    ( ))    sonucuna ulaşılır. 

 

3. Neimark-Sacker Çatallanma Analizi 

Neimark-Sacker çatallanması, kesikli zamanlı dinamik modellerde ortaya çıkan oldukça önemli 

bir çatallanmadır. Çünkü bu çatallanma sonucunda bir limit döngüsü (limit cycle) oluşur ki bu da 

periyodik çözümlerin varlığına işaret eder. Bu çatallanma tipi için linerleştirilmiş sistemin jakobyen 

matrisinin karakteristik denklemi birim dairenin üzerinde olan bir çift eşlenik kompleks özdeğere sahiptir 

ve karakteristik denklemin diğer bütün özdeğerleri birim dairenin içindedir. Aşağıdaki teorem (Schur-

Cohn kriteri) 2. mertebeden bir karakteristik denkleme sahip fark denklem sisteminde Neimark-Sacker 

çatallanmasının olabilmesi için gerek ve yeter cebirsel koşulları vermektedir. 

Teorem 4 ([33])  

 ( )            

denkleminin bir çift eşlenik kompleks kökü birim dairenin üzerinde ve  ( ) denkleminin diğer bütün 

kökleri birim dairenin içindedir ancak ve ancak 

( )  ( )            

(b)   (  )            

( )   
         

( )   
         

              (6) sisteminin pozitif denge noktasının kararlılıktan kararsızlığa geçiş noktası olan çatallanma 

noktası Teorem 4 deki koşulların analiz edilmesiyle aşağıdaki örnekte olduğu gibi belirlenebilir. 

Örnek 2.  Yerel kararlılık analizinden  ( )     (  )         
    eşitsizliklerinin her zaman 

mevcut olduğunu biliyoruz. Teorem 4/(d), deki denklem   ya gore çözülürse  ̅          elde edilir. 

Yine Örnek 1 deki parametre değerleri ve  ̅          için sistemin karakteristik denkleminden 

özdeğerlerin normları |    |  |                  |    şeklinde hesaplanır. Şekil 2, sistemin 

çözümlerinin  ̅          noktasında çatallandığını göstermektedir. Burada  ( )   ,  ( )    olarak 

alınmıştır. 
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Şekil 2  ̅          değeri için sistemin Neimark-Sacker çatallanması. 

 

Sonuç olarak eğer             ise sistemin pozitif denge noktası kararlı aksi takdirde 

kararsızdır (Şekil 3 ve Şekil 4). 

Örnek 3.     değeri için (10) karakteristik denkleminden özdeğerler ve bu özdeğerlerin normları 

(diğer parametre değerleri Örnek 1 deki gibidir) |    |  |                  |            

şeklinde elde edilir. Şekil 3 sistemin pozitif denge noktasının     değeri için kararsız olduğunu 

göstermektedir. Burada mavi renk  ( ) efektör hücre popülasyonunu, kırmızı renk  ( ) tümör hücre 

popülasyonunu temsil eder. 
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Şekil 3     değeri ve  ( )   ,  ( )    başlangıç koşulları için sistemin iterasyon grafiği . 

 

Şekil 4              ve  ( )   ,  ( )    başlangıç koşulları için   ya karşı çizilmiş (6) sisteminin  ( ) ve  ( )  

popülasyonlarının çatallanması. 
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