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Bagisiklik Sistemi Etkisi Altinda Tiimor Biiyiimesinin Modellenmesi

Senol KARTALY"
1NeV§ehir Haci Bektag Veli Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Boliimii, Nevsehir

Ozet

Bu caligmada, timor-bagisiklik sistemi etkilesimini tanimlamak igin tam deger fonksiyonlu diferansiyel denklem sisteminden
olusan bir matematiksel model kurulmustur. Sistem, Kuznetsov ve arkadaslarinin timér biiyiimesi i¢in Onermis oldugu
matematiksel modele dayanmaktadir. Olusturulan tam deger fonksiyonlu diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimiinden fark denklem
sistemi elde edilmistir. Schur-Cohn kriteri ve Lyapunov fonksiyonunun kullanilmasiyla, fark denklem sisteminin pozitif denge
noktasinin yerel ve global kararli olmasini saglayan yeter kosullar belirlenmistir. Neimark-Sacker ¢atallanma analizi, ¢atallanma

noktasinda kararli limit déngiisiiniin olustugu ve bunun sonucunda timor ve bagisiklik sisteminin saliima gittigini gostermektedir.

Anahtar Kelimeler: Timér —bagisiklik sistemi etkilesimi, kararlilik, fark denklem sistemi, catallanma.

Modeling a Tumor Growth under Immunological Activity

Abstract

In this paper, a mathematical model which consists of system of differential equations with piecewise constant argument is
constructed to describe tumor-immune system interaction. The system is based on the tumor growth model constructed by
Kuznetsov et all. A solution of the system with piecewise constant arguments leads to a system of difference equations. Using
Schur-Cohn criterion and a Lyapunov function, sufficient conditions are obtained for the local and global asymptotic stability of a
positive equilibrium point of the system of difference equations. Neimark-Sacker bifurcations analysis shows that stable limit cycle

occurs at the bifurcation point, thus resulting oscillations for tumor and immune system.
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1. Giris

Matematiksel modellerin kanser biyolojisinde ve uygulanan tedavi yontemlerinin anlagilmasinda
6nemli bir yeri vardir. Timér popiilasyonu ile ilgili modellemelerde denge noktasinin kararlilik analizinin
ve catallanma diyagramlarinin incelenmesinin hastaligin tedavisi ile ilgili ¢aligmalara énemli katkilar
sagladigr kanitlanmistir. Son yillarda bagisiklik sistemiyle kanser hiicreleri arasinda meydana gelen
etkilesim immiinoterapi (As1 tedavisi) dogrultusunda arastirilmaya baslanmig ve immunoterapi kanser
tedavisine yeni bir bakis acis1 kazandirmistir. Immiinoterapi dogal bagisiklik sisteminin gii¢lendirilmesi
i¢in kullanilan bir yontemdir [1-2]. Bagisiklik sistemi hiicreleri olan Sitotoksik T hiicreler (CTL) tiimorle
miicadelede 6nemli rol oynayan efektor hiicrelerdir. [3-4].

Bircok arastirmaci tiimér-bagisiklik sistemi etkilesiminin modellenmesinde Lotka-Volterra
terimler ve Verhulst (Lojistik) terimler kullanmislardir [3-16]. Gatenby [3] timoér hiicreleriyle, timor
hiicrelerinin ortaya ¢iktig1 konak hiicreler arasindaki rekabeti standart Lotka-Volterra tiirler arasi rekabet
modelini kullanarak modellemigstir. Costa ve arkadaslarmmin [4] olusturdugu tiimor-bagisiklik sistemi
etkilesimi modeli Lotka Volterra av avcl modeline dayanmaktadir.

Kuznetsov ve arkadaglari [5] tiimor hiicreleriyle efektor hiicreler arasindaki etkilesimi

dE
E =s+ F(C, T) - dlE - klET + (k—l + kz)c
dT
dC
A pri K,ET — (k_; + k, + k3)C €9
dE* *
E = k3C - dzE
dr* *
T = kZC - d3T

modeliyle tamimlamigtir. Burada E efektor hiicre (EC) konsantrasyonunu, T timér hiicre (TC)
konsantrasyonunu, C etkilesimde olan efektor hiicre-tiimor hiicre konsantrasyonunu, E* aktif olmayan
efektor hiicreleri, T* 6ldiiriilmeye programlanmis tiimor hiicrelerini temsil eder. k,, efektor hiicrelerin
timor hiicrelerine baglanma orani, k_; efektor hiicre-timér hiicre etkilesimi sonucunda efektor
hiicrelerinin zarar gormeden ayrilma oram, k, EC-TC etkilesimi sonucunda TC hiicrelerin programlanmis
bir sekilde geri dontistimsiiz olarak kendini sindirme orani, k3 EC-TC etkilesimi sonucunda EC hiicrelerin
inaktif olma oranidir. s olgun EC hiicrelerinin tiimér yerlerine akis orani, d; E nin yok edilme orani, d,

E* nin yok edilme orani, d; T* nin yok edilme orani, a tiimoriin maksimum biiyliime oram, b™! tiimor

fC
g+T

maksimum tagima kapasitesidir. Efektor hiicrelerin tiimoér bolgesine birikme orami F(C,T) =
fonksiyonu ile tanimlanir. Burada f ve g pozitif sabitlerdir. Calismada bir esik degeri tahmin edilmistir ki
bu esik degerin iistiinde kanser hiicreleri kontrolsiiz bir sekilde biiyiirken, esik degerin altinda ise hastalig1
olugturan timor popiilasyonunda 3-4 ayda bir periyodik dalgalanmalar goriilmesine ragmen genel olarak
popiilasyonda azalma gozlenmistir [5].

Galach [6] ve Yafia [7] (1) modeli igin % ~ 0 yaklasiminda bulunarak C = KET oldugunu
varsaymiglardir. Burada K =k, /(k, + k; + k_;) dir. a; =0 —m, n =K/k,, m =K/k;, d=d; ve
F(C, T) = F(E, T) = OET olmak tizere (1) sistemi
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seklinde yazilabilir. (2) sisteminin boyutsuzlagtirilmasiyla

oy 5

— =0+ wxy — 6x
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sistemi elde edilir. Burada o = a/Kk, T, 8 = bT,, 6§ = d/Kk,T,, 0 = s/nE,T, ve w = a;n dir [6].

Kirschner ve Panetta [8] Kuznetsov’un modelini genellestirerek sitokinlerin tiimér dinamigi
tizerindeki etkisini arastirmiglardir. Pillis ve arkadaglari [9] Onerdikleri timor bagisiklik etkilesimi
modelinde NK hiicrelerin ve sitotoksik T hiicrelerin roliinii arastirmuslardir. Sarkar ve Banerjee [10],
malignant (k6ti huylu timor) hiicrelerle bagisiklik sistemi hiicreleri arasindaki etkilesimi av-avel
sistemine benzer bir sistemle modellemislerdir.

Timor hiicrelerinin ¢ogalmasi, aktivasyonu ve bagisiklik sistemi hiicreleriyle rekabeti
mikroskobik diizeyde gergeklesen biyolojik olaylar iken, kanser yayilimi ve metastazi makroskobik
diizeyde gerceklesen biyolojik olaylardir. Mikroskobik diizeyde ger¢eklesen biyolojik olaylar
streklilikten ziyade kesiklilik (discrete) arz ettigi igin, birgok arastirmaci timor bagigiklik sistemi
etkilesimi igin kesikli zamanli dinamik modeller olusturmuslardir [17-21]. Diger yandan timor
bliyiimesini daha iyi anlamak i¢in hem mikroskobik diizeyde gergeklesen etkilesimleri hem de
makroskobik diizeyde olusan olaylari ayni anda g6z Oniine alan matematiksel modellerin olusturulmasi
gereklidir [17]. Hem mikroskobik hem de makroskobik diizeyde gerceklesen biyolojik olaylar ayni anda
g0z Oniine alinirsa tiimor popiilasyonu i¢in iki durum s6z konusudur: tiimoér popiilasyonunda siireklilik ve
tiimor hiicreleri i¢in dinlenme evresi. Her iki durum igin, siireklilik ve kesiklilik, ekosistemde hem
diferansiyel hem de fark denklemlerin o6zelliklerinin birlikte yer aldigi bazi popiilasyon dinamikleri
vardir. Bu gibi biyolojik olaylar i¢in birgok aragtirmaci sabit katsayili tam deger fonksiyonlu diferansiyel
denklemler kullanmiglardir [22-32].

Bu ¢aligmada (3) sistemine pargali tam deger fonksiyonu ([t], te(0, o0]) katilarak olusturulan

dx
prialy + wx(t)y([t]) — ox(t)
dy 4
3¢ =~ w®OQ = By®) —x([thy®
sistemin yerel ve global davranislari incelenecektir. Burada x(t) efektor hiicre popiilasyonunu, y(t) timor
hiicre popiilasyonunu, t zamani ve [t], te [0, ) i¢in t’nin tam degerini gostermektedir. o efektor

hiicrelerin tiimor bolgesine akig orani, w bagisiklik cevabin tiimor hiicreleri tizerindeki etkisi, & efektor

hiicrelerin 6liim orani, a tiimdr biiyiime orani ve B~! tiimér maksimum tagima kapasitesidir.

2. Yerel ve Global Kararhhik Analizi
(4) sistemi t € [n,n + 1) araliginda
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dx 5 _
TS +x(0(6 —wy(n)) =0 ©

dy 5

3 YWl—xm) = —apy*(t)
seklinde yazilabilir. (5) sistemindeki her bir denklem [n,t) araliginda t ye integre edilip t->n+1
alinirsa

( 1— -8+wy(n)
I x(n + 1) = x(n)e 8+evym 4 <G(6+y(n)))

y(m)[a—x(n)]
[a = x(n) — aBy()]e~ eI + aBy(n)
fark denklem sistemi elde edilir. (6) fark denklem sisteminin global davraniglarini analiz etmek i¢in denge

(6)

ky(n +1) =

noktasina ihtiya¢ vardir.
ad > o (7)
kosulu altinda (6) sisteminin pozitif denge noktasi

_ . (o(—Bd+®) + VA a(pd +w) — VA
&y) = ( 20 ’ 20Bw )

®)

olarak hesaplanir. Burada A = 4Bowo + a?(—Bd + w)? dir. (6) sisteminin pozitif denge noktastyla (3)
sisteminin kritik noktas: aynidir.
(X,¥) denge noktasi civarinda (6) fark denklem sisteminin lineerlestirilmis sistemi w(n + 1) =

Aw(n) olsun. Burada A matrisi

202 —a(BS-w)—VA VA
/ —a(B8-w)—VA 40*Bow <1 —e  ZaB )\
— 2 |

e
A= | (a(BS — w) + VA1) 9
| —a(B8+m)+VA
\ 1—e 20 —a(B6+w)+VA /
— e 20
of
seklindedir. A matrisinin karakteristik denklemi ise
5 —a(Bd—0)—VA —a(B3+w)+VA —a(Bs—0)—VA —(x([i8+u))+\/_
pA) =rA"+A[—e  20P —e 20 +e 28 ¢
—a(Bé—w)—VA
40*p*o0 (1 —e 2 ) —u(B3+w)+VA
—e 20
+ (10)

(a(B5 — ) + VA)* op
seklinde hesaplanir. (6) denklem sisteminin pozitif denge noktasimin yerel kararlilik kosullarini p(L)
denklemi boyunca elde etmek i¢in agsagidaki teoremde verilen Schur-Chon kriteri kullanilabilir.

Teorem 1. ([33]) p(A) = A% + p;A + py

karakteristik polinomunun tiim kdkleri birim dairenin i¢indedir ancak ve ancak
@p)=14+p;+py>0

(b) p(-1)=1-p; +py >0

(©Df=1+4+py>0

(dDI=1-py>0

ise.

Teorem 2. (X,¥), (6) fark denklem sisteminin pozitif denge noktasi ve
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c
-<4

a

olsun. Eger

< (a(Bd— w) + VA) (4w + (VA + a(B(=2 + 8) — w))(VA + 20 — a(BS + w)))
° 4aBo(—VA + a(BS + w))

ise (X,¥) denge noktasi yerel asimptotik kararhdir.

ispat. Teorem 1 in kosullarin analiz edelim. (a) dan

—a(B8-w)—VA
4a%B?ow (1 —e  2aB ) —a(B8+w)+VA
) =
p =
(a(B8 — w) + VA)’ op
—a(Bs-w)-vA —a(Bs+w)+VA

+l1-e 2aB 1—e¢e 20 >0 (11)
elde edilir. (11) esitsizligi
—a(Bs —w) —VA <0 (12)
ve
—a(Bs +w) + VA< 0 (13)

kosullar1 altinda mevcuttur. (12) ve (13) esitsizlikleri ise (7) kosulu altinda her zaman dogrudur. (b) den

—a(B8=w)=VA _g(B&+w)+VA
p(-1)=1+e 228 ¢ 20

—a(B8-w)—VA i
22 — 20 —a(Bd+w)+vA
4a B 0w (1 € “ ) 1—e el 2+u(;) * —a(B8—w)—VA —a(BS+w)+VA
+ 5 +e  20B +e 20 >0
(«(BS — w) + VA) op
yazilabilir. Yine (12) ve (13) kosullari i¢in p(—1) > 0 oldugu agiktir. (c) den
—a(BS—w)—VA 7
2n2 — 20 —a(BS+w)+VA
—(B8—w)=VA _¢(B8+w)+VA 4B ow (1 € “ ) — eaﬁzic:)
Df=1+e 2B ¢ Zw + > >0
(a(BS — ) + VA) ap
bulunur ki bu esitsizlik de her zaman mevcuttur. (d) den
202 —01([552—0[;)—\/Z —a(Bd+w)+VA
i 0 J—
—a(B3-0)—VA —q(B5+w)+VA 4ocfroo|1—e 1-e =
DI =e 28 e 20 5 <1
af(a(pd — ©) + VA)

—a(B3—w)—VA —a(B3+w)+VA _ _
elde edilir. e 20 ve e 2o ifadeleri sirasiyla 0 < W <lveO< W <1
araliginda seriye acilirsa

(Bs—w)+VA _
e_% _ 1_a([38 w) + VA
2ap
ve

_a(B5+0)-VA (B8 + w) — VA
2w =-1-—:

€ 2w

yazilabilir. Bu ifadeler D7 esitsizliginde yerine yazilip esitsizlik yeniden diizenlenirse
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- (a(Bs— w) + VA (4aPw + (VA + a(B(=2 + 8) — ®)) (VA + 2w — a (B8 + w)))
° 4aBw(—VA + a(ps + w))

elde edilir.
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Ornek 1. [7] galismasindaki 6 = 0.1181, p = 0.002, § = 0.3747, w = 0.01184 parametre degerleri ve

a = 0.7 degeri Teorem 2 in kosullarim saglamaktadir. Bu parametre degerleri ve x(1) = 2, y(1) = 2

baslangic kosullar i¢in (X,y) = (0.676341,16.899) denge noktasinin yerel asimptotik kararli oldugu

Sekill den goriilebilir. Burada mavi renk x(n) (efektor hiicre popiilasyonunu), kirmizi renk y(n) (timor

hiicre popiilasyonunu) temsil eder.
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Sekil 1 x(n) ve y(n) ¢oziimlerinin iterasyon grafikleri.

Teorem 3. Teorem 2 in kosullarinin mevcut oldugunu ve
§—wy(n) >0, a—x(n)>0 x(n)>2x ve y(n) <y.

oldugunu varsayalim. Eger

o
x(n) > 5 ovi) oy ()

afy(n) < a —x(n) <Iln

2y — y(n)]
y(®)
ise (6) sistemin pozitif denge noktasi global asimptotik kararlidir.
ispat. E = (%,¥) (6) sisteminin pozitif denge noktas olsun. V(n)
V(n) = [E(n) —E].,n=0,12..
seklinde bir Lyapunov fonksiyonu tanimlayalim. (6) sistemine fark operatorii uygulanirsa
AV(n) =V(n+ 1) —V(n)
={Em+1) —EMHEM+ 1) + E(n) — 2E}.
50
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elde edilir. (6) sistemindeki birinci denklemden
AVi(n) = [x(n + 1) —x()][x(n + 1) + x(n) — 2X]

_ (1-e) (0~ Ax(n) Ax(n)e ™ + o(1 — e 1) + A (x(n) — 2X)
B A Ay

yazilabilir. Burada A; = 6 — wy(n) > 0 dir. (14) esitsizligi ve x(n) > 2X esitsizligi gz Oniine alinirsa,
AV; (n) < 0 elde edilir.

Benzer sekilde (15) esitsizliginin varlig altinda AV, (n) = [y(n + 1) — y(n)][y(n + 1) + y(n) — 2§] <0
oldugu goriilebilir. Sonug olarak AV(n) = (AV, (n), AV,(n)) < 0 sonucuna ulagilir.

3. Neimark-Sacker Catallanma Analizi

Neimark-Sacker catallanmast, kesikli zamanli dinamik modellerde ortaya ¢ikan olduk¢a 6nemli
bir ¢atallanmadir. Ciinkii bu ¢atallanma sonucunda bir limit dongiisii (limit cycle) olusur ki bu da
periyodik ¢odziimlerin varligina isaret eder. Bu c¢atallanma tipi icin linerlestirilmis sistemin jakobyen
matrisinin karakteristik denklemi birim dairenin iizerinde olan bir ¢ift eslenik kompleks dzdegere sahiptir
ve karakteristik denklemin diger biitiin 6zdegerleri birim dairenin igindedir. Asagidaki teorem (Schur-
Cohn kriteri) 2. mertebeden bir karakteristik denkleme sahip fark denklem sisteminde Neimark-Sacker
catallanmasinin olabilmesi icin gerek ve yeter cebirsel kosullar1 vermektedir.
Teorem 4 ([33])
p(D) = A% + p1d +po
denkleminin bir ¢ift eslenik kompleks kokii birim dairenin tizerinde ve p(A) denkleminin diger biitiin
kokleri birim dairenin igindedir ancak ve ancak
@p1)=1+p; +py>0
(b) p(=1) =1-p; +po >0
(©Df=14+py>0
(dDI=1-py=0

(6) sisteminin pozitif denge noktasinin kararliliktan kararsizliga gegis noktasi olan catallanma
noktas1 Teorem 4 deki kosullarin analiz edilmesiyle asagidaki érnekte oldugu gibi belirlenebilir.
Ornek 2. Yerel kararhlik analizinden p(1) >0 p(—=1) > 0ve Df > 0 esitsizliklerinin her zaman
mevcut oldugunu biliyoruz. Teorem 4/(d), deki denklem o ya gore ¢oziiliirse @ = 0.82747 elde edilir.
Yine Ornek 1 deki parametre degerleri ve ® = 0.82747 igin sistemin Kkarakteristik denkleminden
0zdegerlerin normlart |7\1,2| =10.915476 + 0.402374i| = 1 seklinde hesaplanir. Sekil 2, sistemin
¢oziimlerinin @ = 0.82747 noktasinda catallandigini gostermektedir. Burada x(1) = 2, y(1) = 2 olarak

almmugtir.

51



Kartal S.

50 L T T 50 F T T

45 - ® - 45-° -

40 |-

x(n),y(n)

2 0 200 400 600
n

Sekil 2 @ = 0.82747 degeri igin sistemin Neimark-Sacker ¢atallanmasi.

Sonug olarak eger 0 < a < 0.82747 ise sistemin pozitif denge noktasi kararli aksi takdirde
kararsizdir (Sekil 3 ve Sekil 4).
Ornek 3. a =1 degeri icin (10) karakteristik denkleminden 6zdegerler ve bu 6zdegerlerin normlar
(diger parametre degerleri Ornek 1 deki gibidir) |A;,| =[0.921197 + 0.469375i| = 1.03388 > 1
seklinde elde edilir. Sekil 3 sistemin pozitif denge noktasinin a =1 degeri i¢in kararsiz oldugunu
gostermektedir. Burada mavi renk x(n) efektdr hiicre popiilasyonunu, kirmizi renk y(n) timér hiicre

popiilasyonunu temsil eder.
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Sekil 3 a = 1 degeri ve x(1) = 2, y(1) = 2 baslangig kosullari i¢in sistemin iterasyon grafigi .
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Sekil 4 a €[0.436,2] ve x(1) =2, y(1) = 2baglangigc kosullar1 i¢in o ya karsi ¢izilmis (6) sisteminin x(n) ve y(n)
popiilasyonlarinin gatallanmasi.

Tesekkiir. Bu caligmaya katkilarindan dolayr degerli hocam Prof. Dr. Fuat Giircan’a tesekkiir ederim.
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