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OZET

Bu tez calismasinda oncelikle konunun tarihsel gelisimi anlatilmistir. Daha sonra Lie
grubu, Lie cebiri ve Magnus seri ac¢ilimi ve difereansiyel geometrinin temel tanim ve
teoremleri hatirlatilmis ve matris istel tasvirinin tanimi verilerek, lineer ve lineer

olmayan adi diferansiyel denklemler i¢in Magnus seri a¢ilimi yontemi incelenmistir.

Literatiirde Magnus seri agilimi yonteminin uygulanmadig1 fiziksel uygulamalarda ve
miihendislik uygulamalarinda karsimiza ¢ikan lineer ve lineer olmayan salinim adi
diferansiyel denklem ve denklem sistemleri ile 1. ve 2. Painleveé denklemleri ele alinmig
ve bu denklemler Magnus seri acilimi yontemi ile ¢oziilmiistiir. Elde edilen ¢éziimler
varsa analitik kesin ¢coziimlerle, yoksa Runge Kutta yontemi ile elde edilen ¢oziimlerle

karsilagtirilmistir.
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ABSTRACT

In this thesis, firstly the historical progress of the subject is considered. Then some basic
definitions and main theorems of Lie group, Lie algebra, Magnus series and differential
geometry are recalled. In addition essential definitions and theorems of a matrix
exponential mapping are given. The Magnus series expansion method for linear and

nonlinear ordinary differential equations is investigated.

At the end, first & second Painleve equations and linear & nonlinear oscillatory ODEs
that occur in physical and engineering applications, in which Magnus series expansion
hasn’t been applied, are considered and numerical solutions for these equations are
obtained by Magnus series expansion method. The results are compared with exact

analytical solutions and the solutions obtained by Runge Kutta method.
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1. BOLUM
GIRIS

Miihendislikten fizige, istatistikten biyolojiye kadar uygulamali bilimlerin ¢ogunda
karsilagilan problemlerde diferansiyel denklemler karsimiza ¢ikmaktadir. Her zaman bu
denklemlerin analitik ¢dziimlerini bulmak miimkiin olmamaktadir. Bunun i¢in bir¢cok
yar1 analitik ve niimerik yontem ve metotlar gelistirilmistir. Bu yontem ve metotlar
icerisinde niimerik yontem ve metotlar digerlerinden daha i1yi sonuglar verdiginden daha
cok tercih edilmektedir. Analitik kesin ¢oziimlerin bulunmadigi durumlarda niimerik
coziimler kesin ¢oziimler gibi kabul edilip diger yontemlerle elde edilen sonuglar da
niimerik c¢oziimlerle kiyaslanir olmustur. Diferansiyel denklem ve denklem
sistemlerinde elbette en az hatayla yaklagik bir ¢6ziim elde etmek Onemlidir. Fakat
sadece yaklasik ¢oziimiin dogrulugu bir¢ok fiziksel uygulamada yeterli olmamaktadir.
Fiziksel problemlerdeki enerjinin korunumu, momentum, agisal momentum ve simetri

gibi geometrik 6zelliklerin korunumu problemlerin ¢éziimiinde ve analizinde 6nemlidir.

Bunun i¢in elde edilen niimerik ¢oziimlerin ayni zamanda geometrik 6zellikleri basarili
bir sekilde korumasi ¢ok Onem kazanmaktadir. Geometrik integrasyon, diferansiyel
denklemlerin ¢oziimlerinin nitel 6zelliklerini ve geometrik O6zelliklerini basarili bir

sekilde koruyan niimerik integrasyon yontemidir.

Son zamanlarda sayisal ¢Oziim yaninda nitel Ozelliklerin ve geometrik yapmin
korunmasini saglayan metotlar diger standart metotlardan daha giivenilir, daha hizl,

daha hassas, daha ucuz olmas1 yoniiyle tercih edilir olmustur.

Geometrik integrasyonda geometrik 6zellikler niimerik metot icerisinde korunmakta ve
bu yiizden bu tir metotlar standart metotlara nazaran daha yiliksek performans
gostermektedir. Bu metotlar sivilarin yapisi, biyomolekiiller, kuantum mekanigi, nano
teknoloji gibi bir¢ok alanda kullanilmaktadir. Bu yeni yaklasimla elde edilen ¢oziim
analitik c¢coziimle ayn1 geometrik yapida yer aldigindan analitik sonuca daha yakin
sonuclar vermektedir. Adi diferansiyel denklemlerin geometrik integrasyonunda

kullanilan metotlardan baslicalar1 Splitting, Composition metotlar1 ve Lie grup
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metotlaridir. Baglica Lie grup metotlar1 Runge-Kutta Munthe Kaas metodlar1 (RK-MK),

Magnus seri a¢ilim1 metodu ve Fer agilimi metodudur [1].

Lie grup metotlarindan biri olan Magnus seri ac¢ilimi metodu W. Magnus’un 1954
yilinda yapmis oldugu “On the exponential solution of differential equations for a linear

operator” isimli ¢alismasina dayanmaktadir [2]. Bu g¢alismada Magnus, Y' = A(¢)Y
birinci mertebe lineer homojen diferansiyel denkleminin ¢dziimiinii Y (¢) = ¢*Y, matris

iistel fonksiyonu seklinde ifade etmis ve Q(¢) icin bir seri acilimi vermistir [2]. Daha

sonra bu agilim Magnus seri acilimi olarak adlandirilmistir. Magnus agiliminin ilk
fiziksel uygulamasi Robinson’un c¢alismasidir [3]. Bialynicki-Birula, Mielnik &
Plebanski [4], Mielnik & Plebanski [5], Strichartz [6], Klarsfeld & Oteo [7] ve Fomenko
& Chakon [8] gibi farkli yazarlar tarafindan Magnus seri ag¢ilimindaki terimleri veren
genel formiiller sunulmustur. Fakat bunlar ¢ok karmasik ve yiliksek mertebelerde
kullanim1 ¢ok da pratik olmayan formiillerdir. 1997 yilindan itibaren Iserles & Norsett
bu alanda ¢alismalar yapmaya baslamistir [9]. Magnus seri a¢ilimindaki terimleri veren
pratik bir algoritma 1999 yilinda Iserles & Norsett tarafindan verilmistir [10]. Blanes ve
calisma arkadaglar1 [11], Casas [12], Moan & Niesen [13] Magnus serisinin
yakinsakligini incelemislerdir. 1963 yilindaki Robinson’un ¢aligmasindan bugiine kadar
Magnus seri agilimi metodu bir¢ok alanda basariyla uygulanmistir [14-29]. Magnus seri
acilimi ve uygulamalar1 hakkinda daha fazla bilgi edinmek isteyenler Blanes ve calisma
arkadaslarinin “The Magnus expansion and some of its applications” [30] isimli
calismalarini inceleyebilir. Klarsfeld & Oteo Magnus operatoriin analitik 6zelliklerini
incelemislerdir [31]. Ozellikle Iserles & Norsett’in 1997 ve 1999 yilinda yaptiklar:
calismalarindan [9,10] sonra birgok arastirmact Magnus seri agilimi ile ilgili ¢aligsmalar
yapmiglardir [1,32-36]. Casas & Iserles 2006 yilinda lineer olmayan diferansiyel
denklemlerde Magnus seri acilimi1 metodu i¢in bir algoritma sunmuslardir [37]. Blanes
& Ponsoda 2012 yilinda homojen ve homejen olmayan lineer, smir deger ve baslangic

deger problemleri i¢in Magnus acilim1 metodunu sunmuslardir [38].

1.1. Amac¢ ve Kapsam

Bu calismanin temel amaci, Lie grup metotlarindan biri olan Magnus seri agilimi



metodunu inceleyerek literatiirde bu yontemin uygulanmadigi, I. ve II. Painleve
denklemlerine, yay tizerindeki bir cismin hareketinde ortaya ¢ikan lineer homojen ve
homojen olmayan adi diferansiyel denklemlere ve lineer olmayan baglantili Vander Pol
denklem sistemi ile zorlanmis Vander Pol salinim diferansiyel denklemine bu yontemi
uygulamaktir. Ayrica elde edilecek sonuclar, analitik ¢dziimlerle ve Runge Kutta
metoduyla elde edilecek coziimlerle karsilastirilacak ve sonuglar, tablolar ve hata

grafikleri ile verilecektir.



2. BOLUM
ON BIiLGILER

Bu boliimde temel tanimlar verilecektir.

Tanim 2.1. (Topolojik Manifold)

M bir topolojik uzay olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan M ye n-boyutlu bir topolojik
manifold (veya kisaca topolojik n-manifold) denir.

1. M bir Hausdorff uzayidir.

ii. M nin her bir agik alt kiimesi E” ye veya E” nin bir agik alt kiimesine
homeomorftur.

iii. M sayilabilir coklukta acik kiimeler ile ortiilebilir [39].

Tanim 2.2. (Diferansiyellenebilirlik)

E", n-boyutlu Oklid uzayinda U bir agik alt kiime olsun. f:U — E" fonksiyonu
verilsin. f* fonksiyonunun biitiin k. mertebeden kismi tiirevleri var ve siirekli ise f
fonksiyonuna C* smifindan diferansiyellenebilirdir denir. Diferansiyellenebilirlikte
tanim kiimesi acik olmak zorundadir. Ozel olarak f sadece siirekli ise C° smifindandir

denir. U iizerinde tamml1 C' smifindan fonksiyona 0-form adi verilir.
C*(U,R) = {f\f USR, fC Szmﬁndan} , C*(U,R) = {f\f eC'(U,R), ke N} dir.

Eger f:R" — R" birebir fve f' siirekli ise /' ye homeomorfizm, eger birebir /' ve

diferansiyellenebilir ise f* ye diffeomorfizm denir [39].

Tamim 2.3. (Oklid koordinat fonksiyonlari)
U ve Vsrrastyla E™ ve E" de birer agik alt kiime olsunlar. Bir
v:U->V
x =y () =(f), L), £, (X))
fonksiyonu igin biitin f,:U - R koordinat fonksiyonlar1 C* smifindan iseler

w e C*(U,V) dir denir.



Cw(U,V):{y/‘y/eC"(U,V),keN} dir. f fonksiyonlarma w nin Oklid koordinat

fonksiyonlar1 denir [39].

Tanim 2.4. (Koordinat Komsulugu= Harita)
M bir n-boyutlu topolojik manifold ve U da M de bir acik alt kiimesi olsun. Eger U

bir v homeomorfizmi ile E” nin bir W agik alt kiimesine eslenebiliyorsa, yani
v:Uc M—>WcE" homeomorfizmi varsa (U,y) ikilisine M de bir koordinat
komsulugu veya harita denir.

uelU icin y(u)e M dir ve t//(u):(x,(u),xz(u),...,xn(u)),xl.(u)e]R,ISiSn dir.
Burada x,(u) reel sayismma w(u)e€ E" noktasmm i-yinci koordinati ve u,:U - R

fonksiyonuna da »’nun i-yinci Oklid koordinat fonksiyonu denir. [39].

Tanmim 2.5. (Koordinat Komsulugu Sistemi = Atlas)
M bir topolojik n-manifold ve M nin bir agik ortisi {U,} olsun. U, agik

kiimelerinin « indislerinin kiimesi 4 olmak tizere {U

[e4

} ortiisii igin {U,} _ yazalm.
E" de U, ya homeomorf olan bir agik kiime E_, ve y, :U, —2mn s | - olsun,
Boylece ortaya ¢ikan (y,,U,) haritalarimin {(t//a,Ua )}&E/1 koleksiyonuna bir atlas

(koordinat komsulugu sistemi) denir [39].

Bir topolojinin n-manifoldu M ve bir P e M noktasmm agik komsuluklar1 da W,
olsun. P noktasinin lokal koordinatlari, W lar degistik¢e v, degiseceginden W, larin
sayis1 kadar y, vardwr. Her bir ¢ e 4 i¢in (y,,W,) tzerindeki lokal koordinat
sistemini (x',x5,...,x,) ile gosterelim. P noktasinin iki agik komsulugu W, ve W, ise
W,NW,#Q ise W,(\W, nn her bir noktasinda (x{",x5,...,x;) ve (x/,x),....x7)

gibi iki koordinat sistemi tanimlidir. Bu iki koordinat sistemi arasindaki bagnt1 Sekil

2.1. de verilmistir.



w' (Wa nw, ) cUcCE" ve (//; (Wa ﬂWﬂ) cV c E" alt kiimeleri, ikiser a¢ik kiimenin
birer homeomorfizm altinda gorintiileri olduklarindan agik kiimelerdir. Ayrica
vy v, il (W) sy (W 00, ) ve wll oy sy (W, W, ) > vl (W, 00, )
fonksiyonlar1 da  ikiser =~ homeomorfizmin  bilesimi  olduklarindan  birer

homeomorfizmdirler.

W, OW,

v, (0, v (0.0,

Sekil 2.1. M manifoldu iizerindeki koordinat sistemleri arasindaki bagmnti [39]

Kisaca yukaridaki fonksiyonu, ¢, =y ' oy, ve ¢, =y, oy, gosterimleri kullanilr.

¢, nn diferansiyellenebilir olmasi (¢,,), bilesenlerinin diferansiyellenebilir olmasini

gerektirir. Aynisey ¢,, fonksiyonu iginde sdylenebilir [39].



Tanim 2.6. (Diferansiyellenebilir Yap1)

M., n-boyutlu bir topolojik manifold ve M nin bir atlas1 S ={y,,,} _ olsun. Eger S

€A

atlast igin W, W, #J olmak lizere Vo, € 4 ya karsilik ¢, ve ¢,, fonksiyonlari

C* smifindan diferansiyellenebilir iseler S ye C* smifindandir denir. S atlas1 M

iizerinde C* smifindan oldugu zaman S ye M iizerinde C* smifindan

diferansiyellenebilir yap1 denir [39].

Tanim 2.7. (Diferansiyellenebilir Manifold)
M, n-boyutlu bir topolojik manifold olsun. M iizerinde C* smifindan bir

diferansiyellenebilir yap1 tanimlanabilirse M ye C* smifindan diferansiyellenebilir

manifold denir [39].

Tanmim 2.8. (Tanjant Vektor, Tanjant Uzay, Tanjant Demet)
M, n-boyutlu bir manifold ve p(z) e M diferansiyellenebilir bir egri olsun. p(0) = p

dp(®)
t

ise p noktasmndaki tanjant vektori, a= dir. p noktasindaki tiim tanjantlarin

t=0

kiimesine p noktasindaki tanjant uzay1 denir ve TM|p ile gosterilir. Ve bu tanjant uzay1
n-boyutlu bir lineer uzaydir. Yani, a,b e TM|p ise a+be TM|p ve herhangi bir o reel

sayist i¢in aa eTM|p dir. Vp e M noktalarindaki tiim tanjant uzaylarm kiimesine

tanjant demeti (tangent bundle) denir [1].

Tanim 2.9. (Lie Grubu)

Bir G ciimlesi verilsin. Sayet G asagidaki sartlar1 sagliyorsa, bu taktirde G ye bir Lie
grubu denir [40].

1) G bir diferansiyellenebilir manifolddur.

2) (G,.) bir gruptur.

3) u:6xG—->G, u(a,by=ab ve 1:6>G, 1(a)=a" diferansiyellenebilir

tasvirlerdir.



Bagka bir ifadeyle bir Lie grubu G, carpma u:GxG—G, u(a,b)=ab ve ters
1:G > G, (a)=a"' tasvirleri C” olan grup yapisma sahip, diferansiyellenebilir bir

manifolddur [41].

Tanim 2.10. (Lie parantez operatorii (komiitator))

Bir matris Lie cebiri g de Lie parantez operatérii [.,.]: gxg — g

[u,v]zuv—vu, Vu,veg, (2.1)
seklinde tanimhdir. u,v,zeg ve «a,fe€R i¢in Lie parantez operatorii asagidaki
aksiyomlar1 saglar [42].

. [oau+ pv,z]=alu,z]+ P[v,z],

i [u,v]=—[v,u],

i, [w,[v,z]]+[v,[2,u]] +[2,[1,v]] = 0. (Jacobi dzdesligi)

Tamm 2.11. (Lie cebiri)
Bir G Lie grubunun birim eleman / daki tiim tanjantlarnin lineer uzayma G Lie
grubunun Lie cebiri denir. g Lie cebirinde Lie operatorii (Lie parantez operatorii),

2

p(s)o()p(=s) (2.2)

s=t=0

0
[erl=5

seklinde tanimlidir. Burada p(s) ve o(t), p(0)=0c(0)=1 ve p'(0)=x, ¢'(0)=y olan
G Lie grubunda diferansiyellenebilir egrilerdir [1].

Bir diger ifadeyle lizerinde Lie parantez operatori [.,.]:V xV —V tanimh V lineer

uzayina Lie cebiri denir [1].

Tanmim 2.12. (Reel Matris Lie Grubu)
Matrislerde ¢arpma ve ters iglemlerine gore kapali olan R™ nin diferansiyellenebilir alt

kiimesi G < R™ ye reel matris Lie grubu denir. Birim matris / € G ile gosterilir [1].

Tamm 2.13. (Matris Lie Cebiri)
dp(s)

dS s=0

G matris Lie grubunun Lie cebri ge R"™, 4= seklindeki tim nxn



nxn

matrislerden olusan R

g:{AeRnxn:A:dp(@
ds

nin lineer alt uzayidir.

}, (2.3)

burada p(s), G de diferansiyellenebilir bir egri ve p(0)=17 dir. g uzayr matrislerde

toplama, skalerle carpma islemlerine ve
[A,B] = AB - BA, (2.4)

matris komiitatoriine gore kapalidir [1].

Tanmim 2.14. (Salimim diferansiyel denklem)
Bir diferansiyel denklemin asikar olmayan tiim ¢oziimlerinin sonsuz sayida sifir1 varsa
bu c¢oziimlere salinimli ¢oziim, bu diferansiyel denkleme de salimim diferansiyel

denklem denir [43].



3. BOLUM
MAGNUS SERi ACILIMI METODU

Bu boliimde bir Lie-grup metodu olan Magnus seri agilimi metodu, Lie grup yapisiyla
Magnus serisi arasindaki iliski ile lineer ve lineer olmayan Lie tipi diferansiyel

denklemler i¢in Magnus seri yontemi incelenecektir.
3.1. Giris

Magnus seri acilimi metodunda amag, adi diferansiyel denklem veya denklem
sitemlerini,

y(t) = A@)¥(1), (3.1)
(3.1) matris diferansiyel denklemi sekline dontistiiriip daha sonra bu denkleme Magnus
serisi ile yaklasik bir ¢6ziim bulmaktir. (3.1) denklemi matris diferansiyel denklemi
oldugundan daha once genel Lie grubu i¢in 2. béliimde verilen tanimlar bu defa matris

Lie grubu i¢in verilecek ve ardindan [1,44] te yapilan ¢aligsmalar incelenecektir.

Tamm 3.1. (Matris Lie grubunda diferansiyel denklem)

Bir matris Lie grubu {lizerindeki diferansiyel denklem,

Y'=A(tY)Y, t>0, Y(0)eG, (3.2)
seklinde tanimlanir. Burada 4:RxG — g ve AY matris carpimi, G matris Lie grubu,
G matris Lie grubuna karsilik gelen Lie cebiri g, Aeg ve YeG dir [1]. (3.2)

denklemine ayn1 zamanda Lie tipi diferansiyel denklem denir.

Tamim 3.2. (Ustel tasvir (exponential mapping))

G bir matris Lie grubu ve g de onun Lie cebiri olsun. Ustel tasvir

expm:g—>G, expm A=ij—j, (3.3)
= J!

seklinde tanimlanir. expm(O) =1 dir. A matrisi i¢in, O € G nin yeteri kadar yakin bir

komsulugunda iistel tasvir expm nin, logm:G — g ile verilen diferansiyellenebilir bir

tersi vardir [1].
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Tanim 3.3. (Adjoint gosterim)

Bir matris Lie grubu G de, A4d adjoint gosterim ve onun tiirevi olan ad operatdort,
Ad,(A)= PAP, (3.4)
adA(B):AB—BA:[A,B], (3.5

seklinde tanimlanir [1].

Tamim 3.4. (Ustel tasvirin tiirevi)

Ustel tasvirin tiirevi dexp:gxg— g,

%GXP(AU ) =dexp,,, 4'(¢) exp(A(1)), (3.6)

seklinde tanimlidir [1].

dexp,, ad, nm analitik bir fonksiyonu oldugundan,

_expm(ad ) -1

dexp, = o
A

(3.7)

elde edilir. Burada expm(ad ,), I ve ad, matris oldugundan ve expm(ad,) —1 bolme

ad ,

islemi matrislerde yapilamayacagindan,

in seri acilimindan yaralanarak

X
expmad,) =1 kuvvet serisine agilacaktir.
ad ,
e -1 :1+lx+lx2+lx3+---+ ! x’ +... oldugundan,
X 2! 3l 4! (j+D!
expm(ad ,C)—1
dexp,(C) =
p.(C) ad C
_c+L ad, il dC+—ad C+-+ ad’/C +-+-,
2! 3! 4! (j+D)!
| (3.8)
=C[aclr [A A c]]+ [ [4[4.C]]]+
_,Z(;(J+1)'
dexp, :L 1 bulmak i¢in de in seri agilimindan yaralanilacaktir.
exp(ad ,)—1 e —1

11



X+—Xx X+
e’ -1 2 12 720

Jj=0
burada B,, ilk terimleri B,=1, B =-3, B,=¢, B,=—3, Bi=7 ve
sz+1 =0, j=1,2,3,... olan Bernoulli sayilaridir [45].
O 1 1 5B, .
dexp, (C) = C_E[A’C] +E[A’[A’CH e Z—,,ade, (3.9)
=0 J-

seklinde elde edilir [1].

3.2. Magnus Seri Acilimi

y'=al)y, t20, y(0)=y,, (3.10)

(3.10) lineer diferansiyel denkleminin ¢éziimii,

()= exp( | a(é)d:]yo, (3.11)
0

dir. Burada matris diferansiyel denklemi i¢in genelleme yapilarak,

Y'=A4@)Y, 20, Y(0)=Y, (3.12)

(3.12) lineer matris diferansiyel denkleminin ¢6ziimii,

Y(t) = expm( | A(é)d:]Yo, (3.13)
0

dir denilebilir, fakat bu dogru degildir [43].

(3.12) lineer matris diferansiyel denkleminin bir ¢oziimii (3.13) olsun. [0,7] kapali

araligy, [0,¢,]U[1,1], (0<¢ <t) seklinde iki kapali araligin birlesimi olarak yazilirsa,

ja(é)dé = ]‘a(é)dé +ja(§)d§

0 0

olur. Buradan da

exp( | a(é)dé] - exp( [ a(é)dé]eXp[ | a(é)dé] - exp[ | a(é)dﬁ]exp[ [ a(df)@’df]

4 4 0

elde edilir.
exmeA(é)dé]:B, expm[j.A(é)dé]:C, (3.14)
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olmak iizere (3.12) lineer matris diferansiyel denkleminin ¢oziimii

Y(0) = expm| [ A()d |,

—expm| [ A©)dz expm[}A(é)d:]nzBCYs

4

—expm| [ A(£)de exmeA(é)dé]%=CB%

Y(¢) = expm jA(.»:)de: Y, = BCY, = CBY,

seklinde elde edilir.

Matrislerde degisme Ozelligi olmadigindan BC # CB dir. Bu durumda (3.12) lineer
matris diferansiyel denklemi i¢in (3.13) bir ¢6ziim olamaz. (3.10) lineer diferansiyel
denkleminin ¢6ziimii (3.12) lineer matris diferansiyel denklemi i¢in genellenemez [43].
Simdi,

Y't)=A0)Y(t), >0, Y(0)=Y, €6, (3.15)
Lie tipi lineer diferansiyel denklemi incelenecektir. Burada G matris Lie grubu, g de
onun Lie cebiridir. 4:R"— g ve A(t)e g dir. Hausdorff [46], (3.15) denkleminin
¢Ozumunu,

Y(t)zexpm(a(t))Yo, (3.16)

matris listel fonksiyonu seklinde bulmustur. Burada o(¢),

Z(E{_l)lk)' d“(c',0)=a, 20, o(0)=0, (3.17)

kapali lineer olmayan (3.17) denkleminin ¢oziimiidiir ve

D, k=0,
d"(p,q) = 3.18
“@(pq) {[ad"“(p,q),q], k=1, G19)

dir [46]. Daha sonra Magnus (3.17) denkleminin,

oc'=a+— ad(a a)+z 2k)' d*(a.0) (3.19)

sekline donustiiriilebilecegini fark etti [2]. Burada B,, Bernoulli sayilaridir. Magnus
a(1) yi,
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t t T t T &
o(f) = j A(r)dr +% j {A(w, j A(é)dé}zr +§ j {A(w, j {A(@, j A(é”)dé”}déf}df
(3.20)

%m/l(r),iA(:)dé},ifl(;)dc}dw---

seklinde elde etti. Burada A(f) € g oldugundan (3.18) denklemindeki her bir terim ve
onlarin lineer kombinasyonlar1 yine g dedir. Dolayisiyla V¢ >0 i¢cin o(¢f)e g dir. Bir

baska degisle Magnus seri agilimindaki tiim terimler ayn1 Lie cebirinde yer alir bunun
sonucu olarak Magnus seri aciliminin herhangi bir teriminden itibaren kesilmesiyle elde
edilen kesilmis Magnus serisi de yine ayn1 Lie cebirinde yer alir. Dolayisiyla herhangi
bir mertebeden Magnus seri acilimiyla elde edilen yaklasik ¢éziimler, analitik ¢6ziimiin
nitel ozelliklerini korur. Bu Magnus seri acilimi metodunun en Onemli

avantajlarindandir [47]. Magnus o (¢) nin seri agilimi i¢in ne genel bir formiil vermis

ne de metodun mertebesi ve hangi mertebede Magnus seri agiliminin hangi terimde
kesilecegi hakkinda bilgi vermistir. Magnus seri agilimi metodunun ana fikri (3.20)
Magnus serisini uygun bir yerden kesip elde edilen terimleri verimli bir sekilde
hesaplamaktir. 1997 yilinda Iserles ve Norsett Magnus seri a¢ilimindaki terimleri veren
ve boylece onlarin 6zyinelemeli (recursive) degerlendirme ve analizine imkan taniyan
genel bir yontem bulmuslar ve Lie tipi lineer diferansiyel denklemler icin Magnus seri

a¢1lim1 metodunu sunmuslardir [9,10].

Magnus serisi agilimi1 metodunda 3 ayr1 hata kaynagi vardir [32]. Bunlar;
v Sonsuz Magnus serisinin kesilmesi,
v Cok degiskenli integrallerin ayriklagtirilmasi (discretization),

v Matris tstel fonksiyonunun degerinin yaklasik olarak bulunmasidir.

Iserles, Marthinsen & Norsett ilk iki hata kaynagmni incelemislerdir [32]. Matris iistel
fonksiyonunun degerinin yaklasik olarak hesaplanmasinda ¢ok yaygm kullanilan
bilgisayar yazilimlar1 bu hesaplamay1 yaparken Pade yaklasik ¢6ziim metodunu
kullanmaktadir. Bundan dolayr Magnus seri acilimi metoduyla elde edilen yaklasik
coziimlerdeki hatanin  bir kismu da kullamilan matematik yazilimlarimdan

kaynaklanmaktadir [47].
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3.3. Picard Iterasyonu

Z—y=f(x,y), W)=Y, (3.21)
X

Y(x), (3.21) baslangi¢c deger probleminin ¢oziimii olsun. (3.21) denkleminin her iki

tarafinin integrali alinirsa
Y(x) =Y, + [ £t Y(0)adt (3.22)
esitligi elde edilir. (3.22) denklemi,

Y, (x)=Y,+ [ f@.Y, @), x,<x<b,  m=123.. (3.23)

(3.23) iterasyonu ile ¢oziliir [43]. (3.23) esitligine Picard iterasyonu denir.
3.4. Lineer Denklemler icin Magnus Seri A¢ilimi1 Metodu

Bu bolimde Iserles ve calisma arkadaslarinin [1] de sundugu lineer diferansiyel

denklemler i¢in Magnus seri acilimi1 metodu incelenecektir.

Matris Lie grubu G de,

y(O)y=A@0)y@),  y(0)=y,. (3.24)
seklinde verilen lineer matris diferansiyel denklemini ele alalim. Burada 4:R — g ve
A(t) € g dir. Bu durumda (3.24) denkleminin ¢6ziimii Magnus seri agilimi yontemiyle

asagidaki gibi bulunabilir [1,44].

y(t), matris Lie grubu G nin bir elemani ve A(#) matrisi bu gruba karsilik gelen Lie
cebiri g igerisinde yer aldigindan (3.24) denklemi bir lineer Lie tipi denklemdir. Burada

amag, (3.24) denkleminin ¢ézimii
y(1)=exp(Q(1)) v, (3.25)

olacak sekilde bir €2(¢) matris fonksiyonu bulmaktir.

(3.24) denkleminin ¢6ziimii (3.25) ise, €2(¢)
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Q(f) =dexp,, (A1), Q(0)=0, (3.26)
diferansiyel denklemini saglar [44]. (3.26) denklemi,
Q) = A7) —%[Q(t), AD]+ é[Q(t), [Q), 40)]]+... (3.27)

(3.27) denklemini sonu¢ verir. Burada nokta ¢ ye gore tiirevi gostermektedir. Bu

durumda (3.27) denklemine Picard iterasyonu uygulanarak Q(#) matris fonksiyonu i¢in

yaklagsik bir ¢6ziim bulunabilir [44].

Q(t) ¢oziim fonksiyonu i¢in €2, baslangi¢ yaklasimi olsun. (3.26) denkleminde
baslangic kosulu €(0)=0 oldugundan Q, =0 secelim. (3.27) denkleminde €, =0
yerine yazilirsa,

Q) =A@1), Q0)=Q,=0, (3.28)

elde edilir. (3.28) denkleminin # degiskenine gore integrali alinirsa,

jQ(é)dé = jA(é)di, (3.29)

0 0

Birinci iterasyon,

Q, = jA(é)dé. (3.30)
0

bulunur. (3.30) denklemi (3.27) denkleminde yerine yazilip integrali alminca ikinci

iterasyon,
92(0=£A(e:>dé—%i[ﬂ,@),A(:)}dé+ﬂ[ﬂ,@),[ﬂl(@,A(s)ﬂd«:+--- (3.31)
elde edilir. Benzer sekilde, figiincii iterasyon,

93(0=£A(§)d§—%i[ﬂz(é),/l(é)]dé+%£[92(5),[92(5),A(é)ﬂdﬁ+--- (3.32)

olur. Q, (3.31) denkleminde yerine yazilirsa,

t t]| &
Q, (1) = [A(&)d¢ —% | { [ >d;,A(5>}d5
(3.33)

t

< 5
+éj{ A, )df;,“ A(éz)dgz,A(g)ﬂ dE +---

0
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elde edilir. Q, ve Q, (3.32) denkleminde yerine yazilirsa,

t|§
Q1) = j A&)de-— j [ | A(@)d:z,A(a)}d;

tl & &
+%1Mj A(é)dé,A(éz):ldgzaA(gl):ldgl

of oL O

S

"31
i { | A(@)déz,[ | A(é)déA(;)Hdé

12

o t—_—

& als
__J' IA(‘é)dé’D jA(§3)d§3’A(§z) dfz,A(é)} dé,

ds,, A(&) |d¢&

p & &
1 [I 1] [acpde,.| [ ae)ae, aé)

\S]
N
[
o KA
I

RS 4
_. j | A(é)dé,/l(éz)}déz,{ | A(éfz)dé,A(é)} d¢,

ool>—

L] &l &
——f { | { | { [ A(é)dé,A(é)}dé,A(é)}dé,A(él)}dé (3.34)

elde edilir. € i¢in Picard iterasyonu ile elde ettigimiz Q,Q,,Q.,... iterasyonlar1

icerdikleri integral ve komiitatdr sayisma gore terimleri yeniden diizenlenip

H,, i=0,1,2,... seklinde adlandirilirsa Q, her biri integraller ve komiitatorler (Lie

parantezi) igeren terimlerin lineer kombinasyonu seklinde yazilabilir.
Q()=Y H, (3.35)
i=0

burada her bir H,, i tane komiitatéor ve (i+1) integral igeren terimlerin lineer

kombinasyonundan olusmaktadir [1]. (3.35) Magnus serisinin ilk terimleri

Hy(0) =] Aw)ar, (3.36)

t b

H(t)=—= f [f A(t,)dt,, A()]dt, (3.37)
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t oty

H (1) = —if [I A(t,)dt, ,[I [I A(t)dt, A(t)ldt,, A, )]lde,

I[H Aty Aty [I A(t,)dt,, A,

I[H A(t,)db, [f Aty )dty, At )Jdey, A,

tly b

—éf (e e e s, et A

1.0 =~ apan. L acyan ] acyan il aca, acomia

+LH Attt 1T e yat, 1] s, ace i, 4o,
+—M A(t))ds, [I[I[I Ay, A, Y1dty, A(t, )y, AT,
+—j[I[IA(t )dt,, A(t,)]dt,,[ IIA(t )dt,, A(t,)]dt,, A(t5)]]dt,

t ts &3

+—I[H A, [I A, AN, [I A, AN,

+—M[H A, A(t,)dt,, A(t,)ldr, [I A, A Yldb,
+—I[H At [H Ay, A, YIdt,, A ))dt,, A )ldb,
+—H[H A, A(t,)dr, [f A, AN, AG, ),

H[H A, [f Ayt ATy, At A,

ol ty L

+éf (T ey, e, e yan, A v, acc1a,

18

H(t)_—f[f A(t,)dt, [f A(ty)dt,, A(t)]dt, +— H[f A(t)dt,, A(t)dt,, A(t,)ldt, (3.38)

(3.39)

(3.40)



ls

1150 =+ [ acan. il acyan. ] acan il acan, e, acoma

*mj acrar, [f At )di, [ f Lttt e, e, 1] acas, acma,

S J [g A, )dr,,[![! e iy At 1] e e ] 4y, AT

—Lj[tjfl(t )dt, ,[T[TAU )dt;,[ ﬁA(l )dt,, A(ty)]dt,, A(2,)]ldt,, A(t,)])dt,
j [I A(t)d,, [}[][] A(t,)dt,, A(ty)ldt,, [ I A(t,)dt,, A(t,)]ldt,, Ato)]]dt,
M A(t)dt,, [}[II[] A(t)dt,, [I A(t,)dt,, A(t;)]1dts, A(2,)]dt,, A(t,)])dt
M A(t,)dt,, [}[][][}A(t ydt,, A(ty)]dt,, A(%;)]dt, A(e,)ldt,, A(tg)]ldt

t tg b

mJ[H A, A(t,)dt, | f At [I A, [f At AT

—T%I[I[IA(t])dtl,A(tz)]dt H ) aae, [f At )ty ()i, At )TN,
—ij[tf[tfz/l(r Yt A(t)ldt | H t{A(r Yt Aty At ), AGt, il
j[][]A(r ), [I At )t () | IIAU Yt Aty At
j[][}[]A(r Yt At )ty At [I[f At )ty At )y, A, )i,

j[][]A(r ), [I[I At )ty At ey, At N, [f At )dty, AN,

ot ty by

‘KM[M A, A I A)dr,, AN, [I A)d,, A, Y])ds,

t Ity B

— {[{[H At [f AGe))dt,, A, At e, [f At A )],

I[H[H Ay, A )1dty, A(t,)dty, A, ), [I At At

t g I

*WOH[I A, [I A, [ f Ay, [f Ay, AT, A, )dr,
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——j [][] A, )dt,,[f [I A, >dr1,[f At )ty Ay, At Tt AG, )N
j [][] A, >dr],[}[}[}A(r Yt At )ty A(t) s, A, At
—ij JJ [T A(r»dt],A(r»]drz,[][th(rl Yty At )1dty, A(t, )iy, A 1d,
j J{i{i A, >dr],[f At A1) ]dt3,[f At )t AT, At

tlgls i3 L

——I (el e yar, A, >]dr3,[f At A, AG) e,

OOO

I il 4, )dr,,[f [f At At AT AV dt,, AG )N,

totg b5 Uy b

- - LI acyan, 4, >]dr2,[f Ay, A(e, Yty At ldt,, A(t, s,

t ol Is 1y 4

- - I e )dr,,[f Aty ATV At dty, Ay, A,

t e ls 1y 1

I yat, A, acear, e, acar, w641

320000
dir. Magnus seri acilimindaki terimler Renan Cabrera ve Herschel Rabitz’in Uluslarasi
Matematika Kullanicilar1 Konferansinda (International Mathematica Users Conference
2009) sunduklar1 “Symbolic Magnus Expansion with PrinLieCalc 1.0” yazilimiyla
hesaplanmistir. (3.35) esitligi (3.26) denkleminin yaklasik bir ¢oziimiidiir. Fakat (3.35)
denkleminde i degeri arttikca Magnus seri acilimi1 daha karmasik terimlerden olugsmakta
ve bu terimlerdeki integral ve komiitator sayisi1 arttikga integrallerin yaklagik
degerlerinin hesaplanmasi daha zor ve maliyetli olmakta ve daha cok zaman almaktadir.
Bu yiizden Magnus seri acilimi belirli bir yerden kesilerek yaklasik ¢oziimler hesaplanir.
Iserles ve caligma arkadaslar1 Magnus serisinin nasil kesilecegini Teorem 3.4.1. de ifade

etmiglerdir [1].

Teorem 3.4.1.
Q(t), t’nin tek kuvvetlerine gore agilabilir ve Q, (1) =Q(1)+O(**""), g e N.
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Teorem 3.4.1. in sonucu olarak ¢ >2 i¢cin (2g—1) ’li integrallerin lineer kombinasyonu
O(*"") de yer alir. Ornegin 4. mertebe Magnus agiliminda (MG4) ¢=2 olur ve

2g —1=3 olacagindan Magnus seri agiliminda 3’lii integraller

t 4 t b

f[f A(t, )drz,[f A(t))dty, AN, ve ![![! A(t)dt,, A(t,)dt,, A(t,)]dt, nin  lineer

kombinasyonu

t b t b

1 f a6, )drz,[f A(t)dty, ()]l +~ f (e ey, A e, a1,

O(t5 ) de olacagindan 4. mertebe i¢in sadece ilk iki terim yeterlidir.

Magnus seri a¢iliminin mertebelere gore hangi terimde kesilecegi asagida verilmistir [1].

Q) :I A@)dl, - 2.mertebe
—lj[]z.A(t])dt],A(tz)]dtz > 4.mertebe
+—j [TA(r >dr2,[f At )y, A,
+1j[tf[tfzA(n)dr],A(r2>]dr2,A(r3>Jdr
——I [I At >dr3,[T[TA(r Yty At )y, At )TN
——j J{f A(t)dty, A1) dt3,[f At e, At
——j J{f At >dr2,[f At )y, AT, At

oty b

—é Iddd A(t)dt,, A(t)dt,, A(t)dt, A(t)]dt, — —  6.mertebe

3.5. Gauss Tiimlevi (Gaussian Quadrature)

Bir onceki boliimde elde edilen Magnus seri agiliminda ortaya ¢ikan katl integralleri

hesaplamak i¢in bazi tlimlev tekniklerine ihtiyag duyulmaktadir. Burada Gauss tiimlevi
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ve Legendre polinomunun kokleri kullanilacaktir. n. dereceden Legendre polinomu

P (x) [-1,1] simetrik araliginda tanimhdir. P (x) polinomu 2x -1 ile 6telenirse [0,1]

arahiginda asagidaki gibi tanimlanan &telenmis Legendre polinomu P (x) = P,(2x—1)

elde edilir [48].
B(x) =1,
P'(x)=2x-1,

P} (x) =6x" —6x+1,

P (x)=20x>-30x" +12x 1,

Lemma 3.5.1.
Asagidaki ozellikleri saglayan P, (x):[0,1]] >R n. dereceden (n=1,2,3,...) P, (x)

polinomlar1 vardir [48];

1

p: [P0 (x)dx=0, m=n, (3.42)
0

p,: P()=1, n=123,..., (3.43)

py: P(1-x)=(-1)"P(x), n=1273,..., (3.44)
1

IR IP*(x)zdx:;, n=12,3,..., (3.45)
0 2n+1
) 1(dY .,

Ds: Pn(x):—(—j (x*=x)", n=12.3,..., (3.46)

n!\ dx
Pe: nP (x)=Qx-1)2n-)P _ (x)-(n-1)P ,(x), n=23,4,.., (3.47)

P’ (x)=0 denkleminin (0,1) arah@mda » tane farkli reel kokii vardir.

Timlev formiiliiyle yapilmak istenen, tek degiskenli bir fonksiyonun integrali i¢in
yaklasik deger bulmaktir. Integral araligndaki belirli noktalarda integrali alman
fonksiyonun agirlikli toplami seklinde yazilmasiyla yaklasik deger hesaplanir. Newton-
Cotes gibi yontemlerde esit aralikli noktalar kullanilirken Gauss tiimlevinde bu noktalar

esit aralikli degil en az hatayi, optimum dogrulugu verecek sekilde secilir. Bu noktalara
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diigiim (node) denir. Gauss tiimlevinde bu diigiimler P (x) Legendre polinomunun [0,1]

araligindaki kokleridir [49].

3.5.1. Tek integraller icin Gauss tiimlevi

Tek integraller i¢in Gauss tiimlevi asagidaki gibi tanimlanir.

Tanim 3.5.1.1.
n. derece Legendre polinomu Pn*(x)’in kokleri x,,x,,x;,...,x, olsun, i=12,...,n i¢in

¢, agrrhiklar: asagidaki gibi tanimlanir,

1, _
¢ =[[[—tax. (3.48)
0

j:] Xl. —X]
J#i

Eger ¢(x) derecesi 2n’den kiiciik herhangi bir polinom ise Gauss-Legendre tiimlevi

1 n

[p0dx = ch(x) (3.49)
0 i=1

seklinde tanimlhidir [49].
3.5.2. Kath integraller icin Gauss tiimlevi (Multivariate Gaussian Quadrature)

Bu boliimde Magnus seri agiliminda ortaya c¢ikan kath integrallerinin niimerik
degerlerini hesaplamak icin Gauss tiimlevi uygulanacaktir. Tek integrallerde oldugu gibi
katli integrallerde de Gauss tiimlevi ¢ok degiskenli fonksiyonun agirlikli toplami
seklinde yazilmasiyla elde edilir. Burada b, agirlhklar1 Lagrange interpolasyon
polinomlarmin ¢arpimmin kath integralleriyle verilir. Burada Iserles ve c¢alisma

arkadaslarinin [1] de sundugu politoplarla kath integral tiimlevi incelenecektir.

Magnus seri agilimindaki katl integraller
1(h)= ISL(A(fl ) A(S)s. s AGOMS, ... dG, (3.50)

seklinde olsun. Burada L ¢ok degiskenli fonksiyon, s verilen ifadedeki integral sayisi, /

katl integralin yaklasik degerini hesplamada kullanilan adim araligidir. S ise
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S:{e;,éz,...,és eR:& e[0,h],&, e[O,émJ,k=2,3,...,s}, (3.51)

seklinde tanimlanan 6zel bir politoptur. Burada m, {1, 2,00, 8— 1} dir. Ornegin,

5 § %

[[[4&), ﬂ@A@ﬂM§Wj”Hﬂ®A@MA@ﬂ%

[SY N

integralleri sirasiyla

L(F,F,,F)=| F,[F.E]], m=1, m=1

ve

L(F,F,,F)=|[F,,F,].F ], my=1, m=2

seklinde ifade edilir. Burada her iki integralde de ti¢lii integral bulundugundan s =3 tiir.
(3.35) integralinin yaklasik degerini hesaplamak i¢in v. derece Legendre polinomu

P (x)’in farkli reel kokleri ¢,c,,...,c, €[0,1] leri tiimlev noktalar: olarak segelim.

Daha sonra A4, = hA(c,h), k=1,2,...,v tahminlerini hesaplayalim ve Gauss tiimlevini

D(h)= D b L(4, 4, ..., 4,) (3.52)

keCy
seklinde olusturalim. Burada C;, {1, 2,...,v} kiimesinden olusturulan en az bir bileseni

digerlerinden farkli olan tiim siral1 s’lilerin kiimesidir.

S’:{g,,gz,...,gs eR:& e[0,1],¢, e[O,émJ,k=2,3,...,s}

l(x)= 1’4, j=L2,...,v, (3.53)

kardinal Lagrange interpolasyon polinomu olmak tizere b, agirliklari

b= [ TT &)dé, (3.54)
i=1
seklindedir. (3.53) polinomunu tiimlev noktalarinda yerine koyarak elde edilen
AD=hn">, G] 4 (3.55)
k=1

(3.55) esitligini (3.50) denkleminde A(¢) yerine yazarak integral alinir. Artik (3.50)

denklemindeki kath integralin yaklasik degeri (3.52) tiimlevi ile hesaplanabilir. Iserles

ve caligma arkadaslar1 bu metodun mertebesini asagidaki teoremde vermistir [1].
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Teorem 3.5.2.1.

c(t):H(t—ck) seklinde tanimlanan c¢(#) polinomunun asagidaki ortogonallik
k=1

kosulunu sagladigi en biiyiik i >0 tamsayisi m olsun.
1

[ere@as=0, i=12,..,m.

0

Ortogonallik kosulu, tiim S politoplar1 ve tim cok degiskenli (multilinear) L

fonksiyonlar1 i¢in (3.52) tlimlevinin mertebesinin v+m olmasin1 gerektirir. Eger
€5Cy,...,C, v. derece Legendre polinomu P (x) m [0,1] araligimdaki farkh reel kokleri

(Gauss-Legendre noktalar1) ise (3.52) tiimlevinin mertebesi 2v olur.

Simdi 4. mertebeden kesilmis (fruncated) Magnus seri acilimi i¢in bir algoritma

olusturalim. Teorem 3.5.2.1. e gore 4. Mertebe Magnus seri acilimi metodu i¢in Gauss-

Legendre tiimlevinde yalnizca 2. dereceden Legendre polinomu P (x)’nin kokleri

kullanilacaktir. Bu durumda v =2 ve mertebe p =4 olur.

Onceki boliimde verdigimiz Magnus seri agilimindaki integraller 7,(7), i=1,2,3,...

o=l &g
L&

L=t aenie.ae
L& &

Lo =) ae) @) aemagds.de

000
6 &

ro =)t aen aenzazae

seklinde yeniden adlandirilirsa,

1 1 1
Q(l‘)zll—512+al3+zl4+... (356)

denklemi elde edilir. (3.56) denklemindeki ilk dort integrali Gauss (Gauss-Legendre)
tiimlevi ile hesaplanacaktir. 2. dereceden Legendre polinomu P, (x)’nin kokleri

3 _1
6 G =T

N

¢ = ¢ ve v=2 dir. Lagrange interpolasyon polinomlar1 ise

0=
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[ (x)=2"% =—fx+ (\/§+1) (3.57)

¢ -
lz(x):cx_ =J§x—%(«/§—1), (3.58)

dir. Bu durumda

4 = hA((g—%)h) (3.59)
ve
4, = hA((ng%)h) (3.60)

dir. /,(¢) integralinin Gauss tiimlevi i¢in L fonksiyonu ve sirali s’lilerin kiimesi sirastyla
L(A())=A(,) ve C! :{(1), (2)} seklinde tanimlanir. Tiimlevdeki b, agirliklar: ise

(3.54) denkleminden,

1

—[nEds =2, by =[1E)dE =1, (3.61)
2 ) 2

0

seklinde elde edilir. /,(¢) integrali icin Gauss-Legendre noktalarini kullanarak elde
edilen tiimlev

D, (h) =byL(A)+b,,L(4,) = 1(4,+4 ) (3.62)
dir. 7,(¢) integralinin Gauss tiimlevi i¢in L fonksiyonu ve sirali s’lilerin (s =2) kiimesi

sirastyla  L(A(&), A(E,)) =[A(E,), A(E)] ve C)={(1,2),(2,1)} seklinde tammlanur.

Dolayisiyla tiimlevdeki b, agirhiklari,

& 1 &
jz,(mlz(:z)dad:z:%—ﬁ by =] [ 160 (655 = : i, (3.63)

boa = 12

o'_‘_.

olur. Buradan 7,(¢) i¢in Gauss-Legendre tiimlevi
Dz (h) = b(],2)L(A1 > Az) + b(z,l)L(Az > Al) = b(1,2) [’42’ Al ] + b(z,l) [Al » Az]

NE) (3.64)
= (b(],Z) _b(2,]) )[Az’ 4 ] = _?[AZ’ 4 ]

seklinde elde edilir.

Bundan sonraki integrallerde integral sayisi s arttikca yapilan islemler de daha karmasik

bir hal alacaktir. Ugiincii integral i¢in Gauss tiimlevindeki L fonksiyonu ve siral1 s’lilerin

(s =3) kiimesi sirasiyla
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L(A(): A(,), A(S) =| A(E,).[4(&,). 48]

ve

C'=C; = {(1,1,2),(1,2,1), (1,2,2),(2,1,1),(2,1,2),(2, 2,1)}

dir.

C; deki her bir iigliiye karsilik gelen b, agirhiklari ayri ayri bulunmahdir. Burada

(1,1,2) tgliistine ait b, ,, agirhigini bulmak igin (3.54) integralini hesaplarsak,

i 5
(S5 (5)dedS,dg, = (3.65)
(1 1,2) 1 2 3 146,463
000 48 240
olarak bulunur. Aym sekilde diger agirhiklar da (3.54) integralinin hesaplanmasiyla
asagidaki gibi
_ NI B Uo7
(1,1,2) __4_8+§0’ b(],z,]) ——4—8+g0,
__ W31 3
1,2,2) = _a-"g’ b(z,],]) = a*‘ga (3.66)
_ NCI B U7
(2,1.2) _4_8+§0’ b(2,2,1) = 4_8+§0’

elde edilir. /;(¢) icin L fonksiyonu i¢ i¢e komiitatorler igerdiginden ve komiitatorlerin

carpik simetri (skew-symmetry) 6zelliginden dolayr D,(h) tiimlevinde L fonksiyonunun
degerlerinden ikisi 0 olur.

L(A, A, 4)=[ A4,[4.4]]=-[[4,.4].4 ],

L(A, 4, 4)=[ 4,,[4,4]]=0,

L(A, 4, 4) =] 4,,[4,,4]]=-[[4,.4].4, ],

L(4, A, 4)=[ 4[4, 4]]=][4.4].4]. (3.67)
L(Ay, 4, 4) =] 4.[ 4. 4,]]=0,

L(4,, 4, 4) =] 4,.[4,4,]|=[[4.4].4, ]

(3.66) agirliklari ile (3.67) fonksiyon degerleri D, (k) tiimlevinde
Dy(h)=by, o L(A, A, A) + by 5 (A, Ay A) + b 0 L(A, Ay, 4) .68

+b(2,1,1)L(A2 > Al > A] ) + b(z,l,z)L(Az’ Al > Az) + b(z,z,l)L(Aa > Azs A1 )

yerine yazilirsa,
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D3(h):(b(211) (112))[ Az A] A} ( (22])_b(]22))[[A2’A1]’A2]

(E Al AT (B3 AL A] o
elde edilir. Benzer sekilde /,(¢) integralii¢in C] ve L fonksiyonu
L(A(E), A(S,), A(S,)) = [[A(é), A, A(é)] (3.70)
C’=C2 ={(1,1,2),(1,2,1),(1,2,2),(2,1,1),(2,1,2),(2,2,1)} (3.71)

seklinde tanimlanir. C; *deki her bir tigliiye karsilik gelen b, agirhiklari (3.54) integrali

kullanilarak hesaplanacaktir. Burada (1,1,2) tg¢liistine ait b, ,, agirligy,

J? 1

48 30

& é

Bassy = | [ [HELEL(E)dEdE,dE, =

)

(3.72)

olur. (3.54) integralinin hesaplanmasiyla b, agirliklari,

V3o 1

o o b(] 2 T T

48 30 . 240

3o V31

122 = " g TR b(z,],]) =< t5
48 30 48 30

1 B

b, . =——, b, =,
L2 240 2D 48 30

b(],l,Z) ==

2

(3.73)

elde edilir. Her bir 5, agirligna karsilik gelen L fonksiyon degerlert,
L(A, A, 4) =[[ 4, 4], 4 | =-[ 4.[4,.4]],

Ao ) =[[ 4, 4].4] <[ 4.[4,.4]].
L(A, 4, 4,)=[[4,,4,],4]=0,
L(A,, 4, 4) =[[4.4].4,]=0,
L(Ay, A, 4) =[[ Ay 4], 4y | == 4,.[ 4, 4]],
L(4,,4,,4)=[[4,4,].4,|=[ 4,.[4,.4]].

olur. 7,(¢) integrali i¢in olusturulan D, (%) tlimlevinde

(3.74)

D4 (h) = b(l,l,2)L(Al > Al > Az) + b(l,2,l)L(Al > Az > Al ) + b(l,2,2)L(A] > Aza Az)
+b(2,1,1)L(A2 > Al > A] ) + b(z,l,z)L(Az’ Al > Az) + b(z,z,l)L(Aas Azs Al )

(3.73) agirliklari ile (3.74) fonksiyon degerleri yerine yazilirsa

D4(h):(b(]2])_b(]IZ))[Al’ AQ’A]]""(b(zz])_b(zlz))[Aza[AzaAl]]
(4_8__)[‘41’ Az AH (48 80)[‘42 Az’A]:I
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elde edilir. D,(h), D,(h), Dy(h), D,(h) tiimlevleri (3.55) denkleminde yerine yazilirsa

Magnus seri agilimindaki €Q(¢) i¢in bir tahmin elde edilir.
Qt)=D (h)— D (h)+—D (h)+ D (M) +...

NG} 1
z5(‘41 +Az)"'E[Az’Al]+%[[A2’Al]"41]_%[[Az’Al]aAzj

Teorem 3.4.1. den I,(¢) ve I,(¢) integralleri 4. mertebe Magnus seri agilimmdadir fakat
bu integrallerin lineer kombinasyonlari 4. mertebede Magnus metodu MG4’iin sonucunu
etkilemez ve O(#’) de bulunur. Bunun igin son iki terim ihmal edilir ve 4. mertebe

Magnus seri agilimi

@

Q(t)——(A +4,)+ [AZ,A ]+0@) (3.77)

seklinde elde edilir. (3.2) denklemini 4. mertebe kesilmis Magnus seri agilimi ile
c¢ozmek icin Iserles, Marthinsen & Norsett asagidaki algoritmay1 olusturmuslardir [10].

Admm aralhig1 h=¢, —t ve y(¢,) =y, olmak iizere

4= hA(tn +(g—%)h), (3.78)
4= hA(tn +(g+%)h), (3.79)

:—(A A)+\/2—[ 4, 4], (3.80)
Yo =€Xp() - (3.81)

6. Mertebe Magnus seri agilimi i¢in ise v=3 ve

01:%_1£05’ =7 c3:%+1£05’ (3.82)
Ve
1,(x)=5+*/g—10+*/gx+9x2, (3.83)
6 3 3
2 20 20
l == _x_—xz’ 3.84
,(x) 353 (3.84)
13(x)=5_5—10_*/gx+9x2, (3.85)
6 3 3
olur.
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A,:hA(tn+(%—+05)h), Ay = hA(1, +1h), A3=hA(zn+(g+1£;)h), (3.86)
Ve
B =4, B, :1£05(A3 _Al)’ B, :%(As —24, +A1)’ (3.87)

olmak {izere 4. mertebede yapilan hesaplamalara benzer sekilde hesaplaninca 6. mertebe

Magnus metodu MG6

Q=B +1B, —%[B],Bz]+ﬁo[Bz,B3]+ﬁ[Bl,[Bl,B3]]
~ [ B[ B, B 1]+ 35| B[ B[ B B:]] ]

Voa =exp(Q)y,. (3.89)

seklinde elde edilir [1].

(3.88)

3.6. Lineer Olmayan Diferansiyel Denklemler icin Magnus Seri Ac¢ilim1 Metodu

Bu béliimde (3.2) denklemindeki A(¢#) matrisinin yalnizca zamana bagli olmadig1 ayni
zamanda y fonksiyonuna da bagli oldu§u durum yani denklemin lineer olmayan

diferansiyel denklem olmas1 hali incelenecektir. Burada 4 = A(, y) seklindedir.

Bu durumda kath integraller i¢in Gauss tiimlevi sadece ¢ zaman degiskenine bagl degil
ayn1 zamanda bilinmeyen y fonksiyonunun tiimlev noktalarindaki degerine de baglhdir.
Bu da integrasyonun her adiminda lineer olmayan cebirsel islemlere ve metodun kapali

olmasina yol acar [33].

Bu boliimde 2006 yilinda Casas ve Iserles tarafindan

V'=Aty)y, ¥0)=y,€q, (3.90)
(3.90) denklemi icin gelistirilen Magnus seri acilimi1 metodu incelenecektir [37]. Burada
A:R xG—g, G matris Lie grubu ve g bu gruba karsilik gelen Lie cebirini
belirtmektedir. Lineer durumdakine benzer sekilde Picard iterasyonuyla her bir iterasyon
hesaplanarak elde edilen sonu¢ bir sonrakinde yerine yazilarak agik bir metot elde
edilecektir. Bu sekilde tam ¢6ziim icin siirekli bir tahmin elde edilecek ve bu tahmin
sadece kesikli (discrete) zaman adimlarinda degil, tiim ¢ zaman degerlerinde dogru ve

gecerli olacaktir [33].
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(3.90) denkleminin ¢éziimii
y(0)y=e""y,, (3.91)

seklindedir. Buradan

Q)

Q) =dexpg) (A(1,eyy)),  Q(0)=0, (3.92)
diferensiyel denklemi elde edilir.

=B
Burada dexp,'(C) = z ”'adgC ve B, Bernoulli sayilaridir. ad” ise
n=0 n.

ad) A= A, adl" A=[Q,ad} A], m=0,
ile tamimli adjoint operator ve [X,Y]=XY-YX dir. Lineer durumdakine benzer

prosediir (3.92) denklemine uygulanirsa

m+ 4 - [l (g
Q) = jo deprE,,,](s)A(s,eQ 'y, )ds
(3.93)

B (]
:j Z—"adg[,,,] A(s,e” Oy))ds,  m=0,
04 k) )

elde edilir. (3.93) aciliminda dexp™' operatdriiniin uygun bigimde kesilmesiyle Casas ve

Iserles asagidaki sonuglari elde etmislerdir [37].

Q) =0, (3.94)
oldugundan

(@) = 4, 7,), (3.95)
buradan

Q) = jo A(s, yy)ds = Q(t) + O(t), (3.96)
elde edilir.

A(s, e @ y,) = A0, y,) + O(s), (3.97)
oldugundan

4[| Q" s), A(s, e Vy,) |ds = 0. (3.98)

QPl(#) hesaplanirken Q™!(¢) deki ikinci terim (3.98) de dahil edilirse, Q!(r) QP!(¢)yi
O(t*) ye kadar iiretir. Bundan dolay1 dexp™ operatorii k=0 da kesilir ve

Q1) = jO'A(s,eQ“”” v,)ds (3.99)
almir. Genelleme yapilirsa,
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Q1) = [ A(s.,)ds

oo _ SB[ am i) (3.100)
Q)= 3t adpy. . A, o™ s, m=2,
k=0 I€:
Q)(¢) i¢in bir tahmin elde edilir.
Q1) = Q). (3.101)

Simdi (3.100) esitliginden ikinci, liclinci ve dordiincii mertebeden niimerik metot

(algoritma) olusturulacaktir. Her li¢ durumda da tiimlev kurallar1 ¢, =¢ +/h olmak

uzere [t t ] araliginda esit aralikli noktalar i¢in algoritmalar asagida verilmistir.

n2"n+l

3.6.1. Ikinci Mertebe Lineer Olmayan Magnus Seri Acilimi Metodu NMG2

(3.100) esitliginde m =2 icin

Q) = jo A(s, ,)ds (3.102)

Q1) = jO'A(s,eQ“”” v,)ds (3.103)
elde edilir. (3.103) denklemine yamuk kurali uygulanirsa

QP (h) =L (A0, y,) + A(h,e” P y,))+O(h), (3.104)
olur. (3.102) denklemine Euler metodu uygulanirsa

QMY(h) = hA(0,y,)+O(h*) (3.105)
olur. Bunun sonucunda ikinci mertebe lineer olmayan Magnus seri agilimi metodu
NMG?2 i¢in algoritma

v =hA(h/ 2,y ) = QP (h)+ O(R?),
Van(O)=€"y,.

olarak bulunur [37].

(3.106)

3.6.2. Uciincii Mertebe Lineer Olmayan Magnus Seri Ac¢ihmi Metodu NMG3

Ay(s) = A(s,e” " @y,) olmak iizere

QP(0) = [ (4 (5)~4[Q7(s), 4, (s)))ds, (3.107)
(3.107) denklemine Simpson kurali uygulaninca
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QPI(h) = £(A(0, 7)) +44,(5) + 4, (M) =4[ (3), 4, (3]

— {5 [Q (1), 4,()]+O(h*) (3.108)
olur. Q"(h) ve QP(h) icin sirastyla Euler kurali ve orta nokta kurali uygulanirsa
Q) (4) = 5 A0, )+ £ A4, e ) )+ O, (3.109)

olarak bulunur. Buradan ii¢lincii mertebe lineer olmayan Magnus seri agilimi metodu

NMG3 i¢in algoritma

u, =0,
k = hA(O,yO ),
U, = %k] >

k, =hA(%,e"y,),

uy, =1(k +k,),

ky =hA(%,e" y,),

u, =k,,

ky =hA(h,e"y,),

vy =L (k- 4y k) =4[ Ky | = [ K ]

(3.110)

yn+] = eV3yn'
seklinde elde edilir [37]. Runge-Kutta-Munthe-Kaas RKMK metodu icin [49] de
gelistirilen teknik burada komiitatdor sayisini azaltmak i¢in uygulanirsa (3.110)

algoritmasi yerine

u, =0,

u, =50,

“=30+30 (3.111)
u, =0, +0,,

v, =0 +0,+20,++0,-+[0.0,].

Y =e’y,

kullanilabilir. Burada

O, =k =O(h),

0, =k, —k = O(h*),

O, =k, —k, =0(h’),

Q, =k, =2k, +k =O(h).

(3.112)

tur.
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3.6.3. Dordiincii Mertebe Lineer Olmayan Magnus Seri Acilimi Metodu NMG4

Benzer sekilde (3.100) esitliginde m =4 yazilirsa Q™' (%) hesaplanir ve Simpson kurali

uygulanirsa dordiincli mertebe lineer olmayan Magnus metodu NMG4 i¢in algoritma

u, =0,

k =hA(t,,y,),

O =k,

u, =50,

ky=hA(t, +%,e"y,),
O, =k, —k,

u, =30, +50,,
ky=hA(t, +2%,e"y,),
O, =k;—k,,

u, =0 +0,,

k, =hA(t, +h,e"“y,),
0, =k, -2k, +k,

u; =10, +40,+10,-%0,-%[0.0,].
ks =hA(t, +§,e“5 Vo)

O, =ks—k,,
uy=0,+0,+20,+10,-1[0.0,],

kg =hA(t, +h,e"y,),

O =ky—2k, +k,
v=0+0, +%Q5 +]€Q6 _%[QI’QZ -0, +0; +17Q6]’
Vo =€y, (3.113)

seklinde elde edilir [37].
3.7. Homojen Olmayan Denklemler

Homojen olmayan lineer matris diferansiyel denkleminin genel hali asagidaki gibidir.
YO)=M@)Y()+ NOY()+F(t), te [tO,T], (3.114)
burada Y (¢),F () e C"™, M(t)e C"", N(t)e C”™ ve baslangi¢ kosulu Y(#,)=Y,. Bu

bolimde Blanes ve Ponsoda’nin homojen olmayan denklemler i¢cin verdigi doniisim

incelenecektir [38].
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(3.114) problemi daha basit sekle indirgenerek uygun sinir veya baslangic kosullariyla
V(O)y=M@)y(t)+h(t), t,<t<T, y(@),h(t)eC™, M()eC"", (3.115)

seklinde yazilabilir. Daha sonra (3.115) denklemi

{y(t)} {Mgt) h(t)}{y(t)} (3.116)
1 0 0 1
seklinde yeniden yazilabilir.
| M@ k(@) _|y®
A(t)—{ o 0 }, x(t)—{ ) }, (3.117)

doniisiimii ile (3.115) denklemi
x'(t) = A(t)x(¢), (3.118)
Lie tipi diferansiyel denkleme dontisiir. Daha sonra Magnus seri agilimi metoduyla bu

denklem ¢oziiliir.
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4. BOLUM
MAGNUS SERi ACILIMI METODUNUN UYGULAMALARI

Bu bolimde Magnus seri acilimi metodunu, fiziksel uygulamalarda ve miithendislik
uygulamalarinda ortaya ¢ikan lineer ve lineer olmayan homojen ve homojen olmayan

Lie tipi diferansiyel denklemlere uygulayacagiz.

4.1. Yay iizerindeki bir cismin titresimi

Titresim, bir mekanik sistemin tekrarlayan, periyodik veya salmimli bir yanitidir [50].
Titresim igeren problemler mekanik, elektronik, jeoloji, insaat ve havacilik
mithendisliginin bir¢gok alaninda ortaya ¢ikar. Enerjiyi bosa harcamasindan, ses ve
giiriiltii yapmasindan, verimliligi azaltmasindan dolayi titresim genellikle istenmeyen bir
durumdur. Bu calismada, bir cismin yay iizerindeki titresimi sirasinda ortaya cikan
diferansiyel denklemlere Magnus seri agilimi yontemi uygulanacaktir. Elde edilen

yaklagik ¢oziimler [51, 52] de verilen kesin analitik ¢oziimlerle karsilastirilacaktir.

4.1.1. Yay iizerindeki bir cisme etki eden kuvvetler

Yay tizerindeki bir cisme etkiyen c¢esitli kuvvetler vardir. Cismi asag1 dogru ¢ekmeye
calisan kuvvetler pozitif ve yukar1 yonde etkiyen kuvvetler ise negatiftir. Bu kuvvetleri

Ross diferansiyel denklemler adl1 kitabinda su sekilde vermistir [51].

4.1.1.1. F; Yercekimi Kuvveti

Yercekimi ivmesi g, cismin kiitlesi m olmak iizere cisme asagi yonde etkiyen mg
yercekimi kuvvetidir. Asagi yonli oldugundan dolay1 pozitiftir.

F =mg. 4.1)
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4.1.1.2. F, Yay1 Geri Getiren Kuvvet

x+/ toplam uzama miktar1 oldugundan Hook yasasina gore yay1 geri getiren kuvvetin

siddeti, k(x +1 ) olur. Cisim, uzamamis yayin hizasinin altinda ise kuvvet yukar1 dogru
etkir ve bu yiizden negatiftir. Bu durumda geri getiren kuvvetin siddeti —k (x +1 ) olur.
F, :—k(x+l). (4.2)

Cisim denge konumunda durmakta iken geri getiren kuvvetin siddeti yercekimi kuvveti

ile ayn1 fakat ters yonliidiir bu ylizden geri getiren kuvvet —mg olur. Bu noktada x =0
oldugundan (4.2) denkleminden

—mg = ki, (4.3)
elde edilir. (4.3) denkleminde 4/ yerine mg yazilirsa,

F, =—kx—mg, (4.4)

seklinde yazilabilir.

4.1.1.3. F3 Soniim Kuvveti

Ortamin soniim kuvveti denilen diren¢ kuvvetinin biiylikliigii tam olarak bilinmiyorsa

da, kiiciik hizlar i¢in yaklasik olarak hizla orantilidir.

, 4.5)

burada a >0 katsayisina soniim sabiti denir. Cisim asag1 dogru inerken F, cisme ters

yonde yukar1 dogru etki eder. Bu ylizden F, <0 olur. Cisim asag1 dogru inmekte

oldugundan x artandir. Bundan dolay1 % >0 olur ve soniim kuvveti

F,=-a—, a>0, (4.6)

4.1.1.4. F; Harici Kuvvetler

Cismin iizerine disaridan etki eden kuvvetlerdir. Herhangi bir # aninda bu kuvvetlerin

bileskesi F'(¢) olsun bu durumda harici kuvvet
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F,=F(1), 4.7)
olur. Hareket denklemi Newton’un 2. yasast F =ma dan yazilirsa, cisme etkiyen

kuvvetlerin bileskesi /' = F, + F, + F, + F} olur ve

d’x dx
+a—+kx=F(?), 4.8
dr? dt @) (4.8)

m

elde edilir. Burada m cismin kiitlesi, @ soniim katsayisi, & yay sabiti ve F(¢), ¢ aninda

cisme etkiyen harici kuvvettir.

4.1.2. Yay iizerindeki bir cismin hareketi

Yayin ucundaki cismin hareketini modelleyen (4.8) diferansiyel denklemidir. Bu
denklemde a =0 olmas: halinde hareket soniimsiiz, aksi halde sOnimlidir. Cisme

etkiyen harici bir kuvvet yoksa yani V¢ >0 i¢in F(¢) =0 ise buna serbest hareket, aksi
halde (F(¢)#0) zorlanmis hareket denir. Sekil 4.1. yay tizerindeki bir cismin hareketini

gostermektedir [51].

<« =~ —»

«— =

(a) L yayin dogal uzunlugu

m

(b) cisim denge konumunda

(c) cisim denge konumu altinda

Sekil 4.1. Yay tlizerindeki cismin hareketi

4.1.2.1 Serbest soniimsiiz hareket

Serbest soniimsiiz harekette hem soniim katsayist @ =0 hem de cisme etkiyen harici

kuvvet F(¢)=0 dir. Bu durumda (4.8) denklemi,

d’x

t2

m—+kx =0, 4.9)



seklini alir. (4.9) denklemini k’ya boliip %/, yerine A* yazarsak, hareket denklemi

d’x

dt?

+A%x =0, (4.10)

olarak elde edilir.

4.1.2.2. Serbest sontimlii hareket

Serbest soniimlii harekette soniim katsayisi a#0 ve cisme etkiyen harici kuvvet

F(t)=0 dir. Bu durumda (4.8) denklemi,

2
cj{;+a%+kx:0, (4.11)

m

seklini alir. (4.11) denklemini k’ya boliip %, yerine A’ ve ¢, yerine 2b yazarsak,
hareket denklemi

2
‘;f+2b%+/12x=0, (4.12)

olarak elde edilir. @ ve m pozitif oldugundan b de pozitiftir. Bu durumda serbest

soniimlii harekette 3 durum ortaya ¢ikar.

1. Durum.: Soniimlii titresimli hareket

Bu durumda b <A dir. (4.12) denklemi salmim (osilasyon) denklemi olur yani (4.12)

denkleminin ¢6zlimii periyodik salinim karakterli bir fonksiyondur.

2. Durum: Kritik sontimlii hareket

Bu durumda b =1 olur. Hareket artik salinimli degildir. S6niim salinimi engelleyecek

kadar gii¢liidiir.

3. Durum: Asiwrt (kritik otesi) soniimlii hareket

Bu durumda b >4 olur. S6niim ¢ok kuvvetli oldugundan salinimi engeller ve hareket

artik saliniml degildir.
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4.1.2.3 Zorlanmis hareket

Zorlanmis harekette cisme etkiyen harici kuvvet F(¢)#0 dir. Bu durumda (4.8)
denklemi,

d’x dx
+a—+kx=F(t), 4.13
dt’ dt ® 4.13)

m

seklini alr. a=0 olmas1 halinde soniimsiiz zorlanmis hareket, aksi halde soniimli
zorlanmig hareket denir. Simdi yay ucundaki bir cismin hareketini modellemede ortaya
cikan diferansiyel denklemler Magnus seri agilimi metodu ile ¢oziiliip elde edilen

sonuglar analitik ¢oziimler ile karsilastirilacaktir.

Ornek 4.1.
x(0) =Y, x'(0)=0 baslangi¢ kosullariyla verilen,

d’x

t2

+64x =0, (4.14)

serbest sonlimsiiz hareket denklemini ele alalim [51].
X=X, X =X, (4.15)

doniisiimii ile (4.14) denklemi,

X, ’ 0 1| x
_ ’ (4.16)
X, —64 0] x,
o . : . o 0 1 X,
Lie tipi matris denklemi (4.16) seklinde yazilabilir. Burada 4= " ve X =

dersek (4.14) denklemi
X'=AX, (4.17)
Lie tipi lineer diferansiyel denkleme doniisiir. (4.17) denkleminde 4 katsayilar matrisi

sabit oldugundan Magnus seri acilimi1 metodu kesin analitik ¢6ziimii verir.

Ornek 4.2.
x(0)= Y%, x'(0)=0 baslangi¢ kosullariyla verilen,

2
cj{;+4%+l6x:0, (4.18)

serbest sontimlii hareket denklemini ele alalim [51].
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X=X, X =X, (4.19)

dontistimii ile (4.18) denklemi,

X, ’ 0 I || x
— ’ (4.20)

X, -16 -4 || x,

o . . . . 0 1 X,
Lie tipi matris denklemi (4.20) seklinde yazilabilir. Burada 4 = 6 —d ve X =
dersek (4.18) denklemi
X'=A4X, (4.21)

Lie tipi lineer diferansiyel denkleme doniisiir. (4.21) denkleminde 4 katsayilar matrisi

sabit oldugundan Magnus seri acilimi1 metodu kesin analitik ¢6ziimii verir.

Ornek 4.3.
x(0)= Y%, x'(0) =0 baslangi¢ kosullariyla verilen,

2
‘;f +8%+16x:0, (4.22)

serbest kritik soniim hareket denklemini ele alalim [51].
X=X, X =X, (4.23)
dontistimii ile (4.22) denklemi,

X, ’ 0 I || x
= , (4.24)

X, -16 -8|| x,

o . . . . 0 1 X,
Lie tipi matris denklemi (4.24) seklinde yazilabilir. Burada 4 = 6 —8 ve X =
dersek (4.22) denklemi
X'=A4X, (4.25)

Lie tipi lineer diferansiyel denkleme doniisiir. (4.25) denkleminde 4 katsayilar matrisi

sabit oldugundan Magnus seri acilimi1 metodu kesin analitik ¢6ziimii verir.

Ornek 4.4.
x(0)= Y%, x'(0) =0 baslangi¢ kosullariyla verilen,

2
‘;fﬂo%ﬂm:o, (4.26)
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serbest (kritik otesi) asir1 soniimlii hareket denklemini ele alalim [51].
X=X, X =X, (4.27)

dontistimii ile (4.21) denklemi,

X, ’ 0 I || x
— , (4.28)
X, -16 -10]| x,
Lie tipi matris denklemi (4.28) seklinde yazilabilir.

0 1
Burada A :{ y 10} ve X = {x,} dersek (4.26) denklemi
- - 2

X'=AX, (4.29)
Lie tipi lineer diferansiyel denkleme doniisiir. (4.29) denkleminde 4 katsayilar matrisi

sabit oldugundan Magnus seri acilimi metodu kesin analitik ¢éziimii verir.

Ornek 4.5.
x(0) =2, x'(0) =0 baslangig¢ kosullariyla verilen,

2
|
dx 1dx | 3cos2t, (4.30)

dt* 8 dt

soniimlii zorlanmis hareket denklemini ele alalim [52].
X=X, X =X, (4.31)

doniisiimii ile (4.30) denklemi

!

X, 0 1 0 X,
x,| =|-1 =1/8 3cos2t||x, |, (4.32)
1 0 0 0 1
0 1 0
Lie tipi matris denklemi (4.32) seklinde yazilabilir. Burada 4=| -1 —-1/8 3cos2¢
0 0 0
xl
ve X =|x, | dersek (4.30) denklemi
1
X'=AX, (4.33)

Lie tipi lineer diferansiyel denkleme doniisiir. (4.33) lineer denklemi 4. ve 6. mertebe

Magnus seri agilimi metodu MG4, MG6, Runge Kutta metodu RK4 ve RK6 ile 4=},
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adim aralig1 ve (0,100) zaman aralig1 i¢in ¢oziiliip [52] de verilen kesin analitik ¢oziim
ile karsilastirilmastir.

(4.30) denkleminin analitik kesin ¢oziimii x(¢), bu ¢dziimiin zamana gore tiirevi x'(¢)
ile MG4, RK4, MG6, RK6 ¢oziimlerinin grafikleri ve MG4, RK4, MG6, RK6 ¢oziimleri

icin hata grafikleri Sekil 4.2-9. da verilmistir. x(¢) ve x'(¢) icin elde edilen sonuglar ve

mutlak hatalar1 Tablo 4.1-10. da verilmistir.

(@) (b)
: : ; 3.x1078 = . .
6.x10711 |
2.x108 |
4.x10711 L
2.x10-11 F b 1.x108 F
o ] o
—2.x10711F ]
—Lx108 F
—4.x10711 F E
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

t t

Sekil 4.2. (4.30) denkleminde x(z) i¢in (a) MG4, (b) RK4 hata grafikleri

@) (b)

|
it
SRl
|
it

0 0 n 6 80 100 0 0 n 6 80 100
t t
------- Analitik ¢6zim MG4 ¢oziimii  —— RK4 ¢6ziimii

Sekil 4.3. (4.30) denkleminde x(z) i¢in (a) MG4, (b) RK4 ve analitik ¢6ziim grafikleri
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(a) (b)
‘ 4.x1078
15x10710 F ¢
3.x10°8 F
1.x10710 £
2.x1078 F
s.x1071E
L.x1078 £
0,
0,
—s.x10-11E 5
N ~1.x10 8 E
“15x10710 F 2T
Il Il Il Il 1 _3X10_8 7\ Il Il Il 1 \7
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
t t
Sekil 4.4. (4.30) denkleminde x'(¢) i¢in (a) MG4, (b) RK4 hata grafikleri
(a) (b)
4p 4p
2t 5 s 2 i 2t $
0 0*1 1 ) 0*1
: FEEREREEHEENEEE HEEHREEEEE R
_27 _2,
_47\ Il Il Il Il \7 _47\ Il Il Il Il \7
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
t t
------- Analitik ¢6zim  —— MG4 ¢oziimii  —— RK4 ¢6ziimii

Sekil 4.5. (4.30) denkleminde x'(¢) igin (a) MG4, (b) RK4 ve analitik ¢6ziim grafikleri

(a)

1.5%x10713 F
Lx10713 |
5.x10714 |
ol
—5.x10714 £

—1L.x10713 | u

20 40 60

o

t

80

100

(b)

1.x10710}

—1Lx10710}

—2.x10710F

20 40 60 80

t

Sekil 4.6. (4.30) denkleminde x(z) i¢in (a) MG6, (b) RK6 hata grafikleri
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(b)

TaRNRRR

i
'
I

(@)

i i

1r M 8} It M i

(3 (3

X() : SEEEEEE X()
727 72,
,3 | ,3 |
0 0 n 6 80 100 0 0
t
------- Analitik ¢6zim  —— MG6 ¢oziimii

40

60

80

—— RK6 ¢oziimii

100

Sekil 4.7. (4.30) denkleminde x(z) i¢in (a) MG6, (b) RK6 ve analitik ¢6ziim grafikleri

1.x10-13 A
5.x10714 |
of
-5.x10714F
~Lx107 13}

-15x10-13 |

(a)

0

20 40 60 80 100

(b)

1.x108 [
5.x107 F
0 L

-5.x107 |

~1.x10°8 |

0

20

40 60

80

Sekil 4.8. (4.30) denkleminde x'(¢) igin (a) MG®6, (b) RK6 hata grafikleri

(a) (b)
4 4
2+ 2r :
HAs ; ¢ 11 : i;l ; '“i“wl
118
RO, RO,
: g0 : 31 01 1 i 18 1
-2t -2t -
747\ L L L L | 747\ L L L L |
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
t t
------- Analitik ¢6zim  —— MG6 ¢oziimii  —— RK6 ¢oziimii

100

Sekil 4.9. (4.30) denkleminin x'(¢) i¢in (a) MG6, (b) RK6 ve analitik ¢6ziim grafikleri
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Tablo 4.1. (4.30) denkleminin MG4 ile &= Y, adim aralig1 ve (0,10) zaman araliginda
x(¢) i¢in ¢oziimii ile kesin analitik ¢6zlimiiniin karsilastiriimasi

t Analitik ¢6ziim [52] MG4 ¢oziimii Mutlak hata
0 2 2 0

1 2.029400775781917 2.029400775747975 3.39426x10™"
2 -0.485949674954965 -0.485949674929983 2.49818x10™"
3 -3.428483794322376 -3.428483794253949 6.84266x10™""
4 -1.323679341941148 -1.323679341963859 2.27105x10™
5 1.373677792211145 1.373677792173146 3.79987x10™"
6 1.081560844958590 1.081560844972373 1.37836x10™"
7 1.429350995372519 1.429350995347525 2.49942x10™"
8 0.704195131142868 0.704195131133206 9.66283x10™?
9 -2.253898675340495 -2.253898675278972 6.15232x10™"
10 -1.696862886577910 -1.696862886575667 2.24332x10™

Tablo 4.2. (4.30) denkleminin RK4 ile /= ), adim araligi ve (0,10) zaman araliginda
x(¢) 1¢in ¢oziimii ile kesin analitik ¢6zlimiiniin karsilastiriimast.

t Analitik ¢oziim [52] RK4 ¢oziimii Mutlak hata
0 2 0 0

1 2.029400775781917 2.029400773409707 2.37221x10”
2 -0.485949674954965 -0.485949668860424 6.09454x10”
3 -3.428483794322376 -3.428483781785366 1.25370x10°
4 -1.323679341941148 -1.323679351276856 9.33570x10”
5 1.373677792211145 1.373677774141127 1.80700x10°
6 1.081560844958590 1.081560843692483 1.26610x10”
7 1.429350995372519 1.429351003899459 8.52693x10”
8 0.704195131142868 0.704195143765409 1.26225%10°
9 -2.253898675340495 -2.253898660698547 1.46419%10°
10 -1.696862886577910 -1.696862895416944 8.83903x10”
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Tablo 4.3. (4.30) denkleminin MG4 ile &= Y, adim aralig1 ve (0,10) zaman araliginda
x'(¢) igin ¢oziimii ile kesin analitik ¢oziimiiniin karsilastirilmasi

t Analitik ¢6ziim [52] MG4 ¢oziimi Mutlak hata
0 0 0 0

1 -0.70657932509473 -0.70657932518618 9.14421x10™"
2 -3.95357238063817 -3.95357238048988 1.48289x10™°
3 -0.62434709733751 -0.62434709733370 3.81505x10™
4 3.77553137571673 3.77553137553797 1.78761x10™°
5 0.85002509487946 0.85002509496501 8.55518x10™""
6 -0.43789592285876 -0.43789592278766 7.11003x10™"
7 0.66097784752160 0.66097784739220 1.29393x10™
8 -2.51458679792127 -2.51458679783686 8.44124x10™"
9 -2.02605871092331 -2.02605871082897 9.43414x10™"
10 2.79996360672381 2.79996360655452 1.69289x10™

Tablo 4.4. (4.30) denkleminin RK4 ile /= ), adim araligi ve (0,10) zaman araliginda
x'(¢) igin ¢oziimii ile kesin analitik ¢oziimiiniin karsilastirilmasi.

Analitik ¢oziim [52]

RK4 ¢oziimi

Mutlak hata

10

0
-0.70657932509473
-3.95357238063817
-0.62434709733751
3.77553137571673
0.85002509487946
-0.43789592285876
0.66097784752160
-2.51458679792127
-2.02605871092331

2.79996360672381

-1.40607x10™"°
-0.70657933027619
-3.95357237069818
-0.62434710542397
3.77553136162707
0.85002511504699
-0.43789590592604
0.66097784999469
-2.51458679695384
-2.02605872071632

2.79996357327951

1.40607x10™"°
5.18145x10”
9.93998x10”
8.08645x10”
1.40897x10°
2.01675x10*
1.69327x10*
2.47309x10”
9.67436x10™°
9.79301x10”

3.34443%10°
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Tablo 4.5. (4.30) denkleminin MG®6 ile &= Y, adim aralig1 ve (0,10) zaman araliginda
x(¢) i¢in ¢oziimii ile kesin analitik ¢6zlimiiniin karsilastiriimasi

t Analitik ¢oziim [52] MG6 ¢6ziimii Mutlak hata
0 2 2 0

1 2.029400775781917 2.029400775781906 1.15463x10™
2 -0.485949674954965 -0.485949674954977 1.18793x10™
3 -3.428483794322376 -3.428483794322334 4.17443x10™
4 -1.323679341941148 -1.323679341941079 6.94999x10™*
5 1.373677792211145 1.373677792211128 1.68753x10™
6 1.081560844958590 1.081560844958511 7.88258x10™*
7 1.429350995372519 1.429350995372449 7.06101x10™*
8 0.704195131142868 0.704195131142861 7.10542x10™
9 -2.253898675340495 -2.253898675340423 7.14983x10™*
10 -1.696862886577910 -1.696862886577779 1.30784x10™"

Tablo 4.6. (4.30) denkleminin RK6 ile /= ), adim araligi ve (0,10) zaman araliginda
x(¢) i¢in ¢oziimii ile kesin analitik ¢6zlimiiniin karsilastirilmasi

t Analitik ¢oziim [52] RK6 ¢oziimii Mutlak hata
0 2 2 0

1 2.029400775781917 2.029400775782261 3.43280x10™"
2 -0.485949674954965 -0.485949674963123 8.15880x10™"
3 -3.428483794322376 -3.428483794329231 6.85496x10™2
4 -1.323679341941148 -1.323679341979057 3.79083x10™"
5 1.373677792211145 1.373677792205894 5.25091x10™2
6 1.081560844958590 1.081560844955451 3.13860x10™2
7 1.429350995372519 1.429350995355398 1.71214x10™
8 0.704195131142868 0.704195131092251 5.06177x10™"
9 -2.253898675340495 -2.253898675338253 2.24131x10™
10 -1.696862886577910 -1.696862886501658 7.62514x10™"
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Tablo 4.7. (4.30) denkleminin MG®6 ile &= Y, adim aralig1 ve (0,10) zaman araliginda
x'(¢) igin ¢bziimii ile kesin analitik ¢oziimiiniin karsilastirilmasi

t Analitik ¢oziim [52] MG6 ¢6ziimii Mutlak hata
0 0 0 0

1 -0.70657932509473 -0.70657932509472 1.27676x10™
2 -3.95357238063817 -3.95357238063815 2.08722x10™
3 -0.62434709733751 -0.62434709733748 2.59792x10™
4 3.77553137571673 3.77553137571668 5.28466x10™*
5 0.85002509487946 0.85002509487938 8.08242x10™*
6 -0.43789592285876 -0.43789592285877 1.44884x10™
7 0.66097784752160 0.66097784752166 6.25056x10™*
8 -2.51458679792127 -2.51458679792119 8.30447x10™*
9 -2.02605871092331 -2.02605871092325 6.61693x10™*
10 2.79996360672381 2.79996360672376 5.06262x10™

Tablo 4.8. (4.30) denkleminin RK6 ile /= ), adim araligi ve (0,10) zaman araliginda
x'(¢) igin ¢oziimii ile kesin analitik ¢oziimiiniin karsilastirilmasi

Analitik ¢oziim [52]

RK6 ¢oziimi

Mutlak hata

10

0

-0.70657932509473

-3.95357238063817

-0.62434709733751

3.77553137571673

0.85002509487946

-0.43789592285876

0.66097784752160

-2.51458679792127

-2.02605871092331

2.79996360672381

-1.04185%x10™"
-0.70657932469200
-3.95357237958909
-0.62434709767115
3.77553137915158
0.85002509838032
-0.43789592155104
0.66097784760867
-2.51458679431495
-2.02605870759639

2.79996360722260

1.04185x10™"
4.02728x10™°
1.04908%10”
3.33644x10™"°
3.43485x10”
3.50086x10”
1.30772x10°
8.70735x10™""!
3.60633x10”
3.32692x10”

4.98793x10"°
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Tablo 4.9. (4.30) denkleminin MG4, MG6, RK4 ve RK6 ile 4=}, adim araligi ve

(0,10) zaman araliginda x(¢) i¢in ¢oziimlerinin mutlak hatalar1

t MG6 RK6 MG4 RK4
0 0 0 0 0

1 1.15463x10™ 3.43280%10™" 3.39426x10™" 2.37221x10°
2 1.18793x10™ 8.15880x 107" 2.49818x10™"" 6.09454x10”
3 4.17443x10™ 6.85496x 107" 6.84266x10™" 1.25370x10°
4 6.94999x10™* 3.79083x10™" 2.27105x10™" 9.33570x10”
5 1.68753x10™ 5.25091x10™? 3.79987x10™" 1.80700x10°
6 7.88258x10™* 3.13860x10™2 1.37836x10™" 1.26610x10°
7 7.06101x10™ 1.71214x10™" 2.49942x10™" 8.52693x10”
8 7.10542x10™ 5.06177x10™" 9.66283x107" 1.26225x10*
9 7.14983%10™* 2.24131x10™"2 6.15232x10™" 1.46419x10*
10 1.30784x10™" 7.62514x10™" 2.24332x10™ 8.83903x10”

Tablo 4.10.(4.30) denkleminin MG4, MG6, RK4 ve RK6 ile 4=}, adim aralig

(0,10) zaman araliginda x'(¢) igin ¢oziimlerinin mutlak hatalari

Ve

t MG6 RK6 MG4 RK4
0 0 1.04185x10™"° 0 1.40607x10™"
1 1.27676x10™ 4.02728x10™° 9.14421x10™" 5.18145x10”
2 2.08722x10™ 1.04908x10” 1.48289x10™° 9.93998x10”
3 2.59792x10™ 3.33644x10™° 3.81505x10™2 8.08645x10”
4 5.28466x10™"* 3.43485x10” 1.78761x10™° 1.40897x10°
5 8.08242x10™* 3.50086x10” 8.55518x10™"" 2.01675x10*
6 1.44884x10™ 1.30772x10° 7.11003x10™"! 1.69327x10°
7 6.25056x10™* 8.70735x10™""! 1.29393x10™ 2.47309x10°
8 8.30447x10™ 3.60633x10” 8.44124x10™" 9.67436x10™"°
9 6.61693x10™* 3.32692x10” 9.43414x10™" 9.79301x10”
10 5.06262x10™ 4.98793x10™° 1.69289x10™° 3.34443x10™
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Ornek 4.6.
x(0) =0, x'(0) = 0 baslangig¢ kosullariyla verilen,

d’x

t2

+x=0.5cost, (4.34)

sOniimsiiz zorlanmis hareket denklemini ele alalim [52].
X=X, X =X, (4.35)
dontistimii ile (4.34) denklemi,

x] [o 1 o 7x
x,| ={-1 0 0.5cost||x,|, (4.36)
1 0 O 0 1

Lie tipi matris denklemi (4.36) seklinde yazilabilir.

0 1 0 X,
Burada 4=|-1 0 0.5cost| ve X =|x, | dersek (4.34) denklemi
0 0 0 1
X'=4X, (4.37)

Lie tipi lineer diferansiyel denkleme doniisiir. (4.37) lineer denklemi MG4, RK4, MG6,
RK6 ile /=), adim aralig1 ve (0,100) zaman aralig1 i¢in ¢oziiliip [52] de verilen kesin

analitik ¢6ziim ile karsilastirilmistir.

(4.34) denkleminin analitik kesin ¢oziimii x(¢), bu ¢oziimiin zamana gore tiirevi x'(¢)
ile MG4, RK4, MG6, RK6 ¢oziimlerinin grafikleri ve MG4, RK4, MG6, RK6 ¢oziimleri
icin hata grafikleri Sekil 4.10-17. de verilmistir. x(¢) ve x'(¢) i¢in elde edilen sonuglar

ve mutlak hatalar1 Tablo 4.11-20. de verilmistir.

(a) (b)
8.x10710 = : ; ;
6.x10-10 1.5%1070
4.x10710 ] 1.x100 F
2.x10-10 f ] 5.x1077 F
0 0
1010 F ] —5.x107 |
4 x10-10 | ] —1L.x1070 F
—6.x10-10 [ ] —15%1070 £
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

t t

Sekil 4.10. (4.30) denkleminin x(#) icin (a) MG4, (b) RK4 hata grafikleri
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(@) (b)

0l | H H H j
10 N 1
xty 0
,10, 4
'
i w
0 20 20 60 80 100 0 20 20 60 80 100

------- Analitik ¢6zim MG4 ¢oziimii  —— RK4 ¢6ziimii
Sekil 4.11. (4.30) denkleminin x(¢) i¢in (a) MG4, (b) RK4 ve analitik ¢6ziim grafikleri

(a) (b)

2.%1070 T T T T =

6.x10710 1 15%1070 H n
4.x10710 b 1.x1070
2.x10710 1 5.x107 |
of 1 ok
-2.x10710 | 1 -5.x107 |
-4.x10710 | 1 ~Lx107 |

-6.x10710 | 1 ~15x107 F u 1

0 20 4 60 80 100 0 20 4 60 80 100

Sekil 4.12. (4.30) denkleminin x'(¢) i¢in (a) MG4, (b) RK4 hata grafikleri

@ | | | ‘ ™ ‘ :
20+ ]
e
10F ]
vy 0fens i
b
A |
0 0 20 n & 80 100
------- Analitikt ¢Oziim MG4 ¢ozimi ~— — RKéi ¢Ozimi

Sekil 4.13. (4.30) denkleminin x'(¢) i¢in (a) MG4, (b) RK4 ve analitik ¢6ziim grafigi
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(a) (b)

T e

2.x107
of 1 0F
s.x10-12 L H ] -2.x107 u i
0 0 n 60 g0 10 0 0 40 6 g0 10
t t

Sekil 4.14. (4.34) denkleminin x(¢) i¢in (a) MG6, (b) RK6 hata grafikleri

(@) ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ (b) ‘
2 H H H H wf H H H H ]

10 10 -

xw 0 x 0
=10+ b —10} ]
“uw “Hw
0 0 I 60 0 100 0 0 I 60 0 100

------- Analitiktgézﬁm —— MG6 ¢oziimi ~ —— RK6t ¢cozimil

Sekil 4.15. (4.34) denkleminin x(¢) igin (a) MG®6, (b) RK6 ve analitik ¢6ziim grafikleri

(a)
n 1.x108 |
5.x10712 1 E
5.x107 b
ol 0
-5.x107 |
-5.x10712 | 1 s
—1.x1078 |
0 20 40 60 80 100
t t

Sekil 4.16. (4.34) denkleminin x'(¢) i¢in (a) MG6, (b) RK6 hata grafikleri
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(@) (b)

]

0 20 40 60 80 100

t t
------- Analitik ¢6ziim MG6 ¢oziimi —— RK6 ¢oziimii

Sekil 4.17. (4.34) denkleminin x'(¢) igin (a) MG6, (b) RK6 ve analitik ¢oziim grafikleri

Tablo 4.11.(4.34) denkleminin MG4 ile &= Y, adim aralig1 ve (0,10) zaman araliginda
x(¢) i¢in ¢oziimii ile kesin analitik ¢6zlimiiniin karsilastiriimasi

t Analitik ¢oziim [52] MG4 ¢oziimii Mutlak hata
0 0 0 0

1 0.210367746201974 0.210367746195660 6.31398x10™?
2 0.454648713412840 0.454648713399192 1.36483x10™"
3 0.105840006044900 0.105840006041720 3.17973x10™
4 -0.756802495307928 -0.756802495285208 2.27196x10™"
5 -1.198655343328923 -1.198655343292929 3.59939x10™"
6 -0.419123247298388 -0.419123247285797 1.25912x10™"
7 1.149726547757880 1.149726547723353 3.45277x10™"
8 1.978716493246763 1.978716493187326 5.94373x10™"
9 0.927266591793952 0.927266591766087 2.78653x10™"
10 -1.360052777223424 -1.360052777182569 4.08553x10™"
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Tablo 4.12.(4.34) denkleminin RK4 ile /= ), adim araligi ve (0,10) zaman araliginda
x(¢) i¢in ¢oziimii ile kesin analitik ¢6zlimiiniin karsilastiriimasi

Analitik ¢oziim [51]

RK4 ¢oziimi

Mutlak hata

10

0

0.210367746201974

0.454648713412840

0.105840006044900

-0.756802495307928

-1.198655343328923

-0.419123247298388

1.149726547757880

1.978716493246763

0.927266591793952

-1.360052777223424

1.75259x10™>
0.210367744329572
0.454648710692657
0.105840008380526
-0.75680248609503 1
-1.198655337051734
-0.419123255196930
1.149726528525150
1.978716482628974
0.927266606801667

-1.360052744723619

1.75259x10™>
1.87240x10°
2.72018x10°
2.33563x10”
9.21290%10”
6.27719x10”
7.89854x10”
1.92327x10*
1.06178x10°
1.50077x10°

3.24998x10°

Tablo 4.13.(4.34) denkleminin MG4 ile &= Y, adim aralig1 ve (0,10) zaman araliginda
x'(¢) igin ¢oziimii ile kesin analitik ¢oziimiiniin karsilastirilmasi

t Analitik ¢6ziim [52] MG4 ¢oziimi Mutlak hata
0 0 0 0

1 0.345443322669009 0.345443322664448 4.56063x10™2
2 0.019250938432849 0.019250938438545 5.69621x10™
3 -0.707214370435367 -0.707214370413163 2.22036x10™"
4 -0.842844244690593 -0.842844244670509 2.00843x10™"
5 0.114846663163248 0.114846663153187 1.00612x10™"
6 1.370401555425817 1.370401555382737 4.30804x10™"
7 1.483575594780480 1.483575594740449 4.00304x10™"
8 -0.043660505961381 -0.043660505953252 8.12926x10™"
9 -1.947013467930084 -1.947013467868753 6.13301x10™"
10 -2.233684100413473 -2.233684100350112 6.33613x10™"
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Tablo 4.14.(4.34) denkleminin RK4 ile /= ), adim araligi ve (0,10) zaman araliginda
x'(¢) igin ¢oziimii ile kesin analitik ¢oziimiiniin karsilastirilmasi

Analitik ¢oziim [52]

RK4 ¢oziimi

Mutlak hata

10

0

0.345443322669009

0.019250938432849

-0.707214370435367

-0.842844244690593

0.114846663163248

1.370401555425817

1.483575594780480

-0.043660505961381

-1.947013467930084

-2.233684100413473

1.16996x10?°
0.345443318227632
0.019250941559083
-0.707214362702374
-0.842844238931988
0.114846653001235
1.370401536573017
1.483575593825043
-0.043660485039647
-1.947013441188060

-2.233684093035864

1.16996x10°
4.44138x10”
3.12623%10”
7.73299x10°
5.75861x10”
1.01620x10*
1.88528x10*
9.55437x10™°
2.09217x10*
2.67420x10*

7.37761x107

Tablo 4.15.(4.34) denkleminin MG®6 ile &= Y, adim aralig1 ve (0,10) zaman araliginda
x(¢) i¢in ¢oziimii ile kesin analitik ¢6zlimiiniin karsilastiriimasi

t Analitik ¢oziim [52] MG6 ¢6ziimii Mutlak hata
0 0 0 0

1 0.210367746201974 0.210367746201973 1.02696x10™"°
2 0.454648713412840 0.454648713412835 4.88498x10™"°
3 0.105840006044900 0.105840006044896 3.95517x10™°
4 -0.756802495307928 -0.756802495307919 9.21485x10™"
5 -1.198655343328923 -1.198655343328899 2.39808x10™
6 -0.419123247298388 -0.419123247298375 1.31006x10™
7 1.149726547757880 1.149726547757854 2.66454x10™
8 1.978716493246763 1.978716493246705 5.81757x10™
9 0.927266591793952 0.927266591793916 3.63043x10™
10 -1.360052777223424 -1.360052777223381 4.32987x10™
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Tablo 4.16.(4.34) denkleminin RK6 ile /= ), adim araligi ve (0,10) zaman araliginda
x(¢) i¢in ¢oziimii ile kesin analitik ¢6zlimiiniin karsilastiriimasi

Analitik ¢oziim [52]

RK6 ¢oziimi

Mutlak hata

10

0

0.210367746201974

0.454648713412840

0.105840006044900

-0.756802495307928

-1.198655343328923

-0.419123247298388

1.149726547757880

1.978716493246763

0.927266591793952

-1.360052777223424

1.62334x10%

0.210367746203788
0.454648713414681

0.105840006037642
-0.756802495338657
-1.198655343336124
-0.419123247245486
1.149726547816170
1.978716493262211

0.927266591742926

-1.360052777313749

1.62334x107%
1.81477x10™2
1.84058x10™"*
7.25758x10™2
3.07290x10™"
7.20091x107"
5.29026x10™"
5.82896x10™"
1.54483x10™"
5.10261x10™"

9.03253x10™"!

Tablo 4.17.(4.34) denkleminin MG®6 ile &= Y,, adim aralig1 ve (0,10) zaman araliginda
x'(¢) igin ¢oziimii ile kesin analitik ¢oziimiiniin karsilastirilmasi

t Analitik ¢oziim [52] MG6 ¢6ziimii Mutlak hata
0 0 0 0

1 0.34544332266900 0.34544332266900 2.66453x10™"°
2 0.01925093843284 0.01925093843284 2.99066x10™"°
3 -0.70721437043536 -0.70721437043536 7.21644x10™°
4 -0.84284424469059 -0.84284424469057 1.64313x10™
5 0.11484666316324 0.11484666316325 3.92741x10™°
6 1.37040155542581 1.37040155542579 2.68673x10™
7 1.48357559478048 1.48357559478043 4.30766x10™
8 -0.04366050596138 -0.04366050596138 8.32667x10°"
9 -1.94701346793008 -1.94701346793002 5.79536x10™*
10 -2.23368410041347 -2.23368410041338 8.52651x10™
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Tablo 4.18.(4.34) denkleminin RK6 ile /= ), adim araligi ve (0,10) zaman araliginda
x'(¢) igin ¢oziimii ile kesin analitik ¢oziimiiniin karsilastirilmasi

t Analitik ¢oziim [52] RK6 ¢oziimii Mutlak hata

0 0 4.76456x10”"' 4.76456x107"
1 0.34544332266900 0.34544332266260 6.40809x10™2
2 0.01925093843284 0.01925093781073 6.22117x10™°
3 -0.70721437043536 -0.70721437060022 1.64857x107"°
4 -0.84284424469059 -0.84284424461064 7.99509x10™"
5 0.11484666316324 0.11484666422816 1.06491x10”
6 1.37040155542581 1.37040155635556 9.29750x10™°
7 1.48357559478048 1.48357559477285 7.62079x10™2
8 -0.04366050596138 -0.04366050503140 9.29978x10™°
9 -1.94701346793008 -1.94701346933480 1.40471x107"°
10 -2.23368410041347 -2.23368410042076 7.29638x10™°

Tablo 4.19.(4.34) denkleminin MG4, MG6, RK4 ve RK6 ile 4=}, adim araligi ve
(0,10) zaman araliginda x(¢) i¢in ¢oziimlerinin hatalarinin karsilastiriimasi

t MG6 RK6 MG4 RK4
0 0 1.62334x10™> 0 1.75259x10
1 1.02696x10™" 1.81477x10™"2 6.31398x107" 1.87240x10°
2 4.88498x107" 1.84058x10™2 1.36483x10™" 2.72018x10°
3 3.95517x10™° 7.25758x10™2 3.17973x10™ 2.33563x10”
4 9.21485x107™" 3.07290x10™"! 2.27196x10™" 9.2129x10”

5 2.39808x10™ 7.20091x10™2 3.59939x10™" 6.27719x10°
6 1.31006x10™ 5.29026x10™"! 1.25912x10™" 7.89854x10”
7 2.66454x10™ 5.82896x10™"! 3.45277x10™" 1.92327x10*
8 5.81757x10™ 1.54483x10™" 5.94373x10™" 1.06178x10*
9 3.63043x10™ 5.10261x10™" 2.78653x10™" 1.50077x10°
10 4.32987x10™ 9.03253x10™" 4.08553x10™" 3.24998x10*

58



Tablo 4.20.(4.34) denkleminin MG4, MG6, RK4 ve RK6 ile 4=}, adim araligi ve
(0,10) zaman araliginda x'(¢) igin ¢oziimlerinin hatalarinin karsilastirilmasi

t MG6 RK6 MG4 RK4

0 0 4.76456x107"' 0 1.16996x10°
1 2.66453x10™"° 6.40809x 107" 4.56063x10™"2 4.44138x10”
2 2.99066x107™" 6.22117x10™"° 5.69621x107" 3.12623%10”
3 7.21644x10°™" 1.64857x10™° 2.22036x10™"" 7.73299x10°
4 1.64313x10™ 7.99509x10™" 2.00843x10™" 5.75861x10”
5 3.92741x10°™" 1.06491x10° 1.00612x10™" 1.01620x10*
6 2.68673x10™ 9.29750x10™"° 4.30804x10™" 1.88528x10*
7 4.30766x10™ 7.62079x10™2 4.00304x10™" 9.55437x10™°
8 8.32667x10°"° 9.29978x10™° 8.12926x107" 2.09217x10*
9 5.79536x10™ 1.40471x10™° 6.13301x10™"! 2.67420x10*
10 8.52651x10™* 7.29638x10™° 6.33613x10™" 7.37761x10°

4.2. Van Der Pol Denklemleri

Fizik ve miihendislik gibi uygulamali bilimlerin birgogunda karsimiza lineer olmayan
diferansiyel denklemler c¢ikmaktadir. Miihendislikte bir¢ok karmasik lineer olmayan
problemler coklu serbestlik dereceli (Multi Degree of Freedom MDOF) dinamik
sistemlerle tanimlanabilir. Bu bolimde MDOF baglantii Van der Pol denklem

sistemleri ile zorlanmis Van der Pol denklemi ele alinacaktir.

4.2.1. 2DOF Baglantih (Coupled) Van Der Pol Denklem Sistemi

Bu boliimde (4.38) denklem sistemiyle verilen 2 serbestlik dereceli (2DOF) lineer

olmayan baglantili Van der Pol osilatorii ele alinacaktir [53].

X +a (x12 —Dx, + Bx, +51x13 +7 (x13 —x;) =0,
X, +0¢2(x22 -Dx, + B,x, +52x§ + yfz(xé5 —xf) =0, (4.38)
x(0)=2, x(0)=0, x,(0)=1, x,(0)=0.
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(4.38) denklem sisteminde, nokta ¢ ye gore tirevi, «;, 5, ve y, (i=1,2) fiziksel

parametreleri, x,(¢) ve x,(¢) de bilinmeyen fonksiyonlar1 gostermektedir.

(4.38) denklem sistemi,

X\=p, P=p, X%=q¢ (=4, (4.39)
doniisiimii ile

X'=AX, (4.40)
Lie tipi matris denklemi (4.40) seklinde yazilabilir, burada

0 1 0 0 p
A= _ﬁ]_(5]+71)p2 a](l_pz) 71q2 0 ve X = D dir
0 0 0 1 g |

72}72 0 _ﬂz _(52 +72)q2 az(l_qz) q

(4.40) diferansiyel denklemi 4. mertebe Magnus seri agilimi metodu NMG4 ve 4.
mertebe Runge Kutta metodu RK4 ile h=),, «a =1, a,=99/100, B, =p,=1,

0,=0,=1, y,=y,=1, degerleri [53] ve (0,100) zaman aralig1 i¢in ¢oziiliip (0,10)
zaman aralig1 icin NMG4 ve RK4 ¢oziimleri Tablo 4.21-24. te karsilastirilmistir. (4.38)
denklemindeki x,, x, ve X, X, fonksiyonlarmmn NMG4 ve RK4 ile h=),, o, =1,

a,=99/100, B, =pB,=1, 6,=06,=1, y, =y,=1 degerleri icin, (0,100) ve (0,20)

zaman aralig1 i¢in yaklasik ¢oziimlerinin grafikleri Sekil 4.18-21. de verilmistir.

NMG4 ¢6ziimii
Sekil 4.18. (4.38) denkleminin (a) x,(¢), (b) x,(¢) ¢oziimlerinin grafikleri

60



(@) (b)

4+ b 4L

" 1% . |

------- RK4 coziimii —— NMG4 ¢bziimii
Sekil 4.19. (4.38) denkleminin (a) x,(¢), (b) x,(¢) ¢ozlimlerinin grafikleri

(@) (b)
1 , 1 ,
xp® 0 4 x® of g
_1 |- 4 _1 |- 4
_2 [t N . | =) _2 [t N . f =)
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t t
------- RK4 ¢oztiimii NMG4 ¢6ziimii

Sekil 4.20. (4.38) denkleminin (a) x,(¢), (b) x,(¢) ¢ozlimlerinin grafikleri

(@) (b)
2t 1 2t .
Fm 0 {00 of .
_2— - _2, 4
_4—‘ . . . A _4,‘ . . . A
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t t
------- RK4 ¢oztiimii —— NMG4 ¢ozimii

Sekil 4.21. (4.38) denkleminin (a) x,(¢), (b) x,(¢) ¢ozlimlerinin grafikleri
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Tablo 4.21.(4.38) denkleminin NMG4 ve RK4 ile A=Y,

o =1 a,=99/100,

B =B,=1 6=06,=1, y, =y, =1 degerleri ve (0,10) zaman arali1 i¢in Xx,

cOzlimleri

t NMG4 ¢oziimi RK4 ¢oziimi Mutlak fark
0 2 2 0

1 -0.1648955010 -0.1648955130 1.19160x10°
2 -1.5408697127 -1.5408697086 4.10584x10”
3 1.4751189728 1.4751190062 3.33870x10*
4 0.7430103871 0.743010357 2.99659x10*
5 -1.9271567202 -1.9271567222 1.99601x10”
6 0.3380038422 0.3380039180 7.57802x10*
7 1.4497298714 1.4497298321 3.93304x10*
8 -1.5901216686 -1.5901217510 8.23857x10™
9 -0.6387168734 -0.6387167908 8.25884x10™
10 1.9041020562 1.9041020404 1.58300x10°

Tablo 4.22.(4.38) denkleminin NMG4 ve RK4 ile A=Y,

o =1 a,=99/100,

B =B,=1 6,=06,=1, y, =y, =1 degerleri ve (0,10) zaman arali1 i¢in X,

cOzlimleri

NMG4 ¢oziimi

RK4 ¢oziimi

Mutlak fark

10

0

-3.5948521693

1.9070666722

3.1537580336

-2.6289280103

0.4501494173

3.6618123027

-1.9884658485

-2.7702301758

2.7147661462

-0.7277608055

5.94617x10"
-3.5948521954
1.9070666967
3.1537579459
-2.628928119
0.4501495511
3.6618123854
-1.9884659172
-2.7702299033
2.7147662599

-0.7277610569

5.94617x10"
2.60923x10*
2.45341x10*
8.77193x10™
1.09514x107
1.33799x107
8.27295x10™
6.87112x10™
2.72532x107
1.13725x107

2.51313x107
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Tablo 4.23.(4.38) denkleminin NMG4 ve RK4 ile A=Y,

o =1 a,=99/100,

B =B,=1 6,=06,=1, y, =y, =1 degerleri ve (0,10) zaman aralig1 i¢in x,

cOzlimleri

t NMG4 ¢oziimi RK4 ¢oziimi Mutlak fark
0 2 2 0

1 -0.1672656590 -0.1672656706 1.16009x10°
2 -1.5412978029 -1.5412977991 3.86115x10”
3 1.4755578147 1.4755578480 3.33045x10*
4 0.7411871616 0.7411871318 2.98175x10*
5 -1.9278822732 -1.9278822754 2.24559x10”
6 0.3417555213 0.3417555971 7.57985x10*
7 1.4491352680 1.4491352286 3.93991x10*
8 -1.5879401837 -1.5879402656 8.18417x10™
9 -0.6357810249 -0.6357809421 8.28019x10™
10 1.9034232222 1.9034232062 1.60113x10°

Tablo 4.24.(4.38) denkleminin NMG4 ve RK4 ile A=Y,

o =1 a,=99/100,

B =B,=1 6,=06,=1, y,=y,=1 degerleri ve (0,10) zaman aralig1 i¢in X,

cOzlimleri

NMG4 ¢oziimi

RK4 ¢oziimi

Mutlak fark

10

0

-3.5891585690

1.9139307563

3.1416710327

-2.6320148147

0.4419568728

3.6594863919

-1.9918293639

-2.7706178877

2.7223934307

-0.7257530997

9.92723x107"

-3.5891585942
1.9139307811

3.1416709466
-2.6320149236
0.4419570060
3.6594864738
-1.9918294322
-2.7706176207
2.7223935452

-0.7257533518

9.92723x107"
2.51210x10*
2.47788x10*
8.60941x10™
1.08885%107
1.33278%107
8.19438x10™
6.83014x10™
2.66933x107
1.14515x107

2.52055%107
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4.2.2. 3DOF Baglantih Van Der Pol Denklem Sistemi

Bu boliimde (4.41) denklem sistemiyle verilen 3 serbestlik dereceli (3DOF) lineer

olmayan baglantil1 Van der Pol Duffing osilatorii ele alinacaktir [54].

¥ +e(x) =1, +x, +0x) =eu(x, —x,),

¥, +e(x; =1k, +x, +6x; = eu(x;, —x,),

X, +e(x? —1)x, +x;, +6x; = eu(x, —x;)+eu(x, — x,), (4.41)
x(0)=2, x(0)=0, x,(0)=1,

x,(00=0, x(0)=3, x0)=0,

(4.41) denklem sisteminde, nokta ¢ ye gore tiirevi, €, 0 ve u fiziksel parametreleri,
x,(?), x,(¢) ve x,(t) de bilinmeyen fonksiyonlar1 gostermektedir. x,(¢) ve x,(¢) birbiri
ile baglantili degil fakat x,(¢) ve x,(¢), x;(¢) ile baglantilidir. 6 =0 olmas1 halinde

(4.41) denklemi lineer olmayan baglantili Van der Pol osilatore doniistir.

X, =D p:p]’ X, =4, q.:%a Xy =7, 7.':”1’ (4-42)
dontistimii ile (4.41) denklemi,
X' = AX, (4.43)

Lie tipi matris denklemi (4.43) seklinde yazilabilir, burada

0 1 0 0 0 0
—1-su-38p> e(1-p*) 0 0 gl 0
0 0 0 1 0 0
A= 2 2
0 0 —-l-gu-96q° ¢€(1-q°) el 0
0 0 0 0 0 1
i U 0 el 0 —1-2su—-5r° g(l—rz)_

ve X=[p p q q r r]]T ve noktalar da ¢ ye gore tiirevi gdstermektedir.

4.2.2.1. 3DOF Baglantili Van Der Pol Duffing Denklem Sistemi

0 #0 olmasi1 halinde (4.41) denklemi lineer olmayan baglantili Van der Pol Dufting
osilatoriidiir. (4.41) denkleminin matris gosterimi (4.43) lineer olmayan diferansiyel

denklemi NMG4 ve RK4 ile h=Y,, e=1,06=1, u=2 degerleri [54] ve (0,100)
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zaman aralig1 i¢in ¢oziiliip (0,10) zaman araligi i¢in NMG4 ve RK4 ¢oziimleri Tablo
4.25-30. da karsilastirilmis ve (0,100) ve (0,20) zaman araliklar1 igin yaklasik

¢Oziimlerinin grafikleri Sekil 4.22-27. de verilmistir.

(a) (b)

xy  Of 1 0O

; T 0 e
------- RK4 ¢oziimii NMG4 ¢oziimii
Sekil 4.22. (4.41) denkleminin £ =1, 6 =1, u =2 icin (a) x,(¢), (b) X,(¢) grafikleri

(a) (b)

xpt)  Of 1 M 0

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

------- RK4 ¢ozlimii —— NMG4 ¢ozimii
Sekil 4.23. (4.41) denkleminin € =1, 6 =1, u =2 icin (a) x,(¢), (b) x,(¢) grafikleri

(a) (b)

x3(t) X3(0

N % m % % s N % m % % ®
------- RK4 ¢oziimii —— NMG4 ¢oziimii
Sekil 4.24. (4.41) denkleminin € =1, 6 =1, u =2 i¢in (a) x,(¢), (b) x,(¢) grafikleri
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(a)

no o i

=1
I
=
>y
S

RK4 ¢oztiimii

Sekil 4.25. (4.41) denkleminin € =1, =

(a)

2 L

1 L

xo(t) o
—1}

2

0 5 10 15 20
t
------- RK4 ¢ozlimii

(b)

of

ol
nao 0

Ll
4l

0 s 10 15 20

t
NMG4 ¢6ziimii

I, n=2 igin (a) x,(¢), (b) x,(¢z) grafikleri

(b)
4 L
2+
it Of
2
—4}

0 5 10 is 20
t
— NMG4 ¢6ziimii

Sekil 4.26. (4.41) denkleminin € =1, 6 =1, u =2 icin (a) x,(¢), (b) x,(¢) grafikleri

(a)

3
2+
1+
x3(t)
0+
—1F
=2} ) ) ; 5
0 5 10 15 20
t . .o .o
------- RK4 ¢6ziimii

Sekil 4.27. (4.41) denkleminin € =1, § =

66

(b)

ur ‘

21

X3(t)
2
—4|
0 s 10 s 2
t
—— NMG4 ¢oziimii

I, =2 igin (a) x,(¢), (b) X,(¢) grafikleri



Tablo 4.25.(4.41) denkleminin NMG4 ve RK4 ile A=Y, €=1,06=1, u=2 degerleri

ve (0,10) zaman aralig1 i¢in x, ¢ozlimleri

t NMG4 ¢oziimi RK4 ¢oziimi Mutlak fark
0 2 2 0

1 0.0540970981 0.0540970883 9.73532x10”
2 -1.5936578518 -1.5936578417 1.01054x10°
3 1.6632678618 1.6632767903 4.18821x10*
4 0.5410547351 0.5410546931 4.19912x10*
5 -1.6467699316 -1.6467699506 1.90316x10™
6 -0.2487524984 -0.2487524330 6.54276x10*
7 1.7563008491 1.7563008171 3.19594x10*
8 -1.1358218429 -1.1358219601 1.17219x107
9 -0.9961845105 -0.9961844356 7.48552x10*
10 1.9471366761 1.9471367013 2.52437x10*

Tablo 4.26. (4.41) denkleminin NMG4 ve RK4 ile &= Y4,

ve (0,10) zaman aralig1 i¢in X, ¢ozlimleri

e=1,0=1, u=2 degerleri

t NMG4 ¢oziimi RK4 ¢oziimi Mutlak fark

0 0 -2.00747x10™" 2.00747x10™
1 -3.5927230493 -3.5927230902 4.08326x10™
2 2.2977102868 2.2977103431 5.62667x10*
3 1.9433621794 1.9433620223 1.57062x107
4 -2.0235742197 -2.0235742563 3.65871x10*
5 -0.8997331153 -0.8997329585 1.56789x107
6 3.0172931031 3.0172931978 9.47405%10*
7 -1.5814694292 -1.5814695519 1.22689x107
8 -3.7844688758 -3.7844687588 1.17051x107
9 2.4087072916 2.4087073729 8.12572x10°®
10 0.4386562714 0.4386558941 3.77262x107
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Tablo 4.27.(4.41) denkleminin NMG4 ve RK4 ile h=Y,,, €=1,0=1, u=2 degerleri

ve (0,10) zaman aralig1 i¢in x, ¢ozlimleri

t NMG4 ¢oziimi RK4 ¢oziimi Mutlak fark
0 1 1 0

1 0.8245484292 0.8245484245 4.64248x10”
2 -2.0692656478 -2.0692656534 5.61035x10”
3 1.0074269746 1.0074270412 6.65645x10*
4 1.0493055711 1.0493055315 3.95182x10*
5 -1.9172560965 -1.9172561210 2.44914x10*
6 -0.0580591933 -0.0580591129 8.03997x10™
7 1.6221678149 1.6221677727 4.21551x10*
8 -1.2717317856 -1.2717318950 1.09442x107
9 -0.9172783853 -0.9172783091 7.61126x10*
10 1.9038695755 1.9038696011 2.55723x10*

Tablo 4.28.(4.41) denkleminin NMG4 ve RK4 ile &= Y4,

ve (0,10) zaman aralig1 i¢in x, ¢ozlimleri

e=1,0=1, u=2 degerleri

t NMG4 ¢oziimi RK4 ¢oziimi Mutlak fark

0 0 2.41404x107° 2.41404x107°
1 -1.5998589596 0.5796521629 2.67877x10*
2 0.5796520538 4.5083702580 1.09085%107
3 4.5083702970 -2.3432339068 3.90180x10*
4 -2.3432338625 -0.9888431643 4.42709x10*
5 -0.9888433881 3.5508887018 2.23843x107
6 3.5508885856 -1.8706193243 1.16169x107
7 -1.8706192210 -3.2669462173 1.03301x107
8 -3.2669464083 2.2995840778 1.91070x107
9 2.2995840042 0.5319489454 7.35382x10*
10 0.5319493041 0.5796521629 3.58738x107




Tablo 4.29.(4.41) denkleminin NMG4 ve RK4 ile A=Y, €=1,0=1, u=2 degerleri

ve (0,10) zaman aralig1 i¢in x, ¢ozimleri

t NMG4 ¢oziimi RK4 ¢oziimi Mutlak fark
0 3 3 0

1 -0.6668238758 -0.6668239170 4.11916x10*
2 -1.0572682557 -1.0572682350 2.06967x10*
3 0.5050405524 0.5050405826 3.01300x10*
4 1.2826325531 1.2826325232 2.98738x10*
5 -2.0412485027 -2.0412485172 1.44451x10*
6 0.0868876737 0.0868877591 8.53967x10™
7 1.6153089776 1.6153089406 3.69700x10*
8 -1.0772731878 -1.0772732984 1.10520x107
9 -0.9897427238 -0.9897426475 7.62730x10*
10 1.9310480252 1.9310480432 1.79559%10°

Tablo 4.30.(4.41) denkleminin NMG4 ve RK4 ile &= Y4,

ve (0,10) zaman aralig1 i¢in X, ¢ozimleri

e=1,0=1, u=2 degerleri

t NMG4 ¢oziimi RK4 ¢oziimi Mutlak fark

0 0 1.95834x10™"® 1.95834x10™"®
1 -4.3911434275 -4.3911434394 1.19155x10°
2 1.3971097282 1.3971097361 7.86684x107
3 3.0001063263 3.0001063735 4.71988x10°
4 -2.6201149467 -2.6201150244 7.76749%10*
5 0.1213843760 0.1213846313 2.5533x107

6 3.0733071435 3.0733072149 7.13361x10*
7 -1.3624738433 -1.3624739286 8.52223x10™®
8 -3.9012700998 -3.9012700330 6.67289x10*
9 2.5430094984 2.5430095991 1.00714x107
10 0.2073792359 0.2073788634 3.72457x107
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4.2.2.2. 3DOF Baglantili Van Der Pol Denklem Sistemi

0 =0 olmasi halinde (4.41) denklemi lineer olmayan baglantili Van der Pol osilatore
doniisiir. (4.41) denkleminin matris gosterimi (4.43) lineer olmayan diferansiyel
denklemi NMG4 ve RK4 ile h=Y,, €=1,0=0, u=2 degerleri ve (0,100) zaman
aralig1 icin ¢oziilip NMG4 ve RK4 ¢oziimleri karsilastirilmistir. 3 serbestlik dereceli

(3DOF) lineer olmayan baglantili Van der Pol denklemindeki x,, X, x,, X,, x; ve X,
fonksiyonlarmm NMG4 ve RK4 ile h=),, &=1,6=0, u=2 degerleri ve (0,10)

zaman aralig1 i¢in yaklasik ¢Oziimleri ve mutlak farklar1 Tablo 4.31-36. da
kargilastirilmis ve (0,100) ve (0,20) zaman araliklar1 i¢in yaklasik ¢oziimlerinin

grafikleri Sekil 4.28-33. de verilmistir.

1p i

x®  oF i3

"""" RK4 ¢ozlimii NMG4 ¢6ziimii
Sekil 4.28. (4.41) denkleminin € =1, 6 =0, =2 i¢in (a) x,(¢), (b) x,(¢) grafikleri

(@) (b)

R (TR
ik

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

------- RK4 ¢ozlimii —— NMG4 ¢6zimi
Sekil 4.29. (4.41) denkleminin € =1, 6 =0, =2 i¢in (a) x,(¢), (b) x,(¢) grafikleri
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(@) (b)

o
2 L
2 . i i f i ¢ | i
1 L
1 | |
x3(t) X3 Of B
0 L 4
_1 |- 4
_1 | 4
_2 |- 4
20 ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) )
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
t t
------- RK4 ¢ozlimii — NMG4 ¢oziimii

Sekil 4.30. (4.41) denkleminin £ =1, 6 =0, =2 i¢in (a) x,(¢), (b) x,(¢) grafikleri

(@) (b)
) ; ‘ ‘ ‘ — : -
2f i1
1 L
1
0o of { HE ORI
_1 -
_1 - :
-2r \ |
= ‘ A ‘ B ‘ ‘ v ¥ ‘
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t t
------- RK4 ¢oztiimii NMG4 ¢6ziimii

Sekil 4.31. (4.41) denkleminin £ =1, 6 =0, =2 i¢in (a) x,(¢), (b) x,(¢) grafikleri

@) (b)
2 L
1 L
1 |
x®  OF 1o oL
_1 |
_1 |
_2 |
_2 ,‘ ) ) ) ‘, _3 ) ) ) ) ]
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t t
------- RK4 ¢ozlimii — NMG4 ¢6ziimii

Sekil 4.32. (4.41) denkleminin € =1, 6 =0, =2 i¢in (a) x,(¢), (b) x,(¢) grafikleri
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@)

(b)

x3(t)

v

10 15

RK4 ¢oziimii

10

15

NMG4 ¢dziimii

20

Sekil 4.33. (4.41) denkleminin £ =1, 6 =0, =2 i¢in (a) x,(¢), (b) x,(¢) grafikleri

Tablo 4.31.(4.41) denkleminin NMG4 ve RK4 ile = ),,, €=1,6=0, u=2 degerleri

ve (0,10) zaman aralig1 i¢in x, ¢ozlimleri

t NMG4 ¢oziimi RK4 ¢oziimi Mutlak fark
0 2 2 0

1 1.8606910492 1.8606910495 3.11199x10™°
2 1.1745662281 1.1745662271 9.37173x10™°
3 -0.5110615541 -0.5110615573 3.10953x10”
4 -1.8912407361 -1.8912407379 1.84047x107
5 -1.4715758033 -1.4715758035 2.64298x107°
6 -0.3526912476 -0.3526912504 2.75965%x107
7 1.8387529572 1.8387529622 4.95159x10”
8 17496783652 17496783675 2.35087x107
9 0.8598025138 0.8598025189 5.09824x107
10 -1.2440820014 -1.2440819966 4.86667x107




Tablo 4.32.(4.41) denkleminin NMG4 ve RK4 ile A= ),,, €=1,5=0, u=2 degerleri

ve (0,10) zaman aralig1 i¢in X%, ¢ozlimleri

t NMG4 ¢oziimi RK4 ¢oziimi Mutlak fark

0 0 3.19402x107%* 3.19402x107%*
1 -0.3794863129 -0.3794863132 3.26747x10™"°
2 -1.0441955238 -1.0441955247 9.79054x10™°
3 -2.4108361089 -2.4108361108 1.91936x10”
4 -0.0088837021 -0.0088836959 6.20884x107
5 0.7053589578 0.7053589552 2.65802x107
6 17673030384 17673030409 2.46431x10”
7 1.1104516444 1.1104516442 2.15101x101°
8 -0.6127955867 -0.6127955864 2.78555x10™°
9 -1.2853287192 -1.2853287152 3.99566x10”
10 -2.4930985223 -2.4930985388 1.64069x10°

Tablo 4.33.(4.41) denkleminin NMG4 ve RK4 ile /=),

ve (0,10) zaman aralig1 i¢in x, ¢ozlimleri

e=1,0=0, u=2 degerleri

t NMG4 ¢oziimi RK4 ¢oziimi Mutlak fark
0 1 1 0

1 1.7419246289 1.7419246297 8.22740x10™°
2 1.3904771695 1.3904771698 3.26851x10™"°
3 -0.3092790999 -0.3092791036 3.72231x10”
4 -2.0419239197 -2.0419239229 3.20975%10°
5 -1.5553562671 -1.5553562680 9.28192x10™°
6 -0.3682084860 -0.3682084889 2.86988x107
7 1.8802221749 1.8802221809 5.95440x10”
8 17456913065 17456913093 2.79762x107
9 0.8514529052 0.8514529106 5.37787x10°
10 -1.2440197852 -1.2440197805 4.69390x10”
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Tablo 4.34.(4.41) denkleminin NMG4 ve RK4 ile A= ),,, €=1,6=0, u=2 degerleri

ve (0,10) zaman aralig1 i¢in x, ¢ozlimleri

t NMG4 ¢oziimi RK4 ¢oziimi Mutlak fark

0 0 7.24213%x107%° 7.24213%x107%°
1 0.4427699177 0.4427699189 1.22783x107
2 -0.9493796039 -0.9493796040 8.16547x10™"!
3 -2.7175450597 -2.7175450676 7.91311x10”
4 0.0235639284 0.0235639370 8.65416x10”
5 0.7662918553 0.7662918520 3.32082x107
6 1.8636156924 1.8636156963 3.84768x10”
7 1.0226805664 1.0226805651 1.29895x107
8 -0.6238176581 -0.6238176580 1.00196x107"°
9 -1.2859419625 -1.2859419586 3.84832x107
10 -2.4728994113 -2.4728994282 1.68583x10™

Tablo 4.35.(4.41) denkleminin NMG4 ve RK4 ile /=),

ve (0,10) zaman aralig1 i¢in x, ¢ozimleri

e=1,0=0, u=2 degerleri

t NMG4 ¢oziimi RK4 ¢oziimi Mutlak fark

0 3 3 0

1 2.0409967836 2.0409967811 2.5755x10”

2 1.1127257754 1.1127257721 3.3026x10”

3 -0.2358239118 -0.2358239161 4.32532x10”
4 -2.0622952740 -2.0622952754 1.37842x10”
5 -1.5250152621 -1.5250152628 6.6977x10™"°
6 -0.3265142670 -0.3265142634 3.65245x10”
7 1.8291555776 1.8291555769 7.14985x10™°
8 1.7554041370 1.7554041401 3.08483x10”
9 0.8542983268 0.8542983331 6.2212x10°

10 -1.2458386461 -1.2458386435 2.64867x10”
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Tablo 4.36.(4.41) denkleminin NMG4 ve RK4 ile A= ),,, €=1,6=0, u=2 degerleri

ve (0,10) zaman aralig1 i¢in %, ¢ozimleri

t NMG4 ¢oziimi RK4 ¢oziimi Mutlak fark

0 0 6.81014x10™ 6.81014x10"
1 -1.0280297315 -1.0280297330 1.45962x107
2 -0.9048595016 -0.9048595020 4.41618x10™°
3 -2.2396249835 -2.2396249839 3.82587x10™°
4 -0.0761950428 -0.0761950434 5.38561x10™"°
5 0.8408249482 0.8408249510 2.84038x107
6 17778815091 17778815124 3.31622x10”
7 1.1256555333 1.1256555334 1.08618x10™"°
8 -0.6164381236 -0.6164381205 3.13273x107
9 -1.2988354611 -1.2988354603 8.09506x10™"°
10 -2.4611992854 -2.4611992977 1.22350x10°

4.3. Zorlanms (Forced) Van Der Pol Denklemi

Bu boliimde,

¥+ p(x* =1)x +x = asin(ot),
X(0)=0.2108, (4.44)
£(0)=0.0187,

(4.44) zorlanmis Van der Pol osilatorii ele alinacaktir [55]. Burada nokta ¢ ye gore
tiirevi, x(#) bilinmeyen ekonomik fonksiyonu, x soniim (damping) parametresini, a

zorlama (forcing) genligini ve @ da zorlama frekansini gostermektedir.

Xx=p, PpP=p, (4.45)
dontistimii ile (4.44) denklemi,
X'=4X, (4.46)

Lie tipi matris denklemi (4.46) seklinde yazilabilir, burada

0 1 0 »
A=|-1 u(-p*) asin(et)|ve X =| p, | gdstermektedir.
0 0 0 1
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(4.46) lineer olmayan diferansiyel denklemi NMG4 ve RK4 ile &= ),,, a=0.983139,
w=0.45 ve pu=1 degerleri [55] ve (0,100) zaman aralig1 i¢in ¢6ziiliip NMG4 ve RK4
coziimleri karsilastirilmistir. Sekil 4.34. ve Sekil 4.35. de (4.44) denklemindeki x(7) ve
x(t) fonksiyonlarmin NMG4 ve RK4 yaklasik c¢oziimlerini ve mutlak farklarini

karsilagtirmaktadir.

(@) (b)

cestieee

|
]
2 S
et I3 ..,
ey

(; 26 4‘0 éO 86 l(;O 6 2‘0 46 66 8‘0 160
------- RK4 ¢oziimii NMG4 ¢oziimii
Sekil 4.34. (4.44) denkleminin (a) x(¢), (b) X(¢) grafikleri

@) (b)

o F ;
1.x10 12x100 F
8.x107 | ] 1.x1070 F
-71L
6.x1077 | 8.x10
6.x1077 |
4.x1077
4.x1077 |
—7 L
2.x10 2.x107 |
0t ’ . ’ A | 0F;
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

t t

Sekil 4.35. (4.44) denkleminin (a) x(¢), (b) x(z) icin NMG4 ve RK4 mutlak fark:

Elde edilen x(¢), x(¢#) sonuglar1 ve mutlak farklar1 Tablo 4.37. ve Tablo 4.38. de

verilmistir.
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Tablo 4.37.(4.44) denkleminin NMG4 ve RK4 ile A= Y,,, a=0.983139, 0w =0.45 ve
u =1 degerleri ve (0,10) zaman aralig1 i¢in x(¢) ¢dziimleri

t NMG4 ¢oziimi RK4 ¢oziimi Mutlak fark
0 0.2108 0.2108 0

1 0.1905102538 0.1905102550 1.23301x10”
2 0.4391025590 0.4391025667 7.62108x10”
3 1.2749607423 1.2749607416 6.39091x10™"°
4 1.5942111276 1.5942111267 9.10411x10™"°
5 1.3367551823 1.3367551816 7.36810x10™°
6 0.7708678516 0.7708678520 3.78051x10™°
7 -0.5385816604 -0.5385816639 3.49528x10”
8 -1.8093498153 -1.8093498183 3.05857x10”
9 -1.52927813702 -1.5292781389 1.94235%10”
10 -1.02551536134 -1.0255153623 9.63035x10™°

Tablo 4.38.(4.44) denkleminin NMG4 ve RK4 ile h=),,, a=0.983139, w=0.45 ve
u =1 degerleri ve (0,10) zaman aralig1 i¢in x(¢) ¢dziimleri

t NMG4 ¢oziimi RK4 ¢oziimi Mutlak fark
0 0.0187 0.0187 0

1 0.0152287148 0.0152287175 2.72862x107
2 0.5799364715 0.5799364729 1.39658x107
3 0.7982797559 0.7982797451 1.07541x10°
4 -0.0784664208 -0.0784664206 1.50802x107"°
5 -0.3963715514 -0.3963715481 3.26151x107
6 -0.8026081119 -0.8026081128 9.26153x10™°
7 -1.9113574783 -1.9113574754 2.89314x107
8 -0.1352633157 -0.1352633132 2.44781x10”
9 0.4607604046 0.4607604038 7.84977x10™°
10 0.5318351815 0.5318351810 4.54214x10™°
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4.3. Painlevé Denklemleri

Yaklasik bir asir 6nce Painleve, Gambier ve calisma arkadaglarinin ikinci mertebeden
lineer olmayan adi diferansiyel denklemler iizerinde yaptiklar1 caligmalar esnasinda

kesfettikleri alt1 diferansiyel denkleme Painlevé denklemleri (£ —F,) denmektedir ve

bircok fiziksel uygulamada bu denklemler ortaya ¢ikmaktadir [56]. Painleve denklemleri

B: u, =6u’+x (4.47)
P u, = 2+ xu+a (4.48)
1 1 ?
P o =t l, et P s 0 (4.49)
u X X u
P : U, :Lui +§u3 +dxu® +2(x* —a)u +£ (4.50)
2u 2 u
1 1 1 —1)? 1
P uxx:(—+—ju§ ——MX+Q(OCM+£]+&+M (4.51)
2u u-1 X X u X u—1

1(1 1 1 jz (1 1 1 ]
P : u, =—|—+——=+ u, —| —+——+ u,
2\u u-1 u-x x x-1 u—-x

L =D —x) {a+@+ (=D 5x(x—1)]

x*(x—1)° w o (u-1°"  (u—x)

(4.52)

2
dir. Burada uxx:c;—b;, ux:%, a,B,y,0 keyfi sabitlerdir [56]. Painleve
X X

denklemlerinin genel ¢oziimleri daha onceden bilinen klasik 6zel fonksiyonlar veya

eliptik fonksiyonlar cinsinden yazilamamaktadir [58].
Bu boliimde 1. ve 2. Painlevé denklemlerinin niimerik ¢oziimleri incelenecektir.

4.3.1. P; birinci Painlevé denklemi

y(0)=0 ve y'(0) =1 baslangi¢ kosuluyla verilen
Y'()=6y(t)* +1, t€(0,1), (4.53)

P, birinci Painleve denklemini ele alalim [57].
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(4.53) denklemi

y=Xx, X =X, (4.54)
doniisiimii ile

X' = AX, (4.55)

Lie tipi matris denklemi (4.55) seklinde yazilabilir, burada

0 1 0 X,
A=|6x, 0 t|ve X=|x,|dr.
0 0 0 1

(4.55) diferansiyel denklemi NMG4 ve RK4 ile &= },, adim araligi ve (0,1) zaman

aralig1 icin ¢oziiliip elde edilen sonuglar Tablo 4.39. ve Tablo 4.40. da karsilastirilmastir.
(4.53) denkleminin y(t) ve y'(t) igin h= Yy, adim araligiyla NMG4 ve RK4

cOzlimleri ve bu ¢oziimlerin fark grafikleri Sekil 4.36-38. de verilmistir.

Tablo 4.39. (4.53) denkleminin y(z) i¢in h=)Y,, adim arahigi ve (0,1) zaman
araliginda NMG4 ve RK4 ¢oziimleri

t NMG4 ¢oziimi RK4 ¢oziimi Mutlak fark

0 0 6.24686%10-20 6.24686%10-20
0.1 0.100216747677 0.100216747659 1.77974x10-11
0.2 0.202139452716 0.202139452516 2.00312x10-10
0.3 0.308630749167 0.308630748676 4.90824%10-10
0.4 0.423986289489 0.423986288835 6.53418%10-10
0.5 0.554340118998 0.554340118285 7.12976%10-10
0.6 0.708462088047 0.708462087282 7.64284%10-10
0.7 0.899249938002 0.899249937116 8.85539x10-10
0.8 1.146531726413 1.146531725234 1.17827%10-9
0.9 1.482524430492 1.482524428667 1.82425%10-9

1.963128223720

1.963128220551

3.16870x10-9




Tablo 4.40. (4.53) denkleminin y'(z) i¢in h=Y,, adim araligi ve (0,1) zaman

araliginda NMG4 ve RK4 ¢oziimleri

t NMG4 ¢oziimii RK4 ¢oziimii Mutlak fark

0 1 1 0
0.1 1.007005004990 1.007005005293 3.02804x10™°
0.2 1.036193067639 1.036193061445 6.19421x10”
0.3 1.100728318093 1.100728321637 3.54341x10”
0.4 1.216479600564 1.216479594645 5.91924x10”
0.5 1.404977978298 1.404977972188 6.10968x10”
0.6 1.698519012330 1.698519016613 4.28250%10”
0.7 2.149440540754 2.149440541061 3.06549x10™°
0.8 2.848172456063 2.848172443471 1.25916x10°
0.9 3.961077034203 3.961077015168 1.90358x10°

5.816811901917

5.816811899416

2.50136x10”

3.x1079F
251079 F
2109 F
15x1079 |
1L.x1079F
510710 F

oF

h
0.0

I I I I
0.2 04 0.6 038

B
1.0

Sekil 4.36. (4.53) denkleminin y(¢) icin NMG4 ve RK4 ¢oziimlerinin farki

Sekil 4.37. (4.53) denkleminin

;
3.x1078 1
2.x1078 -

1Lx1078 b
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V'(¢) igin NMG4 ve RK4 ¢oziimlerinin farki



vty 10 4 v

05

pofesh Leereeeseesssersrreest
: . . . . . : : . . . .
00 02 04 06 08 1.0 0.0 02 04 0.6 08 1.0

------- RK4 ¢oziimii NMG4 ¢6zimii
Sekil 4.38. (4.53) denkleminin (a) y(¢), (b) y'(¢) igin NMG4 ve RK4 ¢6ziimleri

4.3.2. P, ikinci Painleve denklemi

y(0)=0 ve y'(0) =0 baslangi¢ kosuluyla verilen
V'(#)=2y(t) +ty(t) + (4.56)

P, ikinci Painleve denklemini ele alalim [56].

(4.53) denklemi

y=Xx, X =X, (4.57)
doniisiimii ile

X' = AX, (4.58)

Lie tipi matris denklemi (4.55) seklinde yazilabilir, burada

0 10 %
A=|2x'+t 0 a|ve X=|x, |dr
0 0 0 1

(4.58) diferansiyel denklemi NMG4 ve RK4 ile /=), adim araligi, o =0.5 ve (0,1)

zaman aralig1 i¢in ¢oziiliip elde edilen sonuclar Tablo 4.41-44. de karsilastirilmistir.
(4.56) denkleminin y(¢) ve y'(¢) i¢in h= Y, admm araligiyla NMG4 ve RK4 ¢6ziimleri
ve hata grafikleri Sekil 4.39-44. te verilmistir.
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Tablo 4.41. (4.56) denkleminin y(¢) igin /= )Y, adim araligi, o =0.5 ve (0,1) zaman
araliginda NMG4 ¢oziimii ve mutlak hatasi

t Analitik ¢6ziim [56] NMGH4 ¢oziimii Mutlak hata

0 0 0 0
0.1 0.00250012500781 0.00250012500572 2.08332x10™2
0.2 0.01000400200101 0.01000400199685 4.16678x10™
0.3 0.02253042634603 0.02253042633978 6.25053x10™?
0.4 0.04012851409378 0.04012851408544 8.33562x10™"
0.5 0.06289370122823 0.06289370121781 1.04231x10™"
0.6 0.09098530488722 0.09098530487471 1.25165%10™"
0.7 0.12464691753897 0.12464691752435 1.46219x10™"
0.8 0.16423148671956 0.16423148670280 1.67510x10™"
0.9 0.21023378960978 0.21023378959086 1.89235x10™"

1 0.26333435261930 0.26333435259813 2.11755x10™

Tablo 4.42. (4.56) denkleminin y(¢) igin /= )Y, adim araligi, o =0.5 ve (0,1) zaman
araliginda RK4 ¢6ziimii ve mutlak hatasi

t Analitik ¢6ziim [56] RK4 ¢6ziimii Mutlak hata

0 0 -6.07460x10* 6.07460x10*
0.1 0.00250012500781 0.00250012500779 1.86669x107"
0.2 0.01000400200101 0.0100040020003 1 7.08166x10™"
0.3 0.02253042634603 0.02253042634057 5.46391x10™"2
0.4 0.04012851409378 0.04012851406940 2.43824x10™""
0.5 0.06289370122823 0.06289370116538 6.28472x10™"
0.6 0.09098530488722 0.09098530472666 1.60565x107"°
0.7 0.12464691753897 0.12464691722459 3.14383x10™°
0.8 0.16423148671956 0.16423148614227 5.77280x10™°
0.9 0.21023378960978 0.21023378871518 8.94605x10™°

1 0.26333435261930 0.26333435127899 1.34030x10”
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Tablo 4.43. (4.56) denkleminin y'(¢) i¢in &= 4, adim araligi, a =0.5 ve (0,1) zaman
araliginda NMG4 ¢oziimii ve mutlak hatas1

t Analitik ¢6ziim [56] NMGH4 ¢oziimii Mutlak hata

0 0 0 0
0.1 0.05000625062505 0.05000625062506 1.35585x10™
0.2 0.10010008005603 0.10010008005614 1.09259x10™"
0.3 0.15050762011133 0.15050762011170 3.72979x10™"
0.4 0.20161029764337 0.20161029764427 9.04110x10™
0.5 0.25395561765418 0.25395561765601 1.83197x10™"*
0.6 0.30827832570542 0.30827832570876 3.34499x10™?
0.7 0.36553685405196 0.36553685405770 5.73951x10™
0.8 0.42697198123011 0.42697198123962 9.50622x10™?
0.9 0.49419824629369 0.49419824630918 1.54912x10™"

1 0.56934498126942 0.56934498129463 2.52030x10™"

Tablo 4.44. (4.56) denkleminin y'(¢) i¢in &= )4, adim araligi, a =0.5 ve (0,1) zaman
araliginda RK4 ¢6ziimii ve mutlak hatasi

Analitik ¢oziim [56]

RK4 ¢oziimi

Mutlak hata

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

0

0.05000625062505

0.10010008005603

0.15050762011133

0.20161029764337

0.25395561765418

0.30827832570542

0.36553685405196

0.42697198123011

0.49419824629369

0.56934498126942

-1.73377x10™°
0.05000625062496
0.10010008002406
0.15050762005446
0.20161029745572
0.25395561674794
0.30827832434864
0.36553685385579
0.42697197513437
0.49419824578954

0.56934498189027

1.73377x10™°
9.13852x10™*
3.19702x10™"!
5.68651x10™"
1.87647x10™°
9.06238x10™"°
1.35677x10”
1.96168x10™°
6.09574x10”
5.04143x10™"°

6.20848x107"°
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Sekil 4.39. (4.56) denkleminin y(¢) icin NMG4 hata grafigi

12x1079 F
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8.x10710 |
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4.x10 10}

2.x10710 |

Sekil 4.40. (4.56) denkleminin y(¢) icin RK4 hata grafigi

0f
—5.x10"12
-1.><10—”;
—1.5><10—”§

-2.x107 1|

—25x10- 1 f, ‘ ‘ ‘ ‘ 3
0.0 02 04 06 08 10

t

Sekil 4.41. (4.56) denkleminin y'(¢) i¢in NMG4 hata grafigi
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Sekil 4.42. (4.56) denkleminin y'(¢) i¢in RK4 hata grafigi
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Sekil 4.43. (4.56) denkleminin y(¢) i¢in (a) NMG4, (b) RK4 ¢oziimleri
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wb ok
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00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
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------- Analitik ¢6ziim RK4 ¢6zimii NMG4 ¢oziimii

Sekil 4.44. (4.56) denkleminin y'(¢) igin (a) NMG4, (b) RK4 ¢6ziimleri
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5. BOLUM

SONUCLAR VE ONERILER

5.1 Sonuclar

Bu calismada, ilk olarak Magnus Seri Acilimi Metodunu incelenerek literatiirde bu
yontemin uygulanmadigi, yay ilizerindeki bir cismin hareketinde ortaya ¢ikan lineer
homojen ve homojen olmayan salinim adi diferansiyel denklemlere ve lineer olmayan
baglantilt Vander Pol denklem sistemi, zorlanmis Vander Pol adi diferansiyel denklemi
ve 1. ve 2. Painleve denklemlerine uygulanmistir. Elde edilen sonuglar, analitik
coziimlerle ve Runge Kutta metoduyla elde edilen ¢oziimlerle karsilastirilmis ve
sonuglar tablolar ve grafiklerle verilmistir. Elde edilen sonuglar salinim diferansiyel
denklemlerde, birinci ve ikinci Painleve denklemlerinde Magnus ac¢ilimi metodunun
klasik Runge Kutta metoduna gore daha iyi neticeler verdigini, lineer ve lineer olmayan
diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziimlerini bulmak i¢in Magnus seri ag¢ilimi

metodunun etkili ve kullanish bir metod oldugunu gostermistir.

5.2 Oneriler

Magnus seri ac¢ilimi metodunun kismi diferansiyel denklemelere uygulanmasi

incelenebilir.
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