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OZET

Graf teori giindelik hayatimizda farkina varmadan da olsa birgok alanda kullandigimiz
bir kavramdir. Sosyal ve bilimsel yasantimizin birgok yerinde grafa ait 6zelliklerle daha

basit ve sistemli ¢aligmalar yapabilmekteyiz.

Bu tez ¢alismasimin birinci ve ikinci bélimlerinde graf teorinin tarihi, grafin tanimi ve
Ozellikleri, graf iizerinde baz1 ikili islemler hakkinda literatiir taramasi yapilmistir.
Ayrica graflarin komsuluk matrisleri, laplasyan matrisleri ve normalize laplasyan
matrisleri ile ilgili bilgiler verilmis ve laplasyan matrislerin bazi cebirsel 6zelliklerinden

bahsedilmistir.

Calismanin Uguncl ve dordincu boélimlerinde n noktali bazi1 6zel graflarda laplacian
matrisi ve normalize laplacian matrisleri i¢in genel degerler bulunmustur. Besinci
bolimde ise graf gruplarda birim matris, sifir matris ve Z,, de toplama ve carpma
islemlerine gore olusan iiggensel graflar ile ilgili ¢calisma yapilmistir. Altinci ve son
bolimde bazi o6zel graflar igin olusturulan komsuluk matrisleri ve bu komsuluk

matrislerinin @,, toplama iglemine gore olusan graf grup yapilart incelenecektir.
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Laplasyan Matrisleri, Graf Gruplar.
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ABSTRACT

In our daily lives and in many different areas we use the concept of graph theory, even
if we are not aware of it. We can work and practice with simple and systematic features
of graph theory in many parts of our social and scientific life.

In this thesis, the first and second part of the history of graph theory, the definition and
properties of ghraps, some binary operations related literature about the graph have been
studyed. In addition, the adjacency matrix of the graph, information on the laplacian
matrix and normalized laplacian matrix are given and mentioned some algebraic
properties of the laplacian matrix.

Laplacian matrix of the graph in some special n points in the third and fourth part of the
study and were generally values for normalized laplacian matrix. Identy matrix in the
graph group in the fifth chapter, have been studied in relation to the zero matrix and Z,,
formed by the addition and multiplication operations triangular graphs. The sixth and
final section created for some special graphs and graph adjacency matrix group

structures formed by the addition of the adjacency matrix &, will be examined.
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BOLUM 1
GIRIS
Konigsberg kentinde, eski ve yeni Pregel nehirleri birleserek Pregel (Pregolya) nehrini
olusturmaktadir. Bu nehirler sehri dort boliime ayirmaktadir ve nehir tizerinde bu
bolgeleri birlestiren yedi koprii bulunmaktadir. Merak edilen ise sudur:
"Herhangi bir diiglim noktasindan harekete baslayip, biitiin kenarlardan bir ve yalniz bir

kez gecerek, biitliin diigiimleri ziyaret ettikten sonra baslangi¢ diiglimiine ulasabilir

miyiz? "

Konigsberg kentinden akan Pregel irmagindaki iki ada birbirlerine ve kiyilara Sekill.1
de gosterildigi gibi yedi koprii ile baglanmisti. Euler (1707-1782) Unli Konigsberg
Koprusu sorununa ¢6zum ararken graf teorinin temellerini atanlardan biri olmustur.
Pregel Sehri ve Konigsberg Kopriisiiniin farkli olarak da Sekil 1.2° deki gibi ifade

edebiliriz.

Sekil 1.2. Pregel Nehri ve Konigsbergin yedi kopristu

1736' da Euler' in incelemeleri boyle bir gezintinin miimkiin olmadigin1 kanitlamistir.

Ik olarak da problem iizerinde daha rahat hareket edebilmek igin problemi bir sekille


http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=Pregel&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=Pregolya&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=Pregel&action=edit&redlink=1

temsil etmistir. Bu sekilde, sehrin dort boliimiinii birer nokta ve kdpruleri ise kenarlarla

gostererek Sekil 1.3” deki grafigi elde etmistir.

Sekil 1.3. Euler Grafi

Euler, problemdeki dolasmayr miimkiin kilacak kenarlarin su 6zelliklere sahip olmalart
gerektigini gostermistir. Birlesik bir grafin biitiin elemanlarini bir ve yalniz bir kez
kullanarak dolagmak i¢in o grafin tek dereceli noktalarin sayisi eger varsa, iki olmalidir.
Geriye kalan noktalar ¢ift dereceli olmalidir. Tek dereceli noktalar dolasmanin
baslangi¢ ve bitis noktalaridir. Derecesi tek olan noktalar ara noktada olamaz. Clnki bu
noktadan bir daha ¢ikis yolu bulmayacagimizdan gezi tamamlanmamis olur. Grafta tek
dereceli noktalar iki tane degilse, dolasmaya herhangi bir noktadan baslanabilir.
Ornegin, ¢ift dereceli noktadan baslayan bir kisi, basladig1 noktaya ikinci kez geldiginde
¢ikis yolu bulamayacaktir. Dolayisiyla bu nokta gezintinin baslangi¢ ve bitis noktasi
olmalidir. Buna gore tek dereceli nokta sayisi ikiden fazlaysa da gezinti
tamamlanamayacaktir. Yiriiyiisiin sonunda baslangic noktasina doniilebilmesi iginse
bitlin noktalarin ¢ift dereceli olmasi gerekir. Euler grafinda goriildigi gibi, grafa ait
tim nokta dereceleri tektir. Bundan dolay1 da sorudaki gibi dolasmay1 gergeklestirmek

miimkiin degildir [1].

Euler bu problemin ¢6ziimii i¢in ugrasirken belki de matematigin yeni bir uygulama
alanm yarattigini fark etmemistir. Sonraki yillarda graf teori olarak bilinen bu yeni
uygulama alan1 bir¢ok problemin de ¢ozlimiine katkida bulunacaktir. Euler’ den sonra,
1847 yilinda G. R. Kirchhoff” un (1824 — 1887) Aga¢ Teorisinin Elektrik Devrelerine
Uygulanmasi ve A. Cayley (1821 - 1895) C, H,,,+, Doymus Hidrokarbon izomerlerinin
siniflamasi ¢aligmasi sirasinda aga¢ kavramini kesfetmesi graf teorinin farkli ¢alisma
alanlarin1 ortaya cikardi. 1852 de Thomas Gutherie meshur dort renk probleminin

buldu. 1913’ de H. Dudeney bir puzzle probleminden bahsetmistir. Dort renk problemi



icat edilirken bir asir sonra Kenneth Appel ve Wolfpang Haken tarafindan ¢6ziildii. Bu
zaman graf teorinin dogumu olarak goz 6niinde bulundurulur. Caley analitik sekilleri
graf kullanarak calisti. Bunun teorik kimyada birgok etkisi oldu. 1941 yilinda Ramsey,
graf teorinin bir baska bransi olan ekstrem graf olarak isimlendirilen renklendirmeleri
calist1 [2].

1962 yilinda Cinli bir matematik¢i olan Mei-Ko Kwan tarafindan bir postacinin
postaneden aldigi mektuplart mimkin olan en kisa yoldan sehirdeki tiim sokaklara
ugrayarak dagitmak istemesiyle ortaya ¢ikan ¢inli postaci problemi incelemis ve bunun
¢ozUm yolu i¢in graf teori kullanilmistir. 1969 yilinda Heinrich tarafindan bilgisayar
kullanilarak dort renk problemi ¢oziildi [3].

Graf Teori ve uygulamalarma olan ilgi son yirmi yilda biiyiik bir hizla artti. Bu artisin
sebebi giinliik hayatta yasadigimiz birgok soruna graf teori ile ¢6ziim bulabilmemizdir.
Karsilastigimiz birgok durum, bir noktalar kiimesi ve bu noktalar1 birlestiren dogrularin
olusturdugu semalarla tanimlanabilir. Graf teori fikri bilgisayar biliminin
uygulamalarinda yogun bir sekilde kullamlir. Ozellikle veri madenciligi, goriintii
segmantasyonu, kiimeleme ile goriintii yakalama gibi bilgisayar biliminin arastirma
alanlarinda kullanilir. Ornegin bir veri yapis1 koseleri ve kenarlari aga¢ seklinde
diizenlenebilir. Benzer sekilde ag maddeleri graf kavramlar1 kullanilarak yapilabilir.
Graf teori bilgisayara dayanan yeni yontemlerin gelismesiyle elektrik miihendisliginde

cok genis bir alan1 kapsayan bir matematik kolu olmugtur.

Bununla beraber graf teorinin farkli uygulama alanlar1 i¢in sunlar1 sdyleyebiliriz.
Noktalar schirleri, bu noktalar1 birlestiren kenarlari sehirlerin birbirine olan ana
karayolu baglantilar1 olarak tanimlayabiliriz. Bir kimyasal molekilde ise, noktalar
atomlari, bu noktalar1 birlestiren kenarlarla da bu atomlarin kimyasal baglarin1 ifade
edilebiliriz. Bir sosyolog ise, bir grup insanin birbirine kars1 davranis ve etkilesimlerini
bir graf yardimi ile ifade edebilir. Otoyol haritalari, kalorifer, su sistemleri, bazi
elementlerin sekilleri, soy agaclari, kan dolagimi, elektrik devreleri, bilgisayar uygulama
alan1 ve modelleme, genetik, cevrebilimi, arkeoloji, sanat, mizik vb. alanlarda da

karsimiza ¢ikabilir [4].



Graf cebirsel yapilarda graf grup ve halka graf insasinda ve gesitli cebirsel 6zellikleri
aciklamada da kullanilir. Bunun yan1 sira graflara ait komsuluk matrislerinin Z,,” de
toplamsal isleme gore grup yapilari, bu islemlerde olusan komsuluk matrisleri de

graflarla gosterilebilir.

Bu ¢alismanin birinci ve ikinci bdliimlerinde grafin tanimi, grafin bazi 6zellikleri ve
graf matrisler, komsuluk matrisleri, derece matrisleri laplacian matrisleri ve normalize
laplacian matrisleri hakkinda bilgi verilmistir. Ugiincii boliimde n noktal1 graflar igin
genel laplasyan matrisleri bulunmustur. Dérdiincii boliimde n noktali graflar icin genel
normalize laplasyan matrisleri bulunmustur. Besinci boliimde cebir de 6nemli bir yer
tutan grup yapilarinin graflarla gosterilmesi ve bununda graf grup olarak adlandirilmasi
tizerinde ¢alisilmistir. Grup graf yapisi incelenirken ilerde agiklayacagimiz {iggensel
graf, birim graf, sifir graf, birim-sifir graf, sifir tam bolen graflarla gosterilmistir. Altinci
bolimde ise @,, toplama islemine gore olusan komsuluk matrislerinin graf yapilar1 ve

bu komguluk matrislerinin graf grup yapilari incelenmistir.



BOLUM 2

GRAF ICIN TEMEL KAVRAMLAR

Temel bilgilerden olusan bu boéliim doért kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda graflar
icin temel kavramlar verilecektir. ikinci kisimda ilerdeki konularda tizerlerinde cebirsel
olarak calisacagimiz graf ¢esitlerinden sifir graf, yol graf, yildiz graf, tam graf, cevre
graf, tekerlek graflarla ilgi bilgi verilecektir. Uglincii kisimda graflar icin baz1 ikili
islemler ifade edilmistir. DOrdunct kisimda ise graf matris kavrami, komsuluk

matrisleri, laplasyan matrisleri, normalize laplasyan matrisleri incelenmistir.
2.1. Grafin Tanim

Tanmmm 2.1.1. Bir G grafi V ile gosterilen nokta kimeleri ile bu nokta kumelerini
birbirine baglayan ve E ile gosterilen, kenar adi verilen elemanlardan olusan kiimeye

denir ve graf G =(V, E) ile gosterilir [5].

Bir grafta E kiimesinin herhangi bir e eE elemanma grafin bir kenar1 ve bu kenar
e = (u,v) ile tanimlanmigsa u, v € E olmak Uzere u ve v noktalarina komsu noktalar
denir. Eger e; ve e, G de ortak bir noktayla bagli kenarlar ise bu kenarlara da bitisik

kenarlar denir.

)
1%} Vg
U1
€1 Vg
U3 v
5

Sekil 2.1.1. Alt1 noktal1 graf [6].
Sekil 2.1.1 ile verilen grafta e; = ( v, v3) oldugundan v,, vz komsu noktalardir. e; ve

e, kenarlar1 ortak v, noktasi ile bagli olduklarindan bitisik kenarlardir.

Tamm 2.1.2. G grafinda v noktasina bagli kenarlarin sayis1 v noktasinin derecesi olarak
isimlendirilir ve deg(v) ile gosterilir. G grafinda herhangi bir nokta derecesi sifir ise bu

nokta ayrik (izole) nokta, herhangi bir nokta derecesi 1 ise bu noktaya de u¢ nokta denir.



(21 V2
PY [ )

Sekil 2.2.2. vy ug nokta v, ayrik (izole) nokta

Tamm 2.1.3. Bir grafta noktayir kendine baglayan kenara ilmek, iki noktanin birbirine
birden fazla kenar ile baglanmasina ise ¢oklu kenar denir. Coklu kenar ve ilmegi
olamayan graf basit graf, ¢coklu kenar ve ilmek bulunan grafa ise basit olmayan graf

denir.

Uy %) U3 Uy V3
U1

Sekil 2.1.3. Sekil 2.1.4.
Sekil 2.1.3 Basit graf ve Sekil 2.1.4 ise basit olmayan graf 6rnegidir [7].

Tamim 2.1.4. Bir grafin tiim nokta dereceleri birbirine esit ise grafa, reguler (duzenli)

graf veya k- regiler graf denir [8]. (k; noktalara ait kenar sayis1 )

— {0 X

r=1 reguler r=2 reguler r=3 reguler
Sekil 2.1.5. r=1, 2, 3 regliler (dizenli) graflar
Tanmmm 2.1.5. H ve G birer graf olmak uUzere; V(H)cV(G) ve E(H) < E(G) ise H

grafina G’ nin bir alt grafidw denir. G grafindan nokta veya kenar silinerek G’ nin bir

alt grafi elde edilebilir.



Sekil 2.1.6. G grafi Sekil 2.1.7. H grafi

Sekil 2.1.6” daki G grafindan bazi kenarlar ¢ikarilarak, G’ nin Sekil 2.1.7° deki H alt
grafi elde edilir [9].

Alt graf, bir grafin herhangi bir pargasi seklinde de diisiiniilebilir. Kiimeler teorisinde
kullanilan alt kiime sembolii, alt grafi gostermek igin de kullanilabilir ve  G,;; < G iken
Gy grafi G nin alt grafidir seklinde ifade edilir. Alt graf i¢in asagida verilen 6zellikler
gecerlidir.

1) Her graf kendisinin alt grafidir.

2) G grafinin herhangi bir noktasi tek basina G’ nin alt grafidir.

3) G deki tek bir kenar kendi baslangic ve bitis noktalar1 ile birlikte G’nin alt grafidir.
Tamim 2.1.7. G grafinin k. kuvveti alindiginda olusan graf G ile ayn1 nokta kiimesine
sahiptir. ki nokta arasindaki yol k uzunlugunda ise bu noktalarin bir kenarla

birlestirilmesiyle G nin kuvvetleri olusur. Bu G ile gosterilir. Buna grafin kuvveti denir.

Sekil 2.8’ de G grafi ve kuvvetleri verilmistir.

Sekil 2.1.8. G grafinin kuvvetleri (G grafinin giicii G2ve G3 )

G

Tamm 2.1.8. Bir nokta ile baslayip herhangi bir nokta ile biten, noktalar arasindaki
baglantilar1 o noktalar ile iliskili kenarlarin kurdugu hareketler zincirine adim denir.
Adim igerisinde bir kenar iki kez kullanilmazken, bir nokta birden fazla kullanilabilir.

Sekil 2.1.9° da v, av, bv, evzdv, de kalin gizgi ile gosterilen adimdir. Adim ayni



zamanda kenar dizisi veya zincir olarak da adlandirilir. Bir adimi olusturan kenar ve

noktalar kiimesi, agiktir ki, verilen grafin bir alt grafidir.

Sekil 2.1.9.

Adimin baslangi¢ ve bitis noktalar1 kutup noktalar: olarak adlandirilir. Sekil 2.1.9” da
gosterilen adimda v; ve v, noktalari kutup noktalaridir. Baslangi¢ ve bitis noktalar
ayni olan adim kapali adim, baslangig ve bitis noktalar1 farkli olan adim ise a¢ik adim
olarak tanimlanir. Her noktanin bir kez kullanildig1 a¢ik adim, yol olarak adlandirilir.
Sekil 2.1.9 da vy av,evszdv, bir yol; ancak vy av,bv, evsdv, bir yol degildir. Bagka
bir ifade ile yol kendisini kesmez. Yol i¢indeki kenarlarin sayisi ile yol uzunlugu elde
edilir. Adum igerisinde dongul bulunabilir ancak yol igerisinde dongl bulunamaz.

Bir yolun baslangi¢ ve bitis noktalar1 ayni ise bu yola kapali yol denir. Sekil 2.1.9 da
vs hvg fv3ivs yolu kapali yoldur [10].

Tammm 2.1.9. Z,, bir yart grup ve (Z,,*) islemi tanimlansin. X,y e Z,, olmak Uzere
x*y=0 ise (Z,,,*) islemini gosteren grafa sifir graf denir. x*y=1 ise (Z,,*) islemini
ifade eden grafa ise birim graf denir.

Ornek olarak; Z; = {0,1,2}  yar1 grubu toplamsal islemde sifir graf Sekil 2.1.10 ve
M;=(g: g> =1) carpmmsal islemine gbre birim graf yapis1 Sekil 2.1.11 ile
gosterilmistir [11].



1 2
g° g

Sekil 2.1.10. Sifir graf Sekil 2.1.11. Birim graf

2.2. Graf Cesitleri

Bu kisimda bazi graf yapilar1 tanimlanmis ve sembolik gosterimleri verilmistir.

Tamim 2.2.1. Nokta dereceleri sifir olan graflara sifir (null) graflar denir. Null graflar
N,, ile gosterilir [12].

°
Y °
® o o
° PY ® o o0
Ny N, N, N5

Sekil 2.2.1. 1, 2, 4, 5 noktali sifir graflar
Tamim 2.2.2. Noktalarindan iki tanesinin derecesi 1, diger tiim noktalarinin dereceleri 2
olan grafa yol graf denir. n noktali bir yol graf P, ile gosterilir. n noktali bir yol grafin

kenar sayisi ise (n-1)’ dir [23] .

P,
— o
P.
[ ° ° 3
° ® ® o b

Sekil 2.2.2. 2, 3, 4 yol graflar

Tamm 2.2.3. Her noktanin derecesi 2 olan grafa cevre graf denir. n noktali bir ¢evre

graf C, ile gosterilir. n noktali bir gevre grafin kenar sayis1 n tanedir [24] .



Cs Cy Cs

A

Sekil 2.2.3. 3, 4 ve 5 noktal1 gevre graflar

Tamim 2.2.4. Bir G grafinda, herhangi iki nokta arasinda mutlaka bir kenar var ise bu
grafa tam graf denir. n noktal1 bir tam graf K,, ile gosterilir. Tam grafta her bir noktanin

derecesi ise (n — 1) dir.

A X9

K

Sekil 2.2.4. 3, 4, 5 ve 6 noktali tam graflar

Tanmim 2.2.5. (n + 1) noktali bir ¢evre grafin her bir noktasi, bir tek noktayla ( bu
nokta cevre grafa ait degildir) birer kenar eklenmesiyle elde edilen grafa tekerlek graf

denir. n noktal1 bir tekerlek graf W, ,, ile gosterilir.

A\ X

Wi 3 Wi 4 Wi s

Sekil 2.2.5. 4,5, 6 noktal1 tekerlek graflar

Tammm 2.2.6. (n + 1) noktali bir G grafinda bir noktanin derecesi n, diger noktalarin

derecesi 1 ise, bu grafa yildiz graf denir. Yildiz graflar Sy, ile gosterilir [13].

10



S13 S14 S15
Sekil 2.2.6. 4,5, 6 noktal1 y1ldiz graflar

Tammm 2.2.7. Bir G grafinin noktalar kiimesi A ve B gibi iki kiimeye ayriliyor ve A
kiimesine ait noktalar birbiriyle bir kenar ile baglanmiyorsa ve ayni sekilde B’ ye ait
noktalar da bir kenar ile birbirine bagh degilse bu grafa iki parcali graflar denir. A” ya

ait noktalarin sayis1 m ve B’ ye ait noktalarin sayis1 n ise; iki parcali tam graf, G, , ile

'\<:

gosterilir.

GS,Z

Sekil 2.2.7. 5 ve 8 noktal iki kimeli graflar

Tamim 2.2.8. Bir iki parcali grafta A kiimesinin her bir noktasi, B kiimesinin her bir
noktasi ile bitisikse boyle graflara iki pargali tam graflar denir. A’ ya ait noktalarin

say1s1 m Ve B ye ait noktalarin sayis1 n ise; iki par¢ali tam grafi K, ,, ile gosterilir.

K3, Ky 3

Sekil 2.2.8. 5 ve 7 noktali iki kiimeli tam graflar

Tamim 2.2.9. Cevre icermeyen graflara aga¢ graf denir. Agaglar, en basit, en yalin, en

sade graflardir. Ornegin, her yol graf, yildiz graf ve iki parcali graf birer agag graftir.

11



Sekil 2.2.9. 3, 5, 8 noktali aga¢ graflar

2.3. Graflarda Ikili islemler
Birden fazla grafin ortak kullanilmas1 gereken durumlarda ikili islemlere bagvurulur. Bu
kisimda bileske islemi, toplama islemi, kartezyen carpim islemi hakkinda bilgi

verilmistir.

2.3.1. Graflarda bileske islemi: G, ve G, graflarindan bileske islemi ile elde edilen graf
Gy [G,] ile gosterilir. G, in noktalar kiimesi V4, G, nin noktalar kiimesi V, ise G, [G,]’
nin noktalar kiimesi V; ve V,’ nin kartezyen ¢arpimi olur. Bu islemde kenarlar su sekilde
belirlenir. G; [G,]’ nin herhangi iki noktast u = (uq,u;) ve v = (vq,v3) olsun. Eger
uq, Ve v; komsu ise veya u;= vy Ve uy, v, ile komsu ise u ve v noktalar1 bir kenarla
bitistirilir. G; grafinin nokta sayis1t m, G, grafinin nokta sayis1 n ise G; [G,] grafinin

nokta sayist m x n dir.

Ornek 2.3.1. Asagidan iki noktali G, grafi ve (i¢ noktali G, graflarina ait G; [G,] bileske

islemi gosterilmistir.

(upuz)  (wy,vp) (U, we)

251
*———o—o
Up 7] Wy
Gy
v, (vpuz)  (v,v2) (v, wy)
Gy

Gy [G2]
Sekil 2.3.1. G, ,G, graflariigin G, [G,] bileske islemi

2.3.2. Graflarda kartezyen ¢arpim: G, ve G, gibi iki grafin kartezyen c¢arpimi G X
G, ile gosterilir. Gy’ in noktalar kiimesi V;, G, nin noktalar kiimesi V, olmak Uzere G,

X G,’nin noktalar kiimesi bu kiimelerin kartezyen ¢arpimidir. Bu igslemde kenarlar su

12



sekilde belirlenir. G; ve G, nin herhangi iki noktasi u = (uq,u;) ve v = (vq,v;)
olsun. G; X G,’nin noktalar1 belirlendikten sonra u;= v; ve u,, v, ile komsu ise ya da

U,= v, Ve uq, v ile komsu ise bu iki nokta bir kenarla birlestirilir.

Ornek 2.3.2. Asagidan iki noktali G; grafi ve (¢ noktali G, graflarina ait Gy XG, ikili
islemi gosterilmistir.

(upuz)  (wg,vp) (U, we)

Uq
o—eo—o
Uz U3 w;
Gy
Gy
vy (vnu2)  (v,v2) (v,wy)

G X Gy

Sekil 2.3.2. G1,G, ve Gy X G, ye ait graf

2.3.3. Graflarda toplama islemi: G; ve G,, m ve n noktali iki graf olsun. G;’ in her bir
noktasi G, nin her bir noktasi bir kenar ile birlestirilmesiyle elde edilen grafa G; ve G,

graflariin toplami1 denir. G; + G, ile gosterilir. Elde edilen graf m + n noktalidir.

Ornek 2.3.3. Asagidan iki noktali G; grafi ve {ic noktali G, graflarina ait G;+G, ikili
islemi gosterilmistir.

v
Uy 2 w3
Uy *—=—Fo
Uz U2 w3
Gy
Gy
Uy U1
v, Gy +Gy

Sekil 2.3.3. G;,G, ve Gy + G, ye ait graf

13



2.4. Graf Matrisler
2.4.1. Komsuluk Matrisi

G grafinin noktalarimin kiimesi Vi = { vy, v,, ..., v, } olan n noktali bir graf olsun. G
komsuluk matrisi nxn tipinde simetrik bir matristir. A(G) komsuluk matrisi olmak

Uzere;

1; v; ~ v eger v; Ve v bir kenarla bagh
A(G) = (ajj) =
0; vj Ve bir kenarla bitisik degilse.

seklinde tanimlanir [14].

Ornek 2.4.1. Asagida Sekil 2.4.1 ile gosterilen G grafinin komsuluk matrisini bulalim.

U1 v,

Sekil 2.4.1. DOrt noktal1 G grafi

A(G) =

= O = O
[ e R Y
_ O R O
O R

Sekil 2.4.1 grafina ait komsuluk matrisidir.
2.4.2. Derece Matrisi

Bir G grafinda d;, v; € V; noktasinin derecesi olmak iizere, G’ nin nokta derecelerinin

kdsegen matrisi

14



D(G) = kds (dy,dy,..... d,) =

seklinde kosegen bir matristir.

Ornek 2.4.2. Asagida Sekil 2.4.2 ile gosterilen G grafinin derece matrisini bulalim.

U1 U3

Uy

Sekil 2.4.2. DOrt noktal1 G grafi

D(G) =

SO O O W
oo N O
oN OO
N O OO

G grafinin derece matrisidir.
2.4.3. Laplasyan Matrisler
Bir G grafinin Laplasyan matrisi, L(G) nxn simetrik bir matris olup,
d;; i=j ise
L(G) = (Ly) = 1L v~y
0; aksi takdirde
seklinde tanimlanir.
Bir G grafinin laplasyan matrisinin; komsuluk matrisi ve derece matrisi tlriinden,
L(G) =D(G) — A(G) (2.1)
seklinde ifade edilir [15].

Ornek 2.4.3. Asagida Sekil 2.4.3 ile gosterilen G grafinin komsuluk matrisini bulalim.

15



D(G) -

S oo w
SO N O
oN OO

L(G)=D(G)— A

7]
U1

Uy

Sekil 2.4.3. DOrt noktali G grafi

ve A(G)

N O OO
= e
=)
coR
OO R

9

(G) oldugundan

3 -1 -1 -1
-1 2 -1 -1
L&) = -1 -1 2 0
-1 -1 0 2

elde edilir.

2.4.4. Normalize Laplasyan Matrisler

G grafinin normalize laplasyan matrisi simetrik matris olup;

Ly(G) = (Lj) =

seklinde tanimlani
Bu tanimdan izole

Ly(6) = D(G)~

1; i=j ise
— 1 - . —~
ad, Vi Y
_ 0; aksi takdirde

T.

noktast olmayan bir G grafinin normalize laplasyan matrisinin

12 1(G) D(G)V

Seklinde de ifade edilir [16].

Ornek 2.4.4. Asagida Sekil 2.4.4 ile gosterilen G tekerlek grafinin komsuluk matrisini

bulalim.
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Uy
Vs
Uy
Sekil 2.4.4. Wy 4 G tekerlek grafi
300 00 0 1 0 1
0 300 0] [1 0 1 0
DG)=10 0 3 0 O ve A(G)=[0 1 0 1
0 0 0 3 0 1 0 1 0
0 0 0 0 4 11 11

G grafinin nokta dereceleri
d1:d2:d3:d4:3 ve d5: 4

elde edilen matrislere gore Sekil 2.4” e ait laplasyan matrisi,

1 0 -1 -1
{—1 3 1 o0 1
L@=o -1 3 -1 -1
1 0 -1 3 —1J

1 -1 -1 -1 4

olarak bulunur.

Normalize laplasyan matrisi ise;

1 -1 0 -1 __1
3 3 23
-1 -1 -1
= 1 = 0 -
3 3 2./3
-1 -1 -1
-1 -1 -1
= 0 — 1 -
3 3 2./3
1 -1 -1
123 243 243 243

olarak bulunur.

17
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2.5. Laplasyan Martrisin Bazi Cebirsel Ozellikleri

Lemma 2.5.1. (Kenar Birlesimi) : G ve H noktalar kiimesi ve kenarlarinin kiimesi

ayrik iki graf olsun.
LGUH = LG + LH (TOplam5a|) (23)

Lemma 2.5.2. ( Izole nokta) : i € G noktas: izole nokta ise, laplasyan matrisin t{im

satir ve siitunlar sifirdir. Her j igin,
[Lglij =[L¢l;ji=0 (2.4)
seklindedir.

Lemma 2.5.3. ( Ayrik Birlesim) :Gve H graflarinin birlesimi, L; ve Ly laplasyan

matrislerinin direk toplami olarak ifade edilir ve,

Lg o]

Leuw=Le @ Ly = 0 Ly (2.5)

esitligi ile verilir.

Ispat: G Uv(H) = (V; UVy, E;) grafini ele alalm. Bunun anlami G ile H grafina ait

noktalarin birlesiminden olusur. Benzer sekilde v(G) U H da tanimlanir.

Lemma 2.5.2 den,

_[Lg O [0 0
L guvy = [ 0(; 0] ve  Lygyun —[0 LH] (2.6)
elde edilir.
Buradan yola ¢ikarak,
GUH=(GUv(H))U ((G)uUH)
Lemma 2.5.1 den dolay,
L 0
LGUH :LG @ LH = OG L ] olur. (27)
H

Buradan laplasyan matrisler, bagli bilesenlerin laplasyanlarinin direk toplamina esittir
[17].
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BOLUM 3
BAZI OZEL GRAF ICIN GENEL LAPLASYAN MATRIiSLERI

Bu bolim de, baz1 6zel graflar (Sifir graflar, yol graflar, ¢evre graflar, tam graflar,
tekerlek graflar) icin laplacian matrisleri incelenecek ve n noktali graflar igin genel

laplacian matrisleri gosterilecektir.
3.1. Sifir (Null) Graflar i¢in Laplasyan Matrisleri

Sifir graflarda noktalar bir kenarla birlesmediginden matrisin biitiin kenar baglantilar1 O
olacaktir. Asagida N,, N3 noktali null graflarin laplasyan matrislerinden sonra N,

genel grafi i¢in laplasyan matrisi verilmistir [18].

D(G) - A(G) = L(G)
00 0 0 3 00
N, PP [0 0 B [O 0] B 0 0]
Sekil 3.1.
® 0O 0 O 0O 0 O 0O 0 O
N3 [ ) [ ) 0O 0 O — 0O 0 O = 0O 0 O
0O 0 O 0O 0 O 0O 0 O
Sekil 3.2.
® 9
® o
N, @ o
® 0 0 0 0
. o o [ ] O . . ] [ . ]

Sekil 3.3. ' '0::(-)]:[(-)6::
FE N AN I A

Sonug olarak, n noktali null graflar i¢in laplasyan matrisin tiim degerleri sifirdir.
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3.2. Yol Graflar i¢in Laplasyan Matrisleri

Bir B, yol grafinda her bir nokta, komsu oldugu noktalarla tek bir yol olusturacak
sekilde birlesir. Dolayisiyla komsuluk matrisinin ilk ve son satirlarinda birer tane, diger
satirlarda ikiser tane 1 olup, diger tiim veriler 0 olacaktir. Asagida P, ve P yol
graflarina karsilik gelen derece matrisleri, komsuluk matrisleri ve buradan yola ¢ikilarak
bulunan laplasyan matrisleri verilerek; B, yol grafi igin genel laplasyan matrisi

gosterilmistir [25].

D(G) - A(6) = L(G)
o0 00 -

Sekil 3.4.

100 0 0100 1 -1 0 0
0200 _ 1010 _ -1 2 -1 0
00 2 0 010 1 0 -1 2 -1
000 1 00 1 0 0 0 -1 1

Sekil 3.5.

1000 00 010000 1 -1 0 0 0 ©0
[020000] [101000][—1 2—1000]
002000 [010100_]0-1 2-1 0 o0
000200 001010 |0 0-1 2 -1 o0
0000 20 000101 o 0 0 -1 2 -1
000001 000010 o 0 0 0 -1 1

oo o - @

Sekil 3.6.

1 0 0 0 1 0 1 -1 0 0
|[o 2 0 .. o]| |[1 0 o]| —3 i —% . g
I(:) O : 0 ?|_|? 1 ?|= 0 0 -1 2 -1 0 O
|ls 0 2 Ojl ll 1 0 1J| 1 2 -
0 0 0 1 0 0 1 0 o 0 -1 1




Sonug olarak, n noktal1 yol graf icin genel laplasyan matrisi elde edilmistir.

3.3. Cevre Graflar i¢in Laplasyan Matrisleri

Bir C,, c¢evre grafinda, noktalar kendisine komsu olan iki nokta ile kenarlarla baglanir.
Dolayisiylan > 3i¢in C,, c¢evre grafinda her bir noktaya karsilik gelen satirda iki tane
1 olup diger tiim girdiler 0 olacaktir. Asagida n = 3 ve n = 5 igin laplasyan matrisleri
gosterilmis. Buradan yola ¢ikilarak C,, ¢cevre grafi ve bunlara karsilik gelen laplasyan

matrisi verilmistir.

D(G) — A(G) - L(G)
C3
Sekil 3.7.
2 0 0 01 1 2 -1 -1
[0 2 o] _ [1 0 1] = |1 2 41
0 0 2 110 1 -1 2
Cs
Sekil 3.8.

2 00 0 0 0100 1 2 -1 0 0 -1
[02000} [10100] [—12—10 o}
00200 —1lo1o0o10 = lo -1 2 -1 o0
[ooozoJ [00101J [o 0—12—1J
0000 2 1001 0 1 0 0 -1 2
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[2 0O 0 O 0] [O 1 0 O 1] [2 -1 0 0 .. —1]
[0 2 0 0] |1 0 1 o] [-1 2 0 .. .. 0]
| 0 2 0|—|010 0|=|0 0 : 0|
lo 0 o o 2J l1 0 e o w1 OJ l—1 0 v e . 2J

Sonug olarak, n noktali ¢evre graflar icin genel laplacian matrisi elde edilir.

3.4.Tam Graflar i¢in Laplasyan Matrisleri

Bir K, tam grafinda her nokta kendisi hari¢ diger biitiin noktalarla bir kenar ile birlesir.
Dolayistyla komsuluk matrisin kosegeni iizerindeki tiim girdiler 0, digerleri ise 1
olacaktir. Asagida K; ve K, tam graflarina ait laplasyan matrisleri gosterilerek, K,, tam

grafina karsilik gelen laplasyan matrisi gosterilmistir.

D(G) - A(G) = L(G)
K 2 00 0 1 1 2 -1 -1
3 —
[0 2 0] - [1 0 1] = [—1 2 —1]
0 0 2 1 1 0 -1 -1 2
Sekil 3.10.
3 00 0 01 1 1 3 -1 -1 -1
k. |03 00 _JL o011 _ -1 3 -1 -1
+ 10 0 3 0 11 0 1 -1 -1 3 -1
0 0 0 3 1110 -1 -1 -1 3
Sekil 3.11.

K,
n—1 0 0 0 0 0 1 1 1 [n—l -1 -1 —1]
[ 0 n—1 0 0 } [1 0 1 1} | -1 n—-1 -1 -1 |
0 0 0o |- = | : 2
| ; | | | | |
l 0 0 n—1J l1 1 0J l—1 n—1J
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3.5. Yildiz Graflar i¢in Laplasyan Matrisleri

Bir S, yildiz grafinda, i¢i dolgusuz olan nokta diger siyah noktalar ile birer komsuluk
olusturmaktadir. Asagida S; ve Ss yildiz graflarina karsilik gelen laplasyan matrisleri

verilmis ve buradan yola ¢ikilarak S, yuldiz grafi icin genel laplasyan matrisi

gosterilmistir.

D(G) - A(G) = L(G)
5340

Sekil 3.13.

200 011 2-1-1

010 — 100 = -1 1 0

001 100 -1 0 1

Ss E

Sekil 3.14.

[40000] [01111] [4—1—1—1—1]
|01000| |10000| |—11 0 00|
00100 — 10000 = -1 0 1 0 O
lOOOlOJ llOOOOJ [—10 0 10J
000O0T1 10000 -1 0 0 0 1

Sekil 3.15.
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O =

1
0“
0 =

z,J

—_——

=
= o, L.

Sonug olarak, n noktali yildiz graflar i¢in genel laplasyan matrisi elde edilir.

3.6. Tekerlek Graflar icin Laplasyan Matrisleri

Asagida

Wi4, Wis tekerlek graflarina ait laplasyan matrisleri verilerek W,

seklindeki tekerlek graf icin genel bir laplasyan matrisi gosterilmistir.

D(G)

@ ;
K

Sekil 3.16.

Wis
|’3
k
5
Lo

Sekil 3.17.

Sekil 3.18.

SO OO WwWOo

SO o wOo

S OO WwWoo

SO O WwWo o

SO WwWo oo

S W o oo

SO WO oo Oo

0 0
o] [1
ol—=10
o |1
81| |f‘1’
0

o |0
o L

RO R OR

R OO R OF

24

PO R ORr o

R R ORO

PR OR OO

RO R OR

A(G)

RO R OOR

1] f
11 =

!

1] [3
i
e
ol 15

3 -1 0 -1 —1]

-1 3 -1 0 -1
0 -1 3 -1 -1
-1 0 -1 3 -1
-1 -1 -1 -1 4

-1 0 0 -1 —1]
3 -1 0 0 -1

0 -1 3 -1 -1



3.0 0 0 0 0
[0 30 0 - 0]| |[1
0 0 - o
l: A E
lo S .
lo o 0 ~ o ol L

_ O R

SR o

[

L

r 3

-1
0
0
-1

L1

-1

-1

0
-1

-1

Sonug olarak n noktal1 tekerlek graflar icin genel laplasyan matrisi elde edilir.
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BOLUM 4
BAZI OZEL GRAFLAR iCIN NORMALIZE LAPLASYAN MATRIiSLERI

Bu bolim de bazi 6zel graflara ait normalize laplasyan matrisleri incelenecek ve

n noktal1 0zel graflar icin genel normalize laplasyan matrisleri gosterilecektir.

4.1. Cevre Graflarda Normalize Laplasyan Matrisleri
Asagidan = 4 ve n = 5icin normalize laplasyan matrisleri gosterilmis. Buradan

yola ¢ikilarak C, ¢evre grafina ait normalize laplasyan matrisi verilmistir.

15 0 5
21 20
C Ly =72 4 1
* 0 = 1 3

-1 -1
5 0 2 1]

Sekil 4.1.

_ -1 1=
1 2 0 0 =2
Cs _—; 1 _—; 0 0
Ly ={0 = 1 = 0
-1 -1
0 0 2 1 =

-1 -1
= 0 0 2 1

Sekil 4.2,
<0 0 <
-1 -1

21 2 0 0
0 =2 1 2 0 0
@ =10 0 2 1 :
-_; 0O 0 - - -_; 1|

Sekil 4.3.

Sonug olarak n noktal1 ¢evre graf icin genel normalize laplasyan matrisi elde edilir.
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4.2. Yol Graflarda Normalize Laplasyan Matrisleri

Asagida Py, Ps yol graflarina karsilik gelen normalize laplasyan matrisleri verilerek; B,

yol grafi i¢in genel normalize laplasyan matrisi gosterilmistir.

P,
e = 1 = 0 0
-1
— 1 2 0
: V2
2 vz
-1
0 0 = 1)
Ps
oo oo (1 _T; 0 0 0]
- -1
Sekil 4.5, 7z 1 =5 00
LyG@G=10 = 1 = 0
1 -1
00 5 1 %
-1
00 0 % 1
B,
[ Y (1 _T; 0 0 0]
-1 -1
— 1 — 0 0
Sekil 4.6. a2
0 - 1
LN(G)= 0 -1 :
2
: 0 :
, -1
V2
-1
0 0 0 = 1

Sonug olarak n noktali yol graflar igcin genel normalize laplasyan matrisi elde edilir.
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4.3. Tam Graflarda Normalize Laplasyan Matrisleri

Asagida K,, Ksnoktali tam graflar ait normalize laplasyan matrisleri gosterilerek, K,

tam grafina karsilik gelen normalize laplasyan matrisine ait genel sonug gosterilmistir.

Ky

Sekil 4.7.
KS [ 1
-1
4
-1
Ly(G) = 2
-1
4
-1
- 4
Sekil 4.8.
K,
- -1
L=
1 1
n—1
-1
Ly(G) = ) n—1

Sekil 4.9.

Ln—

2 — -1
1 [ —
3 3
-1 -1
—_— 1 -
3 3
-1 -1
= = 1
3 3
-1 -1 -1
- 3 3 3
-1 -1 -1
4 4
-1 -1
4 4
-1 -1
- 1 -
4 4
-1 -1
|
4 4
-1 -1 -1
4 4 4
-1
n—1
1 )
— 1
n—1
-1
n—1

| | |
— wlp—xw =W | =

I
_

| |I |I
—_ »lhup SN N

Sonug olarak n noktali tam graflar icin genel normalize laplasyan matrisi elde edilir.
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4.4. Yildiz Graflarda Normalize Laplasyan Matrisleri

Asagida S,, S5 yildiz graflarina karsilik gelen normalize laplasyan matrisleri verilmis
ve buradan yola ¢ikilarak S, yildiz grafi igin genel normalize laplasyan matrisine
ulasilmstir.

Sy
_1_
10 0 %
-1
0 1 0 =
=
Ly(G) = o
0 7
Sekil 4.10. e
F A oA L
Ss
_ _1_
1.0 0 0 %
-1
01 0 0 =
-1
In@ = [0 0 1 0 =
. -1
Sekil 4.11. 00 0 1 %
-1 1 -1 -1 -1
Vi Vi Vi V& &l
Sn
1 0 0 1]
n—1
0 —
Iv@@ = 19 o s
Sekil 4.12. P 1
=t Vet ]

Sonug olarak n noktal1 yildiz graflar igin genel normalize laplasyan matrisi elde edilir.
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4.5. Tekerlek Graflarda Normalize Laplasyan Matrisleri

Bu alt kisimda, W;, , W5 tekerlek graflar1 i¢in normalize laplasyan matrisleri
gosterilmistir. Buradan yola cikilarak W, tekerlek grafi i¢in normalize laplasyan

matrisi verilmistir.

—1 -

|
-
|

15 0 35 5
-1 -1 -1
5 1 5 0 5
-1 -1 -1
Wi @ =10 =5 1 =5 7
-1 0 -1 1 1
3 3 2 243
-t L 21 1 4
23 2V3 243 2V3
Sekil 4.13.
_ -1 -1 -1 7
1 =5 0 0 =5 7F
-1 -1 -1
5z 1 5 0 0 =
-1 -1 -1
B 0o 5 1 5 0 =
W15 Ly(G) = -1 -1 -1
: o 0 = 1 = —
3 3 415
-1 -1 -1
S 00 =5 1 5
. -t £ 2 2t 2 4
Sekil 4.14. V15 Vi5 +Vis +Vi5 <15 .
Wl,n _1 _—; O \/_Tin
211 2oy
3
o ==
3
Ly(G) = : 0 '
0 __1
Sekil 4.15. ' ) o ) V3n
__1 0 1 __1
3 ) T \3n
L L —L

Sonug olarak n noktal1 tekerlek graflar icin genel normalize laplasyan matrisi elde edilir.
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BOLUM 5
GRAF GRUPLAR
Bu bolimde Z,, ’de toplamsal gruplar ve ¢arpimsal gruplarin n > 2 igin olusan birim
graf yapilar1 incelenecektir. Bu graf yapilara ait komsuluk matrislerinden
bahsedilecektir. Bu graf grup yapilari tiggensel graflar ile ifade edilecektir.

5.1. Z,’de Tammmlanan Gruplarin ve Halkalarin Birim Graflarla Gosterimi
Tamm 5.1.1. Graflar cebirsel yapilarin 6zelliklerini ¢alismada kullanilan bir aragtir. Bir
grubun x ve y gibi iki elemani i¢in X.y= e ise grafta bu iki eleman komsu elemanlardir

veya bir kenarla birlestirilen elemanlardir.

Grupta bir elemanin karesi kendine esit ise bu eleman bir ¢izgiyle birim eleman ile
birlestirilir. Bu anlamda grubun her bir eleman1 birim elemanla komsu elemanlardir.
Graf olusturmada grubun birim elemani temel rol aldigindan bu tiir graflar birim graf
olarak adlandirilir. Birim grafla ifade edilen bir grubun mertebesi graftaki nokta sayisina

esittir.

Ornek 5.1.1. Z3={0,1,2} de toplama islemine gére olusan graf grup yapist;

0

Sekil 5.1.1

seklinde olur.
Ayn1 zamanda sekil 5.1.1 deki graf bir tiggensel graf 6rnegidir.

Ornek 5.1.2. (Zg, @ ) toplamsal grubunda olusan graf yapis1 asagidaki gibi Sekil 5.1.2
deki gibi olur.

Sekil 5.1.2.
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Ornek 5.1.3. G = ( g ) altinc1 mertebeden bir devirli grup olsun. Bu G grubunun graf
yapisi sekil 5.1.3” deki gibidir.

Sekil 5.1.3.

Tamim 5.1.2. G bir grup olsun. G nin arakesitlerinin birim alt grubu ve birlesimleri G’
yi veren G’ nin alt gruplarinin ailesi G’ nin bir takimi olarak isimlendirilir. Bu takimdan
renklerin kiimesi T’ ye komsu alt gruplarinin goriintiileri farkli olacak sekilde bir
fonksiyon tanimlamak suretiyle her alt grubuna bir renk karsilik getirilmis olur. Bu
sekilde gruplar yardimiyla bir graf boyanabilir. Bir grup bir takima sahip ve boyanabilir
ise grafiksel olarak iyi gruptur. Aksi halde kotu gruptur [19].

Ornek 5.1.4. G, alterne grubu igin,

G={e, (12)(34), (13)(24), (14)(23), (123), (124), (134), (234), (132), (142), (143),
(243)} parametrelerin kiimesi olsun. G tizerinde tanimh (F,4) F:A—P(G) kiime degerli
F fonksiyonunu her xeA icin F(x) = { yeG: y=x", neZ }seklinde tanimlansin. Buna gore
G iizerinde tanimli ve G nin elemanlarinin tamsay1 kuvvetlerinden olusan alt gruplarin
olusturdugu esnek grup; { e }, { e, (12)(23)}, {e, (13)(24)}, {e, (14)(23)}, {e,
(123),(132) }.{e, (124),(142)}, {e, (134),(143)}, {e, (234), (243)} cebirsel yapisidir.
Buna karsilik gelen graf grup asagidaki Sekil 5.1.4 ile gosterilir.

wey P
(14)(23)
e (234)
(123)
(143)
(132)
(134) (142) (134)
Sekil 5.1.4.
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Sekilde verilen graf en az ii¢ renkle boyanir. Bu grup bir takima sahip boyanabilir

oldugundan 1yi gruptur.

Tamm 5.1.3. Graf gruplara benzer bir tanimlama halka graflar i¢inde ifade edilir. Bu
tanimlamada birimli ve degismeli halka ve sifir bolen graf alinir. X ve y birimli ve
degismeli bir R halkasinin farkli elemanlar1 olsun. X ve y nin komsu elemanlar olmasi
icin (x£0 ve y#0) xy=0 olmas1 gerek ve yeter kosuldur. Buna gore halkanin sifir1 her
elemanla komsudur. Birimli degismeli halka iizerinde sifir bolen graftan farkli olarak

birimsel grafta tanimlanir.

R birimli ve degismeli halka olmak {izere, U(R) birimseller kimesini gdsterir. x ve y
U(R)’ nin iki eleman1 olmak iizere X ve y nin komsu olmasi igin gerek ve yeter kosul
X.y=1 olmalidir. Bu tiir graf R halkasinin birimsel grafidir. Sifir bolen grafta R’ nin tim
elemanlar1 grafin koselerini olustururken, birimsel grafta koseler R’ nin sadece birimsel

elemanlarindan olusmaktadir [20].

Ornek 5.1.5. Z4 ={0,1,2,3,4,5,6,7,8}, mod9 i¢in ¢arpma islemi iizerinde taniml
halka yapisina ait birimsel graf Sekil 5.1.5 ve sifir bolen graf Sekil 5.1.6 asagida

verilmistir.

Sekil 5.1.5. Sekil 5.1.6.
Birim graf

Sifir bolen graf

5.2. Yar1 Gruplarin Graf Grup Yapilari

Bu kisimda ¢arpma islemine gore tanimlanan yar1 gruplar {izerinde tanimlanan birim
graflar incelenecektir.

(S,*) birimli degismeli bir yar1 grup ve birimi 1 olsun. Yani monoid olsun. x € S igin,

x *y =yx*x =1 olacak sekilde ye S varsay’ye x’ in tersidir denir [21].

Egery = x ise
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x.x=x2=1 (5.1)
olur.
Ornek 5.2.1 ile Z;, de kalanlarin simifi ¢arpma islemine gore bir yari gruptur. Ayni
zamanda bir monoiddir.
Ornek 5.2.1. Z,,={ 0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} carpma islemine gore tanimlanan yar1

grubun (mod12)’ ye gore birim graf ile gosterimi,

9
o ‘o °
11 ;
1
0 @ ®
5 ® 4
7 ® ¢
8@

Sekil 5.2.1. Z;,’ de birim graf

Ornek 5.2.2. Z,,={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} carpma islemine gore tanimlanan yar

grubun (mod10)’ a gore sifir grafile gosterimi Sekil 6.2.2” de verilmistir.

Sekil 5.2.2. Z;,’ da sifir graf

Tammm 5.2.1. S bir yar1 gruba ait birim ve sifir graflarin olusturdugu komsuluk
matrisleri, birim ve sifir graflarin birbirinden bagimsiz olusturduklart komsuluk
matrislerinin toplamina esittir.

Ornek 5.2.3. Z;, Carpimsal grubuna gore olusan yar gruplara ait birim-sifir graf Sekil
5.2.3’ deki gibidir. Birim- sifir grafta birbirinden bagimsiz ¢izilmelerine ragmen ayni

kiime icerisinde ortak olarak alinip, matris yapilar1 beraber degerlendirilmelidir.
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3
9
Sekil 5.2.3. Birim- sifir graflar

01 2 3 456 7 8 9
o0 01 01 1 1010
110 0 0 1 0 0 0 1 0 1
211 0 0 0 01 0 0 0 O
3]0 1.0 0 0001 00O
q= 4 10 000 100 00O
511 0 1.0 1.0 1 0 1 0
610 0 0 0 0 1.0 0 0O
210 1.0 1.0 0 0 0 0 0
g/t 000010000
g0 1.0 0 0 0 0 0 00

Birim - sifir grafa ait komsuluk matrisi olur.

Kenar icermeyen sifir grafta noktalar arasinda bir kenar bulunmamaktadir. Ayrica birim
grafta ise Z;,’ a gore kalanlar sinifi ¢arpma iglemine gore birimle eslesmektedir. Buna

gore olusan sekiller asagidaki gibidir.

Sekil 5.2.4. Sekil 5.2.5.

Birim graf Kenar icermeyen sifir graf
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8

2 3 4 5 6 7

1

0

0 0 0 0 0 0 0 0 O O
0 001 0 0 0 1 01

0O 000 0O 0O O0OOTUOTDO
01000 O0O0OT1TTUO0UO
0 000 O 0O O0OOTUO0OTDO
0 000 O O0OO0OOTUODO
0 0000 0O O0OOTU OO

0
0

1 01 0 0 0 0 0 O
0 0 000 0 O0O0DO

0 1. 0 0 0 0 0 0 0 O

0
1
2
3
4
5

6
7
8
9

Birim graf ve kenar igermeyen sifir grafa ait komsuluk matrisi bulunur.

Kenar igermeyen birim graf ve sifir graf asagidaki gibi olur.

o
® o
N~

1
®

Sekil 5.2.7. Sifir graf

Sekil 5.2.6.
Kenar icermeyen birim graf

9

8

3 4 56 7

2

1
o0 01 01 1 1 0 0 O

0 0 0 00O OO 0 o

110 0 0 0 0 0O 0O O O O

211 0 0 0 01 0 0 O O

310 0 0 0 0 0OO O O O

411 0 0 0 01 0 0 O O
511 0 1. 01 01 0 1 O

C =

&1 0 0 0 01 0 0 0 O

{0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
gjt 0 0001 0O0O0O0

9

Kenar icermeyen birim graf ve sifir grafa ait komsuluk matrisi bulunur.
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Yar gruplarda, birim graf ve sifir graflara ait komsuluk matrislerinin toplam1 birim-sifir
grafina ait komsuluk matrisine esittir. Yani,

A= B+C (5.2)
olur [21].

Teorem 5.2.1. p;Z, = {0,p;,2p; ..., (n—1)p;} mod n ye gore carpma islemi
tizerinde bir yar1 gruptur. Her bir p; (1Si <t,t=>2)icinp;n ve n= pyp,, .., 0
de her bir p; i¢in oldugundan yar1 grup bir birime sahip degildir. Bundan dolay1 yari
grup 6zel birim grafa da sahip degildir.

Ispat : p;Z, = {0,p;, ...,p; (n — 1)} carpma islemi iizerinde mod n gore taniml bir
yart grup olsun. n = pypy,..,p’ dir. t =2 igin  p;py, .., D¢ Ii<t farkh
sayilardir. Agikca goriiliiyor ki 1 € p;Z,, oldugundan p;Z,, birim igermez. Dolayisiyla
p;Z, yar1 gurubu 6zel biri grafa sahip degildir.

Ayni zamanda bu yarigrup birim-sifir graf da igermez.
Ornek 5.2.4. 6Z,, = { 0,6,12,18} kiimesi (mod24) ’e gbre yar1 grup iizerinde carpma
islemi ile tamimlanmistir. Bu gruba ait sifir tam bolen bir yar1 grup Sekil 5.2.8 ile

verilmistir.

18

12
Sekil 5.2.8.

6Z,4 Sifir tam bdlen grafa ait komsuluk matrisi ise

0 6 12 18
ofo 1 1 1
61 0 1 O

211 1 0 1

811 0 1 0

Seklindedir.

Benzer sekilde 3Z,4 , 8Zy4, ..., 6rnekleri ile de ¢alisilabilir [22].
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BOLUM 6

BAZI OZEL GRAFLAR iCiN @,, TOPLAMA iSLEMINE GORE GRAF GRUP
YAPILARI

Bu boliimde bazi 6zel graflar i¢in komsuluk matrislerinin (yol, ¢evre, yildiz, tekerlek,
tam, euler graf) @,, toplama islemine gore olusan komsuluk matrisleri ve bu komsuluk
matrislerinin irettigi gruplar ve her bir elemana ait graflar verilecektir. Burada @,,,
matrislerin toplamini gosterecek ve matris bilesenlerinin toplamini da Z,, deki toplama

islemi olusturacaktir.

Tamm 6.1. G bir graf ve H, G grafina ait komsuluk matrisi olsun.

H’ 1n tirettigi kiime 2 = (H ) = {kH: k € Z} ile tanimlansin. Buradan,
H @, H = 2H(mod n)

H®, H®, H=3H (modn)

(6.1)

Hoe H®, ...&, H=kH((modn)

k

n moduna gore n>2icin H~! =kH (modn) ve H®, kH =e (modn) ve
(k=23,..,(n—1)) olacak sekilde H ' € N varsa, 2 kiimesine H komsuluk
matrisi tarafindan iiretilen matris grubu denir. Bu grubun her bir elemanina karsilik

gelen graflarin kiimesine de graf grup denir.

Burada tanimlanan etkisiz eleman,

0 0 . . . 0]
0 0

e =
o . .. 0O
0 0 0 O

matrisi nxn tipinde bir sifir matristir.
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G grafinin noktalarinin kimesi , V; = { v, v,,..., v, } olan n noktali bir graf ve

kH € 2 da komsuluk matrisleri olsun.

n, v ~v o, v Ve, n kenar ile baglh ise

kH =

0, v; vev; , v; ve v ;birkenar ile bagh degil ise

Tanim 6.1° den bazi 6zel graflar igin (yol, ¢evre, yildiz, tekerlek, tam, euler graf)
komsuluk matrislerinin {irettigi kiime bir grup olusturur. Bu gruplarin komsuluk

matrislerini ve bu matrislere karsilik gelen graf gruplar1 arastiralim.
6.1. Yol Graflarda Graf Grup Yapilar
6.1.1 U¢ noktal yol graflarda graf grup yapilari

vy vy V3

| o oy
Sekil 6.1.1.

Sekil 6.1.1. deki G yol grafina ait komsuluk matrisi H,

V1 VUV VD3

v, [0 1 O

H = () 1 0 1
V3 0 1 0

seklindedir.

@, toplama islemine gére H’ 1n irettigi kiimeyi gosterelim ve graf grubu bulalim.

0 1 0 0 1 0 0O 0 O
H® H=|1 0 1] @©|1 0 1| =(0 0 O0f|=e
0O 1 0 0 1 0 0O 0 O

Yani H ~!=H olur. @, toplamina gore bir graf gruptur. Ayrica,

N ={H, e} (6.2)
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bir graf gruptur.

@3 islemine gore graf grubu bulalim.

01 0 01 0 0 2 0
HO H=|1 0 1| &1 0 1| =2 0 2|(=2H
01 0 01 0 0 2 0

@5 islemine gore asagidaki Sekil 6.1.2 deki 2 H grafini elde ederiz.

V4 L] V3

S O

Sekil 6.1.2.
01 0] [0 2 0] [0 0 O

H®2H=3H=|1 0 1| +|2 0 2| =0 0 of|=e
o 10 lo2o0 looo

H ™' =2H olur. G yol grafi @5toplama islemine gore bir graf gruptur. Ayrica
0 ={H,2H, e} (6.3)
bir graf gruptur.

@, toplama islemine gére (n — 1) H matrisine ait grafta her iki nokta arasinda (n — 1)
tane kenar vardir. (n—1)H graf matrisi ve grafi asagidaki Sekil 6.1.3. ile
gosterebiliriz.

0 (n—-1) 0
mn—1DH=|(n—-1) 0 (n—1)

0 (n—1) 0

ile gosterilir.

V3

Sekil 6.1.3.
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Ug noktali G yol grafina ait komsuluk matrisi H ! = (n—1) H = e oldugundan

@,, toplama islemine gore bir graf gruptur. Ayrica

N ={H,2H,3H,...,(n — 1)H, e} (6.4)

bir graf gruptur.

6.1.2. Dort noktali yol graflarda graf grup yapilan

Sekil 6.1.4

Sekil 6.1.4” deki G yol grafina ait komsuluk matrisi;

V1 V2 V3 V4

v+ 10 1 0 O
V2
H = 1 0 1 0
v [0 1 0 1
v, 1O 0 1 O
ile gosterilir.
P, islemine gore graf grubu bulalim.
0 1 0 O 0 1 0 O 0 0 0 O
_{1 0 1 0 101 0 _|0 0 0 0]_ _
HOH= 101 0 1|® o1 0 1] {0 0 0 o|=2=¢
0 01 0 0 01 0 0 0 0 O

H ' = H olur. G grafi @, toplama islemine gore bir graf gruptur. Ayrica,
N ={H,e}
bir graf gruptur.

@5 toplama islemine gore graf grubu bulalim.

01 0 0 01 0 0 0 2 00
11t 0 1 0 101 0| _|2 0 2 0] _

H®H‘0101@0101‘0202‘2H
0 010 0 010 00 2 0
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@5’ e gore asagida Sekil 6.1.5” deki 2 H’ a ait grafi elde ederiz.

o sCeCe

Sekil 6.1.5.

0100 0200 [000 0

110 1 0 2 02 0/_1loo0o o0 of_,, _
H®2H= |0 | o {|®lg 2 0 2[F|o 0 0 ofF3=¢

0010 o020 loooo

H ™! =2H oldugundan @3 toplama islemine G grafi bir graf gruptur. Buradan,
0 ={H,2H, e}
bir graf gruptur.

@, de (n—1) H graf matrisi ve bu matrise ait grafta her iki nokta arasinda (n — 1)

tane kenar olur. (n — 1) H matrisi,

0 m-1 0 0
(n—1) 0 (n—1) 0

0 (n—-1) 0 (n—1)

0 0 m-1 0

(n—1)H=

(n — 1)H matrisine ait yol grafi asagidaki Sekil 6.1.6 ile gosterebiliriz.

Sekil 6.1.6.

@,, toplama islemine gore H ~! = (n — 1)H oldugundan, G dort nokta yo! grafi @,

toplama islemine gore bir graf grup oldugu goriliir. Ayrica G yol grafi Uzerinde,
N ={H,2H,3H,..,(n—1)H, e}

bir graf gruptur.
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6.1.3. m noktah yol graflarda graf grup yapilan

Sekil 6.1.7.

Sekil 6.1.7° deki m noktal1 bir yol graf @@,, toplama islemine gore (n — 1)H matrisine
ait komsuluk matrisi ve bu matrisin graf yapisi asagidaki Sekil 6.1.8” deki gibidir.

0 n—1 0 . . . 0
n—1 0 n—1
0 n—1
(n—1H = ) . .
. . . . 0 n—1 0
0 . . .. n—1 0 n—1
0 0 . . . n—1 0

seklinde gosterilir.

Sekil 6.1.8.

m noktal G yol grafinda @,, toplama islemine gore H ! = (n—1)H oldugundan
bir graf gruptur. Ayrica,

2 ={H,2H,3H, ...,(n — 1)H, e}

bir graf gruptur.

6.2. Cevre Graflarda Graf Grup Yapilar

6.2.1. Uc noktah cevre graflarda graf grup yapilar
51

L] U3

Sekil 6.2.1.
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Sekil 6.2.1 deki G ¢evre grafina ait komsuluk matrisi;

V1 Vy V3

Lo 101
H= v, |1 0 1| olur

v, 11 1 0

@, toplama islemine gore grup grubu bulalim.

0 1 1 0 1 1 0 0 O
H® H=2H=|1 0 1 1 0 1 0 0 Ol=e
1 1 0 1 1 0 0 0 0

H ! = H oldugundan G graf matrisi @, toplama islemine gére bir graf gruptur.

Ayrica,

N ={H,e}

bir graf gruptur.

P toplama islemine gore graf grubu inceleyelim.

011 0 1 1 0 2 2
101]@101 =12 0 2

1 10 1 1 0 2 20

He H= =2H

@3 toplama islemine gore asagidaki Sekil 6.2.2° deki 2H matrisine ait grafi elde

ederiz.
Sekil 6.2.2.
0 1 1 0 2 2 0O 0 O
H@G2H=|1 0 1 2 0 2 0 0 0I=
1 1 0 2 2 0 0O 0 O

Buradan H ~!'= 2H oldugundan G ii¢ noktali cevre grafi @4 toplama islemine gore

bir graf gruptur. Ayrica,
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2 ={H,2H, e}
bir graf gruptur.

@,  de (n—1)H matrisi asagidaki gibidir ve bu matrise ait graf Sekil 6.2.3 ile

gosterilir.
0 n—1 n—1
(n=1)H= [n—1 0 n—1
n—1 n-—1 0
olur.

Sekil 6.2.3.

H'= (n—1) H oldugundan ii¢ noktali ¢evre grafi @, islemine gore bir graf gruptur.
Ayrica,

N ={H,2H,3H,...,(n—1)H, e}
bir graf gruptur.

6.2.2. Dort noktah cevre graflarda graf grup yapilari

Sekil 6.2.4.

Sekil 6.2.4 deki G ¢evre grafina ait komsuluk matrisi,

010 1
1101 0
H=1g 1 0 1
1010

ile gosterilir.
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@,, toplama islemine gére (n — 1) H matrisine ait grafta her iki diigiim arasinda
(n — 1) tane ayrit vardir. Asagida (n — 1) H matrisi verilmis ve Sekil 6.2.5 ile de bu
matrise ait graf gosterilmistir.

0 n—1 0 n—1
n—1 0 n—1 0

0 n—1 0 n—1
n—1 0 n—1 0

(n—1)H=

olur.

Sekil 6.2.5.

H 1= (n—1)H oldugundan dort noktal ¢cevre graf @, toplama islemine gore bir
graf gruptur. Ayrica @,, islemine gore dort noktali ¢evre graflar icin H tarafindan

iretilen elemanlarin kiimesi,

N ={H,2H,3H,...,(n—1)H, e}

bir graf gruptur.

6.2.3. m noktah cevre graflarda graf grup yapilan

Ug, dort noktali cevre graflardan yola ¢ikarak m noktali bir icin cevre graf icin @,

toplama islemine gore, (n — 1)H ic¢in olusan komsuluk matrisi ve bu matrise ait graf

Sekil 6.2.6” daki gibi olur.

0 n—1 0 .o 0 n — 17
n—1 0 n—-1 . . 0 0
0 n—1 0 - 0 0
(n—1H =
0 . . - 0 n—1
n—1 0 . ... n—1 0
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Sekil 6.2.6.

H 1= (n—1)H oldugundan m noktali cevre graf @, toplama islemine gore bir
graf gruptur. Ayrica,

= {H,2H,3H, ...,(n — 1)H, e}
bir graf gruptur.
6.3. Yildiz Graflarda Graf Grup Yapilan

6.3.1. Uc noktah yildiz graflarda graf grup yapilar

(] .\o/. V3

V4

Sekil 6.3.1.

Sekil 6.3.1 deki ti¢ noktali G yildiz grafina ait komsuluk matrisi H,

Uy V2 V3

v O 1 1
H= v, [1 0 0]
1 0 O

U3

seklindedir.

@, toplama islemine gore graf grubu bulalim.

0 1 1 0 1 1 0 0 O
1 0 O 1 0 O 0 0 0f=

1 0 0 1 0 0 0 0 O

H® H=
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H ~!' = H oldugundan G ii¢ noktal yildiz grafi @, toplama islemine gére graf gruptur.
Ayrica,

N ={H,e}
bir graf gruptur.
@5 toplama islemine gore graf grubu bulalim.

0 1 1 011 0 2 2
1 0 O 2 0 0

1 0 O 2 0 0

H®GH=

@3’ de 2 H matrisine ait graf asagidaki Sekil 6.3.2 ile gosterilmistir.

<

Sekil 6.3.2.

01 1 0 2 2] [0 0 0O
H®2H=[1 0 ol ®[2 0 ol=]|0o 0 o]|=e
100 2 00 lo oo

H ' =2H oldugundan G yildiz grafi @5’ de bir graf gruptur.

@,, toplama islemine gore (n — 1) H matrisine ait grafta her iki nokta arasinda (n — 1)
tane kenar vardir. (n — 1) H matrisi ve bu matrise ait graf asagidaki Sekil 6.3.3 ile
gosterilmistir.

0 n—1 n—-1

(n—-1)H=|n-1 0 0
n—1 0 0

[le ifade edilir.

Sekil 6.3.3.
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Ug noktali G yildiz grafina ait komsuluk matrisi H ' = (n—1) H oldugundan @,,
toplama islemine gore bir graf gruptur. Ayrica @,, de ii¢ noktali yildiz graflar icin H

tarafindan {iretilen elemanlarin kiimesi,
N ={H,2H,3H,..,(n—1)H, e}
bir graf gruptur.

6.3.2. DOrt noktah yildiz graflarda graf grup yapilar

Sekil 6.3.4.

Sekil 6.3.4 deki G yildiz grafina ait kKomsuluk matrisi,

=== O
S O O
S O O
O O O

ile gosterilir.

@, toplama islemine gére (n — 1) H matrisine ait grafta birbirine komsu kenarlar

arasinda (n — 1) tane kenar vardir. (n — 1) H matrisi,

0 n—-1 n—-1 n-—1

_In—-1 0 0 0
(n=DH=1_1 o 0 0
n—1 0 0 0

ile gosterilir.

@, toplama islemine gore (n — 1) H matrisine ait graf Sekil 6.3.5 ile gosterilir.
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Sekil 6.3.5.

Dért noktali G yildiz grafina ait komsuluk matrisinde H ~'= (n — 1) H oldugundan

@,, toplama islemine gore bir graf gruptur. Ayrica,

N ={H,2H,3H,...,(n—1)H, e}

bir graf gruptur.

6.3.3. m noktah yildiz graflarda graf grup yapilar

Ug, dort noktal1 yildiz graflardan yola ¢ikarak m noktal bir yildiz graf'icin @,, toplama

islemine gore (n — 1)H’ a ait komsuluk matrisi asagidaki gibidir.

0 n—-1 n-—-1 . . . n-—1j
n—1 0 . .. 0 0
n—1 0 . .. 0 0
(n—1H =
ln—1 0 . .. 0 0

@®,,’ e gore (n — 1)H matrisine ait graf asagidaki Sekil 6.3.6 ile gosterilir.

Sekil 6.3.6.
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m noktal1 G yildiz grafina ait H komsuluk matrisi i¢in, H ~'=(n — 1) H oldugundan

@, toplama islemine gore bir graf gruptur. Ayrica @,, de m noktali yildiz graflar igin

H tarafindan iiretilen elemanlarin kiimesi,
N ={H,2H,3H,..,(n—1)H, e}

bir graf gruptur.

6.4. Tam Graflarda Graf Grup Yapilari

6.4.1. Dort diigiimlii tam graflarda graf grup yapilar

2] V2

Uy U3

Sekil 6.4.1.

Sekil 6.4.1de G tam grafina ait komsuluk matrisi H ;

V1 VUV V3 V4
vo [0 1 1 1
v2 11 0 1 1
v |11 1 0 1
v 11 1 10
seklindedir.

D, toplama islemine gore graf grubu inceleyelim.

01 1 1 0111 [0 0 0 O
1011 101 1/_lo0o0 of_.,,_

HOH=I1 | o (|® |1 1 0 1|F|o 0 0 ofFH =e
1110 1110 loooo

H ™! = H oldugundan G dért noktali tam graf: @, toplam islemine gore bir graf
gruptur. Ayrica,

N ={H,e}
bir graf gruptur.
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D3 toplama islemine gore graf grubu inceleyelim.

01 1 1 01 1 1 0 2 2 2
10 1 1 101 1{_|2 0 2 2|_

HEBH=1101€B1101‘2202‘2H
11 1 0 11 1 0 2 2 20

@5 toplama islemine gore 2H matrisine ait graf agsagidaki Sekil 6.4.2 ile gosterilmistir.

Sekil 6.4.2.

3H

1]
o

H @ 2H= D

[N =)

0
_10
10

0

NN N O
NN O N
NO NN
o NNN
cocooo
cooo
E=E==)
1]

1
1
1
0

= O
_ O R

H ~! = 2 H oldugundan dért noktali tam graft @3 toplama islemine gore bir graf

gruptur. Ayrica, 2 = {H,2H, e} bir graf gruptur.

@, toplama islemine gore (n — 1) H matrisine ait grafta her iki nokta arasinda (n — 1)

tane kenar vardir. @,,” de (n — 1) H komsuluk matrisi asagidaki gibidir.

0 n—1 n—1 n—-1
n—1 0 n—-1 n-—-1
n—1 n—1 0 n—1
n—1 n—1 n—-1 0

(n—1)H=

(n — 1) H’ a ait komsuluk matrisine ait graf Sekil 6.4.3” deki gibidir.

Sekil 6.4.3.
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H'= (n-1)H oldugundan, dort noktal:1 tam grafa ait H komsuluk matrisi

@, toplama islemine gore bir graf gruptur. Ayrica,
N ={H,2H,3H,..,(n—1)H, e}
bir graf gruptur.

6.4.2. Bes noktali tam graflarda graf grup yapilari

V4
Vs V2
Uy U3
Sekil 6.4.4.
Sekil 6.4.4’ deki G tam grafina ait komsuluk matrisi,
[O 1 1 1 1]
[1 0 1 1 1]
H= |1 0 0 1 1|
1 11 0 1
l1 1 1 1 0J
ile gosterilir.
@, toplama islemine gore graf grubu inceleyelim.
0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 O
[10111} [10111} [00000}
HOH=2H=|1 1 0 1 1/édf1 1 0 1 1[=10 0 0 0 Ofl=e
11101J [11101J [00000
1 11 10 1 11 10 0 00 0 O

H ! = H oldugundan G ye ait graf matris @, toplama islemine gére bir graf gruptur.

Ayrica,
N ={H, e}
bir graf gruptur.

@, toplama islemine gore (n — 1) H matrisine ait grafta her iki diigiim arasinda

(n — 1) tane kenar vardir. (n — 1)H komsuluk matrisi asagidaki gibidir.
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0 n—-1 n—-1 n—1 n-1
%—1 0 n—1 n—1 n—4

(n-1)H=In-1 n-1 0 n—1 n—-1
k—l n—-1 n—-1 0 n—q
n—-—1 n—-1 n—-1 n—-1 0

(n — 1) H komsuluk matrisine ait graf asagidaki Sekil 6.4.5” deki gibidir.

Sekil 6.4.5.

H'= (n-1)H oldugundan, bes noktali tam grafa ait H komsuluk matrisi

@,, toplama islemine gore bir graf gruptur. Ayrica,
Q ={H,2H,3H,..,(n — 1)H, e}

bir graf gruptur.

6.4.3. m noktah tam graflarda graf grup yapilan

m noktali bir tam graf icin @,, toplama islemine gére (n — 1) H matrisi asagidaki

gibidir.

0 n—-1 n—-1 . . . n— 17
n—1 0 n—1 . . . n—1
n—1 n—1
(n—1H =
n—1 . . . 0 n—1
n—1 n—1 . ... n—1 0

m noktali tam graflar igin, @,, toplama islemine gére (n — 1) H matrisine ait graf
Sekil 6.4.6 daki gibidir.
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Sekil 6.4.6.

H ™! = (n— 1) H oldugundan m noktal: tam graf @,, toplama islemine gére bir graf
gruptur. Ayrica @, toplama islemine gére m noktal1 tam graflar icin H tarafindan

iretilen elemanlarin kiimesi,

2 ={H,2H,3H,..,(n— 1H, e}

bir graf gruptur.

6.5. Tekerlek Graflarda Graf Grup Yapilar

6.5.1. Bes noktali tekerlek graflarda graf grup yapilari

51 vy

Uy U3
Sekil 6.5.1.

Sekil 6.5.1 deki G tam grafina ait komsuluk matrisi H,

Vi01 0 1 1
H:vo10101]
v o0 1 0 1 1|
vell 1 1 1 0
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seklindedir.

@, toplama islemine gore graf grubu inceleyelim.

01011 01011 00000
[10101} [10101][00000]
H®H=10 1 0 1 1/ ®lo 1 0 1 1/ =lo 0 0o o ol =e
10101J [10101J[00000J
11110 11110 loooo o

H ~! = H oldugundan G tekerlek grafina ait graf matris @, toplama islemine gore bir

graf gruptur. Ayrica,
N ={H, e}
bir graf gruptur.

@,, toplama islemine gore (n — 1) H matrisine ait grafta birbirine komsu her iki nokta
arasinda (n — 1) tane kenar vardir. (n — 1) H komsuluk matrisi agagidaki gibidir.
0 n—1 0 n—-1 n-1j
n—1 0 n—1 0 n—1
(n—-1)H=!| o n—1 0 n—-1 n—1

|n—1 0 n—1 0 n—1|
ln—1 n—-1 n—-1 n-—1 0 J

ile gosterilir.

@,  de (n — 1) H matrisine ait graf Sekil 6.5.2” deki gibidir.

Sekil 6.5.2.

H'=(n—-1H ve H+(n—1)H=e oldugundan bes noktali G tekerlek grafi

@,, toplama islemine gore bir graf gruptur. Ayrica,

N ={H,2H,3H,...,(n — 1)H, e}
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bir graf gruptur.

6.5.2. Alt1 noktah tekerlek graflarda graf grup yapilari

Sekil 6.5.3.

Sekil 6.5.3” deki G tekerlek grafina ait komsuluk matrisi,

[
|
I
I

NN = =

OO R OR

O R ORO

_m O Rk oo

_ O RO OR
[

seklindedir.

@5 toplama islemine gore 2 H komsuluk matrisine ait graf Sekil 6.5.4” deki gibidir.

Sekil 6.5.4.

H ' =2H oldugundan, alt1 noktali tekerlek graf @5 toplama islemine gore de bir
graf gruptur. Ayrica,

0 ={H,2H,e}

bir graf gruptur.
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@, de (n— 1) H komsuluk matrisi asagidaki gibidir.

0 n—1 0 0 n—1 n-—1j
n—1 0 n—1 0 0 n—1
_ 0 n—1 0 n—1 0 n—1
(n=DH=| 0 n-1 0 n-1 n-1
n—1 0 0 n—1 0 n—1
n—-1 n—-1 n—-1 n—-1 n-1 0
@, toplama islemine gore (n — 1)H komsuluk matrisine ait graf Sekil 6.5.5” dekKi
gibidir.

Sekil 6.5.5.

H ! = (n—1)H oldugundan alt1 noktal1 G tekerlek grafi @, toplama islemine gore
graf gruptur. Ayrica,

N ={H,2H,3H,...,(n — 1)H, e}
bir graf gruptur.
6.5.3. m noktal tekerlek graflarda graf grup yapilar

@®,, toplama islemine gore m noktali G tekerlek grafina ait komsuluk matrisi (n — 1)H,
matrisinde her bir nokta arasinda (n — 1) tane kenar vardir. m noktali bir tekerlek graf

icin @,,’de (n— 1)H komsuluk matrisi asagidaki gibidir.

- 0 n—1 0 n — 17
n—1 0 n—1 n—1
0 n—1 0
(n—1DH =
. n—1
0 n—1 0 n—1
n—1 n—1 0 n—1
m—-1 n-1 n—1 0
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olur.

@,, toplama islemine gore (n — 1)H matrisine ait graf Sekil 6.5.6” daki gibidir.

Sekil 6.5.6.

Hl=(n—-1H ve H®(n—1)H=e oldugundan m noktal G tekerlek grafi

@,, toplama islemine gore bir graf gruptur. Ayrica,
Q={H,2H,3H,.. (n—1H,e}

bir graf gruptur.
6.6. Euler Grafinin Graf Grup Yapilari

Dort noktadan olusan Euler grafina ait komsuluk matrisi ve bu komsuluk matrisinin
@, toplama islemine gore insa edilen graflar1 bulunacaktir. Bu graflara ait komsuluk

matrislerinin @,, toplama islemine gore graf grup yapilarina verilecektir.

U3
Sekil 6.6.1. Euler Grafi
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Sekil 6.6.1” deki Euler grafina ait komguluk matrisi H,

V1 Uy V3 V4
Pi1o0 2 0 1
V212 0 2 1
v3 10 2 0 1
v, 11 1 1 0

@3 toplama islemine gore graf grup yapisini inceleyelim.

0 2 0 1 0 2 0 1 01 0 2

_12 0 2 1 2 0 2 1|_J1 0 1 2|_
H®H=0201@0201‘0102‘2H

1110 1 1 1 0 2 2 20

@5 toplama islemine gére 2H matrisine ait graf sekil Sekil 6.6.2° deki gibidir.

Sekil 6.6.2.

02 0 1 0102 [0 00 0

2 0 2 1 101 2[_[o 0o o0 of_
H®2H=10 5 o 1| ®lo 1 0 2[5lo 0o 0 o€
111 0 2 220 lo oo o

H ' =2H oldugundan Euler grafi @5 toplama islemine gore bir graf gruptur.
Ayrica,

0 ={H,2H,e}
bir graf gruptur.

@, toplama islemine gore graf grup yapisini inceleyelim.

0 2 0 1 0 2 0 1 0 0 0 2
12 0 2 1 2 0 2 1/_]0 0 0 2|_
H®H:ozo1@ozo1‘0002‘2H
1 11 0 1 11 0 2 2 20
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@, de 2 H matrisine ait graf Sekil 6.6.3 ile gosterilmistir.

Sekil 6.6.3.
0201 [0 00 2] [02 0 3
_ |2 02 1[n]0 0 0 2[_|2 0 2 3|_
H®2H=15 2 0 1|®]o 0 0 2[=|0o 2 o 3|73
1110 [2 220 I33 30

@, toplama islemine gére 3H matrisine ait graf Sekil 6.6.4” deki gibidir.

Sekil 6.6.4.

02 0 1 0203 [000 0

|z 0 2 1 2 0 2 3|_[o o o of_
HO3H=1095 ¢ 1/®lo 2 0 3[5lo 0 0 ol ¢
111 0 3330 looo o

H'= 3Hve H @ 3H = e oldugundan Euler grafi @, toplama islemine gore graf
gruptur. Ayrica,

N ={H,2H,3H, e}
bir graf gruptur.

Euler grafimin @, toplama islemine gore bir graf grup oldugunu goéstermek igin

komguluk matrislerinin, H 1 = (n— 1)H ve H @ (n — 1)H = e olmasi gerekir.
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Euler grafinn @,

gibidir.
0 n—2 0 n—1
_In—-2 0 n—2 n-—1
=-DH=1"0" 122 0 n-1

n—1 n—-1 n-—-1 0

©Dn

toplama islemine gore (n — 1)H komsuluk matrisinde,

toplama islemine gore (n — 1)H komsuluk matrisi asagidaki

{(vi~1s), (v2~vy),

(v3~v,)} noktalar arasinda (n — 1) kenar, {(v;~v,), (v,~v3)} noktalar1 arasinda

(n — 2) kenar bulunmaktadir. @,, toplama islemine gére (n — 1)H komsuluk matrisi

asagidaki Sekil 6.6.5 ile gosterilir.

‘ ‘--\.._:.::‘.':-.3:—.'-:-..:“,:-’ -
U3
Sekil 6.6.5.
020 1 0 n-2 0
HOM=-DH=15 5 6 1|9 0 n=2 o
1110 [a-1n-1 n-1

n—1

n—1 — 0

n—11"
0

H ! = (n—-1)H oldugundan, Euler grafinin @, toplama islemine gore bir graf grup

oldugu gosterilmis olur. Ayrica @,, toplama islemine gore Euler grafi igin H tarafindan

iiretilen elemanlarin kiimesi,
N ={H,2H,3H,..,(n—1)H, e}

bir graf gruptur.
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BOLUM 7
SONUC ve ONERILER

Bu tez ¢alismasinda matematikte ve miihendislikte 6nemli bir yeri olan graf teori
konusu cebirsel olarak ele alinmistir. Caligmamizda graflar iizerinde tanimlanan
komsuluk matrisleri, laplasyan matrisleri, normalize laplasyan matrisleri en genel

haliyle incelenmistir.

Birim ve sifir graflardan yararlanarak bir grup yapisinin graflarla gésterimi verilmistir.
Ayrica bir grafin komsuluk matrisinin ortaya ¢ikardigi grup yapilarmin gosterdigi

graflarin kiimesi, ¢esitli 6zel graflar i¢in bu yapinin varligr gosterilmistir.

Graf teori, fizik, kimya gibi temel bilimlerin yani sira iletisim aglar1 gibi uygulamali
bilimlerde de yaygin bicimde kullanilmaktadir. Altinci boliimde elde edilen graf

gruplarin bu anlamda 6zel kullanim alanlarinin olabilecegi 6ngoriilmektedir.
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