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LANE-EMDEN VE EMDEN-FOWLER DENKLEMLERININ HOMOTOPi
ANALIZ METODU iLE COZUMU

Ergiin ERDOGAN
Nevsehir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Ocak 2013
Tez Damisman: Yrd.Do¢.Dr. Aytekin ERYILMAZ

OZET

Bu g¢ahsmanin amaci homotopi analiz metodunu kullanarak Lane-Emden ve
Emden-Fowler denklemlerinin ¢6ziimlerini elde etmek ve gergek ¢Oziimleri ile

karsilastirmasini yapmaktir.

Bu calisma dort bolimden olugsmaktadir. Birinci bdliimiinde Homotopi Analiz

Metodunun gii¢lii yanlar1 ve yapilmak istenen ¢aligma anlatildi.
Ikinci Boliimiinde Lane-Emden ve Emden-Fowler denklemleri anlatild.

Ugiincii Boliimde homotopi analiz metodu tanitildi. Deformasyon denklemlerinin

elde edilisi anlatildi.

Dérdiincii  Boliimiinde Lane-Emden ve Emden-Fowler denklemlerinin 7
yakinsaklik kontrol parametresine bagli seri ¢oziimleri elde edildi ve ¢dziimlerin

analizi yapilarak hata grafikleri ¢izildi.

Anahtar Kelimeler: Homotopi Analiz Metodu, # yakinsaklik kontrol

parametresi, Lane-Emden denklemleri, Emden-Fowler denklemleri.
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LANE-EMDEN AND EMDEN-FOWLER EQUATIONS BY HOMOTOPY
ANALYSIS METHOD

Ergiin ERDOGAN
Nevsehir University, Graduate School of Natural and Applied Sciences
M.Sc. Thesis, January 2013
Thesis Supervisor: Asist.Prof.Dr. Aytekin ERYILMAZ

ABSTRACT

The aim of this study is to obtain the solutions of Lane-Emden and Emden-Fowler
equations by using the Homotopy Analysis Method and to make comparisons of the

fact solutions.

This study consists of four chapters in total. Strong sides of Homotopy Analysis Method

have been inroduced in the first chapter. And the works to be made have told.

In the second chapter, Lane-Emden and Emden-Fowler equations heve been

introduced.

In the third chapter, Homotopy Analysis Method have been introduced. And obtaining

the deformation equations have been told.

In the fourth chapter, Lane-Emden and Emden-Fowler equations have been obtained by
using the series solution according the 7% convergence control parameter. At the end by

making the analysis of the solutions, the graps of faults have been drawn.

Keywords: Homotopy Analysis Method, 7% convergence control parameter, Lane-

Emden equations, Emden-Fowler equations.
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1.BOLUM

GIRIS

Bu caligmanin amaci, Lane-Emden ve Emden-Fowler denklemlerinin lineer ve lineer
olmayan degisken katsayili 1si-tipi, dalga-tipi baslangi¢ ve sir deger problemlerini
homotopi analiz metodu ile ¢6zmek, ¢6ziimiin yakinsakligim gostermek ve gercek
¢oziimleri ile karsilagtirmasimi yapmaktir. Coziimii zor olan bir problemi, kolay
¢oziilebilir bir probleme doniistiirmeyi saglayan homotopi metodunu kullanarak lineer

olmayan problemlerin ¢6ziimiine kolay bir sekilde ulasmaktir.

Topololoji ve diferansiyel geometrinin temellerinden biri olan homotopi kavramina
dayanan Homotopi Analiz Metodu (HAM) 1992 yilinda Shi Jun Liao tarafindan ortaya
konmus seri ¢ziimler sunan yar1 analitik bir yontemdir [1]. Bu tarihten itibaren Liao ve
baska pek ¢ok aragtirmaci tarafindan gesitli bilim ve miihendislik alanlarinda, cebirsel,
lineer ve lineer olmayan denklemlere basariyla uygulanmistir [2]. Yontemin temel
farklilig1 ve gii¢lii yan1 ele alinan problemin ¢dziim serisinin yakinsaklik hizinin ve
bolgesinin, % yakinsaklik kontrol parametresi ile kontrol edilebilir olmasidir. Bu
nedenle HAM herhangi bir kabul ya da kisitlama olmaksizin lineer ve lineer olmayan
problemlere uygulanabilmektedir. Yontemin bir diger gii¢lii yam, probleme uygun taban
fonksiyonlarinin segiminde, baslangi¢ varsayiminin yardimei lineer operatériin ve #
yakmsaklik kontrol parametresinin segiminde genis bir segim O6zgiirliigiine sahip
olmasidir. Ancak bu rastgele bir segim yapilabilecegi anlamina da gelmemektedir.
Cozilmek istenen problemin tipi ve siir kosullari, bu serbestinin smirlarim

belirlemektedir. Bu konuda detayli iki ¢aligma ilgili referanslarda bulunabilir [3,4].

Analitik yontemler hataya fazlasiyla acik ve ¢ogu zaman eldeki problemi ¢ozmekte

yetersiz kaldig1 i¢in bu tezde Homotopi Analiz Metodu aragtirlmagtir.



Lane-Emden ve Emden-Fowler denklemlerinin ¢6ziimiinii olduk¢a kolaylastiran bu
yontem Liao tarafindan gelistirilmigtir [1]. Bu calismada metodun Lane-Emden ve

Emden-Fowler denklemlerine uygulanmasinda Mathematica 7.0 yazilimi kullanilmagtr,



2. BOLUM
LANE-EMDEN VE EMDEN-FOWLER DENKLEMLERI

2.1. Lane-Emden Denklemleri

Ikinci mertebeden lineer olmayan adi diferansiyel denklemlerle modellenen tekil
baslangic deger problemleri birgok matematik¢i ve fizik¢inin ilgisini ¢ekmistir. Bu
kategorideki denklemlerden bir tanesi de agagidaki Lane-Emden tipi denklemlerdir. Bu
tip denklemler

y(0)=a, y'(0)=0 2.1)
baglangi¢ kogullari ile

(%) + —‘fy'(x) +f(xy)=g(x), ax20, 2.2)

seklinde tanimlanur.

Burada f(x,y), x ve y degiskenlerine bagli lineer olmayan bir fonksiyondur. Verilen

Lane-Emden tipi denklemlerin analitik ¢oziimii x =0 tekil noktasimin komgulugunda
yukarida verilen baslangi¢ kosullan ile ¢6zlimii oldugu bilinmektedir [5]. Bu denklem
ilk defa astrofizik¢i Jonathan H. Lane ve R. Emden [6] tarafindan ¢aligitmistir. (2.1) ve

(2.2) denklemlerinde @ =2 , f(x,y)=y", a=1 alinarak

y'(x)+ gy’(x) +y"=0, x>0, (2.3)
X

denklemi elde edilir.



y(0)=1, »'(0)=0 (2.4)
baglangi¢ kosullari ile
1 d_ ,dy
—_(x =)+ N = 2.5
S )ty (2.5)
seklinde tanimlanir.

(2.4) ve (2.5) denklemleri Lane-Emden denklemleri olarak bilinir. Astrofizikte bu
denkleme Poisson denklemi de denir. Fiziksel olarak kiiresel politrofik sivinin
yogunlugunu, basmcini ve potansiyel ¢ekimini ifade etmek igin kullanilir. Bunun
¢Oziimii x ve y ’nin

4nGp} 1

_ 5 P8
x—’”((n+1)Po) . (Po) ) (2.6)

olarak yorumlandig1 yerde (P basing, » yarigapi, © yogunluk) Poisson denkleminin
¢O6ziimiinii verir. Burada O indisi kiirenin merkezindeki degerleri gosterir. Kiirenin

yiizeyinde p =0 oldugunda 6 =0 kabul edilir. m(r), r yarigaplt kiire kiitlesi olmak

lzere
G
) g, @7
r
ve
do
X=— 2.8
dr 28)

dir. Burada g yergekimi ivimesi ve G evrensel yer ¢ekim sabitidir. Gazin basinci ve

yogunlugu ile ilgili politrofik denklemdeki 7’ye politrofik endeks denir. Dejenere

olmus beyaz ciice yildizlarin ¢ekimsel potansiyeli (2.1) ve (2.2) denkleminde a =2,

3
f(x,y)=(»*—c)? vea=l almarak elde edilen denklem beyaz ciice denklemi ile

modellenebilir [7]. Benzer sekilde izotermal gaz kiireleri agagidaki



y'(x)+ %y’(x) +e® =0, x>0 (2.9)

veE

y(0)=0, y'(0)=0 (2.10)
denklemleri ile modellenir.

Verilen bir 7 indeksi i¢in Lane-Emden denkleminin ¢6ziimleri # indeksinin politroplar:
olarak bilinir. (2.3) denkleminde # parametresi 0 <n <5 aralifinda fiziksel anlama
sahiptir. (2.5) baslangi¢ kosullar ile (2.3) denkleminin » =0,1,5 icin analitik ¢6ziimii
vardir [7]. Fakat x = 0 ’deki tekil durum sadece Lane-Emden denkleminde degil, ayrica

kuantum mekanigi ve astrofizikte ¢ok ¢esitli lineer olmayan problemlerde karsimiza

cikar [8].

Lane-Emden denklemlerinin seri ¢6zlimleri pertiirbasyon teknigi ve Adomian
Decomposition Metodu ile bulunabilir. Fakat bu ¢oziimler genellikle sinirli bolgelerde
yakinsaktir. Pade metodu gibi bazi teknikler yakinsaklik bolgesini genisletmek igin
kullanmilmigtir [9]. Daha sonrasinda Ramos [10], integral denklemleri kullanarak Lane-

Emden denklemlerinin seri ¢6ziimlerini elde etti.

Ayni yil Youseff [11],

X

L()= jx j 1% ()dtdx (2.11)

0

integral operatorii kullanarak Lane-Emden denklemlerini integral denklemleri
doniigtiirdii ve 0<x<1 aralifinda bir yaklagtk ¢6ziim elde etti. 2008’in son

zamanlarinda Dehghan ve Shakeri [12], 2.1 denkleminde
(@=2, f(x,y)=f(y) veg(x)=0 kosulu ile) x=¢€" doniisimii kullanarak
limy(¢t)=a, lime™y'(¢) =0 kosulu ile

Y'O+y()+e f(r()=0 2.12)

denklemini elde etmistir.



Dehghan ve Shakeri, Varyasyonel Iterasyon Metodu ile (2.11) denklemini [0,1]
arahiginda, f(y)=)" ve n=0,1,5 oldugu durumlarda bir yaklasitk ¢o6ziim
bulmuglardir [13].

Lane-Emden ve Emden-Fowler denklemleri yildiz yapilar1 belirlenirken karsimiza
¢ikmaktadir. Yildiz yapist belirlenirken 6nce kiitlesini ve kimyasal bilegimi belirlenir.
Vogt-Russell teoremi “Eger yildizin kimyasal bilegimi ve kiitlesi belli ise bu denklem
sisteminin yalmz bir ¢6zlimii vardir” der. Temel yap1 denklemlerini ¢6zerek referans

yildizim1 7, indisi ile modelini yapacagimiz yildizi da indissiz gOsterelim.

R M

LA TN (—)r, ve m=(——)m, her iki tarafin diferansiyelini alirsak,
R R K M,

dr R dm

=— ve ——= —— bulunur.

d_’?)_Ro dm, M,

Bu ifadeler ile yildizin iginde yogunlugun nasil dagildigi bulunabilir. Kiitle denklemi

dr 1
—= 2.13
dm  4nr’ @.13)
M
dir. (2.13) denkleminin her iki tarafi =X ve Y= M sendemlern ile
dr, R, dm, M,
carpilirsa

drdrdm dn _ 1 R M _ 1
dm dr dm, dm, 4nr’p R M, 4xr’p,

(2.14)

denklemi elde edilir. (2.14) denkleminde her parametre i¢in boyutsuz degiskenler
tamimlayarak ve bazi yaklasimlar yaparak yildiz yap:r denklemlerini ¢6zmek olasidir.
Bununla birlikte en dogrusu bilgisayarda sayisal olarak ¢6zmektir. Bu denklemi dogru
olarak ¢6zmek birgok goOkbilimeiyi ugrastirmigtir. Yontemlerden birini de politrop

modeller olusturmaktir. Politrop modellemeler i¢in ideal gaz yasasi ele alinir.

PV = NkT, n=ﬂ,P =nkT
V g

burada N parcgacik sayisini, # ise pargacik yogunlugudur. Astrofizikte gaz yasasi kiitle

yogunlugu ile kullanilir. Farkli kiitlelere sahip parcaciklar varsa o zaman n yerine,



_ pkT
~ kullanilr, £ = elde edilir. Gazin basinci ile hacmi arasindaki iligki:
my Hmy

n=

PV =sabit L Sabit y = G seklindedir.
o4 C,

Burada v, iki esas 6zgiil 1sinin orani olup, adi adyabatik 6lgektir. Gaz basincinin bu

sekilde ifadesine, politropik durum denklemi denir.

pkT

Hmy,

P, = (2.15)

1
dir. vy adyabatik 6lgek, n politropik 6lgege 7 =1+ o ile baghdir. Hidrostatik denge

denklemi
dP(r) e Gm(rz o(r) (2.16)
dr r
r? dP(r) __G
bulunur. o(r) dr ==Gm(r) yazilir ve her iki tarafin »’ye gore diferansiyeli alimr
d r*dP._ —Gdm
ise . —’D—E T4, elde edilir. Sag taraftaki kitle siirekliligi ifadesi yerine
koyulur ve r? sol tarafa alinir ise,
1 d r*dP
—Z (—)=-4nG 2.17
» dr(p dr) p (2.17)

denklemi elde edilir. (2.17) denkleminden hareketle Lane -Emden denklemi elde
edilebilir. Simdi gaz basinc1 politropik olgek ile yazilir ve her iki tarafin »’ye gore

tiirevini alinir ise

Lo’ zall L
P=kp =kpr, LogrpmdP (2.18)
& dr dr

denklemi elde edilir. (2.18), (2.17)’da yerine yazilirsa

r* dp

(n+1)K)i_d_ dp
"7_1 dr

=—p, 2.19
4znG v’ dr )=-p (2.19)

( (

denklemi elde edilir. p(7) i¢in ikinci dereceden bir diferansiyel denklem elde edilir. Bu



d
denklemin » =R i¢in p=0, r =0 i¢in ¢6ziimii d—p =0 iki sinir degerini gerektirir.
¥

Bu son simmir deger merkezde net gekim kuvvetinin sifir olmasindan kaynaklanir.

Dolayisiyla dP/dr=0’dan hareketle elde edilir. Bu denklemi ¢6zmek i¢in boyutsuz bir
degisken p=p 0" degisken tanimlanir. Diferansiyeli dp = pcné?"'ldé? *dir. (2.19)

denkleminde yerine yazilirsa

((n+l)K 1 d _ pnd"'r*do

(—_1 =-p 0" (2.20)

4znG " dr o dr ‘

(p0")"
DK 1 d ,de
c 2 _ n
denklemi elde edilir. (2.20) sadelestirilir ise ( 4rG )75(’” A ==
(( )]

olur ((n+1‘)1Kg ¢——) = ifadesi kisaltilirsa,

——( 249 =-6" (2.21)

r* dr dr

denklemi elde edilir. Denklemin sag tarafi boyutsuz oldugu i¢in sol tarafin da boyutsuz

olmasi gerekir. Yani, & uzunluk birimindedir. ¥ = olmak iizere,

dr = adé (2.22)

dir. (2.22)’de boyutsuz bir degisken tanimlanirsa o zaman denklemimiz,

d0
2 @ (2 -g" 2.23

halini alir. (2.23) denklemine Lane-Emden denklemi denir [14]. Lane-Emden tipi
denklemler,
d’ dy ndy

d’y ndy
—+——+ 0 +——+y" =0 2.24
dx®  xdx f(7)=0 veya dx*  xdx 4 ( )

formunda yazilan denklemlerdir. Burada politropik gaz kiirelerin incelenmesi sirasinda

karsimiza ¢ikmaktadir.



2.2. EMDEN-FOWLER DENKLEMLERI

Emden-Fowler denklemleri, astrofizik, niikleer fizik, gorelilige dayali mekanik, akigkan
mekanigi, gaz dinamikleri ve kimyasal reaksiyon sistemleri gibi pek g¢ok konuda
meydana gelen olaylarin matematiksel modelleri olarak karsimiza ¢ikmakta ve bu

nedenle bu tip problemler yiizyih agkin siireyle incelenmektedir [15].

Wong [16]’un 1975’te yayinlanan makalesi, o yila kadar genellestirilmis Emden-Fowler
denklemleri {izerine yapilan c¢aligmalarin ve alinan sonuglarin genis bir oOzeti
seklindedir. Simdi, Wong’un bu makalesine dayanarak Emden-Fowler denklemlerinin
tarihsel gelisiminden ve bu tip denklemler {izerine yapilan bazi ¢aligmalardan

bahsedecegiz.

Lane 1869°da, gaz bulutlar arasindaki 1s1 aligverisinin dengelendigi anin matematiksel
ifadesi olan (2.4) denklemi lizerinde ¢alismistir. n =1.5 ve n=2.5 igin (2.4) denklemi
yaygin olarak “Lane-Emden denklemi” olarak adlandirilir. Emden 1907°de yayinlanan
kitab1 Gaskugeln [17]de yildiz sekillenmelerinin matematiksel modeli olarak gésterilen
(2.4) denklemi iizerine yapilan ¢aligmalar1 noktalamis ve g¢aligmalara daha genel bir
denklem formu ile yaklagsmak gerektigini s6ylemigtir. Fowler [18], 1914-1931 yillar

arasinda

L Ly ean =0, ¥20, y>0 (2.25)

denklemi ve bu denklemin daha genel formu olan

2

% +a(x)|ul sgn) =0, x>0, (2.26)
X

denklemi {izerine yogun ¢aligmalar yapmis ve temel sonuglar almigtir. (2.25) denklemi
“Emden-Fowler denklemi” ve (2.26) denklemi “genellestirilmis Emden-Fowler
denklemi” olarak bilinmektedir [19].

(2.26) denklemi i¢in konulmug Cauchy probleminin yerel ¢6ziimlerinin varligi, tekligi
ve stirekli devaminin varlig1 ayrica sinirh, kararli ya da salimmli ¢6ziimlerin varhigi ve

¢ozlimlerin asimptotik davranislar1 gibi pek ¢ok konu iizerine ¢alismalar yapilmigtir. Bu
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caligmalar1 yapanlardan bazilar1 Fowler, Atkinson, Nehari, Moore, Cffmann, Wong,

Sansone, Belohorec, Heidel ve Ullrich’tir [16].

Ornegin Fowler, (2.26) denkleminin 6zel durumunda salimmli ya da salimmsiz
¢cozlimiin varlig1 ve sinirli ya da kararli ¢6zlimiin varhif igin yeterli kosullar1 almigtir.
Ilk olarak Taam, 1955°te (2.26) denkleminin tiim ¢ziimlerinin sinirl olmast igin yeterli
kosullar1 almigtir. Yine 1955°te Atkinson, (2.26) denkleminin tiim ¢6ziimlerinin

saliniml olmasi igin gerekli ve yeterli kosullar1 almigtir.

(2.26) denkleminin sadece Cauchy problemleri degil sinir problemleri de incelenmistir.

Ornegin (2.26)’in [0,T7] sonlu araliginda,

u0)=u(T)=0 (2.27)
yada

u(0)=u'(T)=0 (2.28)
sinir kosullarini saglayan ¢6ziimiiniin varli1 ve tekligi incelenmistir,

(2.26) problemlerinin pozitif ¢ozlimlerinin varlig1 igin yeterli kosullar ilk olarak alan
1959°da Moore ve Nehari’dir. Ayrica Moore ve Nehari, bu problemlerin birden fazla
¢Oziimiiniin oldugunu da gostermislerdir. Cozlimiin tekligine dair ilk sonug ise, 1962°de
Moroney tarafindan verilmigtir. Moroney, tek bir pozitif ¢6zlimiin olmasi i¢in yeterli

kosullar1 almistir [20].

Emden-Fowler denklemlerine benzer denklemler iizerine 1960’11 yillardan itibaren
Pohozoev c¢aligma yapmistir [21]. Emden-Fowler denklemleri de politropik gaz

kiirelerinin incelenmesi sirasinda kullanilmakta olup (2.3) formundadir.

(2.3) denkleminin sinir sartlari

y(0)=1, »'(0)=0, (2.29)

u
seklindedir. VY =7, degisimi altinda bu denklemi daha basit bir forma doniistiirmek

miumkiindiir.
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2

A°Y | tenon_
—d?+x1 v"'=0 (2.30)

Bu denklem esasinda atom fizigindeki Thomas-Fermi denkleminin bir
genellestirilmisidir. (2.30) denklemini incelemek daha kolaydir. Ancak lineer olmayan
denklemi her zaman bdyle basit forma indirgemek miimkiin olmadigindan (2.29)
denklemini ¢6zmek tercih edilmistir. Ramnath 1971°de n=0,1 ve 5 igin (2.29) ve (2.30)
denklemlerinin ¢6ziilebildigini gdstermistir [22]. Ayrica Emden-Fowler denklemleri 1s1

denklemlerinde de kullanilmaktadir. Asagidaki 1s1 denklemi,

vy +ly +af e, )g() +h(x,0)=y, 0<x<L, 0<t<T, r>0, (2.31)
X

sinir kogular1

y(0,0)=a, y,(0,t)=0, (2.32)

ile ele alinsin. Burada « sabit ve f(x,)g(y)+ h(x,t) lineer olmayan 1s1 kaynagidur.

y(x,t) sicaklik ve ¢ de boyutsuz zaman degiskenidir.
V. +£yt +af (x,t)g(y)+h(x,t)=y,,0<x<L, 0<t<T,r>0 (2.33)
X

denklemi dalga denklemidir. Burada y(x,?) dalganin ¢ aminda x pozisyonundaki

konumudur.

(2.31) ve (2.33) denklemlerinin bazi formlar1 1sinin paralel diizlem yiizeylerine dik
dagilmasi, yildiz yap: teorisi, gaz bulutlarinin 1s1l davranisi, izotermal gaz kiiresi ve 1s1l
yiik akim teorisi gibi astrofizik ve matematiksel fizik olaylarim modeller. Kuantum
mekanigi ve astrofizikteki lineer ve lineer olmayan tekil sinir deger problemleri kadar,
zamana bagli Emden-Fowler denkleminin ¢6ziimii de orijin etrafindaki tekil
davranmisindan dolay: ilgi ¢ekici olmustur. (2.31) ve (2.33) denklemlerinin analizinde en

biiyiik zorluk x=0 noktasindaki tekilliktir.

(2.31) ve (2.33) denklemlerinin gesitli formlar1 i¢in yaklagik analitik ¢6ziimlerini
Adomian Decomposition Method kullanarak Shwagfeh [23] ve Wazwaz [24]
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¢Ozmiigtiir. Bazi durumlarda (ADM)’deki adomian polinomlarini hesaplamak g¢ok
karmasik olmaktadrr. Yakin zamanda Chowdhury ve Hashim Emden-Fowler
denklemlerini Homotopi Pertlirbasyon Metodu ile ¢6zmiislerdir [25]. Yildirim vd. Lane-
Emden denklemlerini Homotopi Pertiirbasyon Metodu ile ¢6zmiiglerdir [26].



3. BOLUM

HOMOTOPIi ANALIiZ METODU

3.1. Homotopi Analiz Metodu

Bu béliimde, Homotopi analiz metodu (HAM) tanitilacaktir. Homotopi Pertiirbasyon
Metodundan bahsedilir ise son yillarda mithendislik uygulamalarinda lineer ve lineer
olmayan problemlerin ¢oztimlerinde kullanilan Homotopi Pertiirbasyon Metodu 1998
yilinda Ji-Huan He [27] tarafindan verilmigtir. He, metodu olugtururken pertiirbasyon
teknigi ile homotopi kavramim birlestirmis lineer ve lineer olmayan problemleri
¢cOzimii kolay lineer problemlere doniistiirmiigtiir. Bilindigi gibi bu yontemler, 1990’1l
yillarda ortaya ¢gikan yontemler olup temelde seri ¢dziimlere dayanirlar. Coziimlerin seri
seklinde olmas1 ve bazi durumlarda ¢6ziimlerin kapal formlarinin elde edilebilmesi bu
yontemleri farkli dallarda galigan bilim adamlar arasinda popiiler kilmis ve ¢dziimlerin
farkli yorumlarimin yapilabilmesini saglamistir. Bu ¢aliymada ¢6ziilen problemlerin bir
kismmin literatlirde analitik metotlarla ¢oziimleri olmasma ragmen, bu ¢dziimlerin
analizinin yapilmasi miimkiin degildir. Burada kullanilan yaklagimlarla mevcut ve yeni
¢oziimlerin  analizinin yapilmasi saglanmistir. Bir¢ok arastirmaci Homotopi

Pertiirbasyon Metodunu ¢esitli problemlere uygulamastir [28].

Homotopi kavrami ile Taylor serisini birlegtiren Homotopi Analiz Metodu 1992°de
Shijun Liao [29-30] tarafindan ortaya konmustur. Homotopi Pertiirbasyon Metodundan
farkli olarak Homotopi Analiz Metodu, farkli tipteki lineer olmayan denklemlerin seri
¢oziimlerini elde etmek i¢in kullanilan genel bir yar1 analitik yaklasimdir. Bu metotta da
ele alman denklemin baglangi¢ yaklagimindan tam ¢6ziimiine gotiiren siirekli bir

doéniistim olusturulur. Bu tip bir siirekli doniigiimii olugturmak igin bir yardimeci lineer
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operatdr secilir. Bulunan ¢6ziim serisinin yakinsakligini garantilemek igin bir yardime1
parametre kullanilir. Bu metot, baglangi¢c yaklagimi ve yardimci lineer operatorlerin
seciminde serbestlik saglar. Biitiin pertiirbasyon metotlarindan ve klasik pertiirbatif
olmayan metotlardan farkli olarak, Homotopi Analiz Metodu, ¢6ziim serilerinin
yakinsaklik bélgesini kontrol etme imkani saglar. Lineer olmayan problemlerin analitik
¢Ozlimlerini elde etmek genelde zordur. Lineer olmayan diferansiyel ve integral
denklemler bilim ve miihendisligin sivi dinamigi, kat1 alan, plazma alani, matematiksel
biyoloji, kimyasal kinetik, jeofizik, elektrik ve manyetik kinetik gaz teorisi, kuantum
mekanigi, matematiksel ekonomi gibi bir¢ok alaninda kargimiza ¢ikmaktadir. Birgok
aragtirmaci ¢esitli fiziksel ve miihendislik problemlerini bu ydntemle bagarili bir sekilde

¢Ozmiistiir [31,32].

HAM, lineer ve lineer olmayan Fredholm integral denklemlerin de uygulanmis ve
bagarili bir sonug vermigtir. Yar1 analitik yontemlerde, ¢6zlim serilerinin yakinsaklik
bolgesi ¢ogu zaman fiziksel parametrelere baglidir. Pertlirbasyon metotlarinin aksine,
Homotopi Analiz Metodu kiigiik ve biiylik fiziksel parametrelerden bagimsizdir ve
metodun uygulanmasi1 igin problemin kiigiik ve biiylik fiziksel parametre igerip
icermedigi Onemli degildir. Yontemin giiclii bir yam1 olarak kabul edilen, probleme
uygun taban fonksiyonlarimn se¢iminde, baglangi¢ varsayiminin, yardimei lineer
operatériin ve yakinsaklik kontrol parametresinin se¢iminde genis bir se¢im
Ozgiirligiine sahip olmasidir. Homotopi Analiz Metodu ayni zamanda, Adomian
ayrisim metodu, Lyapunov kiiglik yapay parametre metodu, ¢ -agilim metodu gibi
pertiirbatif olmayan metotlarin genel halidir [33]. Yani, Onceki metotlarin

genellestirilmis veya birlestirilmis bir teorisi olarak dusiiniilebilir.
Ornegin asagidaki lineer olmayan cebirsel denklemi géz niine alalim;
f(x)=0 G.1)
X, , x’in bir baglangi¢ yaklasimi ve g €[0,1] homotopi parametresi olmak iizere;
Hx;q]= A -Lf (x) = f(x)]+gf (x) (3.2)

homotopisi kurulsun. ¢ =0 ve g =1 iken,
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H[x;0]= f(x) = f(x,) ve H[x;1]= f(x) (3.3)

elde edilir. g parametresi 0’dan 1°’e degistikce, H[x;q] homotopisi siirekli olarak
S(x)= f(x,)’dan f(x)’e degisir. Boyle siirekli degisim, topolojide deformasyon
olarak adlandirilir. H[x;q]=0 alinarak

A-Lf () - f(x)]+af (x) =0 (3.4)

cebirsel denklemlerin bir ailesi bulunur. Bu cebirsel denklemler ailesinin bir ¢oziimii,

homotopi parametresi g ’ya baglidir. Bu ytizden denklemlerin ailesi

A= D] - f ()] +af (¢(9)) =0 (3.5)

bigiminde tekrar yazilabilir. ¢ =0 iken,

STD]-f(%)=0; ¢=0 (3.6)

bulunur.

Bu denklemin ¢6zimi  ¢(0) =x,’dir. g=1 iken f[¢(q)]=0 ¢g=1 denklemi
baslangi¢ta alinan cebirsel denklem f(x)=0 ile tam olarak aymidir. Buradan
¢’ ;1= 9(1) =x elde edilir. Yani homotopi parametresi g, 0’dan 1’e degistikee,
¢(q) ’nun degeri baslangi¢ yaklagimi X;’dan f(x)=0 denklemin ¢dziimii olan x’e
degisir. (3.5) tipindeki denklemlerin ailesine sifirinct derece deformasyon denklemi

denir. Bu da homotopi pertiirbasyon denkleminde homotopiye denktir. Homotopi
Pertiirbasyon Metodu bu noktadan sonra farklilhik gostermeye baglar. Burada ¢(q),

homotopi paremetresi g 'nun bir fonksiyonu oldugu igin pertiirbasyon serisi yerine

Taylor serisine agilarak ifade edilir. Boylece ¢(0) = x,, olmak iizere

H@)=x+> %" 3.7)

bulunur. (3.7) serisinde x,
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10
x, = L8 _p () (3.8)
k! og* |,
bicimindedir [34].

(3.7) serisine homotopi-serisi, D, (#)’ya ise k. mertcbeden homotopi-tiirevi denir.

Homotopi-serisi (3.7), ¢ =1de yakinsak ise ¢(1) =x esitligi kullamlarak homotopi

serisi ¢Ozlimii

x=x0+2xk (3.9
=1

elde edilir.

Taylor serisinde katsayilar tek bigimde verildiginden, (3.7) homotopi serisinin X,

katsayilar1 da tektir. Bu yiizden X,’dan olugan denklem de tektir ve sifirinci derece

deformasyon denklemi (3.5)’den dogrudan elde edilebilir. Sifirinci derece deformasyon

denkleminin her iki tarafinin (3.8) ile tamimlanan 1. mertebeden homotopi tiirevi

alinarak

(- DU~ f G+ @] = @] (-9 G =0 3.10)
LD 1901+ /(5 =0 6.1

1. derece deformasyon denklemi
X' () + (%) =0 (3.12)
elde edilir. Bulunan denklemin ¢ozimii:

% =_j{,((_x0)) (3.13)
%o

dir. (3.5) denkleminin her iki tarafinin 2. mertebeden homotopi tiirevi almarak
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=D PD]- S (x)]+ afI¢(D] = [l D] - (1~ ) f(x,) =0 (3.14)

%%";(—ql B+ %(%‘” R (3.15)
2. derece deformasyon denklemi
%, f1(x,) + %xf F"(x) =0 (3.16)
elde edilir.
Bu denklemin ¢oziimii
50w Fe) () 61

Xy 3
21"(x,) 201" (x)]

bulunur. Bu sekilde £=1,2,3,...i¢in x, sirayla elde edilir. Elde edilen bu m. derece

deformasyon denklemleri lineer ve ¢o6ziilmesi kolay denklemlerdir. Birinci derece

homotopi serisi yaklagimi,

xzx0+x1=xo—@ (3.18)
S(x)

ve ikinci-derece homotopi-serisi yaklasimi1 Homotopi Pertiirbasyon Metodundaki gibi

O ) f" ()
') 2Af G

XXy + X + X, =X, —

(3.19)

olarak bulunur. (3.18)’in Newton iterasyon formiiliiyle aym oldugu, (3.19)’nin da 2.

derece Newton iterasyon formiilii olarak diigliniilebilecegi goriiliir.

Yukaridaki yaklagim, hicbir fiziksel parametreye bagli degildir. Bir lineer olmayan
problemin kiigiik veya biiyiik fiziksel parametre igerip igermedigi fark etmeksizin her

zaman sifir derece deformasyon denklemi olusturmak igin ¢ €[0,1] homotopi-
parametresi verilebilir. (3.7)’deki homotopi serisi her zaman g =1’de yakinsak

olmayabilir. Bu yiizden, buna kars1 gelen (3.9) homotopi ¢6zilim serisi de iraksak
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olabilir. Ornegin 1. derece Newton iterasyon formiilii, gogu zaman rraksak sonuglar

verir. Bunun nedeni ise yukaridaki yaklasimin g =1’de yakinsak oldugu varsayimina

dayanmasidir. Fakat bu yaklasim, genelde kuvvetli lineer olmayan problemler igin
saglanmaz. Homotopi Analiz Metodunda, bu kisitlamay1 ortadan kaldirmak icin Liao
[35], bir sifirinc1 derece deformasyon denklemini olustururken, bir yardime1 % # 0

parametresi vermistir:

A=A 1 D]- 1 (x)] = g7 1¢(q)] (3.20)

i # 0 oldugundan (3.20) denklemi, g =1’de x = ¢(1) ’i saglayan f(x) = 0 denklemine
kars1 gelir: Af[¢(g)]=0;, ¢ =1 olur. Yiksek derece deformasyon denklemi hari¢

diger formiiller (3.7) ve (3.9) ile aymdir. 1. derece deformasyon denklemi:

x, f'(x,) —hf (x,) =0 olur.

Bu denklemin ¢Oziimi: x, = h@ >dir. (3.20) denkleminin her iki tarafimin 2.

()

mertebeden homotopi tiirevi almarak 2. derece deformasyon denklemi:

%, [ (%) = (L+ R)x, /' (x,) + %xlz f"(x,)=0 bulunur. Bu denklemin ¢bziimii:

1 2 f"(%) _ R+ f(x) B S (50)S (%)
27 (%) J'(x) 201 (xo)F

edilir. Buradan birinci derece homotopi serisi yaklagimi ve 2. derece homotopi serisi

elde

X f (%) = L+ B)x, f'(x0) =

yaklagimi:

X R Xy + X, =x0+hf,(—x°)— (3.21)
S (%)

X~ X, + X +x, =%, +h(h+2)

fG) o £2 G (5)
FG) ALY

elde edilir. (3.18) ve (3.19) denklemleri, (3.22) denklemlerinin sirastyla # = —1 oldugu
durumdaki 6zel halleridirler. (3.18) denkleminde, % yardimci parametresinin, niimerik
hesaplamalarda sik¢a kullanilan bir iterasyon ¢arpani oldugu disiiniilebilir. Uygun
secilen bir iterasyon ¢arpani, iterasyonun yakinsak olmasini saglar. Bunun gibi, (3.7)

homotopi serisinin yakinsakhigt da % yardimct parametresinin degerine baghdir. 7%
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yardimc1 parametresinin uygun bir degeri segilerek, homotopi seri ¢6ziimiiniin
yakimnsaklip1 garanti edilebilir. Bu yiizden # yakinsaklik kontrol parametresi olarak
adlandinilir. 7 yakinsaklik parametresi kullanilmadiginda, (3.7) homotopi serisinin
yakinsak oldugu varsayilmak zorundadir. % yakinsaklik parametresinin kullanimiyla
boyle bir varsayima gerek yoktur. Yakinsak homotopi seri ¢oziimii elde etmek icin her

zaman uygun bir % degeri segilebilir [36].

3.2. Homotopi-tiirevinin 6zellikleri

Homotopi tiirevi, daha yiiksek derece deformasyon denklemini tliretmek igin kullanilir.

Bu alt boliimde, bu tiirevin tam olarak tanimiyla birlikte bazi dzellikleri verilmistir.

3.2.1. Tamm ¢, g homotopi parametresinin bir fonksiyonu olsun. m = 0 bir tamsay1

olmak tizere;

1 0¢lq
Dm(¢)=—'% (3.22)
ml 09" | _,
D, (¢) ’ye ¢ ’nin m. mertebeden homotopi-tiirevi denir.
3.2.2. Tamim N[u]=0; bir lineer olmayan denklem, ¢ ; Maclaurin serisi
o=> uq" (3.23 )
k=0

olan, g €[0,1] homotopi parametresinin bir fonksiyonu olsun.

7[#,q]1=0, q €[0,1] denklemler ailesine N[u]= 0’ sifirmc1 derece deformasyon
denklemi denir. Eger g =1 ise bu denklem

+o

u=¢ =2 u (3.24)
olmak iizere baslankng:ta alinan N[u]=0 denklemine denktir. g = 0’da ise denklemin
¢6ziimii agiktir. (3.23) serisine homotopi serisi ve (3.24) serisine N[u] = 0’ homotopi
seri ¢oziimii denir. u,’larin olusturdugu denklemlere k. derece deformasyon

denklemleri denir.
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3.3. Deformasyon denklemleri

3.2. alt boliimiinde verilen homotopi tiirevinin 6zellikleri, farkli tipte sifirinci derece
deformasyon denklemleri i¢in yiiksek derece deformasyon denklemleri elde edilirken

kullamlir.
Yardimc1 Teorem: g €[0,1] bir homotopi parametresi, um(;c) uzay, t zaman

+00 ~
degiskeninin bir fonksiyonu olmak iizere ; ¢ = Zum (x,t)q'” bir homotopi serisini,

m=0
L; X ve t’ye gore bir yardimci lineer operatoriinii u,; bir baglangi¢ ¢Oziimiini

gostersin.

N 0 m<l, (325)
n = 1 m>1, - '

olmak tizere, (3.22) ile tammlanan D, operatérii igin

D, {(1-q) L[$—u, |} = Llu, (x,8) = 2,4y, (%,£)] saglanir.
Ispat: L, g >dan bagimsiz bir lineer operatdr oldugundan

(1-q)L{¢—uy,]=Llp—q@ +uyq —u,] saglamr. Ve

D, {(1-q)Ll¢~u,]} = D, {L[$— g +uq —u,1}
=L{D,[¢~q¢ +u,q 1,1}
=L[D, ()~ D, (99)+u,D,(q)]
=L [um -u, +u,D, (q)]

elde edilir. Bu ifade, m =1 iken L[u,]’ye, m >1liken L[u,k —u, ]’e esittit. X,

(3.25) taimu ile kullanilarak D, {(1 - q) L [¢ —u, ]} = L[u, — x,4,,_,] bulunur,



21

3.4. Sifirinc1 Mertebeden Deformasyon Denklemi

Genel bi¢cimde, N bir lineer oimayan operatér, x uzay, ¢t zaman degiskenleri, u(;c,t)

bu degiskenlere bagli bir fonksiyon olmak tizere

Nlu(x,)]=0 (3.26)

lineer olmayan denklemi g6z 6niine alinsin.

uo(;c,t), u(;c,t) tam ¢Oziimiinlin bir baglangic yaklasimi, % # (0 bir yakinsaklik

kontrol parametresi, H (;c,t) # (0 bir yardimc1 fonksiyon ve L asafidaki 6zelligi

saglayan bir yardime1 lineer operator,
F(x,0) =0 iken L[ f(x,£)] =0 (3.27)
olsunlar. g €[0,1] homotopi parametresi kullanilarak,

HI(,150),u, (5,0, H (%,8), 1,1 = A=) {LI(x, ;@) — o (x,1)]}  (3.28)
— ghH (x,)N[§(x,1;)]

homotopisi kurulabilir. Yakinsaklik kontrol parametresi % ve yardimci fonksiyon
H (;c,t) homotopi analiz metodunda 6nemli rol oynarlar. Metot u, (;c,t) baslangig
yaklagimini, L yardimct lineer operatériinii, yakinsaklik kontrol parametresi % ve
H (;c,t) yardimer fonksiyonunu seg¢me serbestligi tanir. (3.28) homotopisi 0°’a
esitlenerek, H [¢(;c,t;q),u0(;c,t),H (;c,t),h,q]=0 sifirnc1  derece  deformasyon
denklemi

(1= @) {LIP(x.1:9) — 1 (x,)]} = ghH (x, ) N[$(x,£,9)] (329)

elde edilir.
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Denklemin ¢oziimii ¢(;c,t;q) sadece uo(;c,t), L.H (;c,t) ve h’ye bagh degil, aym
zamanda ¢ €[0,1]’ya da baghdir. ¢ =0 iken (3.29) sifirinci derece deformasyon

denklemi,
LI¢(x,£0) — 1y (x,)] =0 (3.30)

denklemine doniisiir. (3.27) 6zelligi kullanilarak
(x,£50) =y (x,) (3.31)

bulunur. g=1 iken 20 ve H (;c,t) #0 oldugundan (3.29) sifirinc1 derece

deformasyon denklemi ,

N[¢(x,51)] =0, (3.32)

denklemine kars1 gelir. Bu denklem ilk bagta alinan (3.26) denkleminin aynisidir.

Buradan

p(x,151) = u(x,1) (3.33)
denklemi saglanir. (3.31) ve (3.33) denklemlerine gore, homotopi parametresi ¢,
0’dan 1’e artarken ¢(;c,t;q), u, (;c,t) baglangi¢ yaklagimindan, (3.26) denkleminin

tam ¢oziimii olan u(;c,t) >ye siirekli olarak degisir (veya deforme olur). Bu tip siirekli

degisime, homotopide deformasyon denir. (3.29) denklemine sifirinct derece
deformasyon denklemi denmesinin nedeni budur. m. derece deformasyon

denklemlerinin tiirevleri

4"z, 1) = L IE5D) g‘;’;-‘” (3.34)

=0
ile tanimlanir. Taylor teoremi ile ¢(;c,t; q), q nun kuvvet serisine agilabilir:

uO[m](x t) m

#(x,t;9) = P(x,1; 0)+Z (3.35)
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Buradan

w™(x%0) _ 1 8"P(x,159)|
m! m!  0q"

u,, (x,t) = =D, (¢) (3.36)

q=0

bulunur. (3.31) denklemi kullanilarak (3.36) ¢(;c,t; g) nun kuvvet serisi

G 1:0) =ty () + > 0, G (3.37)

m=1

elde edilir. L yardime: lineer operatorii, u, (;c,t) baslangi¢ ¢oziimii, 2 # 0 yakinsaklik

kontrol parametresi ve H (;c,t) yardimci fonksiyonu, agsagidaki 6zellikleri saglayacak

bigimde segilir:

1. Her ¢g€[0,1] igin ¢(;c,t;q), (3.29) sifirinct derece deformasyon denkleminin

¢Oziimiidiir.
2. m=1,2,3,... i¢in deformasyon tiirevi uo["'](;c,t) mevcuttur.

3. ¢(;,t; q) nun kuvvet serisi (3.37) g =1’de yakinsaktir.

(3.33) ve (3.37) denklemlerinden, ¢6ziim serisi
— — + —
u(x,t) =uy(x,8)+ Y u, (x,1) (3.38)
m=l1

bulunur. Bu ifade, tam ¢dziim u(;c,t) ve baglangig yaklasimi u, (;c,t) arasinda, yiiksek

derece deformasyon denklemleri ile belirlenen #,, (;c,t) terimleri yardimiyla bir iligki

kurar.

3.5. Yiiksek-derece Deformasyon Denklemi

Un = {uo (;c,t),u1 (;c,t),u2 (;, 1)y.nlt,, (;c,t)} vektorii tammlansin. (3.36) tanimina gore,

u, (;c,t) ’nin denklemi, sifirinc1 derece deformasyon denklemi (3.29)’den tiiretilebilir.

X, fonksiyonu (3.25) ile tanimlanmak {izere;
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Liu, (x,8) — z,u,_(x,)] = AH (x,0)R_(u, _,,X,1) (3.39)
R 5of) = 1 90"'N [¢(fc],t;q)]| (3.40)
(m-1)!  oq" -

m. derece deformasyon denklemi elde edilir. (3.22) tanimindan,

R,(u, ,,x,t)=D,_(N[4]) (3.41)

denklemi bulunur. (3.41) denklemi, (3.39) denkleminde yerine konularak
L{tty, (%,0) = Zpth1 (%,1)] = BH (x,0)D,,_ (N[$]) (3.42)

denklemi bulunur. (3.37) denklemi, (3.40) denkleminde yerine konularak

- 1 6’”—1 +00 -
R, (u, ,x,t)= { — N[ un(x,t)q”]} 341
S P
bulunur. Bu da (3.22) tanimina gore
R (u, ,x,t)=D, (N[Zun (;c,t)]j =D, (N[u)) (3.42)
n=0

denklemini verir. (3.42) yiiksek derece lineer deformasyon denklemi birbiri ardinca

¢oziilerek u, (;c, t),u, (;c,t),...elde edilir. u(;c,t) ’nin m. yaklasimz;

u(x,f) ~ f:uk (x,£) (3.45)

ile verilir.
3.6. Yakinsaklhik teoremi
Bir serinin yakinsaklifi énemlidir. Homotopi analiz metodu ile verilen (3.38) ¢oziim

serisinin, yakinsak oldugu siirece ele alinan lineer olmayan problemin ¢6ziimii oldugu

kanitlanabilir.
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—_ — -m —_
3.6.1. Teorem: u(x,t)=u, (x,t)+2um (x,t) serisi yakinsak ise (3.26) denkleminin
m=1
bir ¢oziimiidiir [34].

Ispat:

Eger seri yakinsak ise

+00
s = Zum yazilabilir. Ayrica seri yakinsak oldugundan limu, =0 saglamr. (3.39)

X—ao
m=0

denklemi kullanilarak

RH (x,0)) R, [, (0] = lim Y L[u,, (5,) = 7,4 (%,1)]
m=1 m=1

=L {11_1;{10 Zn: [um (;C, t) - Zmum—-l (}’ t)]}
= L[limu, (x,0)]

=0

h+0, H (;c,t) # 0 oldugundan

+0 - —_
Z:Rm[um_1 (x;2)] = O bulunur. u(x,t), (3.26) denkleminin bir ¢oziimiidiir.
=1

3.7. Lane-Emden Denkleminin Deformasyon Denklemi

u"(x) +gu'(x) +u" =0, x20 (3.46)
x

Bu denklemde u(x) bagimsiz degisken x’in bilinmeyen fonksiyonudur. u,(x), u(x)
¢ozlimiiniin baslangi¢ tahmini oldugunu kabul edilsin. 7 #0 yakinsama kontrol
parametresi, yardimci gorevdeki H(x)# 0ve yardimci lineer operatér L homotopi
analiz metodunu yakinsama bdolgesini ¢6ziim i¢in kontrol etmede ve ayarlamada dnemli
bir rol oynar. Liao, g € [0,1] gébmme parametresini sifirinct mertebeden deformasyon

denklemini
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(1~ q)L[$(x;q) ~uy(x)] = ghH ()N [$(x; 9)] (3.47)

olusturmak i¢in kurmustur [20]. Burada

2

N[#G)]=¢"(x)+=¢'(x) +¢" (3.48)

olmak iizere, (3.47)’da ¢ =0 oldugunda sifirtnci mertebeden deformasyon denklemi

#(x;0) =u,(x) olur ve g =1 oldugunda ise sifirinc1 mertebeden deformasyon denklemi
(3.47)’de L[¢(x;1)]=0 olur. ¢, 0°dan 1’e arttifinda ¢(x;q)’min ¢oziimii ilk tahmin
olan u,(x)’e gore farkhilik gosterir ve u(x) olur. Bu durumda, [¢(x;l)] (3.46) lineer

denklemin kesin ¢Oziimiidiir. ¢(x;q)’yu ¢q’ya gore Taylor serisine gore agilirsa

yardimc1 lineer operatér, ilk tahmin fonksiyonu # yardimci parametresi sonradan

belirlenecektir. ¢(x;q) ’nun kuvvet serisi ¢ =1’e yakinsadiginda, asagidaki ¢6ziim serisi

u(x) =uy(x)+ Y u, (x) (3.49)
m=1
elde edilir. Burada u_(x) terimleri, yliksek mertebeden deformasyon denklemi ile tespit
edilir. Simdi
U= {uo (x),u,(x),...,u,, (x)} (3.50)

vektorii tanimlansin ve (3.46) denklemini gémme parametresine goére m kere tiirevi

alinirsa ve g=0 alinarak m! boliiniirse m. mertebeden deformasyon denklemi
L[u,, (x) = g, (x)] = hH(x)R, (4,_,,x) (3.51)

olarak elde edilir. Burada

0, m<l,
2, = (3.52)
1, m>1

Ve
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R (%)= — N [¢_(lx;q)]|
(m-1)! aq’"

(3.53)

|q=0

dir. Ik ¢6ziim ifadesi ve Katsay1 ergodiklik kuralma uymak i¢in, ilgili ve yardimei

gorevler benzersiz sekilde H(x) =1 olarak belirlenir [33].

Verilen herhangi bir dogrusal olmayan N operatorii ve L terimi (3.47) ile kolayca ifade
edilebilir. Bu sayede yiiksek mertebeden lineer deformasyon denklemi ile

u, (x),u,(x),... elde edilir. m. mertebeden u(x) yaklagimi

U(x)= i u,(x) (3.54)

Deformasyon denkleminin seri ¢6ziimlerinden elde edilen u, (x)’lerin toplami olan
U(x) bize (3.46) denkleminin analitik ¢oziimiine yakinsamamizi saglar. Ancak, burada
uygun bir 7 yakinsaklik kontrol parametresi belirlemek gerekir. Burada, 7 parametresi
U'(0), U'(0) veya U (1), U'(1) tiirev grafikleri cizilerek grafiklerin yatay eksene

paralel oldugu aralikta se¢ilir.
3.8. Emden-Fowler Denkleminin Deformasyon Denklemi

Nly(x,1)]=0 (3.55)

denklemini ele alalim. Lineer olmayan bir operatdr bagimsiz degiskenler bir fonksiyon

olmak tizere sifirinc1 dereceden deformasyon denklem yapilar
(A-q)LI¢(x,1,9) — o ()] = qhH (x, ) N[§(x. 1, q)] (3.56)

seklindedir. Burada q € [0,1] arahifinda gomme parametresi, % yakinsaklik kontrol
parametresi L yardimci lineer operatdr ¢(x,t;q) bir fonksiyon. Burada g [0,1]
arasinda degistikge @(x,%;q), y,(x,t) baslangic sart1 ile y(x,f) arasinda degisir.

#(x,t;q)’da g ’ya gore Taylor serisine agilarak
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#(x,1;q) =y, (x,0)+ ) ¥, (x,04", (3.57)
m=1
Burada
e IR C1:1 )] (3.58)
m! oq"

g=0

dir. Baslangi¢ sartt ve # yakinsaklik kontrol parametresi uygun olarak segilir ve

(3.57) serisinde g =1’e yakinsarsa

P(x,t:1) =y (x,0)+ ijym (x,1), (3.59)

(3.56) ’de Liao [3] 2=-1 ve H(x,t?) =1 igin denklemin,

A=) L[p(x,5,9) = ¥, (x, )]+ gN[p(x,£,9)] = 0 (3.60)

oldugunu kanitlamistir. Homotopi Pertiirbasyon Metodu ile (3.56) *deki deformasyon

denklemi yazilamaz.

¥ = {351, 7,(2,0),10, 3, (3,8} 3.61)

vektor ailesi tanimlanarak ¢ =0 aliarak m. dereceden deformasyon denklemi

LIy, (5,0 = XV ()] = RH(E)R (3, (3.62)

dir.

Burada,

1 "' N[¢(x9)]|

(m-1)! aq’"‘l (3:69)

R,(7,.,%)=

|q=0

veE
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X, (3.52)’deki gibi tammlamir ve bilgisayarda matematik yazilimlar yardimiyla

analitik ¢6ziime yaklagan seri ¢dziim yakinsamalari bulunur. Bu yakinsama serileri 7

yakinsaklik kontrol parametresi ile kontrol edilebilir.



4. BOLUM
UYGULAMALAR

Bu bdliimde, Lane-Emden ve Emden-Fowler denklemlerinin lineer ve lineer olmayan 6

Ornegini HAM ile ¢6ziimlerini inceleyecegiz.
Ornek 4.1.

u"(x) +%u'(x) —22x* +3)u(x)=0,0<x<1, u(0)=1, u'(0)=0 4.1)
lineer Lane-emden denklemini ele alalim [8]. Bu problemin tam ¢dziimii,

u(x)=e* (4.2)
dir. Oncelikle deformasyon denklemi yazilirsa,

L[um —;(mum_l] = hH[x,t]Rm (“m-1) (4.3)

elde edilir. Burada

N[¢(x;q>]=¢"(x)+%¢'(x)—(4x2 +6)p(x) (44)

R, (u,.)=u"(x) +3u'(x) —(4x* +6)u(x)=0 (4.5)
X

dir.
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0, m<l1
Z’"={1, o , H[x,t]=1 (4.6)

ve tiirev operatori
du, (x) = D[u,(x),x] , ddu,(x)=D|D[u,(x),x],x] (4.7)

olarak tanimlanirsa

x| r 2
up(3) = 2t s ()] | [ OF 5 Ba )

O (48 +6)u, ,(1))dt

(4.8)

u,(x)=1 segerek (4.8) denklemiyle ardigik olarak u,(x), i=1, 2, 3,...degerleri
asagidaki gibi elde edilir;

uy(x,h)=1 (4.9)

At 17R* % TRR® WX
+ + +

u,(x, 1) = ~3hx" —9n*x* ~
18 15 42

At 17R%x* 164R%x*  14R*x5  7497°x°
+ + + +

u, (x,h) = =3hx* —187°x* - 27h’x* —
3 9 27 15 450

LA 383S 211RX° X
21 4410 9450 1386

u,(x,h) n=18 e kadar ¢6ziimleri bulunur.

Burada uygun bir # yakinsama parametresi segmek i¢in U, (x,h) = Zun (x,h) toplami

n=0

elde edilir ki, bu olas1 analitik ¢6ziimdiir. Burada Mathematica 7.0 yazilim ile
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u,(x,h)’a kadar hesaplatilirsa, (4.1) probleminin ¢06zlim serisinin (4.10)’deki gibi

gercek ¢ozlime yakinsadigi gorilir.

u(x) = Uyg(x, 1)

(4.10)

¢Oziim serimizin gercek ¢Oziime yakinsamasini kontrol altina almamizi saglayan #’in

uygun aralifim bulmak i¢in, U (1,%) ve U/, (1,7) grafiklerini gizersek.

Ui (1,7

v v

20| '\\ _________________ s:

---- " 1]

o s ’

s \‘ '

A L

of \ .S

~10 e

.' - Udn i

0k | I
s Tos 04 02 el

f

Sekil 4.1. (4.1) probleminin # egrisinin grafigi

Sekil 4.1°deki Ul (1,h) ile Uj(l,h) grafiklerinin paralel oldugu aralik gz Oniine

aliirsa [—-0.7,—0.1] araliinda olmasi gerektigi goruliir.

Uygun # degeri Tablo 4.1°de goriildiigii gibi segilebilecek en iyi # yakinsaklik kontrol
parametresinin yaklasitk 7% =-0.461 oldugu goriliir. #=-0.461 igin (4.11) ¢b6zliim

Tablo 4.1. Problem (4.1)’in uygun # degerleri

X U(x;,h) 7]
0 0 h—1
0.2 1.38501x10°° h— -0.461789
04 0.000158400 h— -0.561097
0.6 0.000250403 h— -0.557753
0.8 0.001851107 h—0.578119
1 0.000387924 h — —0.554864

serisi hesaplanirsa,
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U18 (x) = Z j,io u, (x) (4] 1)
bulunur ve yaklasik ¢6ziimiiniin hata fonksiyonu

|Uyg(x)—e" | (4.12)

olmak uzere. Tablo 4.2’deki hata tablosu elde edilir.

Tablo 4.2. Problem (4.1)’in hata tablosu

i X, ux)=e L \U“‘(") -

0 0 1,00000000 7,000000000 0

i 0.2 1.040810774 1.040810773 1.24334x10™
2 0.4 1.173510871 1.173510866 478125107
3 0.6 1.433329415 1.433329402 1.25569x10™
4 0.8 1.896480879 1.896480818 6.10550x10°®
5 1 2.718281828 2.718281276 5.52575x10~

hata tablosu elde edilir.

Grafik [0,1]araliina yogunlagtirilir ve buldugumuz hata tablosu géz Oniine alinirsa

asagidaki fark fonksiyonunun grafigi elde edilir.

1.x1078 |-
8.x1077

6.x10°7 |

hata

41077

ey o an § T I

2.x1077

o0 02 04 06 o8

=}

Sekil 4.2. (4.1.) Probleminin [0,1] araliginda hata fonksiyon grafigi
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Ornek 4.2.

u"(x)+%u'(x)+xu(x) =x° —x"+44x* =30z, (4.13)
0<x<1, u(0)=0, #'(0)=0
lineer Lane-Emden denklemini alalim [8]. Bu problemin tam ¢6ziimii,
u(x)=x*-x° (4.14)
dir. Oncelikle deformasyon denklemi yazilirsa,
L[u, ~ 2, | =hH[x,t]R, (u,_) (4.15)

denklemi elde edilir. Buradan

N[¢(xq)]=¢"(x)+ §¢'(x) +xp(x)—x° +x* —44x* +30x (4.16)
X
R, (u,.)=u"(x) +§u'(x) +xu(x)—x° +x* —44x* +30x =0 (4.17)
x
elde edilir.
0, m<l1
- - 1
7 {1, oy Hlxi=1 (4.18)

ve tlirev operatorii
du, (x)=D[u,(x),x] , ddu,(x)=D|D[u,(x),x],x] (4.19)

olarak tantmlanirsa

"[ (ddu,_,(t)+ -f— du, (t)+tu, (t)

u,(x)=xu, (x)+ h[j (4.20)

O—(l= g, )& —t* + 44> —300)dt

uy(x) =0 segerek (4.20) denklemiyle ardigtk olarak u(x), i=1, 2, 3,...degerleri
asagidaki gibi elde edilir;
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uy(x,7) =0 (4.21)

4 2 4 6 2_6 7 2.7
ul(x,h)=5hx3+25h2x3—11hx U S i
9 30 75 42 7

h2x9 h2x10

+ o
2160 3780

4 2_4 3_4 6
uz(x,h)=5hx3+50h2x3+125h3x3—llhx _24gkhx [381hx

9 27 30

L 38R°x° 373Rx° hxT 2R'xT  247RxT  RX n’x’
75 250 42 7 378 1080 225

: h2x10 71h3x10 h3x12 h3xl3

= = + —s
1890 34020 285120 589680

4 2.4
u, (3, ) = Sha® + T5hx + 375K %" + 625h'x° — LI _ 121’: x

~ 133143 x* ~ 146417% x* N hx® 2 19h%xS N 111973x¢
9 81 30 25 250

_'|_15086h4x6 Cnx? 307 2477 170R%K

1875 42 7 126 63

S WA 5330 WP TIWx  49R%xD
720 75 18000 1260 11340 4374

hlx'? 623h%x"? hxt 43h%x" R4 x!®
+ + —~ —~ +
95040 15681600 196560 2653560 59875200

h4x16

141523200

u,(x,h) n=15"e kadar ¢ozlimleri bulunur.

Burada uygun bir % yakinsama parametresi se¢mek i¢in U, (x,h) = Zun (x,h) toplami

n=0

elde edilir ki, bu olas1 analitik ¢6zlimdiir. Burada Mathematica 7.0 yazilimi ile
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us(x,71)’a kadar yazilimi ile hesaplatilirsa, (4.13) probleminin ¢dziim serisinin

(4.22)’deki gibi gergek ¢dziime yakinsadigr goriliir.

u(x) = U, (x,h) (4.22)

Coziim serimizin ger¢ek ¢Oziime yakinsamasini kontrol altina almamizi saglayan 7’1n

uygun arahigini bulmak igin U/;(1,7) ve U/5(1,/) grafiklerini ¢izersek.

10 ' -
1]
‘s
el esemem————im—"m - —— ]
&5 .’ A
N ’ \ [0
2 ' ' P -
) ' ' Yot
0k ! A :
— i : v
5 _' i U5 (1,h) i
S ' -- Ui am |
|I|
_ 10 P ||I.| PR | PP ) S S | LT T [T S R
-0.5 -04 -03 -0.2 -0.1 0.0 0.1

Sekil 4.3’deki U;(1,h) ile Uj(1,7) grafiklerinin paralel oldugu aralik géz Oniine

h

Sekil 4.3. Problem (4.13)’lin % egrisinin grafigi

alinirsa 72’ [—0.33,—0.06] aralifinda olmas: gerektigi gortiliir.

Tablo 4.3. Problem (4.13)’lin uygun # degerleri

% U(x,h) h

0 0 h—1

0.2 1.4068x10°1° h— -0.260827

0.4 1.13748x10~° h— —0.260931

0.6 3.69359x107° h— -0.261032

0.8 7.87379x10-° h——0.261130
h——-0.261227

1.47899x1078
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Uygun # degeri Tablo 4.3’de gorildiigii gibi secilebilecek en iyi # yakinsaklik kontrol
parametresinin yaklagik % =-0.260 oldugu goriliir. % =-0.260 igin asagidaki (4.23)

¢Oziim serisi hesaplanirsa,

Us(x)=>" u,(x) (4.23)
bulunur ve yaklagik ¢6ziimiintin hata fonksiyonu

| U (x) = x* + x| (4.24)
olmak tizere Tablo 4.4’deki hata tablosu elde edilir.

Tablo 4.4. Problem (4.13) hata tablosu

i X, u(x)=x*-x hUZ(f()).26O Uy (x)=x* +x°
0 0 0 0 0

1 0.2 -0.006400000000 -0.006400000115 1.1467x107"
2 0.4 -0.03840000000 -0.03840000090 8.97713x107"°
3 0.6 -0.08640000000 -0.08640000276 2.75705x10°°
4 0.8 -0.1024000000 -0.10240000530 5.25135x107°
5 1 0 -8.686550131x10~° 8.68912x10~°

hata tablosu elde edilir.

Grafik [0,1]araligina yogunlagtirilir ve buldugumuz hata tablosu géz Oniine alinarak

asagidaki fark fonksiyonunun grafigi elde edilir.
15 x 1077
Lx1077}

5.%x 1078
§ 0- — ————
-5.x 1078

~L.x10-7

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

X

Sekil 4.4. Problem (4.13)’in [0,1] araliginda hata fonksiyon grafigi
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Ornek 4.3.

u"(x) +%u'(x) —(6+4x* —cost) u(x) =u'(t), (4.25)
u(0,6)=(1+x*)e™ , u'(0,)=0
lineer olmayan Emden-Fowler denklemini alalim [26]. Bu problemin tam ¢6ziimdi,
u(x) ="t (4.26)
dir. Oncelikle deformasyon denklemi yazilirsa,
Llu, - x4, | =hH [x,t]R, (u,_,) (4.27)

denklemi gereklidir. Buradan

N[¢(x;q)]=¢"(x) +%¢'(x) —(6+4x* —cost)p(x)— (1) (4.28)
R, (4, )=u"(x)+ Zu’(x) —(6+4x* —costyu(x)—u'(t)=0 (4.29)
%
elde edilir.
p ={(1)’ Zi , H[xt]=1 (4.30)

ve tiirev operatorii
du,,(x)=D[u,(x),x] , ddu,(x)=D[D[u,(x),x],x] (4.31)
olarak tammlanirsa
U, (X) = X, 41 (X) (4.32)

+ h[j' jl‘(ddum—l (l") + % dum—l (I") U, (l") ”]

°\ 0 (6+4r” —cost)—d,_, (£))dr

uy(x)=0 segerek (4.32) denklemiyle ardistk olarak wu,(x), i=1, 2, 3,... degerleri

asagidaki gibi elde edilir;
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uy (x, 1) = (1+ x%)e™ (4.33)

U, (x, h) = ...éeSi"[t]hx4 _iesm[r]hxs
6 15

u, (x,h) — _§_eSin[t]hx4 _ EeSin[t]th4 _ iesm[l]hxé _%esm[t]h2x6
+ 31 esm[t]hzxs n 4 esm[r]hzxm
420 5

5 25 & 25 g 2
u3(x,h) — __ean[t]hx4 _ _eSIn[r]h2x4 _ eSm[t]th4 __eSm[t]hx6

1 281e5p3 5% 31
__eSln[t]h2x6 + eSm[t]h2x8

25 1125 210

17309¢5"197° x® N 8 Q52 10 2731507 510
88200 675 850500

521eSin[t]h3x12 SeSin[t]h3xl4

207900 61425

u, (x,7) n=10akadar ¢6ziimleri bulunur.

Burada uygun bir 7 yakinsama parametresi segmek i¢in U, (x,k) = Zun (x,h) toplami

n=0
elde edilir ki bu olasi analitik ¢6ziimdiir. Burada Mathematica 7.0 yazilimi ile

u,(x,7)’a kadar yazihmi ile hesaplatilirsa (4.25) probleminin ¢6ziim serisinin

(4.34)’deki gibi gergek ¢oziime yakinsadig goriiliir.
u(x) = U,y (x,R) (4.34)

Coziim serimizin ger¢ek ¢oziime yakinsamasimi kontrol altina almamizi saglayan 7’in

uygun araligini bulmak igin Uj,(1,%) ve Uy (1,7) grafiklerini ¢izersek.
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Sekil 4.5. Problem (4.25)’in # egrisinin grafigi

Sekil 4.5°deki Uj,(1,h) ile Uj(1,h) grafiklerinin paralel oldugu aralik gbz Oniine

alinirsa 7% °’1in [—1.1,—0.5] aralifinda olmasi gerektigi goriiliir.

Tablo 4.5. Problem (4.25)’in uygun % degerleri

X, U(x,,h) h

0 0 h—>1
0.2 2.61366x10712 h— —0.587984
0.4 1.10096x10-11 h— —0.665407
0.6 3.94567x10710 h— —=0.679427
0.8 7.45224%x10°° h— —0.686608
1 6.15252%x10® h— —0.713855

Uygun % deger Tablo 4.5°de goriildiigii gibi segilebilecek en iyi # yakinsaklik kontrol

parametresinin yaklagik 7% =-0.650 oldugu goriiliir. #=-0.650 i¢in agagidaki (4.35)

¢Ozlm serisi hesaplanirsa,

Upg(x) =3, (x) (435)
ve yaklagik ¢6ziimiiniin hata fonksiyonu
U g(x)—e* ™™ | (4.36)

olmak tizere. Tablo 4.6’daki hata tablosu elde edilir.



Tablo 4.6. Problem (4.25) hata tablosu

sing U oAx X sing
i X, u(x)=e hl'——f —)0.650 Uyg(x)—e
0 0 1.00000000 1.000000000 0
1 0.2 1.269558663 1.269558663 4.841279156%10™"
2 0.4 1.732245151 1.732245151 1.968480805x10™"
3 0.6 2.520966787 2.520966785 1.407825919x10™
4 0.8 3.885905727 3.885905684 4.292518216x107"
5 1 6.305807189 6.305806379

8.099986121x1077

hata tablosu elde edilir.

Grafik [0,1]aralifina yogunlagtirtlir ve buldugumuz hata tablosu g6z Oniine alinarak

asagidaki hata fonksiyonunun grafigi elde edilir.

Sekil 4.6. Problem (4.25)’in [0,1] araliginda hata fonksiyon grafigi
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Ornek 4.4.

u"(x)+ gu'(x) —(5+4x?) u(x) =u'(t)+(6-5x> —4x*) , 4.37)
X

u(0,0) =x>+(1+x>e', u'(0,6)=0

lineer olmayan Emden-Fowler denklemini alalim [26]. Bu problemin tam ¢oziimii,

u(x)=x+e&* " (4.38)

dir. Oncelikle deformasyon denklemi yazilirsa,

L[u, — x| =hH[x,t]R, (u,_) (4.39)

denklemi gereklidir. Buradan

N[¢(x;9)]=¢"(x) +%¢'(X) ~(5+4x")p(x) - ¢'(1) - (6-5x" —4x") (4.40)

R, (4, )=u"(x) +%u'(x) —(5+4x)u(x)-u'(t)-(6-5x* -4x*)=0 (4.41)

elde edilir.

0, m<l1
= , H|x,t|=1 4.42
X {1, m>1 [ ] ( )

ve tlirev operatorii

du, (x)= D[u,(x),x] , ddu,(x)=D[D[u,(x),x],x] (4.43)
olarak tanimlanirsa
Uy (X) = Xty 1 (%) (4.44)

o ]‘- :.’-(a’dum_1 (rH+ % du, (r)-u, (r)(5+ 4r*y— d,. ()

o 0—(1- g, )(6 -5 —4r*))dr

n]
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u,(x) = x> +(1+x*)e’ segerek (4.44) denklemiyle ardisik olarak u,(x), i=1, 2, 3,...

degerleri agagidaki gibi elde edilir;

uy(x, 1) = x> + (1+ x*)e’
u (x,h) =-=e'nx* e'hx®
u,(x,h) = _3 otht S o pxt —-2—e’hx6 _ Lty +ie'hzx8
15 50 420
+ 4 eth2x10
675
u,(x,h) = —ie‘hx4 —Eethzx4 —Egetffx" ——2—e‘hx6 ——l—e’hzx6
9 54 15 25
t£3_6 t3.3_8
= 281le'n’x o 31 o hx® 4 17309e' " x N 8 o 20
1125 210 88200 675

2731e'R*x'° ~ 521€'mx2 8e'mPx™
850500 207900 61425

u_(x, ) n=10"a kadar ¢dziimleri bulunur.

(4.45)

Burada uygun bir # yakinsama parametresi se¢mek i¢in U, (x,h) = Zun (x,h) toplam1

n=0

elde edilir ki, bu olas1 analitik ¢oziimdiir. Burada Mathematica 7.0 yazilimi ile

u,,(x,h) a kadar hesaplatilirsa, (4.37) probleminin ¢dziim serisinin (4.46)’deki gibi

gergek ¢cozlime yakinsadig goriiliir.

u(x) = U,y (x, 1)

(4.46)

Coziim serimizin gergek ¢6ziime yakinsamasini kontrol altina almamiz: saglayan 7%’

uygun aralifini bulmak i¢in U[,(1,%) ve Uy, (1,%) grafiklerini gizersek.



44
20— @ W W @ % e w vow W v
& |5 —  Ufy (0,0,%) |
=] ;
i -~ Uj( 00,
S 107
= 3 ’ % |
=) t ! i = \ 1
. [ A ™\ ]
S 0 , " " \ |
L/ 1\
_5_T A X . A \ | PR I |
-1.5 -1.0 -0.5 0.0
h

Sekil 4.7. Problem (4.37)’nin # egrisinin grafigi

Sekil 4.7°deki U|,(1,h) ile Uj(1,h) grafiklerinin paralel oldugu aralik géz Oniine

alimrsa 7#’1n [—1.1,—0.2] araliginda olmasi gerektigi goriliir.

Tablo 4.7. Problem (4.37)’nin uygun # degerleri

X, U(x,,h) h
0 0 h—1
0.2 1.24764x10713 i — —0.660941
0.4 7.75373x10°10 7 — —0.585402
0.6 2.74106x10~° h— —0.638201
0.8 6.93372x107° h— —0.695888
1 7.36904x107® h—-0.717025

Uygun 7 degeri Tablo 4.7°deki gorildigi gibi secilebilecek en iyi # yakinsaklik
kontrol parametresinin yaklasik # =-0.695 oldugu goriiliir. #=-0.695 icin (4.47)

yaklagik ¢6ziim serisi hesaplanirsa,

U(x) =" u,(x) (4.47)

bulunur ve yaklagik ¢dziimiiniin hata fonksiyonu

(U (x)=x =" | (4.48)



olmak tlizere. Tablo 4.8deki hata tablosu elde edilir.

Tablo 4.8. Omek (4.4)’in hata tablosu

i x,- u(x) = ex +sin/ ;]Z(f()).650 U]g(x)_e.\‘ +sin/

0 0 1.00000000 1.000000000 0

1 0.2 1.269558663 1.269558663 4841279156107
2 0.4 1.732245151 1.732245151 1.968480805x10™"
3 0.6 2.520966787 2.520966785 1.407825919x10~°
4 0.8 3.885905727 3.885905684 4.292518216x107
5 1 6.305807189 6.305806379 8.099986121x10”’

hata tablosu elde edilir.

Grafik [0,1] aralifina yogunlagtirilir ve buldugumuz hata tablosu gdz dniine alinarak O,

ekseni i¢in agagidaki fark fonksiyonunun grafigi elde edilir.

Sekil 4.8. Problem (4.37)’nin [0,1] araliginda hata fonksiyon grafigi
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h =-0.01i¢in fonksiyon grafikleri h =-0.695 i¢in fonksiyon grafikleri

Sekil 4.9. Problem (4.37)’nin gercek ¢dziim efrisi u(x) = x* + et ile

h=-0.001 ve h = —0.695 degerleri i¢in kiyaslama grafikleri

Ornek 4.5.

u"(x)+ e u'(x)=(5+4x7) u(x) =u"(t)+(12x - 5x" - 4x°), (4.49)
x

w0, =x>+1+x")e”", 4'(0,1)=0
lineer olmayan Emden-Fowler denklemini alalim [26]. Bu problemin tam ¢6ziimi,

u(x)=x +e" (4.50)

seklindedir. Oncelikle deformasyon denklemi yazilirsa,
L [uln - Zmum—l ] . hH[x’ t] Rm (um—l ) (45 1)

denklemi elde edilir. Buradan

N[g(x;)]=¢"(x)+ % ¢'(x) - (5+4x7)p(x) - ¢"(1) — (12x = 5x* —4x") (4.52)
R, (u,.)=u"(x)+ < w' ()= (S+4x)Du(x)—u"(t)—(12x-5x’ —4x’)=0  (4.53)
x

elde edilir.
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I

ZF"

0, m<1
{ , H[x,t]=1
I, m>1

ve tiirev operatoru

du, (x)=D [um (x), x] , ddu (x)=D [D [um (x), x] , x]

olarak tanimlanirsa

Uy, (X) = Y pthy1 (%)

oy J. i(ddum_l (r) +%dum_1 (") —u, (NGE+4r*)-d, (?)
W O—(1—yg, )12r— 5r — 4r5))dr

(4.59)

(4.55)

(4.56)

uy(x) = x> +(1+x*)e™ segerek (4.56) denklemiyle ardisik olarak u,(x), i=1,2,3,...

degerleri agagidaki gibi elde edilir;

uy(x,n)=x" +(1+x*)e”’

u,(x,h) = —%e"hx4 - ie"hx6

15
u,(x,h) = —ée"hx4 —Ee_'hzx4 —ie Le"hzx6
6 18 15 50
+—31 e 'n*x® +—4 e 'n’x'’
420 675
u,(x,h) = —ée"hx4 —2—5‘e_'h2x4 —Ee"ifx4 — ie"hx(’
6 9 54
—13£3_6
——l—e"'i*tzx6 + 28 e + L e'h’xt+

1125 210

17309¢ 'R x®

88200

2731e” B3 X" ~ 521e”'B3x'? 8e'mix™

PRI NN
675 850500

u,(x,n) n=10"a kadar ¢o6ziimleri bulunur.

207900

(4.57)
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Burada uygun bir % yakinsama parametresi segmek igin U, (x,h) = Zul,(x, h) toplami
n=0

elde edilir ki, bu olasi analitik ¢6ziimdir. Burada Mathematica 7.0 yazilim ile

u,,(x,h) a kadar hesaplatilirsa, (4.49) probleminin ¢6ziim serisinin (4.58)’deki gibi

gercek ¢ozlimiine yakinsadig goriliir.
u(x)~= U, (x,h) (4.58)

Coziim serimizin gergek ¢6ziime yakinsamasint kontrol altina almamizi saglayan 7 ’in

uygun araligim bulmak i¢in U/ (1,7) ve Uy;(1,7) grafiklerini ¢izersek.

W—————————————— —
£ 15 Ufy 00 :
32 0! == Ujp 00n
& 5] L eeeceeecmceccccccccaoal
S L,
=3 ’ \

/ — _ A
\bg 0r l" ‘\'
A | 1
' '\
-5 _ lII " L i 1 i i : i 1 i ‘1
-1.5 -1.0 -0.5 0.0
f

Sekil 4.10. Problem (4.49)’un # egrisinin grafigi

Sekil 4.10°deki Uj,(1,7) ile Uj(1,h) grafiklerinin paralel oldudu aralik goz oniine

alinirsa #°1n [—1.1,—0.2] aralifinda olmasi gerektigi goriiliir.

Tablo 4.9. Problem (4.49)’un uygun # degerleri

X, U(x,,h) h
0 0 h—>1
0.2 3.2494x10-14 h — —0.648573
0.4 5.37871x10-1! h— —0.619923
0.6 1.2322x10-10 h — —0.678006
0.8 5.38958x10° h——0.661419
1 2.26106x10-8 h — —0.688483
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Uygun # degeri Tablo 4.9°deki gorildigi gibi segilebilecek en iyi # yakinsaklik
kontrol parametresinin yaklasik 7% =-0.660 oldugu goriliir. #=-0.660 igin (4.59)

yaklagik ¢0ziim serisi hesaplanirsa,

10
UIO (x) = Z m=0 u"' (x)
bulunur ve yaklagik ¢6ziimiiniin hata fonksiyonu

U, (%) X =" |

olmak Uzere. Tablo 4.10’daki hata tablosu elde edilir.

Tablo 4.10. Problem (4.49)’un hata tablosu

(4.59)

(4.60)

i X, u(x)=x"+e*~ lh]]=0(f()).660 Up(x)—x" —e*~
0 0 1.00000000 1.000000000 0

1 0.2 0.8601437890 0.8601437890 7.38298x107"
2 0.4 0.8506278611 0.8506278611 5.36471x10™"
3 0.6 1.002627861 1.002627861 2.53923x107"°
4 0.8 1.364143789 1.364143783 5.78266x107°
5 1 2.000000000 1.999999917 8.34598x107

hata tablosu elde edilir. Grafik [0,1] aralifina yogunlastirilir ve buldugumuz hata tablosu

g0z Oniine alinarak O, ekseni i¢in agagidaki fark fonksiyonunun grafigi elde edilir.

Sekil 4.11. Problem (4.49)’un [0,1] araliginda hata fonksiyon grafigi
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00 05 10 00 05 10

h =-0.01 i¢in fonksiyon grafikleri h =-0.66 i¢cin fonksiyon grafikleri

Sekil 4.12. Problem (4.49)’un gercek ¢oziim egrisi u(x)=x"+ e~ le
h=-0.01 ve i =-0.66 degerleri igin kiyaslama grafikleri
Ornek 4.6.
u"(x)+ % u'(x) - (1A8+9x") u(x) =u"(t)-2 - (18x+9x*)*, (4.61)
w0, =1+ +x*, u'(0,1)=0
lineer olmayan Emden-Fowler denklemini alalim [26]. Bu problemin tam ¢6ziimii,
u(x)=t+e* (4.62)
dir. Oncelikle deformasyon denklemi yazilirsa,
L[u, = 2t | = hH [x,1] R, (u,.,) (4.63)
denklemi gereklidir. Buradan
N[¢(x;)]=¢"(x)+ % ¢'(x)—(18+9x)(x)—#"(1) +2+(18x +9x*)*  (4.64)

R, (um_l ) =u"(x)+ iu'()c) —(18+9xHu(x)—u"()+2+(18x+9x*)* =0 (4.65)
x

elde edilir,
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0, m<1
-  Hlxtl=1 4.66
A R (466

ve tiirev operatoru
du, (x)=D[u,(x),x] , ddu,(x)=D[D[u,(x),x],x] (4.67)
olarak tanimlanirsa

Uy, (X) = Xty (%) (4.68)

+h[]“ j‘(ddum—l (r)+ ; du,, ,(r)—u, (r)18r+9r*)-d, (1)

o 9~ — g, )=2~-(18r+9r")*))dr

]

uy(x)=1+£"+x’ secerek (4.68) denklemiyle ardigik olarak u,(x), i=1,2,3,..

degerleri asagidaki gibi elde edilir;

uy(x,h) =1+ +x° (4.69)
' 9hx®  hx’
u (x,h)=- -—
L (x,7) . i

9hx® 81n%x* X’ 3m%x® 69 x* 3R
u,(x,h) =— - =—ris + +

10 50 8 80 880 560

Ohx® 81h%x® 729K%x% hx® 3R*x® 369h%%°
ua(x,h)=— - - - + +

10 25 250 8 40 800

N 69722 N 20547h3 %12 . 3% 621n°x"  549m°x'

440 96800 280 431200 209440
9h3x21
78400

u,(x,7) n=10akadar ¢6ziimleri bulunur.
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Burada uygun bir # yakinsama parametresi se¢mek i¢in U, (x,h) = Zu”(x, h) toplami
n=0

elde edilir ki, bu olast analitik ¢oziimdir. Burada Mathematica 7.0 yazilimi ile
u(x, 1) a hesaplatilirsa, (4.61) probleminin ¢dziim serisinin (4.70)’deki gibi gergek

¢ozlime yakinsadig goriiliir.

u(x)=U,,(x,h) (4.70)

Coziim serimizin ger¢ek ¢6zlime yakinsamasini kontrol altina almamizi saglayan 4 ’in

uygun araligint bulmak i¢in, U, (1,7) ve Uyy(1,7) grafiklerini ¢izersek.

6 T .
8 4r R ~
cn 1 4 \\
\o./ 2 " \
2 | L —
S o A
/o LI :
i ;'f [} y 4
g -2f [ Uy (0,0,%) ' ]
< ol 10 355 /
c . II' o
= _4 i |'I|II : == U]/6 (ansh) '| \I
~ | ] \H
-6 a |'II : ! \
& ' ) \I
_8 l 'l 1 N I i 1 PR \
-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5
h

Sekil 4.13. Problem (4.61)’in % egrisinin grafigi

Sekil 4.13°deki Uj,(1,#) ile Uj,(1,) grafiklerinin paralel oldugu aralik goz Oniine

alinirsa 7’ [—1.1,—0.1] aralifinda olmasi gerektigi goruliir.

Tablo 4.11. Problem (4.61)’in uygun # degerleri

X, Ul(x,,h) h

0 0 h—>1
0.2 3.42459x1071 h — —0.594896
0.4 3.33782x10712 h — —0.574069
0.6 6.40162x107" h——-0.617821
0.8 3.01182x10° h — —0.635207
1 6.28362x108 h— —-0.670190
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Uygun # degeri Tablo 4.11°deki goriildiigii gibi secilebilecek en iyi # yakinsaklik
kontrol parametresinin yaklasik 7% =-0.670 oldugu gorilir. #=-0.670 igin (4.71)

yaklasik ¢6ziim serisi hesaplanirsa,

U= u,(x) (4.71)

bulunur ve yaklagik ¢6ziimiiniin hata fonksiyonu

|Upp(x) =1 € | (4.72)

olmak tizere. Tablo 4.12°deki hata tablosu elde edilir.

Tablo 4.12. Problem (4.61)’in hata tablosu

i X, u(x)=t"+e" [;11(1—-({)0.670 U,(x)—t* —é*
0 0 1.00000000 1.000000000 0

1 0.2 1.048032086 1.048032085 43745x107'
2 0.4 1.226092399 1.226092398 2.66935%x107"°
3 0.6 1.601102379 1.601102376 2.65142x107°
4 0.8 2.308625110 2.308625099 1.13161x107®
5 1 3.718281828 3.718281766 6.28753%x107*

hata tablosu elde edilir.

Grafik [0,1]aralifma yogunlagtirilir ve buldugumuz hata tablosu gz 6niine alinarak O,

ekseni i¢in asagidaki fark fonksiyonunun grafigi elde edilir.
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h =-0.01 i¢in fonksiyon grafikleri h=-0.67 i¢in fonksiyon grafikleri

Sekil 4.15. Problem (4.61)’in gercek ¢oziim egrisi u(x) =1 +e* ile

h=-0.01 ve i =-0.67 degerleri igin kiyaslama grafikleri



5.BOLUM

TARTISMA VE SONUCLAR

Bu ¢alismada Homotopi Analiz Metodu (HAM) ile lineer ve lineer olmayan Lane-
Emden ve Emden-Fowler denklemlerinin ¢6ziimleri aragtirilmistir. Homotopi Analiz
Metodu bulunan sonuglar, hata analiz tablolar1 verilerek gercek c¢oziimleri ile
kargilagtirma yapilmas1 saglanmistir. Tablolar incelendiginde birbirine ¢ok yakin
sonuglar elde edildigi ve bu metodun gergek ¢oziime yaklagik bir ¢6ziim oldugu

gozlenmigtir.

Homotopi analiz metodunda, (7 ’nin gegerli bélgesi) R, yardimiyla yani metotta %

yakinsaklik kontrol parametresi verilerek metodun yakinsaklik b6lgesinin genisletilmesi
saglanmigtir. Homotopi analiz metodunda # yakinsaklik kontrol parametresinin uygun
secilebilmesi durumunda yakinsama hizlandirilabilir ve analitik ¢6ziime hizli
yakinsamasi saglanir. Bu yontem ile baglangi¢ yaklagimi ne secilirse secilsin analitik

¢Ozliime ulasilamasa bile yakinsak seri ¢oziim bulmak miimkiindiir. % yakinsaklik
kontrol parametresinin -1 ve H (;c, t) yardimci fonksiyonunun 1’e¢ esit olmasi

durumunda ¢6ziim serisi, homotopi pertiirbasyon metodunda elde edilen ¢oziim serisi
ile cakigh@ goriilmistlir. Homotopi pertiirbasyon metodunun da homotopi analiz

metodunun bir 6zel hali oldugunu iddia edilebilir.
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