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OZET

Bu tez calismasi, Molodtsov tarafindan baslatilan esnek kiime teorisinin cebirsel
alanlara uygulanmasindan ve esnek doniisiim kavramlarindan olugmaktadir. Temel
kavramlar boliimiinde, Molodtsov ve P. K. Maji tarafindan esnek kiime teorisi {izerine
gelistirilen temel tamim ve teoremler verildi. Daha sonra esnek kiime teorisinin cebirsel
yapilara uygulamasi olan esnek grup, esnek halka ve esnek halkanin esnek ideali gibi
kavramlar agiklandi. Esnek doniisiim kavrami verildikten sonra esnek doniisiimde grup
kullanilarak yeni bir kavram olan grup esnek doniisiim tanitildi. En son boliimde ise
orijinal bir kavram olan kisitlanmis esnek grup tanimi yapildr ve bu tanim bazi temel

teoremler iizerine uygulandi.

Anahtar Kelimeler: Esnek Kiime Teorisi; Esnek Grup; Esnek Halka;Esnek Halkanin
Esnek Ideali; Esnek Doniisiimler; Kisitlanmis Esnek Grup



SOFT MAPPINGS ON ALGEBRAIC STRUCTURES

Kiymet CAKIR
Nevsehir University, Graduate School of Natural and Applied Sciences
Master Thesis, July 2012
Thesis Supervisor: Do¢. Dr. Hac1 AKTAS

ABSTRACT

This thesis consists of soft mappings and algebraic structures application of soft set
theory which was initiated by Molodtsov. In the preliminary section of this
thesis,fundamental definitions and theorems, which was defined by Molodtsov and P.K.
Maji, are given to use in next sections. Soft groups, soft rings and soft ideal of a soft
rings, which are applications of soft set theory to algebraic structures, are explained.
After explaining soft mappings, a new concept, group soft mappings are introduced by
using group in soft mappings. In the latter section, restricted soft group, which is an
orijinal concept, is defined and this definition is carried out on some fundamental

theorems.
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1.BOLUM
GIRIS

Klasik kiime teorisini baslatan George Cantor (1845-1918) nin hocasinin sordugu “ Bir
periyodluk aralikta, toplami sifir olan bir trigonometrik serinin katsayilarinin hepsi sifir
midir?” seklindeki soru iizerine gercel sayilarin o giine kadar fark edilmeyen bir
ozelliginin farkina vardi. Bu da rasyonel sayilarla irrasyonel sayilarin ayni ¢oklukta
olmadigidir. Bagka bir ifadeyle, rasyonel sayilar ile irrasyonel sayilarin kiimesi arasinda,
her iki kiimenin de sonsuz olmasina karsin, bire-bir bir doniisiim yoktur. O halde bu iki
kiimenin sonsuzluklar1 aymi degildir. Boylelikle ortaya kiime kavrami ve kiimelerin

icerdikleri eleman coklugu agisindan siniflandirmasi ortaya ¢ikti.

George Cantor tarafindan bu sekilde gelistirilen “Kiimeler Teorisi” bir¢cok alanda
uygulanabildigi i¢in giiclii bir teoridir. Fakat ekonomi, miihendislik, sosyal bilimler,
cevre gibi daha bir¢ok alanda ortaya ¢ikan belirsizlikleri giderebilmek i¢in klasik kiime
yetrsiz kalmaktadir. Bu da Cantor’ un kiime teorisinin belirsizliklerle basa ¢ikmak icin

yeterli olmadigini gosterir.

Bu belirsizliklerle basa ¢ikabilmek i¢in bulanik kiime teorisi[10] , aralik matematigi|
11,12 ], olasilik kiime teorisi, esnek kiime teorisi[1,2,3] gibi bircok teori gelistirildi.
Bulanik kiime, topolojik uzay gibi matematiksel konular esnek kiimelerin 6zel bir hali

olarak gz Oniine alinabildiginden dolay1, esnek kiime kavrami daha genel bir teoridir.

Klasik matematikte, matematiksel modellerin tam ¢oziimiine ihtiya¢c vardir. Eger bu
model tam ¢oziimii bulunamayacak kadar karmasik ise yaklasik ¢6ziim bulunabilir ve

bunun i¢in bir¢ok model vardir.

Esnek kiime teorisi Rus arastirmaci Molodtsov[1] tarafindan ilk kez 1999 yilinda
tanimlandi. Molodtsov genel matematikte belirsizlik modelleri icin esnek kiime

kavramini ileri siirdii. Nesnelerin tanimlanmasinda kullanilan sartlarda sinirlama yoktur,



bu yiizden arastirmacilar ihtiya¢c duyduklar1 parametreleri tercih edebilirler. Bu da karar

alma siirecini ve 0zel bilginin yoklugunda daha etkili yontem bulmay1 kolaylastirir.

Olasilik teorisi, bulanik kiime teorisi [10 ] , aralik matematigi [11,12] gibi karmasik
sistemler i¢in mevcut bircok matematiksel kurallar vardir. Fakat bu tekniklerin her
biriyle ilgili zorluklar ve eksiklikler vardir. Aralik matematigi bircok farkli
belirsizlikleri olan problemler i¢in etkili degildir. Dahas1 tiim bu teknikler kurallarin
parametrize edilmesinde eksiktir ve bu yiizden bu teknikler 6zellikle ekonomi, cevre ve
sosyal bilimler alanindaki problemleri ¢6zmede basarili degildir. Esnek kiime teorisi
yukarida belirtilen zorluklardan bagimsiz bu diisiincedeki tek yontemdir ve ¢ok yonlii
daha genis kapsamli bircok uygulama alanina sahiptir. Esnek kiime teorisinin bir¢cok

alanda zengin bir uygulama potansiyeli vardir.

Esnek kiime teorisini tanimlayan Molodtsov [1] (1999) esnek kiime teorisini siirekli
diferansiyellenebilir fonksiyonlar, oyun teorisi, islem arastirmalari, Riemann
integrasyonu ve daha bircok alana basaril1 bir sekilde uygulamistir. Bu ¢aligsmalar ile de
esnek kiime teorisine yon vermistir. Daha sonra Maji ve arkadaslari [2] esnek kiime
tizerinde altkiime, bir esnek kiimenin tiimleyeni, karar verme problemlerinde esnek
kiime teorisinin uygulanmasi gibi bir¢cok yeni tamim sundular. Boylelikle Maji ve
arkadaslar1 esnek kiime teorisinin farkli bircok alana uygulanmasinda ve hizli bir
sekilde genislemesinde biiylik etkileri olmustur. Aktas ve Cagman [4] esnek kiime
teorisini ilk defa cebirsel alana uygulayarak esnek grup kavramini tanittilar ve bu
calismalar1 ile esnek kiime teorisinin farkli cebirsel alana uygulanmasinda 6ncii oldular.
Daha sonra Feng ve arkadaslar [8] esnek kiime teorisini kullanarak halkalarin cebirsel
yapistyla ilgili calismalar yaptilar. Bulanik esnek grup kavrami ise Aygiinoglu ve
Aygiin [7] tarafindan tanitildi. Majumdar ve Samanta [6,9,] bulanik kiime ve bulanik

esnek kiime arasindaki benzerlikler tizerine ¢alisti.

Bu tez calismasi ise bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde genel ifadeler ile
esnek kiime teorisine neden ihtiya¢ duyuldugu, hangi arastirmacilarin hangi konular
tizerine calisma yaptiZ1 gibi temel bilgiler verilerek esnek kiime teorisinin kisa bir

tarihgesi verildikten sonra tezin icerigiyle ilgili kisa bir tanitim yapildi.

Ikinci boliimde esnek kiime teorisini tanimlayan ona yon veren Molodtsov’ un ilk

calismas1 verildi ve esnek kiimenin tiimleyeni, iki esnek kiimenin kesisimi, birlesimi



gibi bir¢ok temel tanim ve teorem ile esnek kiime teorisinin gelismesine ve ilerlemesine

biiyiik katki saglayan P.K. Maji’ nin yaptiZ1 ¢calismalar verildi.

Uciincii boliimde esnek kiimeler iizerine tanimlanan cebirsel ifadeler verildi. Ik olarak
esnek kiime teorisinin cebirsel alana uygulanmasini1 baglatan Aktas ve Cagman[4] nin
esnek grup, esnek alt grup, birim esnek grup, mutlak esnek grup, esnek homomorfizma
gibi bir¢ok tanim ve teoremi verildi. Daha sonra esnek kiime teorisinin farkli cebirsel
alanlara uygulamasi olan esnek halka, esnek alt halka, esnek halkanin esnek ideali,

idealistik esnek halka gibi kavramlar verilerek teoremler iizerine uygulandi.

Dordiincii boliimde ise esnek doniisiim kavrami tanitildi. Esnek doniisiim kavrami
izerine yapilan teoremler, birim esnek doniisiim, sabit esnek doniisiim, esnek doniisiim
altinda kiimenin ve esnek kiimenin goriintiisii gibi kavramlar aciklandi. Esnek doniisiim
Pinaki Majumdar ve S.K. Samanta[6] tarafindan tip iizerine yapilan bir uygulamasi
verildi. Daha sonra esnek doniisiimde grup kullanilarak orijinal bir kavram olan grup

esnek doniisiim kavrami tanitildi ve teoremler iizerine uygulandi.

Son boliim olan besinci boliimde ise kendinden sonra yapilan bir¢ok cebirsel ¢alismaya
oncii olan Aktas ve Cagman [4] nin esnek grup kavramini biraz daha ozellestirerek
orijinal bir tamim olan kisitlanmis esnek grup kavrami tanitildi ve cesitli ozellikleri

verildi.



2.BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR

2.1.Molodtsov’un Esnek Kiime Kavrami:

Ekonomi, miihendislik ve ¢evre bilimlerinde ¢esitli belirsizlikler oldugundan karmasik
problemleri ¢ozebilmek icin klasik metotlart kullanamayiz. Belirsizliklerle basa
cikabilmek icin matematiksel kurallar olarak goz dniinde bulundurabilecegimiz, Olasilik
Teorisi, Bulanik Kiime Teorisi, Aralik matematigi olmak {iizere {i¢ farkli teori vardir.

Fakat tiim bu teorilerde bir takim belirsizlikler vardir.

Olasilik teorisi sadece istatistiksel olaylara uygulanir. Matematiksel detaylara
girmeksizin uygun bir istatiksel olayla ifadede etmek istedigimiz sey uzun bir deneme

sonucu [, ile ifade edilen basit bir limitin var olmasidir. p, ise

seklinde tanimlanir. Burada eger denemede olay gerceklesirse x; , 1 e ve eger olay
gerceklesmezse Xx; , 0 a esittir. Limitin var oldugunu test etmek i¢in ¢ok sayida deneme
yapilmalidir. Bunu miihendislik alaninda gerceklestirebiliriz fakat sosyal problemlerde,

cevre biliminde ve bircok ekonomik alanda gerceklestiremeyiz.

Aralik matematigi, bir problemin kesin ¢oziimii i¢in tahmini bir aralik insa ederek,
hesaplama hatalarin1 belirlemeyi de icine alan metot olarak ortaya ¢ikar. Bir cok
durumda faydalidir fakat aralik matematigindeki metotlar farkli belirsizlikleri olan
problemler icin uygun degildir. Bu metotlar diizgiin degisen, uygun olmayan, eksik olan

ve kismen amagla celisen bir bilgiyi yaklasik olarak tanimlayamaz.



Belirsizliklerle basa ¢ikabilmek i¢in kullanilan teorilerden biri Zadeh [10] tarafindan

gelistirilen bulanik kiimeler teorisidir.

Tamm?2.1.1: A c X kiimesi i¢in pu, karakteristik fonksiyonu

_{1 , X€EA
Ha=10 |, xeA

seklinde tanimlanir. Bir kiime ve onu karakteristik fonksiyonu arasindaki eslemenin

birebir esleme oldugu aciktir.

Bir F bulanik kiimesi, pr liyelik fonksiyonu tarafindan tanimlanir. Her x € X noktasi
icin , up(x) , [0, 1] araliginda bir reel sayiya denk gelir. yg(x) sayist x noktasinin F

bulanik kiimesine ait olma derecesi olarak tanimlanir.

Bulanik kiime teorisi ilk bakista bulanik kiime icin dogal islemler sunar. F ve G bulanik

kiimeleri ve bu kiimelerin iiyelik fonksiyonlar: sirasiyla pg ve pg olsun.
F nin tiimleyeni F¢ olamak iizere F bulanik kiimesinin tiimleyeni
pre =1 — pp(x)
seklinde tanimlanir. F N G, asagidaki liyelik fonksiyonlarindan biri ile tanimlanabilir.
trng(x) = min { pp(x) , pe(x) }
trne () = pp(X).pg (%)
trng(x) = max {0, pp(x) +pg(x) — 1}
F U G birlesimi icin iiyelik fonksiyonlarinin ii¢ olast durumu vardir.
true(x) = max { pp(x), pe(x) }
truc () = pp(x) + pg (x) — pp(x).pi (x)
true(x) = min {1, pp(x), pe(x)}

Bulanik kiime teorisi lizerine yapilan ¢alismalar hizli bir sekilde ilerliyor. Fakat “6zel

bir durumda iiyelik fonksiyonlar1 nasil kurulur?” seklinde bir zorluk vardir.



Uyelik fonksiyonu kurmak icin sadece bir yol oldugu diisiiniilmemelidir. Uyelik
fonksiyonunun dogasi olduk¢a bireyseldir. Herkes pr(x) = 0,7 notasyonunu kendi
usuliince anlayabilir. Bu yiizden iiyelik fonksiyonlar:1 ile aritmetik islemler {izerine
odaklanan bulamik kiime islemleri dogal goziikkmez. Bu islemler agirliklarin ve

uzunluklarin toplamina benzerdir.

Bu zorluklarin sebebi muhtemelen teorinin parametrizasyon kurallarinin yetersizligidir.
Sonraki boliimde belirsizliklerle basa ¢ikabilmek icin yukarida ifade edilen zorluklardan
bagimsiz bir matematiksel kural ileri siiriilecektir. Zorluklardan kaginmak i¢in yeterli

parametrizasyonlar kullanilmalidir.

Tamm 2.1.2: U evrensel kiime ve E parametre kiimesi olsun. F, E den U kiimesinin
kuvvet kiimelerine tanimli bir doniisiim olmak iizere (F, E) ikilisine U iizerinde esnek

kiime denir.

Baska bir ifadeyle, bir esnek kiime U kiimesinin alt kiimelerinin parametrize edilmis bir
ailesidir. € € E i¢in F (&) kiimesi (F, E) esnek kiimesinin e-elemanlarinin kiimesi olarak

yada esnek kiimenin e-yaklasimli elemanlarinin kiimesi olarak goz oniine alinabilir.
Ornek 2.1.3:

a. (F,E) esnek kiimesi Bay X in satin alacagi evlerin parametrize edilmis sekli
olarak tanimlansin.

U- g6z Oniine alinan tiim evlerin kiimesi
E- parametre kiimesi (her bir parametre kelime veya ciimle olabilir)

E = { pahali, giizel, ahsap, ucuz, ¢evre diizenlemesi yapilmis, modern, iyi durumda,

kotii durumda}

Bu durumda esnek kiimeyi tanimlamak pahali evleri, giizel evleri ve digerlerini
gostermek anlamina gelir. F(g) kiimeleri keyfi olabilir. Bu kiimelerin bazilar1 bos

olabilir bazilarinin ise arakesitleri bostan farkli olabilir.

b. Zadeh’ in bulanik kiimesi, esnek kiimenin 6zel bir hali olarak gz Oniine

alinabilir.

A bir bulanik kiime ve p, ise A bulanik kiimesinin tiyelik fonksiyonu olsun.



Ua: U — [0, 1] seklinde ifade edilir. p4 fonksiyonu igin a-seviye kiimelerinin

Fla)={x€U: py(x) =a} , a€[0,1] ailesini géz oniine alalim. Eger F ailesini

biliyorsak, asagidaki formiil araciligiyla p,(x) fonksiyonlarini bulabiliriz.
:uA(x) =Ssupa ,«a € [O) 1] , X € F(a)

boylece Zadeh’ in A bulanik kiimelerinin her biri (F,[0,1]) esnek kiimesi olarak goz

Ontine alinabilir.

c¢. (X, 1) topolojik uzay olsun yani X bir kiime ve T bir topolojidir. Diger bir
ifadeyle X in agik kiimeleri diye ifade edilen alt kiimelerinim ailesidir. x
noktasinin  T'(x) ag¢itk  komsuluklarinin ~ ailesi T(x) ={VeEt:x€V},

(T(x),7) esnek kiimesi olarak diisiiniilebilir.

Esnek kiime teorisinde herhangi bir nesnenin tanimlanmasi, klasik matematikte
kullanilan metotlardan farklidir. Klasik matematikte, nesnenin matematiksel modelini
insa ederiz ve bu modelin tam ¢6ziimiinii tanimlariz. Genel olarak matematiksel
modeller ¢cok karmasiktir ve tam ¢6ziim bulanamaz. Bu yiizden ikinci adimda yaklasik

¢cOziim kavramini tamtilacaktir.

Esnek kiime teorisinde bu probleme zit bir yaklasim vardir. Nesnenin ilk tanimi dogal

bir yaklagima sahiptir ve tam ¢6ziim kavramini tanitmaya gerek yoktur.

Esnek kiime teorisinde yaklasik tanimlamalar iizerinde herhangi bir kisitlamanin
olmamasi, bu teoriyi giiven verici ve pratikte kolayca uygulanabilir yapar. Reel sayilar,

fonksiyonlar, doniistimler gibi herhangi bir parametrizasyon kullanabiliriz.

Yani esnek kiime teorisinde {iiyelik fonksiyonu kurma problemi veya buna benzer

herhangi bir problem ortaya ¢ikmaz.

U kiimesinin alt kiimeleri i¢in * ile tamimlanan bir ikili islem oldugunu varsayalim.

(F,A) ve (G,B) U iizerinde esnek kiime olsun. Esnek kiime i¢in * iglemi
(F,A) «(G,B) = (H,A X B)

seklinde tanimlansin ve @ € A ve B € Bi¢in H(a,B) = F(a) * G(B) dir.



(A X B, A ve B kiimelerinin kartezyen ¢arpimidir.) Bu tanim her bir esnek kiimenin
kendine Ozel bir dogasi olarak dikkate alinir. Eger esnek kiimeler ile ¢ok fazla islem
iretirsek, bu kiime genis parametre kiimelerine sahip bir esnek kiime olacaktir. Bazen
parametre kiimesinin bu tiir genislemesi kullanigl olabilir. Bu yiizden, 6rnek2.1.3 (a)
daki esnek kiimenin kendi kendisiyle kesisimi daha ayrintili esnek kiime ifadesini verir.

Sonugta bu esnek kiime “pahali ve giizel” , “modern ve ucuz” gibi evleri gosterir.

Parametre kiimelerinin bu tiir genislemelere uygun olmadigi durumlarda, bir¢cok seviye
islemi kullanabiliriz. Tabi ki bu tiir seviye islemlerinin uygulanabilirligi 6zel duruma ve
g6z Oniine alinan probleme baghidir. Eger genel matematik kurali inga etmek istiyorsak
parametre kiimeleri i¢in evrensel seviye islemi kullanmayacagiz. Esnek kiime teorisi
acisindan bulanik kiimelerdeki islemlere bakarsak, bulamik kiimelerdeki tiim ikili
islemlerin evrensel seviye islemini i¢erdigini anlariz. A ve B iki bulanik kiime olmak

uzere

tang (x) = min{ p,(x), pp(x)}

ifadesini iki bulanmik kiimenin ilk arakesit versiyonu olarak g6z Oniine alalim.
A,BveANB  bulanik kiimelerini (F,,[0,1]), (Fg,[0,1]), (F4np,[0,1]) esnek

kiimeleri ile sirasiyla esleyelim. Burada
Fi(x)={x€eU:u,(x)=2a} , a€]0,1]
Fg(x)={x€U:uyg(x)=>a} , a€]0,1]

Fpop(x) ={x€U:ps(x) =2 a, uyp(x) 2a} , a€0,1]
seklinde ifade edilir.

(F4,10,1]) ve (Fg,[0,1]) esnek kiimelerinin arakesiti (H,[0,1] X [0,1]) ile

tamimlanir ve

H(a,B) = Fy(a) X Fg(B) ={x € U: uy(x) = a , ug(x) =B} seklinde ifade edilir.



2.2.P.K. Maji, R. Biswas ve A. R. Roy’ un Esnek Kiime Kavrama:

Maji ve arkadaslar1 esnek kiime teorisi iizerinde caligmig, karar verme problemleri
tizerinde bazi metotlar gelistirmistir ve Molodtsov’ un tanimimi kullanarak bircok

ozellik tanimlamislardir.
Ornek 2.2.1: [1]

Kabul edelim ki E parametre kiimesi ve U g6z Oniine alinan sartlar1 saglayan evlerin

kiimesi olsun. Her bir parametre bir kelime veya ctimledir.

E = { pahali, giizel, ahsap, ucuz, ¢evre diizenlemesi yapilmis, modern, iyi yapili, kotii

yapilt }

Bu durumda bir esnek kiimeyi tanimlamak pahali evleri, giizel evleri ve diger evleri
belirtmek anlamina gelir. (F, E)esnek kiimesi Bay X in alacagi “evlerin ¢ekiciligini”

tanimlar.

Sonraki ifademiz i¢in ayn1 6rnegi daha detayl olarak gz Oniine alalim.
Kabul edelim ki U evrensel kiimesi

U ={ hy,hy, hs, hy, hs, he }

ile verilen alt1 evden olugsun ve E parametre kiimesi

e, : “ pahal” parametresini

e, : “ glizel” parametresini

e; : “ahsap” parametresini

e4 : “ucuz” parametresini

es : “cevre diizenlemesi yapilmis” parametresini gostermek iizereE ={ ey, e, €3, €4, €5}

olsun. Kabul edelim ki;
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F(e1) ={ hy, hy}
F(ey) = {hq, hs}
F(e3) = { hs, by, hs}
F(es) = {hy, h3, hs}
F(es) = {hy} olsun.

(F,E) esnek kiimesi, U evrensel kiimesinin alt kiimelerinin { F(e;),i =1,2...,5}
seklinde parametrize edilmis bir ailesidir. Goz Oniine alinan F doniistimii “evler (.)”
seklinde ifade edilir. Buradaki nokta (.) bir e € E parametresi tarafindan doldurulur. Bu
yiizden F (e;) , “evler ( pahali )” seklinde ifade edilir ve fonksiyonel degeri

{ hy, hy } dir.

Bu yiizden biz (F,E)esnek kiimesini asagidaki gibi yaklasimlarin bir koleksiyonu

olarak gosterebiliriz.

(F,E) ={ pahal1 evler = {h,, h,} , giizel evler ={hy, h3} , ahsap evler = {h3, hy, hs} ,

ucuz evler ={hq, h3, hs} , cevre diizenlemesi yapilmis evler = {h; } }
Burada her bir yaklasimin iki kismi vardir.

(i) Bir tahmini p

(ii) Bir yaklagik deger kiimesi v ( veya sadece v deger kiimesi )
Ornegin; “pahali evler = {h,, h, }” yaklagimi igin

(i) tahmini ismi pahali evlerdir

(ii) yaklasik deger kiimesi veya deger kiimesi {h,, h, } diir.
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“Pahali” | “Giizel” “Ahsap” “Ucuz” | “Cevre diizenlemesi yapilmis”
hy |0 1 0 1 1
h, |1 0 0 0 0
hs; |0 1 1 1 0
hy, |1 0 1 0 0
hs |0 0 1 1 0
he |0 0 0 0 0

Tablo 1. Esnek Kiimenin Tablo ile GOsterimi

Bu yiizden (F,E)esnek kiimesi asagidaki yaklasimlarin koleksiyonu olarak

gosterilebilir.

(F,E)={p1 =v1,02 = V2, ..., Dn = Vp}

Bir esnek kiimeyi bilgisayarda depolamak i¢in, esnek kiimeyi tablo ile temsil edebiliriz.

(Yukaridaki tablo bir esnek kiimenin yerini tutar.)

Tamm 2.2.2: (F,E) esnek kiimesinin tiim degerlerinin sinifina esnek kiimenin deger

sinifi denir ve C(g py ile gosterilir.
Yukaridaki &rnek icin, Cig ry = {V1, V3, ..., Vp} dir ve agik¢a Cg py S P(U) dur.
Tanim 2.2.3: U evrensel kiimesi iizerinde (F, A) ve (G, B) esnek kiimeleri i¢in eger;

1. AcCB
2. Ve € Aicin F (&) ve G (&) 6zdes yaklasimlar ise

(F,A), (G,B) nin esnek alt kiimesidir ve (F,A) € (G, B) ile gosterilir.

Eger (G,B), (F,A) nin esnek alt kiimesi ise (F,A) ya (G, B) nin esnek siiper kiimesidir
denir ve (F,A) 5 (G, B) ile gosterilir.
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Tamm 2.2.4: (F,A) ve (G,B), U iizerinde tanimli iki esnek kiime olsun. Eger (F,A) ,
(G,B) nin esnek alt kiimesi ve (G,B) de (F,A) nin esnek alt kiimesi ise (F,A)

ve (G, B) ensek kiimeleri esittir denir.

Ornek 2.2.5: A= {e;,e;,es} CE ve B = {e;, e, e3es} C E olsun. Ac B oldugu
aciktir.

(F,A) ve (G,B) aymi U = {hy, hy, h3, hy, hs, hg} evrensel kiimesi tizerinde asagidaki

gibi taniml iki esnek kiime olsun.

G(er) = {haha} , G(ez) ={hy,hs}, G(ez) ={hz hy hs}, Ges) = {hy}
ve

F(e;) ={hy hy},  F(es) ={hs hyhs},  F(es) ={hi}

olsun. Bu durumda (F,A) € (G, B) dir.

Tanim 2.2.6: Parametrelerin kiimesi E = {e;, e,, 3, ...,e,} olsun. TE ile gosterilen E
kiimesinin DEGILI 7E = {—e;,—e,,...,—e,} seklinde tammlamir. Burada i icin

—e; = degile; dir.
Teorem 2.2.7:

i. 7(7A) = A
ii. TJ(AUB)=((1AU7TB)
ii. 7(ANnB) =(1AN1IB)

Tamm 2.2.8: (F, A) esnek kiimesinin tiimleyeni (F,A)‘= (F€, 74) ile tanimlanir ve bu
ifade F¢: JA —»P(U), Va € 7A i¢gin F¢(a) = U — F(~a) seklinde tanimlanan bir

doniisiimdiir.

F¢, Fin esnek tiimleyen fonksiyonu olarak isimlendirilebilir. A¢ik¢a (F€)¢ , F ile

aynmidir ve ((F,A)€)¢ = (F,A) dir.

Ornek 2.2.9: Ornek2.2.1 goz 6niine alalim.
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(F,A)¢={ pahali olmayan evler = {hy, hs, hs,hg} , gilizel olmayan evler =
{hy, hy, hs, he} , ahsap olmayan evler = {hy, h,, hg} , ucuz olmayan evler = { h,, hy, hg},

cevre diizenlemesi yapilmamis evler = { h,, hs, hy, hs, he} } seklinde ifade edilir.

Tamm 2.2.10: Eger Ve € A icin F(¢) = @ (bos kiime) ise U iizerinde tamiml1 (F, A)

esnek kiimesine bos esnek kiime denir ve @ ile gosterilir.

Ornek 2.2.11: Goz oniine alinan sartlar altinda ahsap evlerin kiimesi U ve
parametrelerin kiimesi A olsun. U evrensel kiimesi U = {hq, hy, h3, hy, hs} ve A
parametre kiimesi A = {tugla, camur, celik, tas} olarak verilsin. (F,A) esnek kiimesi
“evlerin ingaat1” olarak tamimlansin. F(tugla) tugladan yapilan evleri, F(camur)
camurdan yapilan evleri, F(tag) tastan yapilan evleri ifade etmek iizere (F,A) =
{F(tugla) = @, F(camur) = @ , F(celik) = @ , F(tas) = @} dir ve bu yiizden (F,A)

bir bos esnek kiimedir.

Tanmm 2.2.12: Eger Ve € A i¢in F(¢) = U ise U iizerinde tamimli (F,A) esnek

kiimesine mutlak esnek kiime denir ve 4 ile gosterilir. Acikca A = & ve &€ = A dir.

Ornek 2.2.13: Goz oniine alinan sartlar altinda ahsap evlerin kiimesi U ve
parametrelerin kiimesi B olsun. U evrensel kiimesi U = {hq, hy, h3, hy,hs} ve B
parametre kiimesi B = {tugla degil, camur degil, celik degil, tas degil} olacak sekilde
verilsin. (G, B) esnek kiimesi de “evlerin insaat1” olarak tanimlansin. G(tugla degil)
tugladan yapilmayan evleri, G(celik degil) celikten yapilmayan evleri, G(tas degil)

tastan yapilmayan evleri ifade etmek iizere;

(G, B) = {G(tugla degll) = {hll hz, h3, h4_, hs} 5 G(gamur degll) = {h1’ hz, h3, h4_, hs} .
G(gelik degil) = {hq, hy, hg, hy, hs} , G(tas degil) = {hq, hy, hs, hy, hs}}  dir ve bu
yiizden (G, B) mutlak esnek kiimedir.

Molodtsov tarafinda verilen Oneriler ile iki esnek kiime iizerindeki VE ve VEYA

islemleri asagidaki gibi ifade edilir.

Tamm 2.2.14: Eger (F, A) ve (G, B) iki esnek kiime ise (F,A) A (G, B) ile gosterilen
“(F,A) VE (G,B)” islemi

(F,A)A(G,B)=(HAxB) , VY(apB)€E AxB icin H(a B)=F(@)nG(p)

seklinde tanimlanir.
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Ornek 2.2.15: “evlerin maliyeti” ile tanimlanan (F,A) ve “evlerin cazibesi” ile

tanimlanan (G, B) esnek kiimesini goz 6niine alalim.

Kabul edelim ki, U = {hy, hy, hs, hy, hs, hg, h7, hg, hg, h1o} , A = {cok pahali, pahali

ucuz} ve
B = {giizel, cevre diizenlemesi yapilmis, ucuz } seklinde verilsin.

F(cok pahal) = {hy, hy, h;, hg}, F(pahall)) = {hy, h3, hs} F(ucuz) = {hg, ho, h1o} ve
G(glzel) = {hy, h3, h;} , G(cevre diizenlemesi yapilmis) = {hs, hg, hg} , G(ucuz) =
{he, hg, h1p} olsun.

O halde (F,A) A (G,B) = (H,A X B) olmak iizere

H(cok pahali, giizel) = {h,, h;} , H(¢ok pahali, cevre diizenlemesi yapilmis) = {hg} ,
H(cok pahali, ucuz) = @ , H(pahali, giizel) = {h3} , H(pahali, ¢evre diizenlemesi
yapilmig) = {hs} , H(pahali, ucuz) = @ , H(ucuz, giizel) = @ , H(ucuz, cevre

diizenlemesi yapilmis) = {hg} , H (ucuz, ucuz) = {hg, ho, h1y} dur.

Tanmm 2.2.16: Eger (F, A) ve (G, B) iki esnek kiime ise (F,A) V (G, B) ile gosterilen
“(F,A)VEYA (G,B)” islemi (F,A) v (G,B) = (0,AXB) , V(a,f) € AXB i¢in
O(a,B) = F(a) U G(B) seklinde tanimlanir.

Ornek 2.2.17: Yukaridaki Ornek2.2.15 géz oniine alalim.

(F,A)V (G,B) = (0,A X B) ifadesi V(a,f) € AXB i¢in O0(a,B)=F(a)UG(B)

olarak tanimlandigindan

O( ¢ok pahali, giizel) = {hy, h3, hy, hy, hg}, O( cok pahali, cevre diizenlemesi yapilmis )
= {h,, hy, hs, hg, h;, hg}, O( cok pahali, ucuz ) = {hy, hy, hg, hy, hg, ho, h1o} , O( pahaly,
giizel ) = {hq, hy, h3, hs,hy} . O(pahali, c¢evre diizenlemesi yapilmig ) = {
hy, h3, hs, hg, hg} , O(pahali, ucuz) = {hy, hs, hs, hg, ho, hyp} , O(ucuz, giizel) =
{hy, h3, hg, hy, hg, hyp} , O(ucuz, giizel) = {h,, hsz, hg, hy, hg, hyp} , O(ucuz, cevre
diizenlemesi yapilmis) = { hs, hg, hg, ho, h1o} , O(ucuz, ucuz) = { hg, ho, hy} dir.

Onerme 2.2.18: A ,V islemleri D’ Morgan kurallarini saglar.

i. ((F,A)V (G,B)) = (F,A)° A (G,B)*
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ii. ((F,A) A (G,B))° = (F,A)°V (G, B)°
Ispat:
i. (F,A) Vv (G,B) = (0,A X B) oldugunu kabul edelim.
O halde ((F,4) V (G, B))¢ = (0,A x B)® = (0°,7(A x B)) dir.
(F, A)° A (G, B)°=(F¢,74) A (G%,7B)
=(,7Ax7TB) ., (J(xy) =F () nG(y)
=(J,7(A X B))
Simdi (=a, —f) € 7(A X B) yi ele alalim. Bu takdirde ;
0(=a,=p) =U - 0(a,B)
=U — [F(a) U G(B)]
=lU—-F@]Nn[U-G(B)]
=F(=a) N G°(=p)

=J(na, =f)

ise 0€ ile J aymdir. Boylece ispat tamamlanir.
ii. (F,A) A (G,B) = (H, A X B) oldugunu kabul edelim.

O halde ((F,A) A (G,B))¢ = (H,A x B)® = (H°,7(A X B)) dir
(F,A)°V (G, B) = (F¢,74) V (G°,1B)

=(K,7AxB), (K(x,y) = F¢(x) UG*(y))
=(K,7(A x B)) dir.
Simdi (—a, =) € T(A X B) yi ele alahm. Bu takdirde
H(ma,—f) =U —H(a,p)
=U — [F(e) n G(B)]
=[U—-F(@]u[U-G(B)]
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=F(ma) UG (=p)

= K(—|a, —|ﬂ)

ise H¢ ve K aymdir. Boylece ispat tamamlanir.

Tanmm 2.2.19: U iizerinde (F,A) ve (G,B) esnek kiimelerinin birlesimi (H,C) dir.
BuradaC = AUBve e € ( igin

F(e) , eger e e A—B
H(e) = G(e) , eger e e B—A
F(e)uG(e) , egere€eANB

seklinde tanimlanir ve (F,A) U (G,B) = (H, () seklinde gosterilir.

Yukaridaki ornekte (F,A) U (G,B) = (H,C) olmak iizere; H(¢ok pahal)
{hz, h4_, h7, hg} . H(pahall) = {h1’ h3, hs} . H(UCUZ) = {h6l hg, th} . H(guzel)

{h,, h3, h,} ve H(cevre diizenlemesi yapilmis) = {hs, h¢, hg} dir.

Tanmim?2.2.20: U iizerinde tanimli (F,A) ve (G, B) iki esnek kiimenin kesisimi (H, C)
dir. Burada C = ANB ve here € C igcin H(e) = F(e) veya G(e) (her ikisinde ayni

kiime ise) seklinde tanimlanir ve (F,A) N (G,B) = (H,C) ile gosterilir.

Yukaridaki 6rnekte (F,A) N (G,B) = (H,C) olmak iizere; C = {ucuz} ve H(ucuz) =
{he, hg, hyp} dur.

Onerme2.2.21: Esnek kiimeler iizerinde asagidaki sonuglar vardir.

i.
ii.
iii.
iv.
V.

vi.

Onerme 2.2.22: Esnek kiimelerin tiimleyeni iizerinde asagidaki sonuglar vardr.

i.

ii.

(F,A) U (F,A) = (F,A)

(F,A) A (F,A) = (F,A)

(F,A) U® = &, burada ® bos esnek kiimedir.
(F,AT® =

(F,A) UA = A, burada A mutlak esnek kiimedir.
(F,A)NA=(FA

(F,AU(G,B) = (F,AU (G, B)
((F,A) N (G, B)* = (F,A)N (G,B)*
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Ispat: i. (F,A) U (G,B) = (H,A U B) oldugunu kabul edelim.

Burada
F(a) , AE€EA—-B
H(a) = G(a) , ®€B—-A
Fla)uG(a) , a€ANB

seklindedir. Bu takdirde
((F,A) U (G,B)) = (H, AUB)*¢
= (H¢,7A U 7B) dir.
H(ma)=U—-H(a) , Vaa €TJAUITB ve
F¢(na) , - €TA—-TB

H¢(ma) =G (—a) , —a€TB—T4
FC(—|(X)UGC(—|Q) , "®x €TANTB

Simdide
(F,A)¢ U (G, B)° = (F¢,74) U (G, 7B)

= (K,74 U B)
FC(—|(X) , a€TA-TB

K(—a) ={G°(—a) , —a€TB—7TA
F¢(wa)UG(-na) , na€TANTIB
ise HC ile K aymidir. Boylece ispat tamamlanir.
ii. (F,A) 0 (G,B) = (H,An B) oldugunu kabul edelim. Bu takdirde
((F,A)A(G,B)) = (H,AnB)°
= (H,7TAN7B)
Simdi de
(F,A)° N (G,B) = (F°74) N (G,7B)

= (K,7AN1B) diyelim.
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V-a € (TANTB) icin
K(—a) = F¢(ma) veya G¢(—a)
=F(a) veya G(a) , a€AnB
= H(a)
= H*(=a)
ise K ile H® aynmidir. Boyle ispat tamamlanir.
Onerme2.2.23: (F,4) , (G,B) ve (H,C),U iizerinde ii¢ esnek kiime olmak iizere;

i. (F,AUGBUTMHC)=(FATGB)TMH,C

ii. (F,AMWGB)AHC)=(FA[GB)AHC)
ii. (F,A)U((GBNAHC)=F,ATGB)NFATHC)
iv.. (F,AAN(GB)UTMH,C0)=F,ANGB)TWF,ANHC)

Onerme 2.2.24: (F,A) , (G,B) ve (H,C),U iizerinde ii¢ esnek kiime olmak iizere;

i. (F,AV(GB)VHC)=(FAV(G,B)VHC

ii. (F,AANGB)YAHC))=((F,AANG,B)AH,C)
ii. (F,AV((GBAWMHCLC)=(FAVGB)AF AV (HC))
iv.. (F,AAN(GB)VHC)=(FANGB)V(F A)AHC)

Onerme2.2.23 ve Onerme2.2.24 iin ispatlart esnek kiimelerin genel oOzellikleri

kullanilarak kolay bir sekilde yapilir.

Tanmm 2.2.25: (F,A) ve (G,B),U iizerinde esnek kiimeler olsun. (F,A) ve (G, B) nin
ikili kesisimi (H,C) ve C = AN B olmak iizere, her x € C i¢in H(x) = F(x) N G(x)

seklinde tanimlanir ve (F,A) T (G, B) ile gosterilir.

Teorem 2.2.26:[3] f:A — B fonksiyon, P ve Q, A nin bos olmayan alt kiimeleri

olsun.

i PcQ=f(P)cf(Q)

ii. fPUQ)=fPIVSQQ)

iii. f(PNQ)cf(P)Nf(Q)

iv.  f bire-birise f(PN Q) = f(P) N f(Q)
v.  f orten ise (f(P))C c f(P°)
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vi.  f birebir-Orten ise ( f (P))C c f(P°)

Teorem 2.2.27:[3] f: A — B orten bir doniisiim ve S ve T, B nin bos olmayan alt
kiimeleri olsun.

i. ScT = f1S)cfrYn
ii. fIEun) =S v
iii. 1SN =Ff1SnfF YD
iv. £ = ()"



3.BOLUM
ESNEK CEBIRSEL YAPILAR

3.1. Esnek Gruplar

G bir grup H de G nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger H kiimesi G de
tanimlanan grup islemi ile bir grup oluyorsa H ye G nin bir alt grubu denir ve H < G
seklinde gosterilir. Bu bodlim boyunca G bir grup ve A bos olmayan bir kiime olarak

alinacaktir.
R, A nin bir elemant ile G nin bir eleman arasinda keyfi bir bagint1 olsun.
F:A — P(G) , F(x)={yeG:(x,y) ER,x€A,y € G}

olarak tanimlanabilir. (F,A) cifti G lizerinde esnek kiimedir. A dan G ye tanimlanan

kiime degerli fonksiyon A X G iizerinde R bagintis1 tanimlar ve bu baginti

R={(x,y) € AX G :y € F(x)} seklindedir. (4, G, R) icliisti yaklagim kiimesi olarak

ifade edilir.

Tanmm 3.1.1:[4] (F,A) , G iizerinde esnek kiime olsun. Vx € A i¢in F(x) < G olmak

tizere (F, A) ciftine G tizerinde bir esnek grup denir.

Ornek 3.1.2:[4] G=A=5;=1{e (12),(13),(23),(123),(132)} olsun ve
F:S; - S3 fonksiyonunun deger kiimesi F(x) ={y € G : xRy & y =x",n € N}
seklinde tamimlansin. (F,A) esnek grubunun alt kiimeleri { F(x): x € A} seklinde
parametrize edilen bir ailedir. Bu bize G nin alt gruplarmin koleksiyonunu verir.
Yukarida tanimlanan 6zel F doniisiimii i¢in F(x) degeri G nin bir alt grubudur. Bu

durumda (F, A) esnek grubunu G nin alt gruplarinin koleksiyonu olarak alabiliriz.
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F(e) ={e} , F(12) ={e,(12)} ,F(13) ={e,(13)},F(23) ={e,(23)},
F(123) = F(132) = {e, (123), (132)}

Tablo2 bu esnek grubun gosterimidir.

Eger y = x™ ven € Nise (x,y), lile ve eger y # x™ ise (x,y), 0ile gosterilir. Her

bir alt esnek grup asagidaki Tablo 2 deki bir siitunla sayisal olarak temsil edilebilir.

X y
e (12) (13) (23) (123) (132)
e 1 0 0 0 0 0
(12) 1 1 0 0 0 0
(13) 1 0 1 0 0 0
(23) 1 0 0 1 0 0
(123) 1 0 0 0 1 1
(132) 1 0 0 0 1 1
Tablo 2

Bir parametre kiimesi lizerinde tanimlanan her fonksiyon i¢in bir esnek grup karsilik
gelmeyebilir. G =S; ve H(x) ={y € G:xRy © o(x) = o(y)} olmak iizere
H:G - P(G) tammli kiime degerli fonksiyon verilsin. (12) € S3 i¢in H(12) =
{(12),(13),(23) } elde edilir. H(12), G nin alt grubu olmadigindan (H,G) bir
esnek grup degildir.

Teorem 3.1.3:[4] (F,A) ve (H,A), G iizerinde iki esnek grup olsun. Bu iki esnek
grubun kesigimi olan (F,A) N (H, A) da G iizerinde bir esnek gruptur.

Ispat: (F,A)AN(H A =,C), C=AnA=A ve
Vx € C icin U(x) = F(x) veya U(x) = H(x) dir.
U: A - P(G) ye taniml bir doniisiimdiir. Bu yiizden (U, A), G iizerinde esnek kiimedir.

(F,A) ve (H,A) G iizerinde esnek grup oldugundan
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Vx €A igin U(x) =F(x) <G veya U(x) = H(x) <G dir.

Teorem 3.1.4: [4] (F,A) ve (H,B), G iizerinde esnek grup olsun. Eger AN B =
@ ise (F,A) U (H,B) da G iizerinde bir esnek gruptur.

Ispat: (F,A) U (H,B) = (U,C) olmak iizere AN B = @ oldugundan
Vx€Cicin ya x €EA—B yadax € B — A dir.
Eger x € A—B ise U(x) =F(x) <G ve

eger x EB—A ise U(x) = H(x) <G dir. Bu yiizden (F,A) U (H,B) G iizerinde

esnek gruptur.

Teorem 3.1.5: [4] (F,A) ve (H,B), G iizerinde iki esnek grup olmak iizere (F,A) A
(H,B), G iizerinde bir esnek gruptur.

Ispat: (F,A) A(H,B) = (U, A X B) olsun.
V(e,B) EAXB icin U(a,B) =F(a)NG(B) dir.

F(a) ve H(B), G nin birer alt grubu oldugu i¢in F(a) N G(B) da G nin bir alt
grubudur. Boylece (F,A) A (H, B) nin G iizerinde esnek grup oldugu elde edilir.

Teorem3.1.4 ve Teorem3.1.5 ikiden daha fazla grup icin genellenebilir.
Tamm 3.1.6: [4] (F,A), G lizerinde esnek grup olsun.

i. ‘e’ G grubunun birim eleman1 olmak iizere eger Vx € A igin F(x) = {e}
ise (F,A), G tuizerinde birim esnek grup olarak tanimlanir.
ii. Eger Vx €A icin F(x) =G ise (F,A), G iizerinde mutlak esnek grup

olarak tamimlanir.
Teorem 3.1.7: [4]

i. (F,A) , G tlizerinde bir esnek grup ve f, G den K ya tamml bir
homomorfizma olsun. Eger Vx €A icin F(x) = Kerf ise (f(F),A), K
iizerinde bir birim esnek gruptur. (Kerf ={g € G: f(g) =ex}, ex, K nin
birim elemant )

ii. (F,A) bir mutlak esnek grup ve f, G den K ye tamiml1 bir homomorfizma ise
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(f(F),A), K iuizerinde bir mutlak esnek gruptur.
Ispat:

i.  ex,K ninbirim elemani olmak iizere x € A igin f(F(x)) = ey dur.
Tanim3.1.6 dan (f(F),A) , Kiizerinde bir birim esnek gruptur.

ii. (F,A), G iizerinde mutlak esnek grup oldugundan Vx € A icin F(x) = G dir.
vx € A igin f(F(x)) = f(G) =K dir. Tanim3.1.6 dan (f(F), A), K iizerinde

mutlak esnek gruptur.
Tamm 3.1.8: [4] (F,A) ve (H,K), G iizerinde iki esnek grup olsun. Eger ;

1 KcA
(2) Vx € K igin H(x), F(x) in bir alt grubu

ise (H,K)ya (F,A) nmin bir esnek alt grubu denir ve (H,K) < (F,A) seklinde

gosterilir.
Ornek 3.19: G =S; , A=35; ve K = A; olsun.
Eger F(x) ={y€S;:xRy @y =x",n€N }ve

H(x) ={y € A;: xRy & y €< x >} seklinde tanimlanirsa, her x € 4 igin A3 < S3
ve H(x) < F(x) oldugu i¢in (H,K) < (F,A) dur.

Esnek alt grubun tantmini kullanarak, klasik alt grubun 6zelliklerine benzeyen esnek alt

grubun bazi 6zelliklerini listelenebilir.
Teorem 3.1.10: [4]

i. (F,A) ve (H,A), G lizerinde iki esnek grup olsun. Eger
Vx € A igin F(x) € H(x) ise (F,A), (H,A) nin esnek alt grubudur.

ii. Eger E ={e;} ve (UE), (F,G) her ikisi de G iizerinde esnek grup ise
(U,E) , (F,G) nin bir esnek alt grubudur.

Ispat:

i. A € A oldugu aciktir.



24

(F,A) ve (H,A), G iizerinde esnek grup oldugu i¢in Vx € A igin
F(x) < G ve H(x) < G dir. Ve ayrica teoremden dolayr F(x) € H(x)
oldugundan F(x) < H(x) dir.
Bundan dolayr (F,A) < (H, A) elde edilir.

ii. E = {e} oldugundan E c G oldugu aciktir.
(U,E) ve (F,G), G tizerinde esnek grup oldugundan e € E igin
Ule) <G ve VxE€EG igin F(x) <G dir. E = {e} oldugundan
U(e) < F(e) dir.
Bundan dolayrda (U,E) < (F,G) oldugu elde edilir.

Teorem 3.1.11: [4] (F,A), G iizerinde esnek grup ve { (H;,K;):i € I} (F,A) nin bos

olmayan esnek alt gruplarinin ailesi olsun. O halde;

i. N (H;,K;), (F,A) nin bir esnek alt grubudur.
ii. Aig(H;i, K;) , Nig(F,A) nin esnek alt grubudur.
iii. Vi,j€licin K;NK; =@ ise Uje; (H;,K;), (F,A) nin esnek alt grubudur.

Ispat:

i. Nier K; € A oldugu aciktir.
Vx € Nig K; i¢in Ny (H; ,K;) = H;(x) dir.
vi € I icin (H; ,K;) < (F, A) oldugundan Vx € N;¢; K; icin H;(x) <
F(x) dir. Bundan dolay1 ise N;¢; (H;,K;) < (F, A) oldugu elde edilir.
ii. K; € A oldugundan K; X K, X ... K; CAXAX ..X A, Vi €[icin
Aier(H;  K) = (U, K, X Ky % ...K;) olsun.
V(x1, %9, ..., %) € Ki XK, X ...K; icin  U(xq, X5, ...,%x;) = Hi(x1) N
H,(x,) N ...n H;(x;) dir. Vi € I icin (H; ,K;) < (F, A) oldugundan
Hy(x;) < F(x1), Hy(x3) < F(x3),... ,H;(x;) < F(x;) dir. Dolayisiyla
Nier Hi(x;) < N;eg F(x;) dir. Bundan dolay1
Aiet(H; , K) < A (F, A) oldugu elde edilir.
iii. Vi €] i¢cin K; € A oldugundan U;¢; K; € A dir.
C=UieKi, Ui (H;,K;) = (U,C) olsun. Vi,j € i¢inK; NK; = @

oldugundan Vx € C i¢in x € K; — K; veya x € K; — K; dir.
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Eger x € K; — K; ise U(x) = H;(x) dir. Vi € I i¢in (H;,K;) < (F,A)
oldugundan H;(x) < F(x) dir.

Eger x € K; — K; ise U(x) = H;(x) dir. Vi €] igin

(H; ,K;) < (F,A) oldugundan H;(x) < F(x) dir. Bundan dolay
Vi,j €I i¢in K; N K; = @ olmak sartiyla

Uie; (H;,K;) < (F, A) oldugu elde edilir.

Teorem 3.1.12: [4] (F,A) ve (H,B),G tizerinde iki esnek grup ve (F,A), (H,B) nin
esnek alt grubu olsun. Eger f, Gden Kye tamimli bir homomorfizma ise
(f(F),A) ve (f(F),B) nin her ikisi de K iizerinde birer esnek alt gruptur ve
(f(F),A) , (f(F),B) nin bir esnek alt grubudur.

Ispat: f, G den K ya homomorfizma oldugundan Vx € A veVy € B i¢in
f(F(x)) Vef(H(y)), K nmn alt grubudur. Bu yiizden (f(F),A) ve (f(H),B)

K tizerinde esnek gruptur.

Eger (F,A) , (H,B)nin bir esnek alt grubu ise Vx € Aigin F(x), H(x)in bir alt
grubudur ve f (F (x)) de f (H (x)) in bir alt grubudur. Tanim3.1.6 dan
(f(F),A) < (f(H), B) elde edilir.

Tamm 3.1.13: [4] (F,A) ve (H,B) swrasiyla G ve K iizerinde iki esnek grup ve
f:G = K ve g: A = B taniml iki fonksiyon olsun. Eger ;

1. f, G den K ya taniml1 6rten bir homomorfizma

2. g, A dan B ye tanimli 6rten bir doniisiim ve

3. Vx € A igin f(F(x)) = H(g(x))

sartlar1 sagliyorsa (f, g) ye bir esnek homomorfizma denir ve (F,A), (H,B) ye esnek
homomorfiktir seklinde ifade edilir. (F, A)~(H, B) seklinde gosterilir.

Bu tanimda eger f, G den K ye izomorfizma ve g , A dan B ye birebir orten bir doniisiim
ise (f,g) ye bir esnek izomorfizma denir ve (F,A), (H,B) ye esnek izomorfiktir.

(F,A) = (H, B) seklinde gosterilir.

Ornek 3.1.14: [4] (Z,+) ve (Z,,, @) gruplarin1 goz oniine alahm. k € Z icin f(k) =
k seklinde Z den Z,, ye homomorfizma ve k € Z* i¢in g(k) = k seklinde Z* dan
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Z,n ye bir doniisiim tamimlayalim.
F:Z* - P(2)
F(x)={y€Z:y=5kx , keZ} ve
H:Z,, - P(Z,)
Hu)={y€Z,:y=uk ,k€5Z}
seklinde verilsin. Buna gore

f(F(x)) =5xZ ve Hu) ={ku:k €527} elde  edilir.  Boylece

(F,Z*) ve (H,Z,) sirasiyla Z ve Z,, iizerinde esnek gruptur.

F(x)={5xk:k€Z} ve H(g(x)) ={xs:s€5Z} oldugu i¢in f(F(x)) =
H (g(x)) dir. Boylece (f, g) bir esnek homomorfizmadir ve (F,Z%) , (H,Z,) ye

esnek homomorfiktir.

Tamm 3.1.15: [4] (F, A), G iizerinde bir esnek grup ve (H,B) , (F,A) nn bir esnek
alt grubu olsun. Eger H(x) , F(x) in bir normal alt grubu (yani H(x) < F(x) , Vx €
B) ise (H,B), (F,A) nn bir esnek normal alt grubudur ve (H, B) < (F, A) seklinde

gosterilir.

Teorem 3.1.16: [4] (F,A) , G tizerinde bir esnek grup ve (H;, K;), i €1, (F,A) nin

esnek normal alt gruplarinin bir ailesi olsun. O halde;

i. N (H;,K;) , (F,A) nin bir esnek normal alt grubudur.
ii. Ajieg/(H;,K;) , Nig/(F,A) mn bir esnek normal alt grubudur.
iii. Vijel icinK;NK;=9 ise Uy (H;,K;), (F,A) nim bir esnek normal

alt grubudur.
Ispat: i € I icin (H;,K;) S (F,A) oldugundan (H;,K;) < (F,A) dur.

i. C=NigkK;, ve Nig (H;,K))=(UC) olsun. Vx € C ve Vi €1 igin
U(x) = Hi(x) dir. i €1 i¢in (H;,K;) S (F,A) oldugundan Vx € C ve
Vi €l i¢in H;(x) < F(x) dir. Dolayisiyla N;¢; (H;,K;) S (F,A) elde

edilir.
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i, Ag(H, K) = (U K, XK, X ...K;) olsun.
V(xq, %5, ...,x;) € Ky XK, X ... K; i¢in U(xq, %2, .., x;) = Hi(x1) N
H,(x;,)N..NnHi(x;) dir. i€l icin (H;,K;) < (F,A) oldugundan
Hy(x1) < F(x1), Hy(x3) < F(x3),... ,Hi(x;) @ F(x;) elde edilir. Bu
yizden Nje; H;(x;) < Nigr F(x;) dur. Yani Aje;(H;, K;) S Aigf(F, A)
dir.

iii. C= U K; ve Uigg (H; ,K;) = (U,C) olsun. Vi,j €I i¢cinK; NK; = @
oldugundan Vx € C i¢in x € K; — K; veya x € K; — K; dir.
Eger x € K; — Kj ise U(x) = H;(x) dir. Vi € I i¢in (H;,K;) S (F,A)
oldugundan H;(x) < F(x) dir.

Eger x € K; — K; ise U(x) = H;(x) dir. Vi €I i¢in (H;,K;) S (F,A)

oldugundan H;(x) < F(x) dir. Dolaywsiyla Vi,j €1 icin K;NK; =@
olmak sartiyla U;¢; (H;,K;) S (F,A) dir.

Tamm 3.1.17: [4] (F,A) ve (H,B) sirasiyla G ve K iizerinde iki esnek grup olsun.
(F,A) ve (H,B) esnek gruplarinin ¢arpimi

(F,A) x (H,B) = (U, A X B) olmak iizere,
V(x,y) EAXBi¢inU(x,y) = F(x) X H(y) seklinde tanimlanir.

Teorem 3.1.18: [4] (F,A) ve (H,B) sirasiyla G ve K iizerinde iki esnek grup olmak
tizere (F,A) X (H,B) ¢arpimi G X K {izerinde esnek gruptur.

ispat: Tanim3.1.17 den (F,A) X (H,B) = (U,A X B) olsun. V(x,y) € AX B icin
U(x,y) = F(x) X H(y) dir. (F,A), G tizerinde esnek grup oldugundan Vx € A i¢in
F(x) <G ve (H,B) , K iizerinde esnek grup oldugundan Vy € B i¢in H(y) < K dur.
Dolayisiyla V(x,y) € AX B i¢in U(x,y) = F(x) X H(y) < G X K dir. Boylece ispat

tamamlanair.

3.2. Esnek Halka
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Tamm 3.2.1: [5] (F, A) esnek kiime olsun. supp(F,A) ={x € A:F(x) =0}, (F,A)
esnek kiimesinin destegi olarak adlandirilir. Eger bir esnek kiimenin destegi bos kiimeye

esit degilse bu esnek kiime bos olmayan esnek kiime olarak adlandirilir.

Tammm 3.2.2: (F,A), R halkasi iizerinde bos olmayan bir esnek kiime olsun. Her

x € A i¢in F(x) R nin alt halkasi ise (F, A) ya bir esnek halka denir.

Ornek 3.2.3: R=A= Ze=1{0,1,2,3,4,5} olsun. Kiime degerli F:A — P(R)
fonksiyonu F(x) = {y € R : x.y = 0} ile tanimlansin.

F(O =R, FO={0}, F(2)={0,3}
F(3)=1{0,24} , F4) ={0,3} , F(5) ={0}

Yukaridaki tiim kiimeler R nin alt halkasidir. Bu yiizden (F,A), R iizerinde esnek
halkadir.

Teorem 3.2.4: [5] (F,A) ve (G, B), R iizerinde esnek halka olsun.

i. Eger (F,A) A (G,B) bos olmayan bir esnek kiime ise R {iizerinde esnek
halkadir.

ii. Eger (F,A)Ti(G,B) bos olmayan bir esnek kiime ise R iizerinde esnek
halkadir.

ispat :

i. (F,A)A(G,B) = (H,C) , C = A X B olmak iizere;
Her (a,b) € C i¢in H(a,b) = F(a) N G(b) seklinde tammlandigindan ve
(H, C) bos olmayan bir esnek kiime oldugundan H(a, b) = F(a) N G(b) # @
dir. R nin alt halkalarinin herhangi sayidaki kesisimleri yine R nin alt halkas1
oldugu i¢in H(a, b), R nin alt halkasidir. Bu yiizden (H,C), R iizerinde bir
esnek halkasidir.

ii. (F,A)fi(GB)=(H,C) ve C=An Bolmak iizere;
Her x € C igcin H(x) = F(x) N G(x) seklinde tanimlanir. (H,C) bos
olmayan bir esnek kiime oldugundan H(x) = F(x) N G(x) # @ olacak
sekilde x € AN B vardir. F(x) ve G(x), R nin birer alt halkas1 oldugu i¢in
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F(x)NG(x) de R nin  bir  alt  halkasidir. Dolayisiyla
(H,C) = (F,A) 11 (G, B), R iizerinde bir esnek halkadur.

Tamm 3.2.5: [5] (F,A) ve (G,B), R iizerinde iki esnek halka olsun. Eger;

1. B c A ve,
2. Vx € supp(G,B) i¢in G(x), F(x) in bir alt halkasi

ise (G, B) ye (F,A) mn bir esnek alt halkas1 denir.

Ornek 3.2.6: [S] R=A=2Z ve B=6Zc A olsun. Asagidaki gibi tammlanan
F:A - P(R)ve G:B - P(R) kiime degerli fonksiyonlart gz oniine alalim.

Fix)={nx:neZ} ve G(x) ={5nx:n€Z}

Goriildiigii gibi Vx € B i¢in G(x) = 5xZ , xZ = F(x) in bir alt halkasidir. Bundan
dolay1 (G,B), (F,A) mn bir esnek alt halkasidir.

Teorem 3.2.7: [5] (F,A) ve (G,B), R iizerinde iki esnek halka olsun.

i. Vx€eBcAicin G(x) c F(x) ise (G,B), (F,A) mn bir esnek alt halkasidur.
ii. (F,A) 1 (G,B) bos olmayan bir esnek kiime ise (F,A) I (G,B) , hem (F,A)

nin hem de (G, B) nin esnek alt halkasidir.
ispat:

i.  Tanim3.2.5 den ispat aciktir.
ii. (F,A)T(GB)=(H,C) olmak iizere ANB c A ve H(x) = F(x) N G(x),
F(x) in bir alt halkas1 oldugundan dolayr (H,C), (F,A) nin bir esnek alt
halkasidir. Benzer sekilde (H,C), (G, B) nin de bir esnek alt halkasidir.

Ornek 3.2.8: [S] R=Z, A=2Z ve B=3Z olsun. Asagidaki gibi tanimlanan
F:A - P(R) ve G:B — P(R) kiime degerli fonksiyonlar1 gbz 6niine alalim.

Fx)={2nx:n€Z}=2xZ ve G(x)={3nx:n€Z}=3xZ

(F,A)T1(G,B)=(H,C) ve C=AnNB oldugundan
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Vx € Cig¢in H(x) = F(x) N G(x) = 6xZ dir. Bu H(x) = F(x) N G(x) ifadesi hem
F(x) = 2xZ hem de G(x) = 3xZ nin alt halkasidir. Sonug olarak (F,A) 1 (G,B) ,
hem (F, A) nin hem de (G, B) nin esnek alt halkasidir.

Teorem 3.2.9: [5] (F;,A;)ie; » R iizerindeki esnek halkalarin bos olmayan bir ailesi

olsun. O halde;

i. A (Fi, A;) bos olmayan bir esnek kiime ise, R {izerinde bir esnek halkadir.
ii. 1 (F;, A;) bos olmayan bir esnek kiime ise, R iizerinde bir esnek halkadir.
iii. Eger {A; :i €1} ikiserli ayrik ise U;¢; (F;,A;) , R iizerinde bir esnek

halkadir.

ispat :

i. Tanim3.2.2 ve Teorem3.2.4 kullanilarak Teorem3.1.16 nin ispatina benzer
sekilde yapilir.
iil.  Bir halkanin alt halkalarinin herhangi bir sayidaki kesisimi yine bir alt halka
oldugu i¢in ispat agiktir.
iii. Tanim 2.2.19 dan ve Tanim3.2.2 kulanilarak Teorem3.1.16(iii) nin ispatina

benzer sekilde yapilir.

3.3. Esnek Halkanin Esnek ideali

Klasik cebirde “ R bir halka, 7 da R nin bir alt halkas1 olsun. Eger her r € R i¢inrl € |
ise I ya sol ideal; Ir € [ ise I ya sag ideal denir. Eger I hem sag ideal hem de sol ideal
ise I ya kisaca ideal denir.” seklinde tanimlanan ideal kavrami onemli bir kavramdir. Bu

nedenle bu boliimde bir esnek halkanin esnek idealini tanitacagiz.

Tamm 3.3.1: [5] (F, A) , R iizerinde bir esnek halka olsun. Bos olmayan bir (y, I) esnek

kiimesi i¢in

1. IcA
2. Vx € supp(y,I) i¢in y(x), F(x) in idealidir
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sartlar1 saglaniyorsa R iizerindeki (y,I) esnek kiimesine (F,A) nin bir esnek ideali

denir.

Ornek 3.3.2: [5] R=4=2,={0,1,2,3} ve I ={0,1,2} olsun ve asagidaki gibi

tanimlanan F: A - P(R) kiime degerli fonksiyonunu gz 6niine alalim.

F(x)={yER:x.y€{O,2}}
F(O)=R, F()={0}, F(2)=Z2, , FB3)={0,2}

Goriildiigti gibi yukaridaki kiimelerin hepsi R nin birer alt halkasidir. Bu nedenle
(F,A), R iizerinde bir esnek halkadir. Diger taraftan; y(x) ={y €R:x.y =0} ile

tanimlanan y: 1 = P(R) fonksiyonunu goz oniine alalim. Goriildiigii gibi

y(0) =R, Rninbirideali, y(1) ={0}, F(1) = {0}mnbirideali ve y(2) =
{0,2}, F(2) = Z, iin bir idealidir. Boylece (y,I), (F,A) nin bir esnek idealidir.

Teorem 3.3.3: [5] (y1,1;) ve (¥2,1z) , R iizerindeki (F,A) esnek halkasinin esnek
idealleri olsunlar. (yq,1;) T (y2,I;) bosolmayan bir esnek kiime ise (F,A) nin esnek

idealidir.

Teorem 3.3.4: [5] (y4,1;) ve (¥, I3) sirasiyla R iizerindeki (F,A) ve (G,B) esnek
halkalarinin idealleri olsunlar. (y1,1;) 1 (y,,1;) bos olmayan bir esnek kiime ise

(F,A) T (G, B) nin esnek idealidir.

Ispat: Tamm2.2.25 den (y,1)f1 (vp, 1) = (y,I) ve I =1, NI, olmak iizere
Vx €1 i¢in y(x) = y1(x) Ny, (x) seklinde  yazabiliriz.  Benzer  olarak
(F,A)T1(G,B)=(H,C) ve C=ANB olmak iizere Vx € C i¢in H(x) = F(x) N
G(x) dir.

I; NI, bostan farkli oldugu igin y(x) = y1(x) Ny,(x) # @ olacak sekilde bir x €
supp(y,I) vardir.

I; NI, € AN B oldugundan Vx € supp(y,I) igin y(x) nin H(x) halkasinin bir ideali

oldugunu gostermeliyiz.

y1(x) € F(x) ve y,(x) € G(x) oldugundan dolay1r y,(x) Ny,(x) € F(x) N G(x)
dir. Bu yiizden y(x) , R nin alt halkasidir.
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Son olarak Vr € H(x) ve Va € y(x) i¢in r.a € y(x) oldugu gosterilecektir.

y1(%), F(x) in bir ideali oldugundan, r € H(x) =F(x)NG(x) ve
a€cyx)=y1(x)Nyy(x) igin r.a €y;(x) ve r.a € y,(x) elde edilir. Boylece
r.a € y(x) dir.

Ornek 3.3.5: [S] R = M,(Z) (yani terimleri tam say:r olan 2x2 tipinde matris),
A=3Z , B=5Z, I, =6Z ve I, =10Z olsun. Asagidaki gibi tanimlanan
F:A—- P(R) ve G:B - P(R) fonksiyonlarini gbz oniine alalim.

F(x)={[n0x 7?x]:nEZ} ve G(x)={[8 Zi]:nEZ}

Bu fonksiyonlar R nin alt halkasidir. Bu yiizden (F,A) ve (G,B), R iizerinde esnek
halkadir.

Asagidaki  gibi  tamimlanan  yq:I; > P(R) ve y,:I, » P(R) kiime  degerli

fonksiyonlarin1 gbz oniine alalim.

yi(x) = {[%x nox] in € Z} ve  y(x) = {[8 Zi] inE Z} bu fonksiyonlar

sirasiyla F(x) ve G(x) in idealleridir.

Vx € 1, NI, i¢in

n@nr@={ “nezlar@ncw={y

] :nEZ}dir.Buise
(y1, 1) T (y2, 1) nin , (F,A) i (G, B) nin esnek ideali oldugunu gosterir.

Teorem 3.3.6: [5] (F,A), R iizerinde esnek halka ve (y1,1;) , (¥2,1,) R iizerindeki
(F,A) nin bir esnek idealleri olsunlar. Eger I; ve I, ayrk ise (y1,1;) U (yy,13) ,
(F,A) nin esnek idealidir.

Ispat: Tanim2.2.19 dan (y1,1)) U (vo, L) =B, 1), LU, =1 olmak iizere

Vx €1 i¢in
Y1 , x€lL—1,
ﬁ(x): )/2 ) xelz_ll
Y1(x) Uy (x) xelhnl,

yazilir.
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(v, 1) ve (yy, L), (F,A) nin esnek idealleri oldugu i¢in I € A dir. I; ve I, aynk
oldugundan Vx € supp(B,I) i¢in x €I; — I, veya x € I, — I, dir.

Eger x €I, — 1, ise (y1,I;) , (F,A) nn esnek ideali oldugu icin B(x) = I;(x) #
@ , F(x) in bir idealidir.

Benzer olarak eger x € I, — I, ise (y,,1,), (F,A) nin esnek ideali oldugu i¢in S(x) =
L,(x) #® , F(x) in bir idealidir. Boylece Vx € supp(B,I) icin B(x), F(x) nin bir
idealidir. Bundan dolay1 da (8,I), (F,A) nn bir esnek idealidir.

Teorem 3.3.7: [5] (F,A), R iizerinde bir esnek halka ve (yi, I)ker » (F,A) nin

ideallerinin bostan farkl1 bir ailesi olsun. O zaman

i. T (¥ 1) bos olmayan bir esnek kiime ise (F, A) nin bir esnek idealidir.
ii.  Age;(Yio Ix) bos olmayan bir esnek kiime ise Age;(F,A) mnin bir esnek
idealidir
iii. Eger { I : k € I} ikiserli ayrik ise ve Upe; (Y, Ix) bos olmayan bir esnek

kiime ise Uge; (¥i, I) , (F, A) nin bir esnek idealidir.

Ispat: Bir halkanin ideallerinin bostan farkli herhangi bir ailesinin kesisimi, o halkanin
ideali oldugu icin teoremin ispati Teorem3.1.11 ve Teorem3.1.16 nin ispatina benzer

olarak yapilir.

3.4 idealistik Esnek Halkalar

Tanmm 3.4.1: [5] (F,A) , R tizerinde bos olmayan bir esnek kiime olsun. Eger her
x € supp(F,A) i¢in F(x), R nin bir ideali ise (F,A) ya R iizerinde idealistik esnek
halka denir.

Ornek 3.4.2: Omek3.3.2 de Vx €A icin F(x), R nin ideali oldugundan (F,A)

R iizerinde bir idealistik esnek halkadir.
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Teorem 3.4.3: [5] (F,A) ve (G,B), R iizerinde idealistik esnek halkalar olsun. Eger
(F,A) T (G,B) bos olmayan bir esnek kiime ise R iizerinde bir idealistik esnek
halkadr.

Ispat: Tanim2.2.25 den (F,A) fi(G,B) = (H,C) ve C = AN B olmak iizere Vx € C
icin H(x) = F(x) N G(x) yazilir.

(H,C) nin R iizerinde bos olmayan bir esnek kiime oldugunu varsayalim. Eger x €
supp(H,C) ise H(x) = F(x) N G(x) # @ ve bostan farkli F(x) ve G(x) kiimeleri R
nin idealleridir. Dolayistyla bir halkanin ideallerinin bostan farkli herhangi bir ailesinin
kesigimi, o halkanin bir ideali oldugundan Vx € supp(H,C) i¢in H(x) R nin bir

idealidir.
Sonug olarak (F,A) T (G,B) = (H, (), R iizerinde bir idealistik esnek halkadir.

Teorem 3.4.4: [5] (F,A) ve (G, B), R iizerinde idealistik esnek halka olsunlar. Eger A
ve B ayrik ise (F,A) U (G,B) R iizerinde bir idealistik esnek halkadir.

Ispat: Tanim2.2.19 dan (F,A) U (G,B) = (H,0C) ve C =AUB olmak iizere

Vx € C igin
F(x) , x€EA—-B
H(x) = G(x) , XxXEB-A
Fx)uG(x) , x€ANB

yazilir. A N B = @ oldugunu varsayalim. Bu varsayim altinda eger x € supp(H,C) ise

x€EA—-—B veya x €B—Ad.

Eger x € A— B ise (F,A), R iizerinde bir idealistik esnek halka oldugu i¢in H(x) =
F(x), R nin bir idealidir. Benzer olarak eger x € B — A ise (G,B), R iizerinde bir
idealistik esnek halka oldugu i¢in H(x) = G(x), R nin bir idealidir.

Bu yiizden Vx € supp(H, C) i¢in H(x), R nin bir idealidir.
Sonug olarak (F,A) U (G,B) = (H,C) R iizerinde bir idealistik esnek halkadir. [-]

R halkasmin iki farkli idealinin birlesimi R nin ideali olmayabilecegi i¢in eger bu
teoremde eger A U B ayrik degilse genelde bu sonu¢ dogru degildir. Bunu asagidaki

sekilde ornekleyebiliriz.
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Ornek 3.4.5: R =Z,, ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} , A={0,4} ve B = {4} olsun.

F(x)={y€ER:x.y=0} ile tamimlanan kiime degerli F:A - P(R)

fonksiyonunu goz Oniine alalim.

F(0) =R ve F(4) ={0,5} dir. R ve{0,5}, R nin ideali oldugu i¢in (F,A), R

tizerinde bir idealistik esnek halkadir.

Gx)={0}u{yeR:x+y€{0,24,68}} ile tammlanan G:B — P(R)
fonksiyonunu géz Oniine alalim. Goriildiigii gibi G(4) ={0,2,4,6,8} R nin ideali
oldugu i¢in (G, B), R iizerinde bir idealistik esnek halkadir.

F4)uG4)={0,2,4,56,8}, R nin ideali olmadig1 i¢cin (F,A)U(G,B), R

tizerinde bir idealistik esnek halka degildir.

Teorem 3.4.6:[5] (F,A) ve (G,B), R iizerinde idealistik esnek halkalar olsun. Eger
(F,A)A(G,B) bos olmayan bir esnek halka ise R {iizerinde bir idealistik esnek
halkadir.

Ispat: Tamm2.2.14 den (F,A)A(G,B)=(H,C) ve C=AXB olmak iizere
VY(a,b) € Ci¢in H(a,b) = F(a) N G(b) yazilr.

(H,C) nin R iizerinde bos olmayan bir esnek kiime oldugunu varsayalim. Eger
(x,y) €Esupp(H,C) ise Hx,y)=Fx)NGy)+*® dr. (F,A) ve (G, B),
R iizerinde idealistik esnek halkalar oldugu icin bostan farkli olan F(x) ve G(x)
kiimeleri R nin idealleridir. Dolayisiyla, her (x,y) € supp(H,C)icin H(x,y), R nin
bir idealidir. Sonug olarak (F,A) A (G,B) = (H,C), R iizerinde bir idealistik esnek
halkadir.

Ornek 3.4.7: [5] R = {[g 32’] ixyz€Z} . A=6Z ve B=10Z olsun.
Asagidaki gibi tanimlanan F: A - P(R) ve G:B — P(R) fonksiyonlarin1 géz Oniine
alalim.

_ ([nx nxj . _ ([0 nx7. .
F(x)—{[o 0 -nEZ}ve G(x)—{o nx]-nEZ}dlr.

(F,A) ve (G,B) R iizerinde bir idealistik esnek halkalardir.
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C = A X B olmak iizere (F,A) A (G,B) = (H,C) alahm. t,x ve y nin en kii¢iik ortak
kat1 olmak iizere her (x,y) € C i¢in

tn

o] ‘ne z} R nin bir idealidir.

Heoy) = F) 0 6G) = {[)

Tammm 3.4.8: [5] Eger her x € A icin F(x) =0 ise R halkasi iizerindeki (F,A)

idealistik esnek halkas1 asikar olarak adlandirilir.

Eger her x € A igin F(x) = R ise R iizerindeki (F,A) idealistik esnek halkasi tam

olarak adlandirilir.
Ornek 3.4.9: [5] p birasal say,, R=2, ve A=Z,—{0} olsun.

F(x)={y€R: (x.y)P1=13}uU{0} ile tammlanan F:A - P(R) kiime degerli
fonksiyonunu g6z oniine alalim. Her x € A i¢in F(x) = R, R nin bir idealidir. Bu

yiizden (F,A), R iizerinde tam idealistik esnek halkadir.

Simdide G(x) ={y €R:xy =0} ile tammlanan G:B — P(R) fonksiyonunu
g6z Oniine alalim. Goriildiig gibi her x € A igin G(x) ={ 0}, R nin bir idealidir.
Bu yiizden de (G, A), R iizerinde bir asikar idealistik esnek halkadir.

(F,A), R iizerinde bir esnek kiime ve f:R - R’ de halka doniisiimii olsun. O zaman
f(F):A—- P(R') , her x €A icin f(F)(x) = f(F(x)) olmak iizere R’ iizerinde
bir (f(F),A) esnek kiimesi tanimlayabiliriz. Tanimdan dolay1
supp(f (F),A) = supp(F, A) oldugunu gorebiliriz.

Onerme 3.4.10: [5] f:R — R’ bir halka epimorfizmasi olsun. Eger (F,A), R iizerinde
bir idealistik esnek halka ise (f(F),A) , R' iizerinde bir idealistik esnek halkadir.

Ispat : (F,A) Tanmim3.4.1 geregi (F,A)bos olmayan bir esnek kiime
oldugundan (F,A), R iizerinde bir idealistik esnek halka oldugu i¢in (f(F),A) nmn

R' iizerinde bos olmayan bir esnek kiime oldugunu elde ederiz.

Her x € supp(f(F),A) i¢in f(F)(x) = f(F(x)) # @ dir. Bostan farkli F(x) kiimesi
R nin bir ideali ve f bir epimorfizma oldugu i¢in f(F(x)), R’niin bir idealidir.
Bu yiizden her x € supp(f(F), A) igin f(F(x)) , R’ niin bir idealidir. Sonug olarak
(f(F),A), R’ iizerinde bir idealistik esnek halkadir.
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Teorem 3.4.11: [5] (F,A), R iizerinde bir idealistik esnek halka ve f:R — R’ bir

halka epimorfizmasi olsun. O halde

i. Eger her x € A icin F(x) =kerf ise (f(F),A), R' iizerinde asikar
idealistik esnek halkadir.
ii. Eger (F,A) tamise (f(F),A), R’ lizerinde tam idealistik esnek halkadir.

Ispat:

i. Vx€A icin F(x) =kerf  oldugunu varsayalim. O zaman her x €
A icin f(F)(x) = f(F(x)) = {0g } diir. Boylece Oneri3.4.10 ve
Tanim3.4.8 den dolayr (f(F),A), R’ lizerinde asikar idealistik esnek
halkadir.

ii. (F,A) nin tam oldugunu varsayalim. O zaman her x € A i¢in F(x) =R
dir. Bu yiizden Vx € A i¢in f(F)(x) = f(F(x)) = f(R) =R’ dir. Sonug
olarak Onerme3.4.10 dan ve Tamm3.4.8 den dolay1 (f(F),A),

R’ iizerinde tam idealistik esnek halkadir.

Tamm 3.4.12: [5] (F,A) ve (G,B) sirasiyla R ve R’ halkalan iizerinde esnek

halkalar olsun. f:R - R’ ve g:A — B iki doniisiim olsun.
Eger;

1. f bir halka epimorfizmasi,

2. g orten bir doniisiim,

3. Her x € A igin f(F(x)) = G(g(x))
sartlar1 saglaniyorsa (f, g) ikilisi bir esnek halka homomorfizmasi denir.

Eger (F,A) ve (G, B) arasinda bir esnek halka homomorfizmasi varsa (F,A), (G,B)
ye esnek homomorfiktir denir ve (F,A)~(G,B) ile gosterilir. Ayrica eger f bir halka
izomorfizmasi ve g birebir-orten doniisiim ise (f,g) ye esnek halka izomorfizmasi
denir. Bu durumda (F,A), (G,B) ye esnek olarak izomorfik denir ve (F,A) = (G, B)

ile gosterilir.

Ornek 3.4.13:[5] R=Z ve R’ ={0} x Z halkalarim goz 6niine alalim.
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A=27Z ve B ={0}x6Z olsun. (F,A) ve (G,B) sirastyla R ve R’ lizerinde birer
esnek halkadir. x € A ve (0,y) € B i¢in

F(x) = 18xZ ve G((O, y)) ={0}x6yZ seklinde tamimlanan F:A — P(R)

ve G:B — P(R') kiime degerli fonksiyonlarini g6z oniine alalim.

f(x) = (0,x) ile tammlanan f: R — R’ fonksiyonu bir halka izomorfizmasidir. Dahasi
g() = (0,3y) olarak tamimlanan g: A - B fonksiyonu orten bir doniigiimdiir.
Goriildiigii gibi her x € A i¢in

f(F(x)) = f(18xZ) = {0} X 18xZ ve

G(g(x)) = G({0} x 6xZ) = {0} x 18xZ dir.

Sonug olarak (f,g) bir esnek halka izomorfizmasidir ve (F,A) = (G, B) dir.



4.BOLUM
ESNEK DONUSUMLER

Esnek doniisim kavrami 2010 yilinda P. Majumdar ve S.K. Samanta[6] tarafindan
tanitildi. Bu boliim boyunca X evrensel kiime, E parametre kiimesi olarak alinacak ve

esnek doniisiim kavrami verilecektir.

4.1.Esnek Doniisiim

Tamm 4.1.1: [6] A ve B bostan farkli kiime ve E parametre kiimesii olsun.
F:E - P(B%
doniisiimiine E altinda A dan B ye esnek doniisiim denir.

Buradaki B4 ifadesi A dan B ye tamml tiim fonksiyonlari ifade eder.E altinda A dan B

ye esnek doniisiim olan F, B 4 {izerinde bir esnek kiimedir.

Ornek 4.1.2: [6] X={x;,x,} , I=[01] olsun. I*, X’in tim bulamk alt

kiimelerinin koleksiyonudur.
fi ler;
fi={(x,08) ,(x3,04) }, fo={(x,07), (x2,0)},
f3={(x1,0,1), (x2,0,8)} , fo={(x1,05),(x2,05)}
fs ={(x1,0,2), (x2,0,3)}
seklinde tammlanmak iizere C = {f;,i = 1,2,...,5} € I* olsun.

F:E =(0,1) » P(I*) fonksiyonu
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a € E = (0,1) i¢in F(a) C nin ayn1 a seviyelerine sahip olan elemanlarinin ( yani; x €

X: feI¥ icin f(x) > a,) koleksiyonu olacak sekilde tanimlayalim.

Ornegin

F(0,6) = {f1,/2} F0.1) = {fi.fa f5} F(0.9) =0

F, E alinda X den [ ya esnek doniisiimdiir.

Ornek 4.1.3: [6] E={ee;}, A={x,x3}, B={x3,%4,x5} oOlsun.

f1, f2, f3, fa:A — B fonksiyonlar asagidaki gibi tanimlansin.

fi(x1) = x3 fi(xz2) = x4
fa(x1) = x4 f2(x2) = x3
f3(x1) = x4 f3(x2) = x5
fa(x1) = x5 fa(xs) = x4

F:E - P(B4) esnek doniisimi F(e) ={fi,fa} F(ey) ={fifof3} seklinde

tanimlansin. O zaman F, E altinda A dan B ye tanimli bir esnek doniistimdiir.

Tamm 4.1.4: [6] A, B, C bos olmayan kiimeler ve E’,E;, E, parametre kiimeleri olsun.

1.

is: A > A birim fonksiyon olmak iizere her e € E' i¢in F(e) = {i,} seklinde
tanimlanan F:E' — P(A“) esnek doniisiimiine E’ altinda A da esnek birim
doniisiim denir.

Her e € E' i¢in F(e) A dan B ye tanimli sabit fonksiyonlarin koleksiyonu ise
F:E' — P(B4) esnek doniisiimiine E’altinda bir sabit esnek doniisiim denir.

(U, E) iizerinde F;:E; - P(B4) ve F,:E, —» P(B*) iki esnek doniisiimii eger
a)E, =E, b) Ve € E; = E, i¢in F;(e) = F,(e)

sartlarin1 sagliyorsa birbirine esittir denir ve F; = F, seklinde gosterilir.

F:E' - P(B?) esnek doniisimi ve E"” € E' icin her e € E” igin
Fgi(e) = F(e) seklinde tanimlanan Fpi:E” — P(B#) esnek doniisiimiine F
nin E"' ye kisitlanmis1 denir.

F:E; > PB4, G:E,->P(CB) ve E,NE,+ @ olmak iizere iki esnek

doniisiimiin ¢carpimi,
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G+ F:E,NE, > P(CY)
e e E1 n Ez lgln
(G*F)(e)={h® =g¢of¢A—C; g° € G(e), f® € F(e)} seklinde tanimlanir.

Ornek 4.1.5: [6] A={x;,x,} , B={xs, x4, x5} , C={xs, %5, %,}, E;={e,e,}=E,
fi,fo:A—> B ve g1,92:B = C olsun.

F:E; - P(B4) esnek doniisimi  F(e) ={fi} , F(ey) ={fp} seklinde

tanimlansin.

G:E, - P(CB) esnek doniisimii de G(e;) ={g1,9.} ve G(ey) ={g,} seklinde

tanimlansin.
F ve G nin ¢arpimi miimkiindiir ve H=Gx F: E; N E, —» P(C*%)

H(e) ={g1°f1, g2° fr} ve G(ex) ={g,° f>} elde edilir.
Tamm 4.1.6: [6] F:E — P(B4) esnek doniisiim olmak iizere;

e EgerVf,e € Eicin e+ f iken F(e) # F(f) ise F ye zayif birebir denir.
e EgerVe, f € Eicine+ fiken F(e) N F(f) = @ ise F ye gii¢lii birebir denir.

Yukaridaki tanimda da acik olarak goziikmektedir ki bir giiclii birebir esnek doniisiim

ayn1 zamanda zay1f birebir esnek doniistimdiir.
Tamim 4.1.7: [6] F:E — P(B*) esnek doniisiim olmak iizere

i. Egerher f€ B4 icin f € F(e) olacak sekilden az bir ve e € E var ise F ye zayif
orten denir.

ii. Egerf€ BAikenhere € E icin f € F(e) ise F ye giiclii 6rten denir.

Tamm 4.1.8: [6] F:E - P(B*) tamimli bir esnek doniisiim olmak iizere eger F hem
zayif (giiclii) birebir hem de zayif (giiclii) orten ise F' ye zayif (giiclii) birebir-orten

denir.

Ornek 4.1.9: [6] Ornek 4.1.5 deki F giiclii birebir esnek doniisiimdiir. Fakat G zayif

birebirdir.
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E; = E;, = {ey,e5}
 fi,[»:A->B F:E; - P(B%)

F(ey) = {f1} F(ey) = {f2}
e; # e, iken F(ey) N F(e;) = @ oldugundan giiglii birebirdir.

* g,9.:B-C G:E, - P(C®)

G(e1) = {91, 92} G(e;) = {92}
e; # e, iken G(e;) # G(ey) oldugundan G zayif birebirdir.

Teorem 4.1.10: [6] Eger G ve F giiclii orten ise G * F de gii¢lii 6rtendir.
Ispat: F:E, - P(B%) ve G:E,— P(CB) ve E=E;NE,
olmak iizere H= G * F: E - P(C*4) dur.

f €C#4 olsun o zaman f:A — C bir doniisiimdiir. Simdi g:A — B fonksiyonunu
alalm. Eger y € B \ g(A) ise xy, 4 nin sabit bir eleman1 olmak tizere h(y) = f(x,) ve
herx € A igin h(g(x)) = f(x) olacak sekilde bir h: B — C fonksiyonu tanimlayalim.
F ve G giigli orten oldugundan her e € E igin g € F(e) ve h € G(e)dir. Bundan
dolay1 Ve EEigcinf =hog € (G xF)(e) dir. Aynica f, CAnin herhangi bir

elemanidir.
Boylece H = G * F de giiclii ortendir.

Sonu¢ 4.1.11: [6] E; =E, =FE olsun. Eger F zayif orten ve G gii¢li orten ise
G * F zayif ortendir.

Uyan 4.1.12: Iki zayif (giiclii) birebir esnek doniisiimiin carpimi zayif (giiclii) birebir

olmayabilir. Asagidaki 6rnek verilebilir.

Ornek 4.1.13:  [6] E={e;,e;} , A={x1,x}, B={y1,¥,} ve C ={z4,2,}

olsun.

fi,f2 € BA fonksiyonlart  fi(x1) =y, , filx2) =y2 , L(x1) =y2 ., folx2) =3
ve g1 92 € c? fonksiyonlart g1 (y1) = 21, 91(V2) =22 , 9:(v1) =2, , 9.(y2) = 74

seklinde tanimlansin.
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F:E — P(B*) giiclii birebir esnek doniisiimii

Fle)) ={fi} , F(ex) =1{f2}

seklinde tanimlansm. Diger bir G:E — P(CP) giiclii birebir esnek doniisiimii de

Gle) ={g1} G(ex) ={g2}
seklinde tammlansin. O zaman G * F: E — P(C4)
(G*F)(er) ={g1°fi} (G*F)(ex) ={g2°f2}
seklindedir. Fakat e; # e, olmasina ragmen (G * F)(e;) = (G * F)(e,) dir.
Teorem 4.1.14: [6] Esnek doniisiimlerin carpimi birlesimlidir.
Ispat: e € E olsun. O zaman
o (FxG)=H)(e)={tohit=fog€ (F*G)(e)heH(e)}
={(feg)oh:f €F(e), g €G(e)h€H(e)}
={feo(geh):f€F(e)geGe)heH(e)}
={(fes):f € F(e),s € (G H)(e)}

c (F * (G H))(e) dir.

. (F*(G*H))(e) ={fot:fEF(e), t=gohe (G+xH)(e)}
={fe(geh):f€F(e)geG(e)heH(e}
={(feg)eh:f €F(e) g €G(e)h € H(e)}
={(soh):se(F+G)(e),h € H(e)}
c ((F * (G) * H)(e) dir.

Bu iki durumdan dolay1 esnek doniisiimlerin ¢carpimi birlesimlidir.

Tamm 4.1.15: [6] F:E —> P(B“) esnek doniisiimiine, eger here € E icin F(e), A

dan B ye birebir (6rten) fonksiyonlarin bir koleksiyonu ise dogal birebir (orten) denir.
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Eger F hem dogal birebir hem de dogal orten ise o zaman F  ye dogal birebir-orten

denir.

(X,E) esnek evrensel olsun. A # @ olmak iizere A € X olsun. A dan A ya tanimli tiim
esnek doniisiimlerin koleksiyonu Jg ve iki esnek doniisiim arasindaki carpim islemi

olan * bizim ikili islemimiz olsun. O zaman (Jg,*) bir monoiddir.

Gercekten Teorem4.1.14 de =* carpiminin birlesmeli oldugu gosterildi. 1,
A {izerindeki birim esnek doniisiim olmak iizere F € Jgicin F x [, = I, * F = F olur.

Yani (Jg,*) 1n birim elemani vardir.
4.2 Esnek Doniisiim Altinda Kiimenin ve Esnek Kiimenin Goriintiisii

Tamm 4.2.1: [6] F:E —>P(B*) esnek doniisiimii ve T € A olsun. F(T), E den P(B)
ye

F= (] =[] hereen

f-€F(e) fe€F(e)

olacak sekilde bir doniisiimdiir. Boylece (F(T),E), B iizerinde esnek kiimedir.

Ornek 4.2.2: [6] X = {x1,%2, %3, %4, V1, V2, Y3, Va} » E ={e,ex} , A={x1, x5 %3}
B ={y1,¥2,y3} olsun.

F:E —» P(B4) esnek doniisimii F(e;) ={f1,f} ve F(ey) ={f;} seklinde
tamimlansin. Buradaki f;, f5, f3, fa: A — B fonksiyonlar1

ik =y1 ., filxr)) =y, fi(x3) =3
fx)) =y, falxz) =3 , f2(x3) =

ix)=ys , f3(x3) =y , f3(x3) =y, seklinde verilsin.

T = {x;,x,} € A olsun. O halde F(T): E —» P(B) dir.
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F(T)(er) = {y2} . F(T)(ez) = {y1,y3} elde edilir.

Teorem 4.2.3: [6] F: E —» P(B*) esnek doniisiimii ve Ty # @ , T, # @ olmak iizere

Tll Tz C A olsun.

ii T,cT,= F(T,) cF(T,)
ii. F(T,UT,) = F(T)VUF(T,)
iii. F(T;NT,)cF(T)NF(T,) veF dogal birebir ise F(T; NT,) = F(T;) N
F(T,) dir.
iv. Eger F, dogal birebirise F(T;%) c (F(Ty))"

Ispat: F:E — P(B4) bir esnek doniisiim olsun. e € E icin F(e) ={f, | f.: A > B}
dir.

i. Teorem2.2.26 den her f,: A — B doniisiimii i¢in

T,cT,= f,(T,) c f,(T,) dir. 0 halde

(] £ae [ £0=FEDE < FE)E di
fe€F (e) fe€F (e)

ii. Teorem2.2.26 dan her f,:A — B doniisiimil i¢in
fe(Tl V) Tz) = fe(Tl) V) fé(Tz) ve boylece F(Tl V) Tz) o F(Tl) V) F(Tz) dir.

iii. ~Teorem2.2.26 dan dolay1 f,(T; N T,) < f,(Ty) N f,(T,) dir. Dolayisiyla,

nfeEF(e) fe(Tl n TZ) c nfeEF(e)[fe(Tl) n fe(Tz)] = (F(Tl) n F(TZ))(e) ve béylece
F(T,NnT,) c F(T,) N F(T,) elde edilir.

iv.  Tanmim4.2.1 ve De Morgan Kuralindan

Cc

Fa) ={ [ ra | = | ooy

fe€F(e) fe€F(e)

ve Teorem2.2.26 dan
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F = (] £mo= ) @)

fe€F(e) fe€F(e)

(o

= | #m
fe€F (e)

=[] Gy

fe€F(e)

C C oqe
cUu feEF(e)(fe (T1)) = (F (Tl)) elde edilir.
Tamm 4.2.4: [6] F:E — P(B*) bir esnek doniisiim ve T c B olsun. T nin F altindaki

ters goriintiisii, e € E icin

Fme= | sreen= ] o

f.€F(e) fe€F(e)
seklinde tanimlanir. Boylece (F~1(T),E) ters goriintiisii A iizerinde bir esnek kiimedir.

Teoremd.2.5: [6] F: E — P(B4) bir dogal 6rten esnek doniisiim olsun. S # @ ve T #

@ olmak iizere S,T € B olsun. O zaman

i. ScT=>F1S)cF (I

ii. FX(SUT)=F"(S)UuF(T)
iii. FI1SNT)=F1(S)nFY(T)
iv.  F1(59) o (F7(5))°

Ispat: Tanim4.2.4 den ispat agiktir.

Tamm 4.2.6: [6] F:E— P(B*) bir esnek kiime ve E; € E olmak iizere S = (P,E;), A
tizerinde bir esnek kiime olsun. F(S) ile gosterilen, F nin S altindaki goriintiisii,

e EE;icin P(e) = Qise F(S)(e) = @ dir aksi halde

Fo@ =[] £PE)= ] ho:tered

fe€F(e) fe€F(e)

seklinde tanimlanir.
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Dolayisiyla (F(S),E) , B iizerinde bir esnek kiimedir.

Ornek 4.2.7: [6] E =E, = E, ={e},e,} , A=1{x1,x,} , B =1{y1,¥,, ¥3} olsun.
fi, f2: A — B fonksiyonlarini

filx) =y ’ fi(x2) =y,

f2(x1) = y3 ) f2(x2) =y,

seklinde tanimlayalim.

Ayrica P: E — P(A) fonksiyonunu

P(e;) ={x,} , P(ey) ={x;} seklinde tammlayalim. O zaman (P,E)=3S, A

izerinde bir esnek kiimedir.
F:E - P(B*) doniisimiinii ise
F(e))=f; , F(e,) = f, seklinde tanimlayalim. O zaman

F(S)(e) = {y2} ve F(S)(ez) ={ys} olur. Dolayisiyla F(S) = {{y,}, {y3}} elde
edilir . (F(S),E) de B iizerinde esnek kiimedir.

Teorem 4.2.8: [6] F: E — P(B?) esnek doniisiim ve S; = (P, E;) ve S, = (P, E,),

A tzerinde iki esnek kiime olsun.

i. §CS;=F(S)cF(S)
ii. F(S,US,) = F(5)UF(S,)
iii. F(S5;NnS,)c F(S;)NF(S,) ve F dogal birebir ise F(S; N S,) = F(S)) N
F(S,) dir.
iv. F(5,°) c F(5))¢

Ispat: Tanim 4.2.5 kullanilarak Teorem4.2.3 deki ispata benzer sekilde yapilir.
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4.3.Esnek Doniisiimiin Bir Uygulamasi

Esnek doniisiim ile tibbi tani sorunu arasinda hastalik-semptom iligkisi kurulabilir.
Uciincii diinya iilkelerinde bir hasta belirli semptomlarla doktora gelir ve doktor sadece
semptomlar1 degerlendirerek taniy1 koyar, ¢iinkii bu vakalarin ¢cogunda klinik ara¢ gerec
yeterli degildir. Bu nedenle insan hatalarinin olasiligi fazladir. Esnek doniisiim ile
doktorlarin hastaliklara dogru tan1 koymalarinda yardimci olunabilir. Bu nedenle ilk
olarak hastalik-semptom arasindaki iliskiyi gosteren esnek doniisim modeli

tanimlanmalidir. Bu model farkli cografi bolgelerde farklilik gosterebilir.

E ={dy,d,, ...,dy} hastaliklarin kiimesi; A = {sy, Sy, ..., S, } bilinen tiim semptomlarin

kiimesi ve ] = [0,1] olsun.

F:E - P(J4) esnek doniisiimii Ve € E icin F(e) = {f,} tek elemanhdir, f,:A -]
tanimh icine fonksiyondur. Bu fonksiyon hastalikla ilgili semptomlarin her birine
sayisal degerler verir. Bu degerler belirli bir hastaligin semptomlarina gore olasiliklarini

gosterir. Bu esnek doniisiim modeli bir grup uzman doktorun gozetiminde yapilabilir.

Simdi bir hastanin belirli semptomlarla doktora geldigini varsayalim. S semptomlarin

kiimesi olsun. Buradan F(S) bulunarak hastalik tespit edilebilir. Her d; € E ye
karsilik F (S)(dj) C J kiimesi olusturabiliriz. Simdi semptomlara gore belirli bir

hastaligin skorunu hesaplayalim. Bu skor d; € E olmak iizere

skor(dj)z 2 fdj(si)
SL'EF(S)dj

Seklinde tanimlanir. Eger skor (d;) maksimum ise bu kisinin dj € E hastaligindan

aci cektigi sonucu ¢ikarilir.

Siireci bagka bir 6rnekle agiklayalim;
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E ={d, d, d3} ve d, grip, d,astim, d; zatire olsun. A = {sy,S,,...,Sy}
semptomlarin kiimesinden s; hafif ates , s, yliksek ates , s; akut solunum sikintisi , s,
aksirma hapsurma , ss halsizlik , s¢ viicut agrisi , s; bas agrisi , sg hiriltili oksiiriik , sq

akcigerdeki balgam , s;o solunum sirasindaki 1slik sesi ve ;1 burun akintisi olsun.

Asagidaki cizelgedeki gibi f;, f,, f3 biciminde ti¢ fonksiyon tanimlayalim.

S1 S2 S3 S4 Ss Se S7 Sg Sq S10 S11

f1 108 (02 (01 (07 |0 04 |09 |0 0 0 1.0

f2 101 |0 09 |06 |01 |0 01 1.0 (07 |09 |03

fz 103 (06 (05 (01 |0 08 (06 |04 |10 |04 0.1

Tablo 3

F:E—>P(*) esnek  donisimini F(dy) ={f;} , F(d,) ={f2} , F(d3) = {f3}
seklinde insa edelim. Bir hasta S = {s,, 54, S¢, S7, S11} semptomlari ile gelir ve F altinda

S nin goriintiisii bulunarak, her birinin skoru hesaplanir.
skor(dy) = 3.2
skor(d,) = 1.0
skor(ds) = 2.2

boylece hastanin gripten aci ¢ektigi c¢ikarimina varilir. Bu model, hastalik
semptomlarinin ve de klinik sonuglarinin dahil edilerek gelistirildigi 6nemli bir

modeldir.
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4.4.Grup Esnek Doniisiimii

Bu boliimde A ve B grup alinarak aralarindaki homomorfizma ile grup esnek doniisiimii

tanimlanmaistir.
Tamim 4.4.1: E parametre kiimesi G ve H de iki grup olsun.
F:E - P(H%

Doniisiimiine E altinda G grubundan H grubuna grup esnek doniisiim denir. Buradaki

H¢ ifadesi G grubundan H grubuna taniml tiim homomorfizmalar1 gosterir.

Ornek 4.4.2: E={e;,e;}, G=(R?+) ve H=(R,+) iki grup olsun. Asagidaki

gibi tamimlanan f;, f5, f3: G = H grup homomorfizmalarini goz oniine alalim.
x = (x1,x,) € R? olmak iizere

i) =x1—x, , fox)=x1+x, , fz(x)=3x, olsun.

F:E —» P(H®) grup esnek doniisiimii F(e;) ={f1} . F(ey) ={f2 f3} seklinde

tanimlanir.
Tamm 4.4.3: E', E, ,E, parametre kiimeleri G, H ve K grup olsun.

1. F:E' > P(G%) grup esnek doniisimii ve her x € E’ icin F(x) =
{I;}, I:G -» G tammli grup homomorfizmasi olmak iizere F birim grup
esnek doniisiimii olarak adlandirilir.

2. F:E' - P(H®) grup esnek doniisiimii E"" ¢ E’ olmak iizere Ve € E"' icin
Fg:E" — P(H®) grup esnek doniisiimii Fy7(e) = F(e) olarak tanimlanir
ve Fgr grup esnek doniigiimiine F nin E”' ye kisitlanmis1 denir.

3. F:E; > P(H®) ve J:E, » P(K") iki grup esnek doniisiimii olsun.
E, N E, # @ olmak iizere iki grup esnek doniisiimiiniin iglemi  (J * F):

E;NE, > P(K%, e€E NE, iken
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UxF)e)={h=jof:A—>C:jle)of(e) =h(e) j(e)e](e), f(e)€
F(e)} seklinde ifade edilir.

Ornek 4.44: E, ={e;,e;}=E, , G=(R%+), H=(R,+) ve K= (R",+)

olsun.

fi,f2:G > H ve ji,j,: H— K tanimli grup homomorfizmasi olsun.
J:E, - P(K™) grup esnek doniisiimii

J(ey) ={j1} , J(ey) ={Jj,} seklinde tanimlansin ve

F:E, - P(H®) grup esnek doniisiimii de

F(e)) ={fi,f2} , F(ey) ={f,} seklinde tanimlansin.

F ve ] ninislemi H =] *F:E; N E, > P(K%) oldugundan
H(e) ={j1ofuji°ofa} ve H(e) ={j,°f;} dir

Tamm 4.4.5: F: E - P(H) bir grup esnek doniisiim olmak iizere;

e Egerher f,e € E i¢gin e# f iken F(e) # F(f) ise F ye zayif birebir grup esnek
doniisiim denir.
e Egerhere, f €E icin e+ fiken F(e) N F(f) = @ ise F ye giiclii birebir grup

esnek doniisiim denir.

Yukaridaki tanimda da agik olarak goziikmektedir ki giiglii birebir grup esnek

doniisiimii ayrica zayif birebir grup esnek doniisiimiidiir.
Tamm 4.4.6: F: E — P(H®) bir grup esnek doniisiim olmak iizere

i. Eger herhangi bir f € H® ve Je € E icin f € F(e) ise F ye zayif orten grup
esnek doniisiim denir.
ii. Eger f € H® iken Ve € E i¢in f € F(e) ise F ye giiclii orten grup esnek

doniisiim denir.

Tamm 4.4.7: F:E - P(H®) tanimh grup esnek doniisiim olmak iizere eger F hem
zayif (gliclii) birebir hem de zayif (giiclii) orten ise F ye zayif (gii¢lii) birebir-orten grup

esnek doniisiim denir.
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Tamm 4.4.8: F: E —» P(H®) bir grup esnek doniisiimii ve T < G olsun. T grubunun

F altindaki goriintiisii

F@= [ M= (] (£©: teT}

fe€F(e) fe€F(e)
seklinde tanimlanir.

Teorem 4.4.9: Herhangi bir esnek grup doniisiimii altinda bir grubun goriintiisii yine bir

gruptur.

Ispat: F: E — P(H®) bir grup esnek doniisim ve T < G olsun. Tanim4.4.8 den

F@= [ rm= (] (£©: ter)
f-€F(e) fe€F(e)

dir.

fe ler G den H ya tanimli grup homomorfizmalari oldugundan f,(T) < H dir. Alt

gruplarin kesisimi grup oldugu i¢in F altinda T grubunun goriintiisii yine bir gruptur.
Teorem 4.4.10: F:E — P(H®) bir esnek grup doniisiim ve K;, K, < G olsun.

i. K <K, =F()<FK,)
ii. F(K;NnK,) <F(K;))NnF(K,)

Ispat: F: E —» P(H®) grup esnek doniisiimii ve e € E icin
F(e)={f.: f.:G » H grup homomorfizmasi } dur.

i. Teorem?2.2.26 dan her bir f,: G = H grup homomorfizmasi i¢in

Ki <K, = f,(Ky) <f.(K,) dir.

(] £t < [ A0 = FEE < FUE
fe€F(e) fe€F(e)

oldugundan ispat tamamlanir.

ii. Teorem 2.2.26 dan

fE(Kl NK;) < fe(Kl) n fe(Kz) dir.
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(] rnkd< (] (R nLE))
fe€F(e) Je€F(e)

_ ﬂ LD | n ﬂ fo(Ky) | = F(K) N F(Ky)

fe€F(e) fe€F(e)
Boylece F(K; N K,) < F(K;) N F(K,) elde edilir.

Tamm 4.4.11: F:E —» P(H®) bir grup esnek doniisiim, S = (K, E,), G iizerinde
tanimli bir esnek grup ve E; € E olsun. (K, E;) esnek grubunun F altindaki goriintiisii

e € E icin, K(e) = @ ise F(S)(e) = @ aksi halde,

Fo@ =[] £k@)= [ £©: tekE)
f.€F(e) fe€EF(e)

seklinde tanimlanir.

Teorem 4.4.12: F:E — P(H®) bir grup esnek doniisiim ve S; = (K;,E;) ve

S, = (K3, E;), G tizerinde taniml iki esnek grup olsun.

i 5,25, = F(S) ZF(S)
i, F(S,NS,) S F(S)AFES,)
ii.  F(S,AS)) ZF(S)AF(S,)

Ispat: 1 ve 2 nin ispat1 Tamim 4.4.11, Tanim 3.1.8 ve Tanim 3.1.3 den aciktur.
iii.

Fiasy= [ (B A (Ko )
fe€F(e)

= ﬂ fe (T,E; X E3)
fe€F(e)

Her (x,y) € E; X E, icin
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=[] £ @) 2 [ (R©)n £ )
f-€F(e) fe€F (e)

=< ﬂ ;fe(mx))) n( ﬂ fe(Kz(y))>
f.€F(e) fe€F(e)

= F(S;) N F(S,) dir. Boylece F(S;AS;) < F(S;) AF(S,) elde

edilir.



5.BOLUM
KISITLANMIS ESNEK GRUP

Bu boliim boyunca A bir parametre kiimesi ve G bir grup olarak alinacaktir.
Tamm 5.1: (F,A) G iizerinde tanimli bir esnek grup olsun. Eger her x,y € A icin
F(x)nF(y) € (F,A) ise (F,A) yabir kisitlanmis esnek grup denir.

Her kisitlanmis esnek grup, esnek gruptur fakat her esnek grup, kisitlanmis esnek grup

degildir. Bunu asagidaki ornekle gosterelim.

Ornek 5.2: A={e;, e, e} , G=D, olsun. G iizerinde tanimlanan (F,A) esnek

grubu

(F,A) ={F(e;) ={e,a,a%a®} ,F(e,) ={e, a?b,a’b}, F(e;) = {e,ab,a? a®b}}

seklinde tanimlansin.

e;,e; €A icin F(e;) NF(ey) € (F,A) oldugundan G tizerindeki (F,A) esnek grubu
bir kisitlanmis esnek grup degildir.

Teorem 5.3: (F,A) ve (K,B) bir kisitlanmis esnek grup ise (F,A) N (G, B) de bir

kisitlanmis esnek gruptur.

Ispat: Tanim 2.2.20 den (F,A) N (K,B) = (H,C) ve ANB = C olmak iizere her
x € C igin H(x) = F(x) veya K(x) (herikiside ayn1) seklinde tanimlanir.

Vx,y € C icin H(x) NH(y) = F(x) N F(y) € (F,A) oldugundan
H(x)NnH(y) € (F,A) dur.
Her x,y € C icin H(x) N H(y) = K(x) n K(y) € (K, B) oldugundan

H(x) N H(y) € (K, B) dir.
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Bundan dolay1 (F, A) N (K, B) bir kisitlanmis esnek gruptur.

Teorem 5.4: (F,A) ve (K,B) birer kisitlanmis esnek grup ve ANB =0 ise
(F,A) U (K, B) de kisitlanmis esnek gruptur.

Ispat: Tanim2.2.19 dan (F,A) U (K,B) = (H,C) , C=AUB ve ANB = @ olmak

tizere Ve € C i¢in

_(F(e) , e€EA—-B
H(e)_{K(e) , eeEB—-A

seklinde tanimlidir.

Egerherx,y € A— B ise H(x) NH(y) = F(x) N F(y) € (F,A) oldugundan
H(x)NnH(y) € (F,A) dur.

Egerherx,y € B—A ise H(x)NH(y) =K(x)NnK(y) € (K,B) oldugundan

H(x) n H(y) € (K,B) dir. Dolayisiyla AN B = @ olmak sartiyla ise (F,A) U (K, B)

bir kisitlanmis esnek gruptur.

Teorem5.5: (F,A) ve (K,B) birer kisitlanmis esnek grup ise (F,A) A (K,B) de bir

kisitlanmis esnek gruptur.

Ispat: Tanim 2.2.14 den (F,A) A (K,B) = (H,A X B) ,

Her (@, 8) € A x Bi¢in H(a,B) = F(a) N K(B) seklinde tammlanr.

Her (a, 8), (x,y) €AX B igin

H(a,B) NH(x,y) = (F(@) nK(B)) N (F(x) NK®))
=(F(@)nF(x)) n (K(B) nK(y)) dir.

(F,A) bir kisitlanmis  esnek  grup  oldugundan F(a) N F(x) = F(u) ve
(K, B) kisitlanmig esnek grup oldugundan K(B) N K(y) = K(v) olacak sekilde
(u,v) € A X B vardir. O halde F(u) N K(v) = H(u,v) dir. (H,A X B) bir esnek grup
oldugundan H(u,v) € (H,A X B) dir. Dolayisiyla (F,A) A (K,B) de bir kisitlanmis

esnek gruptur.



57

Teorem 5.6: Eger (F, A) birim esnek grup ise ayn1 zamanda kisitlanmis esnek gruptur.
Ispat: Birim esnek grubun tanimindan her x € A icin F(x) = {e} dir.

Herx,y € A icin F(x)NF(y)={e}n{e}={e} €(F,A)

oldugundan birim esnek grup kisitlanmis esnek gruptur.[-]

(F,A) G iizerinde bir esnek grup, f: G - K ya tanimli bir homomorfizma olsun.
kerf ={g € G: f(g) = e } olmak iizere eger Vx € A icin

F(x) = kerf ise (f(F), A) ya K iizerinde birim esnek gruptur. (f(F), A) birim

esnek grup oldugundan ayni zamanda bir kisitlanmis esnek gruptur.

Teorem 5.7: Eger (F,A) mutlak esnek grup ise ayni zamanda bir kisitlanmig esnek

gruptur.
Ispat: Mutlak esnek grup tanimindan her x € A icin F(x) = G dir.

Her x,y€A icin Fx)NF(y)=GNG =G € (F,A) oldugundan, (F,A) aym

zamanda kisitlanmis esnek gruptur. [-]

(F,A), G iuzerinde mutlak esnek grup, f: G = K bir homomorfizma olsun. O halde
(f(F), A) K tizerinde mutlak esnek gruptur. (f(F), A) mutlak esnek grup oldugundan

ayni zamanda bir kisitlanmis esnek gruptur.
Tamm 5.8: (F,A) ve (H,K), G iizerinde kisitlanmig esnek grup olsun. Eger

1. KcA
2. Vx €K icin H(x) < F(x)

ise (H,K) ya (F,A) kisitlanmis esnek alt grubu denir.

Ornek 5.9: A ={ej,e;,es}, K={e;,e,} ve G=35; olsun. (F,A) ve (H,K), G

tizerinde asagidaki gibi tanimli kisitlanmis esnek gruplar olsun.

F(el) = {e,x} ) F(ez) :{e;x:yz} ) F(€3) = {e'x'y} ve

H(e;) ={e} , H(e,) ={e,y?} seklinde tannmlansin. K € A ve herx € K icin
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H(x) < F(x) sartlart saglandigindan (H,K), (F,A) min kisitlanmis esnek alt

grubudur.
Teorem 5.10:

1. (F,A) ve (H,A), G iizerinde kisitlanmis esnek gruplar olsun. Her x € A igin
F(x) € H(x) ise (F,A), (H,A) nn bir kisitlanmis esnek alt grubudur.

2. E={e} olmak iizere (UE) ve (F,G), G iizerinde kisitlanmis esnek grup
ise (U,E), (F,G) nin bir kisitlanmis esnek alt grubudur.

Ispat: Teorem3.1.10 dan ispat aciktir.
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