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SELF-DUAL KODLAR VE INSA YONTEMLERI

Hatice TOPCU
Nevsehir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Ocak 2012
Tez Damsman: Dog¢. Dr. Hact AKTAS

OZET

Hata diizeltilmesinde etkili sonuglar vermesi, oldukga genis yapilar {izerinde insa
edilebilmesi, kodlama teorisinin baglangicindan bu yana kullamlmis ve halen
kullamlmakta olan uzatilmig Hamming kod, uzatilmis Golay kod gibi bilinen 6nemli
kodlar1 barindiryor olmasi gibi ¢esitli nedenlerden dolay1 self-dual kodlar, kodlama
teorisyenlerinin oldukga ilgisini geken ve giintimiiz bilgi ve iletisim teknolojilerinin
birgok alaminda kendine yer edinmis olan bir kod smifidir, Literatiirde, bu sinifa ait
¢ok sayida galismaya rastlanmasina ragmen halen daha belirli parametrelere ya da
ozelliklere sahip birgok self-dual kod bulunamams ve yine belirli parametrelere

sahip self-dual kodlarin simflandirilmas: tamamlanamamistir.

Bu tez ¢aligmasinda, yukarida kisaca bahsedilen self-dual kodlar dzellikle de inga
yontemleri tizerinde durulmustur. Giintimiizde tizerinde yogun bir sekilde galisilan
self-dual kodlar ve inga yontemleri genis bir literatiir taramasiyla arastirilmis ve

derlenerek elde edilen bulgular bu ¢aligma boyunca verilmistir.

Bu galigma genel olarak agagidaki gibi diizenlenmistir. Oncelikle kodlama teorisi ile
ilgili genel bilgi verilmis ve lineer kodlar tanitilmigtir. Daha sonra lineer kodlarin
onemli bir simfi olan self-dual kodlar ailesine ve dzelliklerine yer verilmistir. Genel
kod inga metodlan ile ozel olarak self-dual kod insa eden cesitli metodlar
incelenmigtir. Bu metodlar kullanilarak self-dual kodlar elde edilmeye calisiimig ve
elde edilen kodlar ile literatiirde var olan bazi kodlara ait tablo ve matrislere yer
verilmistir.

Son olarak, self-dual kod insa eden iki 6zel metod olan yinelemeli algoritma ve {ist-
yap1 inga metodu karsilastirilmig ve bu metodlardan birinin aslinda digerinin 6zel bir

hali oldugu ispatlanmigtir.

Anahtar Kelimeler: Hata diizelten kodlar, self-dual kodlar, kod insa yontemleri.
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SELF-DUAL CODES AND THE CONSTRUCTION METHODS

Hatice TOPCU
Nevsehir University, Graduate School of Natural and Applied Sciences
M.Sc. Thesis, January 2012
Thesis Supervisor: Assoc, Prof. Dr. Hact AKTAS

ABSTRACT

Self-dual codes is an important class of lincar codes which has been received
attention by researchers since the beginning of the coding theory because of various
reasons that are effective results in error-correction, construction on the large
structures and containing well-known good codes such as extended Hamming code
and extended Golay code. These codes have an important part in today’s
communication and information technology. Although many papers of self-dual
codes have seen in the coding theory literature, stil many self-dual codes which has
determinate parameters are unknown and also classifications of this type codes with

determinate parameters are incomplete.

In this thesis, self-dual codes which is briefly explained above and the construction
methods of this type codes are examined. Self-dual codes and the construction
methods of this type codes are investigated widely in the literature and findings

obtained from this investigation are compiled in this study.

Arrangement of this thesis is as follows. Firstly, basic concepts of coding theory and
linear codes are introduced. Then, family of self-dual codes which is an important
class of linear codes and properties are given. Also, some general construction
methods and some special construction methods generated self-dual codes are
examined. Self-dual codes are constructed by using these methods and codes
obtained and some known codes from the literature are mentioned with their

generator matrices and tables.

Finally, two of these special methods, building-up construction and recursive
algorithm are compared in this thesis and it has proved that recursive algorithm is

actually a special case of building-up construction forj the binary self-dual codes .

Keywords: Error-correcting codes, self-dual codes, construction methods.
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1. BOLUM
GIRIS

Kodlama Teorisinin ya da diger bir adiyla Hata Diizelten Kodlar Teorisinin konusunu
iletigimde dijital olarak kodlanmig verilerin kullanimi esnasinda meydana gelen problem-
ler ve ¢oziimleri olusturmaktadir. 1948 yilinda Claude E. Shannon tarafindan yayinlanan
"Haberlesmenin Matematiksel Teorisi" [15] isimli makale Bilgi Teorisinin ve Kodlama
Teorisinin baglangic noktas: olarak kabul edilir. Shannon bu makalesinde transfer edilen
veride bozulmanin meydana gelebilecegi bir iletigim kanali i¢in kanal kapasitesini tanim-
lamg ve bu kapasitenin altinda herhangi bir giivenilirlik diizeyinde iletisim saglanmasinin
miimkiin oldugunu olasilik kuramina ait metodlar kullanarak ispatlamistir. Telefon, telgraf,
uzaydan veri transferi saglayan cihazlar, manyetik kayit cihazlar1 v.b. bu tiir iletisim kanal-
larina 6mek olarak verilebilir. Bu kanallarm ortak ozellifi, verinin belirli bir kaynaktan
¢ikip kanal yolu ile diger taraftaki aliciya iletilmesidir. Eger alinan veri, gonderilen veri-
den farkl: ise veride meydana gelen bu bozulmanin sebebi "gliriilti" olarak adlandirihr ve

bu kanal "giiriiltiilii"diir denir.

Yukarida 6rnekleri verilen iletisim kanallarimim gergek hayatta kullanimina bakilirsa, kanal-
larin giiriilltiye maruz Kalabilecekleri goriilmektedir. Dolayisiyla burada temel problem
alman veriyi gonderilen veriye miimkiin oldugunca benzer bir sekilde belirleyebilmektir.
Bunun gergeklestirilebilmesi i¢in temel diigiince gonderilen mesaj iizerinde ¢esitli degisik-
likler yapilarak alinan mesajin gonderilen mesaja olduk¢a yakin (hatta ayni) bicimde ¢0-
ziilebilmesinin saglanmasidir. Bu amaca ulagabilmek ig¢in yapilan en yaygin degisiklik
mesajin dogrulugunu kontrol edebilecek bigimde mesaja ckleme yapilmasicdir. Burada ilk
akla gelebilecek orneklerden biri mesajin ¢ok defa tekrar edilerek gonderilmesi ve gelen
veride ¢ofunluga bakilarak gonderilen mesajin ¢Oziilmeye caligilmasidir, Elbette bazen
hatal sonuglar olabilir fakat buna ragmen bu yolla elde edilen sonuclar daha giivenilir ola-
caktir, olasithik kuramina ait metodlarla kodun dogru ¢oziilme ihtimalinin arttif: da ayrica
goriilebilir [1]. Alinan mesajlarin giivenilirligindeki bu artig ise mesajin transferi igin har-

canan uzun zaman, tek bir veri transferi i¢in kanalin ¢ok defa kullanim: v.b. gibi bedeller



gerektirmektedir. Dolayisiyla mesaj tizerinde yapilacak degisikliklerde bu bedelleri ola-

bildigince diisiik tutmaya caligarak mesajdaki giivenilirligi arttirmak gerekmektedir.

Kodlama Teorisinin gegmigsine baktigimizda, ilk etapta genel olarak binary(ikilik) kodlarin
tizerinde yogunlagildig1 goriilebilir. Binary self-dual kodlar i¢in, ilk olarak Pless [17] de
n < 20 olmak tizere n uzunluklu kodlarin bir siniflandirmasint yapmugtir. n = 22, 24 uzun-
luklu kodlar igin Pless ve Sloane tarafindan [21] de bir siniflandirma yapilmug, daha sonra
Pless ve Conway [19] da uzunlugu 26 ile 30 arasinda olan kodlarin siniflandirmasini yap-
mu§ ve ayrica burada 32 vzunluklu Tip 2 kodlar elde edilmistir, Pless [18] de 32 uzunluklu
kodlar ile ilgili [19] da yapilan ¢aligmay: tamamlamus ve [20] de Conway, Pless ve Sloane
32 uzunluguna kadar binary self-dual kodlarin simflandirilmasi ile ilgili daha 6nce yapilan
biitiin ¢calismalari revize eden yeni bir ¢alisma ortaya koymuslardir, Giiniimiizde ise bi-
nary kodlar artan bir dneme sahip olmasina ragmen c¢esitli difer yapilar tizerindeki kodlar
hem Matematik hem de Miihendislik literatiiriinde goriilmektedir. Pless ve arkadaslarinin
[20] de yapuiklan ¢alismadan uzun bir zaman sonra Huffman [10] da F;, F3, Fy cisimleri
ve Zy, Fs + k%, F, + vF; halkalar iizerinde taniml biitiin self-dual kodlarin siniflandiril-
malarini iceren kapsaml bir caligma yapmistir. Hata Diizelten Kodlar Teorisi oldukga genis

bir alandir ve bu ¢alismada bu disiplinin oldukea kii¢iik ama etkili bir kismm incelenmistir.

Bir kodda genel olarak istenen ozellikler kisa yani izl transfer edilebilecek olmasi, gok
sayida mesaj gondermeye elverisli yani ¢ok sayida kod kelimesine sahip olmasi ve aynt
zamanda ¢ok sayida hata diizeltebilmesi yani kod kelimelerinin miimkiin oldugunca bir-
birinden farkl: olmasidir, Buradan agik¢a goriilebilir ki istenen bu 6zellikler birbirleriyle
celisecek bigimdedir. Dolayisiyla bu parametrelerin bir ya da daha fazlasinin iizerinde
kisitlamalar koyarak bir ya da tim "en iyi" kodlar diger parametrelere bagh bigimde bu-
lunmaya g¢ahigilabilir. Kodlama teorisinde aragtirmacilar genellikle 6zel islevlere sahip
en iyi kodlar: bulmakla ilgilenmisler, bazen sadece bir "en iyi" kodu bazen de gesitli or-
tak ozelliklere sahip biitiin "en iyi" kodlari bulmak istemislerdir. Ornegin, bu ¢alismanin
temel baghigini olugturan self-dual kodlar i¢in, Haradal[42] de 36 uzunluklu biitiin self-dual
kodlar: simflandirmig, [41] de 40 uvzunluklu katli-cift self-dual kodlarin siniflandirmasi-
ni tamamlamistir. Pless ve Lam [43] de [24,12,10] tipinde bir quaternary self-dual ko-
dun var olamayacagin: ispatlamus, [72,36,16] tipinde bir binary kodun var olup olmadif
problemi ise bir¢ok kodlama teorisyeni tarafindan yogun sekilde arastirilmasina ragmen

henliz cevaplanamamistir. Ayrica kodlama teorisyerleri tarafindan 6zel olarak self-dual



kod tireten metodlar elde edilmeye ¢alisilmistir. Harada [44] de ortogonal dizaynlar kul-
lanarak, [12] de ise dongiisel yapilar kullanarak self-dual kod inga etmeye ¢aligmig, Kim
[8] de var olan bir self-dual koddan daha uzun yeni bir self-dual kod iireten iist-yapi inga
metodunu tanitnus, [7,9,14,25] de bu metodu farkli yapilara tagimmstir. [11] de ise Melchor,
binary self-dual kodlar igin belirli uzunlukluktaki self-dual kodlar: kullanarak daha uzun
biitiin self-dual kodlan: iireten bir algoritma gelistirmistir. Bunlarin disinda da literatiirde

ozel olarak self-dual kodlar tireten ¢esitli metodlar bulunmaktadir.

Bu tez ¢aligmasinda ilk béliim girig kismina ayrilmig ve kodlama teorisi ve self-dual kodlar
hakkinda genel bilgi verilmigtir. Ikinci bliimde, ¢alismanmin devaminda siklikla kullamila-
cak olan kodlama teorisinin temel kavramlarindan bahsedilmistir. Bu ¢alismada incelenen
self-dual kodlar ailesi lineer kodlarm bir sinifi oldugundan tiglincii boliim lineer kodlara
ayrilmugtir. Bu béliimde, ilk dnce lineer kodlar ve 6zelliklerine yer verilmistir. Daha sonra
lineer kodlarda agirlik ve uzunluk iizerinde durulmug ve bu kavramlarla ilgili bazi tanim ve
teoremlere yer verilmigtir. Ayrica lineer kodlar i¢in 6nemli bir 6rnek tegkil eden Hamming
kod sinifina deginilmigtir. Self-dual kodlarin bulunabilmesinin yanisira stniflandiriimasi da
oldukga énemlidir. Bu ylizden dordiincii boliim self-dual kod simiflandirmasinda 6nemli rol
oynayan kodlarm denkligine ayrilmigtir. Besinci bolimde, self-dual kodlar incelenmistir.
Bu boliimde Once, self-dual kodlar icin GPW teoremi ve Gleason polinomlar: verilmistir,
Sonra, self-dual kodlarin sayilmas: ve siniflandirtilmas: i¢in metod ve formiiller verilmistir.
Altinci boliimde, ilk olarak genel kod insa metodlarindan bazilan verilmistir. Sonra da,
self-dual kod iireten bazi 6zel inga metodlarina yer verilmis ve yinelemeli algoritma ile
iist-yap1 insa metodu kiyaslanarak bu metodlardan birinin aslinda digerinin 6zel bir hali
oldugu ispatlanmugtir. Yedinci boliim, bir 6nceki bolimde bahsedilen metodlarla iiretilmis
kodlara ait tablo ve iirete¢ matrislerinden olugmaktadir. Sekizinci ve son béliim sonug ve
oneriler kismina ayrilmigtir, Bu ¢aligmada yapilan kiyaslama ile elde edilebilecek bulgu-
lardan bahsedilmigtir. Caligma boyunca soyut cebir ve lineer cebir ile ilgili birgok kavram
sikhikla kullamlmuistir ve bu ¢alismada yer alan bu kavramlarla ilgili tanim ve teoremler

[45,46] kaynaklarinda mevcuttur.



2. BOLUM

KODLAMA TEORISINDE TEMEL KAVRAMLAR

Bir mesajin, tizerinde hi¢bir degisiklik yapilmadan bir iletisim kanali yoluyla gonderil-
mesi halinde, transfer esnasinda mesajda bozulma meydana gelebilir ve bunu diizeltmek
miimkiin olmayabilir. Dolayisiyla, bu bozulmaya karsi mesajin korunabilmesi amaciyla
mesaj iizerinde gesitli degisiklikler ya da eklemeler yapilmas: gerekmektedir. Iletisimde
kalitenin arttirilmas: i¢in mesaj tizerinde yapilan bu isleme kodlama denir. Gonderilmek
istenen her bir verinin kodlandiktan sonraki haline ise kod kelimesi denir. Mesajlarin kod-
lanmasi igin gerekli olan sembollerin tiimiiniin kiimesine kod alfabesi denir. Kod alfabesi
kullanilarak olusturulan biitiin kod kelimelerinin olugturdugu kiimeye kod denir. Ornegin,
C = {00, 11} kodunun kod kelimeleri sirasiyla 00 ve 11 dir; kod alfabesi ise {0, 1}

kiimesidir. Sekil 2.1 de bir iletisim kanali, kodlama ve kod ¢ozme safhalan ile birlikte

semalagtirilmigtir.

mesaj Kaynagi [ — IKodIaylmJ — — |K0d Cﬁzﬁcﬁ’ — |Alici]

Sekil 2.1

g adet sembol igeren bir kod alfabesi kullanilarak yazilan kod kelimelerinin kiimesi bir
g-luk kod olusturur. Ornegin F, = {0,1} alfabesi ile yazilan kod kelimelerinin kiimesi
2-lik ya da diger bir deyisle binary kod olarak isimlendirilir. Benzer sekilde 3 = {0, 1, 2}
alfabesi ile yazilan kod kelimelerinin kiimesi 3-liikk ya da diger bir de}'igle ternary kod,
Fy ={0,1,w,w} alfabesi ile yazilan kod kelimelerinin kiimesi 4-liik ya da diger bir deyis-

le gquaternary kod oldrak isimlendirilir.

Bir kodda biitiin kod kelimeleri ayn: sayida bilesene sahiptir ve bu sayrya kod uzunlugu
denir. Ornegin 3 vzunluklu binary tekrarlama kodu C' = {000,111} seklindedir. Bir kod
kelimesindeki sifirdan farkh hilesen sayisina Hamming agirlik denir ve  bir kod kelimesini

temsil etmek iizere, wt(z) ile gosterilir. Omegin wt(111) = 3 ve wt(000) = 0 dir, Kod-



lama teorisi literatiiriinde Lee agirlik, Euclidean agirhik gibi ¢esitli agirhik tanimlan yer
almaktadir. Fakat bu calismada Hamming agirlik esas alinmis ve ¢alismanin devaminda

kisaca agirlik olarak nitelendirilmigtir.

Iki kod kelimesinde birbirinden farkli sembollerin bulundugu bilesenlerin sayisi kelimele-
rin arasindaki Hamming uzakhk olarak isimlendirilir ve z ile v birer kod kelimesini tem-
sil etmek tizere bu iki kelime arasindaki Hamming uzaklik d(z,y) ile gosterilmektedir.
Ornegin, d(000,111) = 3 tiir. F, sonlu cisim olmak iizere, Hamming uzaklik fonksiyonu

F7 vektor uzayi lizerinde agagidaki dort ozelligi saglar;
()Vz,ye Ficind(z,y) 20,

(i) d(z,y) =0z=y,

(iii) V z,y € F} igin d(z,y) = d(y, z) ,

(iv)V z,y,2 € F} igin d(z, 2) < d(z,y) +d(y, 2)

Boylece Hamming uzakhk F7' uzayr lizerinde bir metrik olur. Agirhk tanimina benzer
sekilde, kodlama teorisi literatiiriinde uzaklik i¢in de Hamming uzakliktan farkh cesitli
uzaklik tamimlar yer almaktadir. Fakat bu ¢alismada Hamming uzaklik esas alinmig ve

¢aligmanin devaminda kisaca uzaklik olarak nitelendirilmigtir.

Kod kiimesinde sifirdan farkli en kiigtik kelime agirhg: o kodun minimum agirlige, bir-
birinden farkli kelimeler arasindaki en kiigiik uzaklik ise o kodun minimum uzakligrdur.
Ornegin, C = {000, 111,110,001} binary kodu i¢in wt(001) = 1 olduundan minimum
agirhk 1; d(110,111) = d(001, 000) = 1 oldugundan minimum uzaklrk 1 dir. Genel olarak
g adet sembole sahip bir alfabe tizerinde, n uzunluklu, M adet kelimeye sahip ve minimum
uzaklifi d olan bir C' kodu, g-luk (n,M,d)-kod bigiminde gosterilir. Buradan da anlagtla-

bilecegi gibi C kodu, g adet sembolle yazilan n-lilerin kiimesinin bir alt kiimesidir.

Bu boliimde yer alan biitiin kavramlar [1,2,3,4,5] kaynaklarindan alinmugtir.



3. BOLUM

LINEER KODLAR

Cebirsel kodlama teorisinde, lineer kodlar iizerinde olduk¢a yogun bir sekilde caligiimak-
tadir. Bunun nedeni ise sahip olduklari cebirsel yapidan dolay: kodlama ve kod ¢ozme
agisindan lineer olmayan kodlara gore ¢ok daha avantajli olmalaridir. Ornegin, bir lineer
kod bu boliimde tantmlar verilecek olan tireteg matrisi veya eglik-kontrol matrisi ile be-
lirlidir. Bu durum, biitiin kod kiimesinin sadece tek bir matris ile ifade edilebilmesi ko-
layligimi saglar. Lineer bir kodun, kod alfabesi sonlu bir cisimdir ve sonlu bir cisim, bir

asalin kuvveti olan ¢ eleman sayisini temsil etmek iizere, GF(q) ya da F, ile gosterilir.

Tanmm 3.0.1. £, Galois cismi iizerindeki biitiin n-lilerin olusturdugu vektor uzay £ ile
gosterilmek iizere; £ uzaymin k boyutlu bir alt vektdr uzayma n uzunluklu, & boyutlu
bir Lineer Kod denir ve [n, k],-kod ya da g-luk [n, k] kod ile gosterilir. Eger bu kodun
minimum uzakh d biliniyorsa, [n, k&, d],-kod ya da g-luk [n, k, d] kod biciminde gosterilir
[2].

Kodlama Teorisi literatiiriine bakildifinda F7’ vektor uzayindan alinan herhangi bir
(ay, a9, as, ..., a,) vektorii genellikle a, ...a, formunda yazilmaktadir. Dolayistyla lineer bir
koddaki kod kelimeleri de bu formdadir. F, cismi iizerindeki & boyutlu bir lineer kodda ¢*

adet kod kelimesi vardir.

Tamm 3.0.2. C bir [n, k|, lineer kod olmak iizere, satirlan C' nin taban vektorleri olan &xn

tipinde bir G matrisine C kodunun éirete¢ matrisi denir [1].

C' kodundaki biitiin kod kelimeleri bu matrisin satirlarinm birer lineer kombinasyonu ola-
cagindan C kodu kisaca bu matris yoluyla temsil edilebilir. Ayrica bir vektdr uzayin alt
uzayinn birden fazla tabam olabileceginden, bir lineer kodun birden fazla tirete¢ matrisi-

nin bulunabilecegini stylemek miimkiindiir.

Tamim 3.0.3. kxn tipinde bir (G lirete¢ matrisinin herhangi & adet lineer bagimsiz siitunu C'
kodunun bilgi pozisyonlarinin kiimesini olugturur, Kalan r = n — & adet siitun ise yineleme

pozisyonlarmmun kiimesini olusturur ve r, C' kodunun yinelemesi olarak adlandirilir [4].



Tanimm 3.0.4. [, kxk tipinde birim matrisi temsil etmek lizere, eger C kodunun bir {ireteg
matrisinde ilk k& adet siitun bilgi kiimesini olusturuyorsa bu kodun [I; | A] bigiminde bir

lireteg matrisi vardir. Boyle bir iireteg matris icin standart formda’dir denir [2].
Tamm 3.0.5. C bir [n, k], lineer kod ise, C kodunun C' = {z € F} | Hz" = 0} ile

tammlanan (n — k)xn tipinde bir H eslik-kontrol matrisi (parity-check matrix) vardir [2).

Ureteg matriste oldugu gibi, bir kodun birden fazla eglik-kontrol matrisi bulunabilir. Ayrica

eslik-kontrol matrisinin satirlari lineer bagimsizdir.

3.1 Lineer Kodlarda Agirhk ve Uzunluk

Teorem 3.1.1. C bir lineer kod ve minimum agirhigt d olsun.
(i) Eger d > s+ 1ise C kodu s adet hataya kadar tespit eder.

(ii) Eger d > 2t + 1 ise C kodu t adet hataya kadar diizeltir [2].

Ispat. (i) d > s + 1 olsun. Bir = kod kelimesi gonderilsin ve alinan vektor s ya da daha
az hata igersin. Bu durumda bu vektér C' koduna ait herhangi bir kod kelimesi olamaz.

Dolayisiyla alinan vektoriin hatalr oldugu tespit edilir.

(ii) d > 2t + 1 olsun. Bir z kod kelimesi gonderilsin ve alinan vektor ¢ ya da daha az hata
iceren y vektorii olsun. Buradan d(z, y) < tolur. Egerz’ # zve 2’ € Cised(z’,y) > t+1
dir. Aksi takdirde d(z’,y) < t oldugundan ve ticgen esitsizliginden

d(z,z') < d(z,y) + d(z',y) < 2t olur. Budad > 2t + 1 kabulii ile celisir. Boylece y
vektoriine en yakin kod kelimesi 2 olur ve alinan vektor x olarak ¢oziiliir, Dolayisiyla hata

diizeltilmis olur.

Sonug 3.1.2, Eger bir C kodunun minimum uzakhg d ise, bu kod
(i) d — 1 adet hataya kadar tespit eder.

(i) |%5* | adet hataya kadar diizeltir [2].



Lemma 3.1.3. Eger z,y € F] ise d(z,y) = wt(z — y) dir [2].

Ispat. z =1 ...20. ¥y = Y1... Y ve d(z,y) = n — i olsun. Bu durumda z vektoriiniin
1 adet koordinati ile y vektoriiniin ¢ adet koordinati ortaktir. Dolayisiyla z — y vektoriinde
ortak olan koordinatlar sifir ve diger biitiin koordinatlar sifirdan farkli olacaktir, Bu da

wt(z —y) = n—1 oldugunu gosterir. Sonug olarak d(z, y) = wi(z — y) esitligi elde edilir.
Teorem 3.1.4. Lineer bir kodda minimum agirlik ve minimum uzaklik birbirine egittir [2].

Ispat . Bir C lineer kodunun minimum agirligi wt(C') ve minimum uzakligi d(C) ile gos-
terilsin. Buna gore 3z, y € Cigin d(C) = d(z,y) dir. Lemma 3,1.3 den d(C) = wt(z —y)
ve ayni zamanda z—y € C oldugundan wt(z—y) > wt(C) elde edilir. Yani d(C) > wit(C)
olur. Diger yandan 3z € C i¢in wt(C) = wi(z) = d(z,0) > d(C) elde edilir. Dolayisiyla
d(C) = wt(C) ve wt(C) = d(C) oldugundan d(C) = wit(C) dir.

Tamm 3.1.5, F uzayma ait ¢ = &...&, V€ ¥y = ¥Y1...Yn vektorlerinin standart i
q ¢

arpimi -y = o . z;y ile tammlidir. Hermitian ic carpimi ise g, p gibi bir asal saymin

carp Y i=1 TiY ¢ ¢ 4.pPg y

gift kuvveti olmak lizere, ¢ - § = » ., 2! ile tanumlidir [4],

Teorem 3.1.6. =,y € F} ise asagidaki egitlikler saglanir.
(i) wi(z + y) = wi(z) + wi(y) — 2wi(zNy)
(ii) wit(z Ny) = z - y(mod2)

(iii) wi(z) = x - T(mod2) [4].

Ispat . (i) wt(z Ny), = ve y vektorlerinin karsihkh 1 semboliinii bulunduran ortak ko-
ordinatlarinin sayisidir, 2 + y toplaminda bu ortak koordinatlar sifir1 verecektir. Diger
yandan hem z hem de y vektorlerinin agirhiklart bulunurken karsilikli ortak koordinatlar-
daki | sembolleri ayri ayri hesaba katlmugtir. Dolayisiyla buradan wt(z + y) = wt(z) +
wit(y) — 2wt(xz N y) sonucu elde edilir.

(i) wt(z Ny) = k olsun. Bu durumda = - y = 131 + Tay2 + . .. + Tnyy, toplaminda k adet

terim 1, geriye kalan n — k adet terim ise sifir olacaktir. Dolaysiylaz -y = Y7 | 2y =

k(mod2) olur. Bu da wt(z Ny) = x - y(mod2) demektir.



(ii1) Bir 6nceki gikta y = x secildigi takdirde istenen sonug elde edilir.

Tamm 3.1.7. C, bir [n, k], tipinde lineer kod olsun, C*+ = {z € Flz-c=0,Ye € C}

kiimesine C kodunun duali denir [1].

Teorem 3.1.8. Eger G ve H, bir C kodunun sirastyla lireteg ve eslik kontrol matrisleri ise,

C* kodunun iireteg ve eglik-kontrol matrisleri sirasiyla H ve G olur [4].

Ispat . Eslik-kontrol matrisinin ve C* kodunun tamimlarindan, H matrisinin C* kodu icin
bir iirete¢ matrisi oldugu gériiliir. G, C kodunun bir iirete¢ matrisi oldugundan, Yz € C
icin G - 27 = 0 elde edilir. Bu da G matrisinin C* kodu i¢in bir eslik-kontrol matrisi

oldugunu gosterir.

Tamm 3.1.9. C bir lineer kod olsun. Eger C C C* ise C koduna tizerinde tanimli olan
ic carpimun tiiriine gore Oklid Self-Ortogonal ya da Hermitian Self-Ortogonal kod denir.
Eger C = C* ise C koduna iizerinde tanimli olan i¢ ¢arpimun tiiriine gore Oklid Self-Dual
ya da Hermitian Self-Dual kod denir [4].

Bu ¢alismanin genelinde Oklid self-dual kodlar esas alinmig ve kisaca Self-Dual kod olarak

isimlendirilmigtir.

Tamm 3.1.10, Eger bir C lineer kodunda biitiin kod kelimelerinin agirhklan A > 1
sayisina boliiniiyorsa bu koda boliinebilen kod denir. A bu kosulu saglayan en biiyiik tam-

sayi ise C' kodunun bdleni olarak adlandirilir [4].

Tamm 3.1.11. 4 ile boliinebilen binary kodlar katli-cift (doubly-even) kod olarak isim-
lendirilir. Aksi takdirde, bir binary koda tekli-¢ift(singly-even) kod denir [4].

Tamim 3.1.12. Bir C lineer kodunda agirhigi i olan kod kelimelerinin sayis1 A;(C) ya da
kisaca A; ile gosterilsin. 0 < 7 < n icin A, lerin listesine C kodunun agirlik dagilimi ya da

agirlik spektrumu denir [4].

Tamim 3.1.13. n uzunluklu bir C lineer kodunda 7 agirhikli kod kelimelerinin sayist A; ile

gosterilsin. Bu durumda,
We(z,y) = Az + Ay + Agz™ % + .+ Ay

polinomuna C' kodunun agirlik saya¢ polinomu denir [4].
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110000
Ornek 3.1.14. BiriiretecmatrisiG= | 0 0 1 1 0 0 | olan binary C kodunun
000O0T11

agirhik dagihimt Ag = Ag = 1ve Ay = Ay = 3 olur.

Teorem 3.1.15. C, F, iizerinde tamumlt bir [n, k, d] kod olsun. Bu durumda,
(i) Ao(C) + A1(C) + .. + 4o(C) = ¢
(ii) Ap(C) = 1ve A1(C) = A3(C) = ... = A41(C) =0

(iit) Eger bir C binary kodu 1 = 11...1 vektoriinii iceriyorsa 0 < i < n igin A;(C) =

(iv) Eger C bir binary self-ortogonal kod ise biitiin kod kelimeleri ¢ift agirlikli olur. Ayrica
C* kodu 1 = 11...1 vektoriinii icerir [4].

Ispat. (i) |C| = ¢* oldugundan, Aq(C) + A;(C) + ... + 4,(C) = ¢* yani C deki biitiin

kod kelimelerinin sayisidir.

(i1) C kodu lineer bir kod oldugundan 0 vektoriinii icermelidir. Dolayisiyla Ay(C) = 1 dir.
Diger yandan, C' kodunun minimum agirli§: & oldugundan C' de agirlifi d den daha kiigiik
olan kod kelimesi yoktur. Boylece 4;(C) = A3(C) = ... = A4_1(C) = 0 olur,

(iii) C, 1 = 1...1 vektorinii iceren bir binary kod ve C de i agirhkl biitiin kod ke-
limelerinin sayis1 A;(C) olsun. 4 agirhikh biitiin bu kod kelimeleri ile 1 vektorii toplandig
takdirde C' deki n — ¢ afirlikli biitiin kod kelimeleri elde edilic. Dolayisiyla A;(C) =
A,—;(C) olur.

(iv) C binary bir self-ortogonal kod ise Vz € C i¢in = - z = 0(mod2) dir. Teorem 3.1.6 ya
gore wi(z) = x - z(mod2) oldugundan C kodunun biitiin kod kelimeleri ¢ift agirlikli olur.

DolayisiylaVz € Ciginz - 1 = 0 olur. Buda 1 € C* demektir.

Teorem 3.1.16. C self-ortogonal bir binary kod olsun. C kodunda agirlig1 4 ile biliinebilen

kod kelimelerinin kiimesi Cyy olsun. Buna gore,
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(i) C = Cy dir, ya da

(ii) Co, C nin [n, k — 1] tipinde bir alt kodudur ve agirligi 4 ile boliinemeyen fakat cift say:
olan herhangi bir x vektorii igin Cy = z + Cy olmak iizere C' = Cy U C4 dir. Ayrica Cy, C

kodunda agirligi 4 ile boliinemeyen biitiin kod kelimelerini icerir [4].

Ispat. Teorem 3.1.15 in (iv) sikkindan C kodundaki biitiin kod kelimelerinin ¢ift agirlikli
oldugu sdylenir, Buna gore, bu teoremin ya (i) sikki dogrudur ya da agirh§ ¢ift fakat
dordiin kat: olmayan en az bir kod kelimesi meveuttur. Ikinci durumun dogru oldugunu
varsayalim. Agirhg ¢ift fakat dordiin katt olmayan diger bir kod kelimesi y olsun. Bu
durumda Teorem 3. 1.6 min (i) sikkindan, wi(z+y) = wi(z)+wt(y)—2wi(zNy) = 2+2—
2wtz Ny)(mod4) elde edilir. Ayni teoremin (ii) stkkina gore wt(z Ny) = - y(mod2) idi.
C kodu self-ortogonal bir kod oldugundan wt{zMy) = 0(mod2) olur. Bu da wt(z+y) nin 4
ile boliinebildigini gosterir ve z+y € Cy olur. Dolayisiylay € 2+Cy ve C' = CoU(z+Co)
elde edilir. C} = z + Cj bigiminde yazilirsa C = Cy U C) olur. Burada C'j, agirlif ¢ift

fakat dordiin kat1 olmayan biitiin kod kelimelerinin kiimesi ve C' nin bir alt kodudur.

Teorem 3.1.17. C bir binary [n, k| kod olsun. C kodunda agirligi ¢ift olan kod kelimelerinin

kiimesi C, ile gosterilsin. Buna gdire,
(i) C = C, dir, yada

(ii) = agirlig1 tek olan herhangi bir kod kelimesi olmak iizere C, = x + C, olsun. Buna
gire C = C. U C, dwr ve C,, C kodunun bir n,k — 1| alt kodudur. Bunun yanisira C

kodundaki agirlig: tek olan biitiin kod kelimelerinin kiimesi C, olur [4].

Ispat . [n, k] tipinde binary bir C kodunda biitiin kod kelimeletinin agirliginin gift oldugu
ya da yarisimn ¢ift yarisinin tek agirhikli oldugu gosterildigi takdirde bu teorem ispatlan-
mus olur. Oncelikle, C' kodundaki ¢ift agirhkli kelimelerin kiimesi C, ve tek agirlikl ke-
limelerin kiimesi C, ile gosterilsin. f : C' — {0,1}, f(z) = wi(z)(mod2) fonksiyonunun

iyi-tamml oldugu agiktir. Ayrica f(0) = 0 dir. Boylece,
flz+y) = wt(z + y)(mod2)
= wi(z) + wit(y) — 2wi(z N y)(mod2)

= wt(z) + wt(y)(mod2)



= f(z) + f(v)

oldugundan f bir grup homomorfizmidir ve ¢ekf= C, dir. Eger C kodundaki biitiin kod
kelimeleri ¢ift agirlikh ise C' = C, olur. Aksi takdirde, f 6rten olur ve bu durumda ho-
momorfizma teoreminden C/C, = {0,1} elde edilir. Yani [C' : C.] = 2 olur. Boylece
Il% = 2 esitliginden |C,| = 2F~! oldugu goriiliir. Bu da dim(C.) = k — 1 oldugunu gos-
terir. Sonug olarak C,, C nin k& — 1 boyutlu bir alt kodu olur. Diger yandan, z € C — C,
ise z + C, = C, elde edilir. Dolayisiyla C' = C,. U G, ve C,, C nin [n, k — 1] tipinde bir alt

kodu olur,

Teorem 3.1.18. C bir lineer binary kod olsun. Buna gore,

(i) Self-ortogonal bir C' kodunun bir iireteg matrisinin biitiin sanrlarmn agirligi 4 ile

béliinebiliyorsa, C kodundaki biitiin kod kelimelerinin agirliklar: 4 ile biliinebilir.

(ii) Bir C kodunda biitiin kod kelimelerinin agirliklart 4 ile béliinebiliyorsa, C self-ortogonal
bir kod olur [4].

Ispat . (i) Self-ortogonal bir binary C' kodu biitiin satirlarmin agirhklan dérdiin kat olan
bir tirete¢ matrise sahip olsun. Boylece bu matrisin herhangi iki satin z ve y ile goster-
ilirse, Teorem 3.1.6(1) den wit(z + y) = wi(z) + wi(y) — 2wt(z Ny) = 0+ 0 — 2wt{z N
y) = 0(mod4) elde edilir. Boylece C' kodundaki biitiin kod kelimeleri bu matrisin satir-
larinin bir lineer kombinasyonu oldugundan biitiin bu kod kelimelerinin agirliklarinin 4 ile

boliinebildigi gortiliir.

(ii) z,y € C olsun. Teorem 3.1.6 (ii) den, 2wit(z-y) = 2wt(zNy) = 2wt(zNy) —wi(z) —
wi(y) = —wit(z + y) = 0(mod4) elde edilir. Bu da z - y = 0(mod2) demektir. Yani C

self-ortogonal olur.

Teorem 3.1.19. Bir C binary kodunun biitiin satirlar: ¢ift agirlikly olan bir lirete¢ matrisi

varsa bu kodun biitiin kod kelimeleri ¢ift agirhikhdir [4].

Ispat . C binary kodu biitiin satirlari ¢ift agirlikli olan bir iireteg matrise sahip olsun. C
kodunun biitiin kod kelimeleri bu matrisin satirlarinin lineer bir kombinasyonudur. z ve
y bu matrisin herhangi iki satir1 olmak iizere, Teorem 3.1.6(i) den wt(z + y) = wi(z) +
wt(y) — 2wt(z Ny) = 0(mod2) elde edilir. Dolayisiyla C' kodundaki biitiin kod kelimeleri
¢ift agirlikli olur.
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Tamm 3.1.20. F7* vektor uzayindaki herhangi bir & = 2123 . . . 2, vektorii ) z; = 0
esitligini sagliyorsa bu vektor ¢iftimsi (even-like) olarak isimlendirilir. Ciftimsi olmayan bir
vektor tekimsi(odd-like) olarak isimlendirilir. Eger bir kodda biitiin kod kelimeleri ¢iftimsi
ise o koda ¢iftimsi (even-like) kod denir, aksi takdirde tekimsi (odd-like) kod denir [4].

Teorem 3.1.21. C, F, iizerinde tamumli bir [n, k] kod olsun. C kodundaki ciftimsi kod

kelimelerinin kiimesi C, olsun. Buna gdre,
(i) C = C, dir, ya da

(ii) C., C nin bir [n, k — 1), alt kodudur [4].

Ispat . Bu teoremin ispati Teorem 3.1.17 nin ispatina benzer sekilde yapilir.

3.2 Hamming Kodlar

Hamming kodlar, ilk olarak Claude Shannon ile Bell laboratuarlarinda birlikte ¢aligmms
olan Richard Hamming tarafindan ortaya konulmustur [35]. Hamming, kendi bilgisayari ile
yaptig1 ¢aligmalar esnasinda meydana gelen hatalarin diizeltilmesi i¢in bu kodlara ihtiyag
duymus ve bilinen ilk Hamming kod olan [7, 4, 3], Hamming kodunu iiretmigtir [35]. Daha
sonra bu kodlar Golay tarafindan daha uzun binary kodlara ve ayrica binary olmayan kod-
lara genellestirilmigtir [36]. Hamming [7,4,3] kod, kodlama ve kod ¢ozme safhalarinin
daha pratik bir gekilde yapilabilmesini saglayan bir kod tiiriidiir. Tek hata diizeltebilen ve
iki hata tespit edebilen bu kodlar, gecmiste oldugu gibi giiniimiizde de 6nemini korumak-

tadir. Ozellikle veri sikistirma amaciyla kullanilan kodlardir [1].

3.2.1 Hamming(7,4) Kod

Tamm 3.2.1. 7 uzunluklu binary Hamming kodu ; Hy3 = {z € FJ'|Hza™ = 0(mod2)}

ile tanimlidir,
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7,4, 3] Hamming kodunun iirete¢ matrisi Gy ve eslik-kontrol matrisi Hy agagida veril-

mistir.
(100001 1]
ST W T g 0001111
Gs = = le 2 L ¢ G L 1
00101
1010101
| 0001111,

Bu kod tek hata diizeltir ve iki hata belirler. H3 matrisi ile kanaldan alinan y vektoriiniin
transpozunun ¢arpimiyla (eger bu matris tek hata iceriyorsa) yine H3 matrisinin siitunlarin-
dan biri elde edilir. Bu siitunlar ikilik sistemde sirasiyla 1,2....,7 sayilarini temsil eder. Elde

ettiimiz siitun hangi pozisyonda hata oldugunu gosterir ve boylece hata diizeltilebilir,

Ornek 3.2.2. Uygun bir iletisim kanali yoluyla z = 1000011 € Hj; kod kelimesinin
transfer edildigini ve bu esnada kod kelimesinde bozulma meydana geldigini varsayalim.
Tek hata olustufunda ahnan vektor y; = 1100011, iki bhata olustufunda alinan vektor
yo = 0100011, ii¢ hata olustugunda alinan vektor y3 = 0110011 olsun.

Buna gore; L
1
1
0001111 0 0
Hy-yf=]01100 11 Bl=11
1 610101 0 0
1
..1..

Bu sonug H3 matrisinin ikinci siitununu verir. Aynt zamanda ikilik tabanda (010); = 2 dir.
Her iki sekilde de elde edilen sonug kod kelimesinin transferi esnasinda ikinci pozisyonda
hata yapildigim gosterir. Boylece y; = 1100011 vektoriiniin ikinci bilegeni O olarak

degistirilir ve olugan tek hata diizeltilerek orjinal kod kelimesi z = 1000011 bulunur.
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™
1
0001111 0 0
Hyy3=|0110011 0|=11
1010101 0 1
1
..1...

Bu sonu¢ H3 matrisinin 3.siittununu verir. Ayni zamanda ikilik tabanda (011), = 3 tiir. Her
iki gekilde de elde edilen sonu¢ kod kelimesinin transferl esnasinda tglinct pozisyonda
hata oldugunu gosterir. Dolayisiyla alinan vektoriin hatali oldugu tespit edilmesine ragmen

ilk iki pozisyonda yapilmig olan hatalar diizeltilemez.

0001111
Hs-y¥=|0110011
1010101

= = O O = = O
il
o o o

Bu sonu¢ y3 € Hj oldugunu gosterir. Bu durumda y; vektoriindeki 3 hata diizeltilemez
ve vektoriin hatal: oldugu da saptanamaz. Dolayisiyla Hamming [7, 4, 3], kodunun kod
¢Ozme prosediirii ile tek hata diizeltilebilir, iki hata saptanabilir fakat 3 ya da daha fazla

hata olustugunda bu durum saptanamaz.

3.2.2 Genellestirilmis Hamming Kodlar

r > 2i¢in n = 2" — 1 olsun. Bu durumda siitunlan 1, 2, ..., 2" — 1 olarak siralanmg
r x (2" — 1) tipindeki H,. matrisi [n = 2" — 1,k = n — r| binary kodunun eglik-kontrol

matrisini olugturur. H, matrisinin stitunlarinin yer degistirmesiyle elde edilen kodlar yine
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aym koda denk olur. Birbirine denk olan biitiin bu kodlar n = 2" — 1 vzunluklu binary
Hamming kod olarak adlandinlir ve Hs, ile gosterilit. /5, binary kodunun minimum

uzakhgi 3 tir. Dolayisiyla Hy,, [2” — 1,2" — 1 — 7, 3] binary kod olur [36].

Hs, binary Hamming koduna benzer sekilde herhangi bir F; cisimi iizerinde H,, Ham-
ming kodu tammlanir [36]. r > 2 i¢in H,, Hamming kodunun eglik-kontrol matrisi, F;
nin tek boyutlu her bir alt uzayindan sifirdan farkhh vektorler alinarak bu vektérlerin sii-
tunlar halinde yazilmastyla olugturulur. Fynin (¢" — 1)/ (g — 1) adet tek boyutlu alt uzayi
vardir. Dolayisiyla H,, kodu n = (¢" — 1)/(g — 1) uzunluga sahiptir ve boyutu n — r
olur. Burada r yinelemeyi verir. H,, kodunun da minimum uzakligi benzer sekilde 3 olur.

= 2 durumunda H,, Hy, yi ifade eder.



4. BOLUM

KODLARIN DENKLIiGI

4.1 Kodlarin Permiitasyon Denkligi

Tamm 4.1.1. C} ve C; iki lineer kod olsun. € ve Cy kodlar arasinda, C; in koordi-
natlarint C5 ye gotiiren bir permiitasyon varsa bu iki kod permiitasyon denk’tir denir. Bu
permiitasyon, her satir ve siitununda yalnizca bir adet | bulunan ve diger biitiin bilesenleri

sifir olan kare permiitasyon matrisi ile temsil edilir [4].

Yukaridaki tanima gore, P bir permiitasyon matrisi olmak iizere , C) ve C; kodlan permii-
tasyon denk ise, C} kodunun bir iirete¢ matrisinin G; olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Cy
kodunun bir iirete¢ matrisinin G P olmasidir [4]. Bir lirete¢ matrise P matrisinin uygulan-
masi, irete¢ matrisin siitunlarimin yer degistirmesini saglar. Eger P, C; kodunu C; koduna

gonderen bir permiitasyon ise Cy P = Cj yazilabilir ki burada C, P agagidaki gibidir,
CiP ={yly=zP,z € C,}

Teorem 4.1.2. C) ve Cy kodlari permiitasyon denk olacak bicimde C\P = C; egitligini

saglayan bir P permiitasyon matrisi var olsun. Buna gore,
M P=0F

(ii) C, self-dual ise Cy self-dualdir [3].

Ispat . (i) C; kodunun iirete¢ ve eslik-kontrol matrisleri sirastyla G ve H olsun. Bu du-
rumda C; kodunun iirete¢ ve eslik-kontrol matrisleri sirasiyla GP ve H P olur. Diger yan-
dan, Cj- kodunun iireteg ve eslik-kontrol matrisleri sirasiyla H ve G dir. Dolaysiyla Ci- P
kodunun ireteg ve eslik-kontrol matrisleri sirastyla # P ve GP olur ve bdylece istenen

sonug elde edilir.
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(ii) C; = Ci ise C- = C{+P = C\P = C, elde edilir. Bu da C; kodunun self-dual

oldugunu gosterir.

Ornek 4.1.3. Cy, Cs, Cs lireteg matrisleri sirastyla G1, Ga, G olan binary kodlar olsun.

110000 100001 110000
Gi={001100|,G2=|1001100{,Gs5=({101000
000011 010010 | O N P T P

Bu ii¢ kodun da agirhk dagihmlan 4 = Ag = 1 ve Ay = Ay = 3 tiir. G; matrisinde
2, ve 6. siitunlarin yeri degistirilirse G, matrisi elde edilir. Bu permiitasyon G'; matrisini
(G5 matrisine gonderdiginden C) ve C; kodlari permiitasyon denk olur. () ve Cy kodlari
self-dualdir fakat C3 kodu self-dual degildir. Dolayisiyla Cs kodu C ya da C, ile permii-
tasyon denk degildir.

Teorem 4.1.4. C bir lineer kod olsun.
(i) C kodu, iirete¢ matrisi standart formda olan bir koda denktir.

(ii) Eger C' kodunun bilgi ve yineleme pozisyonlarimin kiimeleri sirasiyla I ve R ise C*+

kodunun bilgi ve yineleme pozisyonlarimn kiimeleri strasivla R ve I olur [4].

Ispat . (i) C kodunun bir iirete¢ matrisine elementer satir islemleri uygulandiginda bu
matris I; birim matrisinin siitunlarmi igeren bir matrise indirgenmis olur. Indirgeme sonu-
cunda elde edilen matrisin siitunlarina bir permiitasyon uygulanarak [I;|A] formunda yeni

bir iiretec matris elde edilir. Dolayisiyla, bu matris tarafindan iretilen kod C koduna denk

olur,

(ii) C kodunun bir bilgi kiimesi [ ile gosterilsin. Buna gére, C kodunun bir iirete¢ matrisine
satir indirgemesi yapildiginda bilgi pozisyonlarinin bulundugu siitunlarda, f; matrisinin
siitunlan elde edilir. Sonugta elde edilen matrise bir P permiitasyon matrisi uygulanarak
[Ix|A] formunda yeni bir iirete¢ matris bulunur. Burada [ kiimesi ilk & adet pozisyona
kaydirilmug olur. Boylece, (C'P)* kodunun son n — k adet koordinatinin, bu kodun bilgi
pozisyonlarini olugturdugu séylenir. Teorem 4.1.2 den (CP)* = C* P dir ve boylece R,

C* kodunun bilgi pozisyonlarmin kiimesi olur. O
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Denklik kavrami agiklamirken dongiisel formdaki permiitasyonlar, permiitasyon matris-
lerinden daha sik kullanilir. 7 adet koordinat igeren bir kilme tizerinde tanimh biitiin per-
miitasyonlarin kiimesi Sym,, ile gosterilsin. Eger ¢ € Sym,, ve

T =25 . .. T 186

TO=Y1y2... Yn,bUrada y, =z, vel < j<n

bigiminde tammlanir, Boylece P = [p; ;| permiitasyon matrisi

1, eger j=io
Piz =

0, diger durumlarda

ile tanumlandiginda zo = z P olur.

Ornek 4.1.5. n = 3,5 = 212023 = (21, T2, 23) ve o = (1,2,3) olsun. O zaman lo~! = 3,
010
20~1 =1, ve 367! = 2 olur. Boylece 20 = z31,2, clde edilir, AyicaP= |0 0 1

100
matrisi i¢in P = z3z1% olur.

Bir C' kodunu kendisine gotiiren biitiin koordinat permitasyonlar: bir grup olusturur. Bu
gruba C kodunun permiitasyon otomarfizm grubu denir ve P Aut(C') ile gosterilir. Eger C

kodu n uzunluklu ise Paut(C'), Sym,, simetri grubunun bir alt grubu olur.

Teorem 4.1.6. C, C; ve Cy, F, lizerinde tanimli birer kod olsunlar.
(i) PAut(C) = PAut(Ct)

(ii) P bir permiitasyon matrisi olmak iizere, e§er C1P = Cy ise P PAut(C))|P =
PAut(Cy) dir [4].

Ispat . (i) VP € PAut(C) i¢in CP = C dir. Teorem 4.1.2 den C+P = C* olur ve
boylece P € PAut(Ct) elde edilir. Bu da PAut(C) C PAut(C') oldugunu gosterir.
Benzer sekilde VP’ € PAut(C*) i¢in C+P' = C* dir. Teorem 4.1.2 den CP' = C olur.
Buradan P’ € PAut(C) elde edilir. Bu da PAut(C') C PAut(C) oldugunu gosterir.
Sonug olarak PAut(C) = PAut(C*) dir.
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(ii) Bir P permiitasyon matrisi i¢cin C1 P = Cs olsun. P’ € PAut((,) ise C1 P’ = C dir.
P~Y{PYHP = P" ile gostenilirse, CoP" = Co(PP'P) = Ci{P'P) = CiP = Gy clde
edilir. Buda P" = P-'P'P € PAut(C,) oldugunu gosterir. Yani P~1[PAut(C))]P C
P Aut(C,) olur. Ters kapsama da benzer yolla gosterilir. Sonug olarak, P~ [PAut(C))] P =
PAut(C,) dir.

4.2 Kodlarmm Monomial Denkligi

F, digindaki cisimler diigiiniildiigiinde, denklik daha genel bir form alir. Bu cisimler iiz-
erinde kod kelimelerinin agirliklarini koruyan farkli doniigiimler vardir. Bunun i¢in 6nce-

likle monomial matris tanimina bakmak gerekir.

Tamim 4.2.1. Her satir ve siitununda sifirdan farkli yalniz bir eleman bulunan kare matrise
monomial matris denir. D ve D, birer diagonal matris ve P bir permiitasyon matrisi olmak

lizere, bir M monomial matrisi D P ya da PD; formunda yazlabilir [1].

0 a 0
Ornek 4.2.2. a#0,b#0,c=# 0olmakiizere, M = | ) 0 b | monomial matrisi;
c 00
a 0 0 010 010 ¢ 00
DP=|0 b 0|.l001|=PD1=]1001/|.]0a 0
00 ¢ 1 00 1. @0 0 0 b

matrislerine denktir.

Monomial bir matris genellikle M = DP ile gosterilir, burada D diagonal kismi ve P per-
miitasyon kismi olugturur. Ornek 4.2.2 da, M monomial matrisi M = diag(a,b,c)(1,2,3)
seklinde yazilabilir. Buna gore, diag(a, b, ¢) diagonal kisim ve (1,2, 3) permiitasyon ki-
simdir.

Ornek 4.2.3. M = diag(a,b,c)(1,2,3) monomial matrisi z = z12273 = (21,3, T3)

vektoriine uygulanirsa M = D P = (axy, by, cx3) P = (cxs,az1, bxy) olur.

Tamm 4.2.4. C; ve Cy, F, lizerinde tanimli ayn1 uzunluga sahip iki kod olsun. C; ko-

dunun bir lireteg matrisi G; ve M bir monomial matris olmak iizere, C; ve C; kodlarinin
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monomial denk olmasi i¢in G1 M matrisinin Cy kodunun bir tirete¢ matrisi olmasi gerekir,
Daha kisa bir ifadeyle, C, = C; M olacak bi¢imde bir A/ monomial déniisiimii varsa C;

ve Cy kodlari monomial denk olur [4].

Binary kodlar icin permiitasyon denk olma durumu ve monomial denk olma durumu bir-

birine denk olur [4].

4.3 Kodlarin Genel Anlamda Denkligi

Kodlarin genel anlamda denkliginin tanimlanabilmesi i¢in dncelikle bir vektore, bir mono-
mial doniigiim ve bir cisim otomorfizmasimin aym anda nasil uygulandifinin bilinmesi
gerekir. Eger v, F iizerinde bir cisim otomorfizmasi ve M = D P bilegenleri F; cisimine
ait bir monomial doniisiim ise herhangi bir = vektoriine M-y dontisimii agagidaki adimlarla

uygulanir;
(1) z vektoriiniin ¢. bileseni, 2 diagonal matrisinin ¢. diagonal bilegeni ile ¢arpilir.
(ii) Bu ¢arpim ¢ koordinatina kaydirilir.

(iii) Elde edilen bu bilesene  otomorfizmi uygulanir.

Ornek 4.3.1. F, cisimi iizerinde  otomorfizmi zy = z? ile tammlansin. Eger bir M
monomial doniisimii M = DP = diag(a,b,c)(1,2,3) ile tamumli ve ¢ = z2923 =

(z1, 22, 23) € Fy ise,
My = (az1, bzs, cx3) Py = (cx3, a1, bos)y = ((cxs)?, (az1)?, (bzy)?)

bulunur. (1,w, 0) vektorii icin; (1,w, 0)diag(w,@, 1)(1,2,3)y = (0,T, 1) elde edilir.
Tamim 4.3.2. C; ve Cy, F), tizerinde tammh ayni uzunlukta iki kod olsun. A4 bir monomial
matris ve 7, Fy, lizerinde bir cisim otomorfizmi olmak iizere Cy = C, M7y ise C ve Cy'ye

genel anlamda denk kodlar denir [4] .

Iki kodun ayn: oldugunu sGylemek icin permiitasyon denklik, monomial denklik ve genel

anlamda denklik olmak {izere ii¢ cesit denklik vardir. Kargilagtirilan kodlar binary kodlar
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oldugunda bu it¢ durum birbirine denk olur. Kod alfabesi olarak kullamlan cisimin eleman

sayisinin asal olmas: durumunda ise monomial denklik ve genel anlamda denklik aymi olur

fLl.

Birbirine denk iki kod aym agirlik dagilimma sahiptir. Fakat aym agurhik dagilimma sahip
iki kod her zaman birbirine denk olmayabilir. Teorem 4.1.2 ye gore eger C, ve C; birbirine
permiitasyon denk ise dualleri de ayni doniisimle birbirine permiitasyon denktir. Mono-
mial denklikte bu durum her zaman dogru olmayabilir. Yani C1M = Cs ise C{- M = Cy

esitligi her zaman saglanmayabilir.

Ornek 4.3.3. C, ve C3, Fy iizerinde tanimli [2,1,2] kodlar olsun, [1 1] ve [l w] sirasiyla
C} ve C kodlarinin birer iirete¢ matrisi ise standart i¢ carpima gore Ci- ve C5- kodlarinin
tirete¢ matrisleri sirastyla [1 (] ve [1 @] olur. Fakat C\diag(l,w) = C5 olmasina ragmen

Cidiag(l,w) # Cy- dir.

Bu Ornekte C; self-dual olmasina ragmen Cj self-dual degildir. Dolayisiyla monomial

denklikte self-dual olma 6zelligi korunamayabilir.

Teorem 4.3.4. C, F, iizerinde tanimli bir kod ve M, bilesenleri {0, —1, 1} kiimesine ait
olan monomial bir matris olsun. Bu durumda, C nin self-dual olmasi icin gerek ve yeter

kogul C M nin self-dual olmasidir [4] .

Ispat. a1,...a, € {1,—1} icin M = diag(ai,as,...,an) olsun. Oncelikle (C M)+ =
C+M oldugunu gosterelim. (CM)* ve C*+ M kodlarinin tanimindan,

z€(CM)*=Ve,eCMiginz-c;=0dr. ¢; € CM isec€ Cigin, ¢; = cM dir.
=z.a=z (cM)=0
=z (¢ diag(ay,as,...,8,)) =0
= z - (@1€1,89C2,...,8nCy) =0
= A1T1C1 + QoTaCy + ...+ AnTpCn = 0

= (@2, 0825, «\GaTn) € =0
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= (z - diag(ai,...,a,)) - ¢=0
= (zM) - ¢=0
= aM € C*
= (zM)M e C*M

Buradan, zM? = aM olacak sekilde bir @ € C* oldugu sdylenir. M3 = M oldugundan,
zM?® = aM? yani zM = aM? dir ve z = aM elde edilir. Bu da, 2 € C*M oldugunu
gosterir. Boylece (CM)*+ € C*+*M olur. z € C*+M ise z = bM olacak sekilde b € C+
vardir, Ve € C igin, z - cM = (M) - (cM) = (aiby, ..., anby) - (@1c1, ... anCs) =
a?biey+. . .+ akbuc, = (b-c)- M? = 0 dir. Dolayisiylaz € (CM)* yani C+M C (CM)*
olur . Buradan, C*M = (CM)~ oldugu sdylenir.

C self-dual bir kod olsun. Bu durumda C' = C* dir. Buradan CM = C*M = (CM)*
olur ve bu C'M kodunun self-dual oldugunu gosterir. Tersine, C'M kodunun self-dual bir
kod oldugunu varsayalim. Bu durumda (CM)* = CM yani C*M = C'M dir. Buna gore,
reCteaMeCrM & a2M € CM & z € C elde edilir. Yani C kodu self-dual bir
kod olur. Sonug olarak, C' kodunun self-dual olmasi i¢in gerek ve yeter kosul C'M kodunun

self-dual olmasidir. O

Lineer kodlarda denkligin ii¢ tiirti oldugundan, kodlarin otomorfizm grubu da yine iig tip-
tir. C, F, iizerinde tanimh bir kod olsun. C' kodunun permiitasyon otomorfizm grubu, kodu
kendisine resmeden permiitasyonlarm olugturdugu Sym, nin bir alt grubu idi ve P Aut(C)
ile gosterilmigti. Benzer sekilde C' kodunun monomial otomorfizm grubu, kodu kendisine
resmeden monomial matrislerin olusturdugu gruptur ve M Aut(C) ile gosterilir. M bir
monomial matris ve « bir cisim otomorfizmi olmak iizere, C kodunun otomorfizm grubu,
kodu kendisine resmeden M~y déniigiimlerinin olusturduBu gruptur ve I'Aut(C) ile goster-
ilir. Binary durumda bu ii¢ grup birbirine esit olur. g asal say1 ise M Aut(C) = T Aut(C)
dir. Genel durumda ise PAut(C) C M Aut(C) C T Aut(C) dir.
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SELF-DUAL KODLAR

Bilinen en iyi cebirsel kodlarin birgogunun self-dual olmast bu kod sinifinin 6nemini bityiik
Olgiide arttirmaktadir [4]. 8 uzunluklu uzatilmig Hamming kod ve 24 uzunluklu uzatiimig
Golay kod bu kod sinifina ait baghca orneklerdir [35,36]. Self-dual kodlar, iyi kodlar elde

edebilmek i¢in lizerinde ¢alismaya deger bir kod sintfidir.

Ornek 5.0.1. En kisa binary self-dual kod C;={00, 11} dir. Ureteg matrisi G = [11] olan
[2,1,2] koddur.

Bir sonraki en kisa binary self-dual kod C; = C; ® C; kodudur. Urete¢ matrisi G =
110
0 011

olan [4,2,2] koddur.

F, iizerinde tanimli n vzunluklu bir C kodu igin dimC + dimC* = n oldugundan, C
self-dual kod ise dimC = dimC* = 3 olacaktir. Dolayisiyla bir self-dual kod ¢ift uzun-

luga sahiptir ve boyutu uzunlugunun yaris1 kadardur.

Tamm 5.0.2. C, F, iizerinde tanimh bir lineer kod olsun, We(z,y) = Weu (2, y) ise C
koduna bigimsel (formally) self-dual kod denir [4] .

Teorem 5.0.3. (Gleason-Pierce-Ward Teoremi) C, Iy iizerinde tammlt bir [n, %] kod ve

A > 1 bu kodun boleni olsun. Bu takdirde asagidaki durumlardan biri saglammr,
(ijg=2veA=2,

(ii) g = 2, A = 4 ve C self-dual,

(iii) g = 3, A = 3 ve C self-dual,

(iv) g = 4, A = 2 ve C Hermitian self-dual,
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(v) A = 2 ve C, F, iizerinde tammlu iirete¢ matrisi [I3 1] olan koda denktir [37,38].

Gleason-Pierce-Ward teoremi, Gleason ve Pierce tarafindan 1967 de yayinlanan Gleason-
Pierce teoreminin [39] bir genellegtirilmesidir. Gleason-Pierce teoreminde C' nin bigimsel
self-dual olmasi ve (v) sikkinda C' nin agirhik sayacinin (y* + (g — 1)2%)2 olmasi kosullart
yer almaktadir, Ward tarafindan [37,38] de Gleason-Pierce teoremi genellestirilmis ve bu
iki kosul kaldirilmistir, Kisa adiyla GPW teoremi, bir kodu boleni ve self-dual olma dzelligi
ile iliskilendirir. GPW teoreminin (i) sikkinda kod sadece boleni ile iligkilendirilmistir.
Dolayisiyla GPW teoreminin (i) sikkindaki kosulu saglayan bir kod self-dual olmayabilir.
Bu durum agagida drneklendirilmigtir,
106111
Ornek504. G= [0 1 0 1 1 1 | olmak izere, bir iireteg matrisi G olan [6,3,2]

001111
binary kodu, GPW teoreminin (i) sikkindaki kogullar: saglamasma ragmen self-dual kod

degildir.

Tanim 5.0.5. GPW teoremindeki durumlart saglayan self-dual kodlara Gzel isimler ver-
ilmigtir. (i1) sikkindaki kodlara yani boleni 4 olan katli-¢ift self-dual binary kodlara tzel
olarak Tip 2 kod; (iii) sikkindaki boleni 3 olan self-dual ternary kodlara zel olarak Tip
3 kod; (iv) sikkindaki F; Gizerinde tamimli boleni 2 olan Hermitian self-dual kodlara 6zel
olarak Tip 4 kod denir. (ii) sikkindaki kodlar ayni zamanda (i) sikkindaki kosullar: da saBla-
maktadir. Dolayisiyla Tip 2 olmayan binary self-dual kodlara 6zel olarak Tip / kod denir.
Diger bir deyisle Tip 1 kodlar tekli-gift self-dual kodlar; Tip 2 kodlar katli-¢ift self-dual
kodlardir [4].

5.1 Gleason Polinomlari

Bir kod kullanilirken kodun dogru ¢oziilme olasiligt biiyiik 6nem tagir. Uygun bir du-
rumda bu olasiligin hesaplanmasinda kodun agirhik dagiliminin bilinmesi oldukga fay-
dahdir. Fakat bunu her kod igin hatta bazi ¢ok uzun olmayan kodlar i¢in bile hesaplaya-

bilmek oldukga zor bir istir.

Gleason tarafindan 1970 yilinda Paris’te uluslararas: bir konferansta Fy, F3 ve Fy cisim-

leri tizerinde tanimh self-dual bir kodun agirlik sayacinin bulunabilmesini saglayan 6zel
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polinomlar tanitilmig ve Gleason bu polinomlar: kendi adini vererek [40] da yayinlamigtir.
Gleason polinomlan teorik olarak dnemlidir ¢iinkii bu polinomlar sayesinde self-dual kod-
larin agirlik dagilimlarninin hesaplanmas: 6nemli l¢lide kolaylagmaktadir. Bu polinomlar
Fy, F3 ve Fy cisimleri iizerindeki self-dual kodlarin agirhk dagilimlarini direten agirlik

saya¢ polinomlaridur,

Teorem 5.1.1. (Gleason Teoremi) q = 2,3 veya 4 igin C, F, iizerinde taniml bir [n, §| kod

olsun.
gl(msy) h yZ - Iz:
g2(z,y) = ¥°* + 14z'y* + 28,
g3z, y) = y* + 75928y'® + 257622y*? + 759210y® + x4,
9s(z,y) = y* + 8z%,
gs(z,y) = y'? + 2642595 + 4402%3 + 2422,
g6(z,y) = y* + 32% ve
gr(z,y) =4+ 45z*y? + 182° olmak iizere;
(i) Eger ¢ = 2, C formally self-dual ve ¢ift ise, C kodunun agirlik sayag polinomu asagi-
daki gibidir.
LE)

Welz,y) = Y aigi(z,9) a(z, y)’

=0

(ii) Eger q¢ = 2, C self-dual ve doubly-even ise, C kodunun agirlik sayag polinomu agagi-
daki gibidir.
135)

Wc(x!y) = aiQZ(xlyJ§ﬁ3ig3($1y)i
i=0

e
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(iii) Eger ¢ = 3 ve C self-dual ise, C kodunun agirltk sayag polinomu asagidaki gibidir.

l13)
Wc("q:: y) = Z a‘i.gél(:":w y) %_3195(3’:? y)z

i=0

(iv) Eger q = 4 ve C Hermitian self-dual ise, C kodunun agirltk sayag polinomu agagidaki

gibidir.
131 |
We(z,y) = > aige(z, )2 ¥gr(z, )"
=0

Burada biitiin a; katsayiari rasyoneldir ve . a; = 1 dir [4].

Ornek 5.1.2. Gleason teoremine gére ¢ift agirlikli bir binary self-dual kodun agirlik sayag
polinomu g, (z, y) ve g2(z, y) polinomlarinin bir kombinasyonudur, Baz kii¢iik n degerleri

icin bu durumu inceleyelim;
n = 2 ig¢in, C1={00, 11} self-dual kodunun agirlik saya¢ polinomu,

W (z,y) = ai(z,y) = 2° + ¢

n = 4 igin, C? self-dual [4,2] kodun agirlik sayag polinomu,

Wer(z,y) = g1(z,9)* = (2° +y°)?

n = 6 igin, C} self-dual [6,3] kodun agirlik sayag polinomu,

Wes(@,y) = gi(z,9)* = (2* + y*)°

n = 8 igin, C} self-dual [8,4] kodun agirlik sayag polinomu,
Wes(z,y) = aogi(z, ¥)* + a1ga(z,y) = ao(z® + )" + ay (z® + 142" 4+ 1®)

elde edilir.
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Bu polinomun tam olarak belirlenebilmesi igin ay ve a; Katsayilarimin bulunmas: gerekir.

Bu polinom daha agik bir gekilde yazildiginda asagidaki gibi olur.

Wes(@,y) = (a0 + a1)2® + 4agz®y? + (6ao + 14a )a'y* + 4apz®y® + (ap + a1)y’

Oncelikle Ag=1 olmalidir. Gleason teoreminden ag + a;=1 oldugu goriiliir. ap=1, a;=0 ve

ay=0, a;=1 durumlar i¢in agagidaki tablo elde edilir.

Ay Ay Ay Ag Ag
ag | 1 4 6 4 1
a | 1 0 14 0 1

As=dag oldugundan ag >0 ve 4aq bir tamsayr olmalidir. Béylece Ay =14a;+6a¢=14-8a

elde edilir ve buradan ap<2 oldugu sdylenir. Buna gore gy igin olasi degerler 0, i, %, %, %,

%, Z—" ve E "tiir. Bu sekiz olasi degere gore olusturulan tablo asagidaki gibidir;

1 2 3 45 6 7 8
A2 T 3 1 4 £t T 1
Al 0O 1 2 3 45 6 7
Ag|14 12 10 8 6 4 2 O
A1 0O 1 2 3 45 6 7
Al d 1 1 Y 1L 3 1 1

a0=0 durumunda birinci ¢oziim elde edilir ve bu agirhk dagilimi aslinda self-dual uzatilmsg
[8,4,4] Hamming koduna aittir. Bu durumun disindaki ¢oziimlerde Ay <4, Ag <4 ve
A4 <6 olmalidir. Aksi takdirde kod self-dual olma 6zelligini kaybeder. Dolayisiyla [8,4]
bir binary self-dual kod igin geriye kalan olasi tek ¢oziim beginci ¢oziimdiir. Bu da Cf

kodunun agirhk dagilimin verir, Ag=Ag=1, As=As=4 ve A4=6 olur.

Sonug 5.1.3. (i) n uzunluklu bir self-dual binary kod vardir < 1|8 dir.

(ii) n uzunluklu bir self-dual ternary kod vardir < nl4 tiir.
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(iit) Fy tizerinde taraml n uzunluklu Hermitian self-dual bir kod vardir <> n bir ¢ift sayidir

[4].

Teorem 5.1.4. (Gleason Teoreminin Minimum Agirlik Uzerinde Etkisi) q = 2, 3 veya 4 icin

C, F, iizerinde tamumli [n, %, d] kod olsun.

(i) g = 2 ve C ¢ift agirlikli bir bigimsel self-dual kod ise,

d<2[n/8 +2

(ii) g = 2 ve C katli-cift self-dual kod ise;

d < 4n/24] + 4

(iii) ¢ = 3 ve C self-dual kod ise,

d < 3[n/12] + 3

(iv) ¢ = 4 ve C, Hermitian self-dual kod ise,

d < 2[n/6] + 2

Biitiin bu durumlarda esitsizlik simirda saglaniyorsa C kodunun agirlik sayaci tektir [34] .

Tanmim 5.1.5. Olabilecek en biiylik minimum agirhiga sahip bir self-dual kod extremal kod
olarak isimlendirilir. Dolayisiyla bu teoremdeki sinirlar1 goren Tip 2, Tip 3, Tip 4 kodlar

extremal olur [4].

Teorem 5.1.6. C bir [n, 5, d| binary self-dual kod olsun.
(i)d < 4| | + 4, n # 22(mod24)

(i) d < 4| & | + 6, n = 22(mod24) dir
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Ayrica, efer 24|nve d = 4| 2 | + 4 ise C, Tip 2 kod olur [33] .

Tamm 5.1.7. Tip | kodlar i¢in Teorem 5.1.6 daki simirlan gdren kodlar extremal koddur.
Extremal bir kodun agirlik sayaci Gleason polinomlarmin kombinasyonu bi¢imindedir ve

extremal agirlik sayact olarak adlandirilir.

5.2 Self-Dual Kodlarin Sayilmasi ve Simflandirilmas:

Teorem 5.2.1. n uzunluklu binary self-dual kodlarin toplam sayisi;

n
2-1

I[1@+1)

=1
olarak hesaplanir [4].

Ispat . Binary bir self-dual kod 1=(11...1) vektoriinii igermelidir. ¢, , 1 vektoriinii igeren
self-ortogonal [, k] kodlarin sayisini temsil etsin. Oncelikle k£ = 1 igin ¢,,1=1 olur. Bu-
rada g, icin bir yineleme bagintisimin bulunmasi gereklili§i ortaya ¢ikar. Bu bagintinin
bulunabilmesi i¢in 6nce o, » yi hesaplanarak durum incelensin. Buna gore, burada 0 ya da
| vektoriinden farkh 27~ 1-2 adet ¢ift agirhikls vektor vardir. Biitiin bu vektorlerin her biri |
vektoriinii igeren tek bir [n, 2] self-ortogonal kodu tarafindan kapsanir ve buradaki her bir

kod bu vektorlerin 2 tanesini igerir. Béylece o, 5=2""2-1 olur.

1 vektoriinii igeren biitiin [n, k + 1] tipindeki self-ortogonal kodlar, yine 1 vektoriinii igeren
[n, k] tipinde bir self-ortogonal kodu igerir. 1 vektdriinii iceren [n, k] tipinde bir self-or-
togonal kodu kullanarak bu kodu igeren [n, k + 1] tipinde bir C’ self-ortogonal kod elde
edebilmek i¢in C nin C- deki kendisinden farkh kosetlerinin herhangi birinden alinan bir
¢’ vektoriiniin ¢’ kodunun iireteg matrisine bir satir olarak eklenmesi gerekir, ¢’ vektoriiniin
secilebilecegi kosetlerin sayis1 27~ 25-1 dir. Boylece C, 2"~2%-1 adet farkli [,k + 1] C’
self-ortogonal koduna uzatilabilir. Aynica buradaki herbir C’ kodu 2F-1 adet 1 vektériinii
iceren k boyutlu alt koda sahiptir. Boylece 0,541 = %3_3:5 ‘ Un k. yineleme bagintist elde

edilir.
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k = 2 igin yukanda elde edilen bagint: ile daha 6nce elde ettigimiz gibi o, =2"2-1 olur.
Yineleme baginus: self-dual kodlar i¢in yeniden yazildiginda 7 uzunluklu bir self-dual kod
i¢in,

PO ... K - S .- SN . 3
wE oy B3Ry @i 2-1

gn,l

_ 22=1 g1 251  gr—23 7
— 2-1 22-1 28-1 aF-1_1

=(2'41)-(22+1)- (28 +1)--- (2271 + 1) elde edilir. Bu da istenen sonugtur.

Ornek 5.2.2. Teorem 5.2.1 e gore [4,2] self-dual binary kodlarin sayisi 2'+1=3 tiir. Bu

kodlarin iirete¢ matrisleri sirastyla asagidaki gibidir.

1100 1010 1001
HEEIMEERENMNESIEE

Bu matrisler birbirine denk oldugundan [4,2] tipinde sadece bir tane binary self-dual kod

vardir,

Teorem 5.2.3. n = 0(modB) olsun. Bu durumda
(i) n uzunluklu Tip 2 self-dual kodlarin sayisi Hji_cl(? + 1) dir

(it) C, 1 vektériinii igeren [n, k] doubly-even bir kod olsun. Buna gire, C yi iceren n

uzunluklu Tip 2 kodlarin sayist Hfz‘lk‘l(Z‘ + 1) dir

Teorem 5.2.4. (i) n = 0(mod4) olsun. Bu durumda Fj iizerinde tammli n uzunluklu Tip 3

kodlarin sayist ZH;-%:_]] (3t + 1) dir.

(ii) n = 0(mod2) olsun. Bu durumda F} iizerinde tanimli n uzunluklu Tip 4 kodlarin saytsi

15 (2% + 1) dir

Ispat . Teorem 5.2.3 ve 5.2.4 iin ispatlant Teorem 5.2.1 in ispatina benzer sekilde yapilir.
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5.2.1 Mass Formiilleri

Teorem 5.2.1 yardimiyla n uzunluklu binary self-dual kodlarin toplam sayisi bilinmekte-
dir. Bu kodlarin bir kismu birbirine denk oldugundan, denklik siniflarindan her biri i¢in
birer temsilci bulunmasi gerekmektedir. Bu durum Smuflandirma Problemi olarak isim-
lendirilir. Bu problemin ¢oziilebilmesi icin birbirine denk olmayan kodlarin sayisimn bi-
linmesine ihtiyag vardir. Dolayisiyla bu sayy: veren direkt bir formiil olmasa da birbirine
denk olmayan self-dual kod simiflarindan her biri i¢in bir temsilci elde etmemizi saglayan
bir formiil yardimiyla problem ¢oziilebilir. Bu formiil Mass Formiilu olarak adlandirihir ve

asagidaki gibi tanimlanir [5].

n uzunluklu binary self-dual kodlardan olusan her bir denklik sinifinin temsilcileri sirasiyla

C1,...Cy olsun. Buna gore 1< j < s olmak iizere bir C; koduna denk olan kodlarin sayis

|Symn| - n!
[PAut(Cy)| [PAut(C;)|

sayisin veren asagidaki formiil binary self-dual kodlar icin Mass Formiilii elde edilir.

olur. Burada j iizerinde toplam alinarak self-dual kodlarm toplam

= n! ;
; PAu(C,)] E@ )

Tip 2, Tip 3 ve Tip 4 kodlar icin de Mass formiilii benzer yolla hesaplandig: takdirde
asafidaki teorem elde edilir.
Teorem 5.2.5. (i) n uzunluklu self-dual binary kodlar icin Mass Formiili,

|

2

n! ;
2 ey - L1+

=1

seklindedir.

(ii) n uzunluklu Tip 2 kodlar icin Mass formiili,
| a2
7L H
—_— = 241
2 [PAw(C;)] [[@+1)
J

i=0

seklindedir.
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(iii) n uzunluklu Tip 3 kodlar icin Mass formiilii,

a1

2".nl g
Z M Aw(C)] H(?’ +1)
seklindedir.

(iv) n uzunluklu Tip 4 kodlar i¢in Mass formiilii,

n_y

2.3".n! 3
Z Aty — L@ +1)

i=0
seklindedir.

Uyar 5.2.6. Her durumda biitiin j ler i¢in toplam hesaplanir, burada {C} } verilen tipte bir-

birine denk olmayan kodlarin olugturdugu biitiin denklik siniflarinin temsilcilerinin kiime-

sidir.

5.2.2 Simflandirma

Kod smiflari i¢in Mass formiillerinin var olmasi, kodlarin simiflandirilabilmesine olanak
saglar. n uzunluklu binary self-dual kodlarin siniflandirilmas: i¢in agagidaki algoritma

kullanilir,

I. n uzunluklu bir C; binary self-dual kodu bulunur.

II. PAut(C)) otomorfizm grubunun eleman sayis: bulunur ve I'"?fi_lg!(_f?ﬂ hesaplanir.

I11. Daha 6nce elde edilen self-dual kodlara denk olmayan n uzunluklu bir self-dual kodu
bulunur. Bukod igin de P Aut(C;) otomorfizm grubunun eleman sayisi belirlenerek H’_A—t:;!(c‘?ﬂ
hesaplanir, Bulunan sonu¢ Teorem 5,2.5 nin (i) sikkindaki esitligin sol tarafini saglatmak

iizere daha O6nce elde edilen degerlere eklenir.

IV. Ugiincii adim, Teorem 5.2.5 nin (i) stkkindaki esitlifin sag tarafindaki toplam sayi elde

edilene kadar tekrarlamr.
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Tip 2, Tip 3 ve Tip 4 kodlar i¢in benzer gekilde simflandirma algoritmalan elde edilir.



6. BOLUM

KOD INSASI

Giivenli ve sorunsuz iletisimin saglanmasi, kaydedilen verilerin daha az yer kaplamas: ve
depolanmug verilerde olusan hatalarin giderilmesi gibi gesitli amaclara hizmet edecek kod
tirleri, aragtirmacilar tarafindan kodlama ve bilgi teorisinin baglangicindan bu yana bulun-
maya ¢alisitlmustir. Bunun i¢in ¢ok ¢esitli kod inga metodlar: geligtirilmistir. Bu metodlarla,
belirli parametrelere sahip kodlar bazen direkt olarak insa edilmeye ¢alisilmsg, bazen de var
olan kodlardan daha iyi kodlar elde edilmeye ¢aligimistir. Bu bélimde, genel olarak kul-
lanilan baz: kod ingsa metodlar: ve daha 6zel amagclarla gelistirilmis olan ¢esitli metodlar

incelenmistir.

6.1 GENEL KOD INSA METODLARI

6.1.1 Kodlarin Delinmesi

Tamm 6.1.1. C, F, iizerinde taniml bir [n, k, d] kod olsun. Kod kiimesindeki herbir kod
kelimesinde belitli bir . koordinatin silinmesiyle ¢lde edilen koda C nin delinmis kodu
denir ve C™* ile gosterilir. C* kodu n —1 uzunluklu lineer koddur. C' kodunun iirete¢ matrisi

G ise, C* kodunun iirete¢ matrisi G matrisinden ¢. stitunun ¢ikarilmasiyla elde edilir [2].
Teorem 6.1.2. C, F, iizerinde bir [n, k,d] kod ve C kodunun i. koordinatinn delinmesiyle

elde edilen kod C* olsun. Buna gire,

(i) d > 1 icin eger C kodu, . koordinat sifirdan farkly minimum agirhikli bir kod kelimesi
iceriyorsa C* bir [n— 1, k, d*] kod olur ve burada d* = d — 1 dir. Aksi takdirde d* = d dir.
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(ii) d = 1 igin eger C kodu, i. koordinat sifirdan farkl ve agirligy 1 olan highir kod
kelimesi icermiyorsa C* bir [n — 1,k,d*] kod olur. Aksi takdirde eger k > 1 ise C* bir
[n— 1,k — 1,d*| koddur ve burada d* > 1 dir [4].

ispat . C kodu, ¢* adet kod kelimesi igermektedir. Bu yiizden, C* kodunun daha az sayida
kod kelimesine sahip olabilmesinin tek yolu, C kodunda sadece i. koordinat: birbirinden
farkli ve diger biitiin koordinatlar aym olan iki kod kelimesinin var olmasidir. Bu durumda
d = 1 olur ve C kodunda sadece i. koordinati sifirdan farkl: olan 1 agirhikli bir kod kelimesi
vardir. Buna gore, C* kodunun parametrelerinin belirlenebilmesi igind = 1 ve d > 1

durumlarina ayn ayri bakilr.

(1) d > 1 olsun. Bu durumda, C* kodunun boyutu & olacaktir. Eger C' kodunda 7. koordinati
sifirdan farkli minimum agirhikh bir kod kelimesi varsa d* = d — 1 olur. Aksi takdirde

d* = d dir. Dolayisiyla C*, [n — 1, k, d*] tipinde bir kod olur.

(i1) d = 1 olsun. Bu durumda, k& > 1 i¢in, C kodunda sadece . bileseni sifirdan farkh olan
1 agirhikh bir kod kelimesi varsa C* kodunun boyutu £ — 1 olacaktir. Yani, d* > 1 igin, C*
kodu [n — 1,k — 1, d*] tipinde bir kod olur. Aksi takdirde, C* kodunun boyutu % olur ve

minimum uzaklik degismez. C*, [n — 1, k, 1] tipinde bir kod olur.

Ornek 6.1.3. C kodu iirete¢ matrisi agagida verilen bir [5,2,2] binary kod olsun.

11000
00111

G =
Ct ve C¢ sirastyla C kodunun 1. ve 5. koordinatlarimin silinmesiyle elde edilen delinmisg

kodlar olsun. Buna gore bu kodlarin iirete¢ matrisleri agagidaki gibidir.

1000 110 0
011 1 *"loo11

Biylece, C binary [4,2,1] kod ve Cj binary [4,2,2] kod olur.

Ornek 6.1.4. D kodu iirete¢ matrisi asagida verilen bir [4,2,1] binary kod olsun.

1 000
B 411

G =
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D kodunun 1. ve 4. koordinatlarinin silinmesiyle elde edilen delinmis kodlar sirasiyla D}

ve Dj olsun. Buna gore bu kodlarin iireteg matrisleri sirastyla asagidaki gibi olur.

1 00

D1‘=[1 1 1]veD;;=
01 1

Boylece D bir [3,1,3] kod ve Dj bir [3,2,1] kod olur. Burada Ornek 6.1.3 te yer alan C}
kodu ile D kodunun ayni kodlar oldugu goriiliir. Dolayisiyla C' kodundan {1,5} pozisyon-
larinin ¢ikarilmasiyla elde edilen delinmis kod D kodu olur. Kod delinmesi daha genel bir
ifadeyle tammlanacak olursa 7" bir koordinat kiimesi olmak iizere, F, iizerinde taniml bir
C |n, k, d] kodu T kiimesinde bulunan biitiin koordinatlarin kod kelimelerinden silinmesiy-
le delinebilir. Eger T' kiimesinin eleman sayis1 t ise, k* > k — ¢ ve d* > d — ¢ olmak iizere

CT delinmis kodu bir [n — ¢, k*, d*] kod elde edilir.

6.1.2 Kodlarin Uzatilmas:

Var olan kodlara yeni bir koordinat eklenerek daha uzun kodlar olusturulabilir. Bu ekleme
¢ok gesitli yollarla yapilabilmesine ragmen en ¢ok kullanilan metod kod kiimesindeki biitiin
kod kelimelerinin ciftimsi vektorler olugturmasini saglayacak sekilde ekleme yapilmasidir.

Dolayisiyla boyle bir ekleme yapilarak bir kodun uzatilmasi agagidaki gibi tammlanir.

Tamm 6.1.5. C, F, iizerinde bir [n, k, d] kod olmak tizere C kodunun uzatilms kodu
G = {z129..TnZnt1 € F?*llz:l:ng...s;n €Cver+ Iy + ... + T + Znyy = 0} dir

d=4d veya d=d+ 1 olmak lizere, C kodu lineer bir [n+1,k, &L, koddur [4].

C kodunun iirete¢ matrisi G' ve eglik-kontrol matrisi f/ olsun, G matrisine her satirinin
koordinatlarmin toplamu 0 olacak sekilde yeni bir siitun eklenmesiyle elde edilen (G matrisi,
C uzatilmug kodunun iirete¢ matrisi olur, C kodunun eslik-kontrol matrisi asagidaki gibi

olur,

Losads |l X

0

)
Il
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Bir C kodunun bu sekilde uzatilmast ayrintil: eslik-kontrol (overall parity-check) biti ek-

lenmesi olarakta isimlendirilir,

Ornek 6.1.6. [7, 4, 3], H; Hamming koduna ayrintih eslik-kontrol biti eklenmesi ile [8, 4, 4],

ﬁg uzatilmig Hamming kodu elde edilir. Bu kodlarin iireteg matrisleri sirasiyla agagida ve-

rilmistir.
[ 0001 1] (1000011 1]
00101 N 01001011
G = ve (7 =
10110 00101101
0001111 (0001 1110]

Eger C bir [n, k, d] binary kod ise C uzatilmig kodu sadece gift agirlikli vektorleri iceren
[n+1,k, Ei] binary koddur. Burada eger d ciftse d = d, d tek ise d = d + 1 dir.

Tamm 6.1.7. F, tizerinde tamimli C kodu bir [n, £, d] kod olsun. C kodunda ¢iftimsi kod
kelimelerinin minimum agirhifima kisaca minimum ¢iftimsi agirlik denir ve d, ile gosterilir;
tekimsi kod kelimelerinin minimum agirh§ina ise minimum tekimsi agirlik denir ve d, ile
gosterilir. Boylece d = min{d.,d,} olur. Eger d. < d, ise & uzatilmig kodunun minimum

agithp d = d, dir. Aksi takdirde d, < d, ise d = d, + 1 dir.

Ornek 6.1.8. F; iizerinde tanimli Hj 5 tetrakodun iireteg ve eslik kontrol matrisi sirastyla

agagidaki gibidir.

1 B 4 q -1 =110
G= ve H =
011 -1 -1 1 01

(1,0,1,1) kod kelimesinin uzatilmig hali (1,0,1,1,0) ve (0,1,1,-1) kod kelimesinin uzatilmig
hali (0,1,1,-1,-1) dir. Boyleced = d, = d, = 3 ve d = 3 olur. ﬁg,g kodunun iireteg ve eslik

kontrol matrisleri sirasiyla asafidaki gibidir.
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191 1 D w21l
G= veH=|-1-110 0

011 -1 -1
-1 2 B 10

Bir kod 6nce uzatilir, daha sonra elde edilen yeni koordinat silinerek delinirse ¢tkan sonug
yine kodun kendisi olur. Bu iglemlerin uygulanma siras: degistigi takdirde elde edilen kod

orjinal koddan farkl olabilir.

Ornek 6.1.9. Urete¢ matrisi G' olan binary C kodunun son koordinatini silerek bu kodu

delelim ve daha sonra elde edilen delinmis kodu uzatalim. Bu durumda;

11001
00110

iken sonucta elde edilen kodun iirete¢ matrisi

11000
G]:
00110

olur ki bu matrisin iirettigi kod C kodundan farklidur.

6.1.3 Kodlarm Kisaltilmasi

Tamm 6.1.10. C, F, iizerinde tammlt bir [n, k, d] kod ve T', ¢ adet koordinat igeren bir
kiime olsun. C' kodunda, T" kiimesindeki koordinatlar1 O olan kod kelimelerinin kiimesi
C(T) ile gosterilsin. Bu durumda C(T'), C kodunun bir alt kodu olur. C/(7") kodunun
T kiimesinde yer alan koordinatlarimin silinmesiyle elde edilen delinmis kod F, tizerin-
de n — t uzunluklu bir kod olur. Bu kod, C kodunun 7T iizerinde kisaltilmiy kodu olarak

isimlendirilir ve Cy ile gosterilir [4].

Ornek 6.1.11. C, iirete¢ matrisi G olan [6,3,2] binary kod olsun.
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i 0 Q0 3 1 1
Gz=l0 38333
0 01111

C* kodu ise yine [6,3,2] kod olur ve iirete¢ matrisi agagidaki gibidir.

i A S T - O ¢
Gtr=[111010
111000

Kod kelimelerinin koordinatlar sirasiyla 1,2,. . .,6 ile etiketlensin ve 7' = {5, 6} olsun.

kodunun kisalulmig kodu Cr ve delinmis kodu C7 ise bu kodlarin iireteg matrisleri sirastyla

agsagidaki gibidir.

1 0O 1 @ LBe1

Gy = velG =10 10 1
0110

0011

Dual kodun kisaltilmig ve delinmis kodlan sirasiyla (C*)r ve (C*)7 ise bu kodlarin iireteg

matrisleri sirasiyla asagidaki gibidir,

1y e
(G)T—[lill}ve(G) —_—

Cr ve CT kodlarinin duallerinin tireteg matrisleri sirastyla asagidaki gibidir.
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Bu matrislere gore (C*)r = (CT)*+ ve (CH)T = (Cr)™ olur.

Teorem 6.1.12. C, F, iizerinde tamimh bir [n,k,d) kod ve T, ¢ elemanl bir koordinat
kiimesi olsun. Buna gore, (C+)r = (CT)* ve (CH)T = (Cr)* dir (3] .

Ispat . C kodunda T kiimesindeki koordinatlan sifir olan bir kod kelimesi ¢ olsun. ¢ ke-
limesinden 7" kiimesindeki koordinatlarin gikanlmasiyla elde edilen kelime ¢* olsun. O
zaman, ¢t € {CJ‘)T dir z € Cise) =z -¢c= 2" ¢ olur ve burada z*, z kelimesinin T'
kiimesindeki koordinatlara gire delinmesiyle olusan kelimedir. Boylece (C*)r C (CT)*
olur. Herhangi bir ¢ € (CT)* kod kelimesi, T kiimesindeki koordinatlarina sifir yerlestir-
ilerek ¢ kelimesine uzatillabilir. z € C ise, z kelimesinin 7" ye gore delinmesiyle elde
edilen kelime z* olsun. 0 = z* - ¢ = z - € ve buradan ¢ € (C')7 elde edilir. Dolayisiyla,

(C)r = (CT)* olur. Benzer sekilde (C1)T = (Cr)* elde edilir.

6.1.4 Direkt Toplam

Tamm 6.1.13. C; ve C5 aym F, cisimi iizerinde tanimhi sirasiyla [7y, ki, di] kod ve [ng, k3, ds)

kod olsunlar, Buna gbre bu kodlarin direkt toplami
C1 & Cy = {(c1,&)|e1 € Cr,00 € Ca}
seklinde tanimlanan bir [n; + 7, k1 + ks, man{d,, ds}] koddur [3].

C: ve Cy kodlarinin iireteg matrisleri ve eslik-kontrol matrisleri sirasiyla Gy, Gg, Hy ve Hy

olsun. Buna gore;

Gy 0 H 0
G @Gy = . ve Hi @ Hy = !
0 G2 0 Hg

matrisleri Cy @& C direkt toplam kodunun sirasiyla iireteg¢ ve eslik kontrol matrisleridir.

Ornek 6.1.14. D = {00, 11} binary [2,1,2] kodunun D @ D @ D direkt toplamu G iireteg

matrisi agagida verilen [6,3,2] binary koddur,



42

110000
G=]1001100
000O0T11

6.1.5 (ulu+v) Yapilanmasi

(u|u + v) ile gosterilen kod yapilanmasi, ayni uzunluga sahip iki kodun direkt toplama

benzer bir yolla birlestirilerek 2 kat daha uzun iiciincii bir kod elde edilmesidir.

Tamm 6.1.15. C ve C; aym [, cisimi iizerinde tanimli sirasiyla [ny, k1, di] kod ve [ng, ko, da]

kod olsunlar. (u|u -+ v) yapilanmast ile bu iki koddan elde edilen C kodu,
C ={(ulu+v):u € C,ve Cy}
bigiminde tamimlanir [3].

Burada C bir [2n, k; + ko, min{2d;,ds}] ¢-luk kod olur. C| ve Cy kodlarinin iireteg ve
eslik-kontrol matrisleri sirasiyla G, Ga ve H;, H; olsun. Buna gére C kodunun iireteg ve

eslik-kontrol matrisleri sirasiyla

Gy G H 0
e | M VL Vol : matrisleridir.

0 Gy —-Hy, H,

Ornek 6.1.16. Uretec matrisi G olan [8,4,4] binary kodu C olsun.

(10101010

01010101
&=

00110011

(0000111 1|
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Ureteg matrisleri sirasiyla asagida verilen G; ve G, matrisleri olan, C; binary [4,3,2] ve

Cs binary [4,1,4] kodlarina (u|u + v) yapilanmasi uygulanarak C kodu tiretilir.

1 010
Gi=|010 1 veGg=[lIll]
0 011

Ayrica C kodu, iirete¢ matrisleri sirasiyla,

Gy = (1}? veG4=[1 1]

olan [2,2,1] binary C5 kodu ve binary [2,1,2] C4 koduna (u|u+ ) yapilanmasi uygulanarak

tiretilir,

6.1.6 Dongiisel Yapilanmalar

Kod ingasinda dongiisel yapilanmalarin sik¢a kullanilmasinin baglica sebebi, tek bir satirin
biitin matrisi belirlemeye yeterli olmasidir. Bu durum, dongiisel yapilanmaya sahip kod-
larin elde edilebilmesi, parametlerinin belirlenebilmesi, siniflandinlabilmesi gibi konularda

bir hayli kolaylik saglamaktadir.

Tanim 6.1.17,
[ a, Qo a3 G | [ o 3 I¢] |
Am a; Qg ... Qmpm-1
A= Qp—1 Qm Q1 ... Qm-2 | B= g A

agz az adg ... a Y |
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Yukaridaki gibi verilen mxn tipinde bir A matrisine dongiisel matris, (m + 1)x(m + 1)
tipinde bir B maltrisine ise kenarlt dongiisel matris denir. Bu durumda [, birim matrisi

hem dongiisel hem de kenarli déngiisel matris olur [1,4] .

Tanim 6.1.18. A, mxm tipinde bir dongiisel matrisi ve B, (m + 1)x(m + 1) tipinde bir ke-
narli déngiisel matrisi temsil etsin. Buna gore, bir kodun tirete¢ matrisi [[,,| A] formunda
ise bu matrise ¢ift dongiisel iirete¢ matris, [I,+1|B) formunda ise bu matrise kenarl: ¢ift
déngiisel tirete¢ matris denir. Ureteg matrisinin tipine gore bir kod ¢ift dongiisel yapilan-

maya ya da kenarl ¢ift dongiisel yapilanmaya sahiptir denir [4].

Ornek 6.1.19. ;
[0 1 1 1 1 1
1 0 1 -1 -1 1
1 1 0 1 -1 -1
G =
1 -1 1 0 1 -1
1 -1 =1 1 0 1
1 1 -1 -1 1 0

Ureteg matrisi [7|G] ile verilen [12,6,6] uzatiimis ternary Golay kodu kenarli ¢ift dongiisel

bir yapilanmaya sahiptir.

Tanim 6.1.20.
. - _ -
1 Fg Ta Tm a B B
7o Tg Ta s T g
R=| rs 74 75 s yBi= | o R
| Tm T1 T2 oo Tm-1 | . ]

Yukaridaki gibi verilen mxm tipinde bir & matrisi ters dongiisel matris, (m + 1)x(m + 1)

tipinde bir P matrisi ise kenarli ters déngiisel matris olarak isimlendirilir [4].

Tamm 6.1.21. Dongiisel yapilanmaya benzer sekilde eger bir kodun tireteg matrisi [ 1| R]
formunda ise bu matrise rers dingiisel iirete¢ matris; [I,41|P] formunda ise bu matrise ke-
narh ters dongiisel tireteg matris denir, Ureteg matrisinin tipine gore bir kod ters dongiisel

ya da kenarl: ters dongiisel yapilanmaya sahiptir denir [4].
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Ornek 6.1.22.

L e N i =

L S == B <> T T T U S S G T S
D e O O O ke e s O3 e e
o D e D0 O e e D R
O = o O DO O e e el e
| < T S S o TR s SN o S T QR e

Ll =R e = R e S e S - SRR T
= = e B o B - B
O = O - D RO O
o e B T o == T S S T ST ST
O O O o H O = S
=0 O O e e e O e e 9 e

i e e

Ureteg matrisi [7] A] olan [24,12,8] uzatilmig binary Golay kodu kenarli ters déngiisel bir

yapilanmaya sahiptir.

6.2 BAZI OZEL KOD INSA METODLARI

6.2.1 Negatif Dongiisel Yapilanma

Kod ingasinda dongiisel yapilanma kullanilmasinin sagladig: avantajlara 6. 1.6 alt boliimiin-
de yer verilmisti. Negatil dongiisel yapilanmalar, bu avantajlara ek olarak iiretilen ko-
dun self-dual olmasim saglamak icin kullanilir. Ayrica sembol sayis1 ¢ok olan alfabelerde
self-dual kod olusturmak icin sagladig: islem kolayligindan dolay: 6zellikle tercih edilen
bir metoddur [12]. Bu metodla elde edilen bazi kodlara ait firete¢ matrislerine yedinci

béliimde yer verilmistir.
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Tamm 6.2.1.
|- o r Lo bk L1
—Zp—1 Ty Ly oo Ty
X=| —Tm-g —Zma Tg .. Lon—3
—T1 —Iy =EE e Iy

Yukaridaki gibi verilen mxm tipinde bir X matrisine negatif déngiisel matris denir [12].

Tamm 6.2.2. A ve B mxm tipinde iki dongiisel matris ve AA? + BBT = — T ise,

A B

I2m —BT AT

matrisi F;, cisimi iizerinde [4m, 2m] bir self-dual kod iiretir, Béyle bir koda dortlii negatif

devreden kod denir [12].

6.2.2 Eksiltme Metodu

Var olan bir binary self-dual kod kullanilarak bu kodun kapsadigi daha kiigiik bir binary
self-dual kod, eksiltme metodu yardimiyla elde edilir. Dolayisiyla bu sekilde, binary bir

self-dual kodun biitiin self-dual alt kodlari belirlenebilir [4].

Tamm 6.2.3. C, [2n, n,d] tipinde bir binary self-dual kod olsun. C kodunun bir alt kodu

olan C} kodu agagidaki gibi tanimlansin,
Cy = {(#1, %0, -y Z2q) € Ol =23 =0veyaz =z =1}

Bu durumda C7, n — 1 boyutlu self-ortogonal bir kod olur. C; kodu yardimiyla, C koduna

eksiltme uygulanarak elde edilen C; kodu agagidaki bigimde tanimlanir.
Co = {(z3, %4, . . . s T20)| (%1, T2y . . ., T2m) € C1}

Burada C5 kodu [2n — 2, n — 1] bir binary self-dual kod olur [4].
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110000
Ornek 6.2.4. Biriiretegmatrisi G= | 0 0 1 1 0 0 | olan [6,3,2] binary self-dual

0000171
kodu C olsun. Bu durumda,

¢ = {000000, 111111, 110000, 001100,000011, 110011, 111100, 001111} olur.
Cy = {(z1,...,26) € Clz; = 25 = 0} ile tanimlarsak,

C; = {000000,001100,000011,001111} elde edilir. Boylece C kodunun eksiltilmesiyle
elde edilen C; kodu; C; = {0000, 1100,0011, 1111} seklindedir. Sonug olarak elde edilen
Cs kodu [4,2,2] bir binary self-dual kod olur.

6.2.3 Binary Self-Dual Kodlarin insasi ve Simflandirilmas: Icin Yinelemeli Algo-

ritma

Self-dual kedlar igin, [n+2, § +1, d+2] bir koddan [n, , > d] bir self-dual kod elde etmeyi
miimkiin kilan kod eksiltme metodu bilinen bir metoddur. Burada bu metodun tersinin de

miimkiin oldugu yani, [n + 2,% + 1,d + 2| tipinde biitiin self-dual kodlann [n, §,> d]
tipinde self-dual kodlardan elde edilebilecegi gosterilmistir [11] .

d > 2 olmak iizere [n+2, 2 +1,d+ 2] tipinde bir self-dual C,,,» kodunun bir iirete¢ matrisi

1 1 #©
G=|00 D
0 1 =z

seklinde yazilabilir. Burada y, n uzunluklu ve d agirlikli bir kod kelimesi, D, [n, 3 — 1]
tipinde C,, 42 den birinci ve ikinci koordinatlarin silinmesiyle elde edilen bir alt kodu ve z,

Ch 12 koduna ait bir kod kelimesinin ilk iki koordinatinin silinmesiyle elde edilen bir kod

kelimesidir.
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Y

D
[n+2,5 + 1,d + 2] tipinde bir self-dual kodun iliskilendirilebilecegi goriiliir.

, [, 5, d] tipinde bir self-dual koddur. Burada [n, §, d] tipinde bir self-dual kod ile

Simdi, kod eksiltme metodunun aksine C),45 kodunun yukarida verilen tirete¢ matrisinin
iki siitununun silinmesi ve uygun bir satirimin ¢ikarilmastyla elde edilen [n, 3, d] tipindeki

bir self-dual C,, kodu ile isleme baslamldigini varsayalim. Bu durumda ¥/, d agirlikli bir

!
kelime olmak iizere, C, kodunun bir iirete¢ matrisi g bi¢iminde yazilabilir. a; €
E

{0, 1} olmak iizere, iirete¢ matrisi asagidaki bigimde olan [n + 2, 2] tipinde C kodlarinin

kiimesi M C ile gosterilsin.

1 1 Y

ai 451

: E
| ﬂ!%_-l an_q J

Burada C, self-ortogonal bir koddur. C kodundan C,,;» kodunun yeniden elde edilebilmesi
icin C' ye ekleme yapilmasi gerekmektedir. Yapilacak ekleme sonucunda elde edilecek ko-
dun self-dual olmas: gerektiginden bu ekleme i¢in C*/C nin kosetlerinin kullaniimast
uygun olacaktir. Dolaysiyla C+/C nin C den farkli herhangi bir elemammn C' ye ek-
lenmesi yeterlidir. Burada C1/C nin C den farkhi bir elemam C + x ile gosterilirse,
dim(C U (C + z)) = § 4 1 olur ve C self-ortogonal oldugundan C' U (C + z) de
self-ortogonaldir. Bu durumda dim(C U (C +z))" = (n+2) - (3 +1) =5 +1=
dim(C U (C + z)) dir. Buda C U (C + z) in self-dual oldufunu gosterir.

Boylece [n + 2,5 + 1,d + 2] tipinde bir C» kodunun, [n, 3, d] tipinde bir C;, alt kodu
bilindigi takdirde bu kod kullanilarak ', ; 2 kodunun yeniden insa edilebilecegi ispatlanmisg

olur,

Burada tek bir [, §, d] kodu ile baglamaktan ziyade birbirine denk olmayan biitiin [n, 3, d]
self-dual kodlarin kiimesi ile baslayip biitiin [n 42, § + 1, d+ 2] tipindeki kodlarin yeniden
inga edilmesi daha anlaml olacaktir. a; lerin seciminde ise 251 adet olasilik vardir. C,,

kodundaki d agirlikh biitiin kod kelimelerinin d + 2 agirhkli hale getirilmesi gerekliligi
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a; lerin se¢im olasiliginin hesaplanmasim daha kisa hale getirir. d agirhikli biitlin kod ke-
limelerinin olusturdugu kod Cy ve bu kodun iirete¢ matrisi G ile gosterilsin, Cy kodunun
boyutu k ise k < % dir. Boylece a;lerin se¢iminde 23! yerine 2% * adet olasiliga bakmak

yeterli olacaktir,
Biitiin bu islemlerin basamaklar halinde yazilmasiyla yinelemeli algoritma elde edilir [11].
Yinelemeli Algoritma

Mevcut self-dual kodlardan, bu kodlar kullanilarak daha uzun yeni self-dual kodlar iireten

bu algoritma girdisi, ¢iktis: ve basamaklar ile agagidaki gibidir.

Girdi : Sy, permiitasyon denklige gore (n, §,d] tipindeki denk olmayan biitiin self-dual

kodlarin kiimesi
Cikti: [n+ 2,5 +1,d + 2| tipindeki denk olmayan biitiin self-dual kodlar
S, deki herbir C,, kodu i¢in,

1) d agirlikli biitiin kod kelimeleri listelenir ve & boyutlu Cy alt kodu olugturulur. Sadece d

agirlikli kelimelerin olugturdugu bu Cy kodunun bir iirete¢ matrisi G ile belirlenir.

2) C, = C, + F esitligini saglayan n — k boyutlu £ kodunun bir iirete¢ matrisi Gz olsun.
1 <i<n—kvea; € {0,1} olmak iizere, C;, kodunun uzatilmastyla elde edilen C

kodunun lirete¢ matrisi asagidaki bicimdedir.

- ; ]
Gy
1 1
a1 ai
L G,
[ o3+ g
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3) Bir 6nceki basamakta elde edilen biitiin €' kodlar1 C*/C nin C den farkli elemanlarin-
dan biriyle tamamlanarak self-dual kodlar elde edilir. Elde edilen bu kodlari minimum
agirhiklanmin d 4 2 olup olmadig kontrol edilir. d 4+ 2 agirliklh kodlarin da birbirine den-
kligi kontrol edilerek biitiin [n + 2, 2 + 1,d + 2] binary self-dual kodlar elde edilir.

6.2.4 Self-Dual Kodlar Icin Ust-Yap: inga Metodu

Mevcut bir self-dual koddan, bu kod kullanilarak daha uzun yeni bir self-dual kod iireten bu
metod binary kodlar i¢in agagidaki teoremle agiklanmistir, Binary olmayan self-dual kodlar
igin de gegerli olan bir metoddur ve bu boliimiin devaminda diger durumlar teoremler ve

onermeler yardimiyla agiklanacaktir.

Teorem 6.2.5. {1,2, ..., 2n} koordinat kiimesinin bir alt kiimesi S ve | S| bir tek sayr olsun.
1 < @ £ n olmak iizere 2n uzunluklu C, kodunun bir iiretec matrisi G, = (L|R) =
(li|r;) olsun. Burada l; ve r; sirasiyla L ve R nin satirlandir. 1 < j < n olmak iizere S
kiimesinin karakteristik vektorii * = (1, %2, ..., Tn, Tny1, ..., Ton) olsun. Burada T vektorii
j €Sisex; = 1vej & S ise z; = 0 ile tammhdir. Ayrical < i < niginy; =

(@1, &2y ooy Ty Tt 15 o Tan) * (L] 73) ile taramlansin. Bu durumda

[ 1 0 |[Zr. - Tn Zr4t..-Toa
G = 0N 1
: : L R
| Yn Yn o

matrisi 2n + 2 uzunluklu bir self-dual C kodunu iiretir [8] .

Ispat . Uretec matrisi G olan C kodunun boyutu n+1 dir. Buna gore, ispatlanmas: gereken
tek durum G matrisinin herhangi iki satirinin ortogonal olmasidir. |S| tek oldugundan ilk
satir kendisi ile ortogonaldir. G, = (L|R) matrisi self-dual C, kodunun iirete¢ matrisi
oldugundan ilk satir haricindeki G matrisinin biitiin satirlar birbirine ve kendine ortogonal
olur. Son olarak ilk satirin diger biitiin satirlara ortogonal oldugu asagidaki hesaplama

yardimiyla goriiliir. 1 < ¢ < nigin,

(]'l 0}:1:13 IQJ "‘):L"?T.‘J er—l: -o-:SEZn) ’ (y‘a‘vyhgh?‘i)
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= i+ (21, T2, -0y Trs Tg 1y e T2n) * (Li]74)
=% +y=0
Boylece ispat tamamlanmig olur.

Teorem 6.2.5 e gore, G, = (I,,|A) bigciminde yazilarak ve 21 = 2y = ... = 39, =
1 alarak, Harada[13]ya ait asagidaki sonug¢ elde edilir. Bu da bu metodun Harada nin

sonucunun daha genel bir hali oldugunu gosterir.

Sonug¢ 6.2.6. {1,2,...,n} koordinat kiimesinin bir alt kiimesi S olsun éyle ki burada eger
2n = 0(mod4) ise | S| tek ve eger 2n = 2(mod4) ise |S| ¢ift olsun. 2n uzunluklu self-dual
C, kodunun standart formda bir iirete¢ matrisi G, = (I,|A) olsun. 1 < i < n icin; eger

i€ Sisex;:=1vei & Sisex; :=0ayncay; .= x; + 1 ile tammlansin. Bu durumda,

[ 1 & [l vlia 1...1 ]
= Y1 51
- - In A
L Yn Yn |

G matrisi 2n + 2 uzunluklu bir self-dual C kodunu iiretir [13].

Onerme 6.2.7. (GF(q) Uzerinde Tammli Self-Dual Kodlar Igin Ust-Yap: inga Metodu:
g = 1(mod4))

g = 1(mod4) ve bir ¢ € GF(q) igin ¢ = —1 olsun. GF(q) iizerinde tammh 2n
uzunluklu self-dual bir Cy kodunun iireteg matrisi Go = (L|R) = (L|r;) olsun. 1 <
i < n olmak iizere, burada [; ve 7; sirasiyla L ve R matrislerinin satirlanidir. ¢ =
(T1, 2, ey Ty Tty -, T2 ) GF(q)?" uzayina ait ¢ - v = —1 kogulunu saglayan bir vektor
olsun. Bu takdirde y; := (21, %g, ..., Tn, Tnt1y ooy Tan) * (G]73) 1le tammlandifinda agagida

verilen G matrisi G F(q) iizerinde 2n + 2 uzunluklu self-dual bir C' kodunu firetir.
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[ 1 0 Ty ol :.Cn+1‘..ﬂ':2ﬂ-|
G — —hn CY1
: L R
L =¥ En J

Burada [8] de binary self-dual kod ingasi i¢in verilen iist-yap: insa metodu ¢ = 1(mod4)
olmak tizere GF'(g) uizerine genellestirilmistir [14]. Bu dnermenin ispati binary self-dual

kodlar i¢in ust-yapi inga metodunda verilen Teorem 6.2.5 e benzer sekilde yapilir.

Onerme 6.2.8. (GF(q) Uzerinde Tammh Self-Dual Kodlar Igin Ust-Yapr Insa Metodu:
g = 3(mod4))

n bir gift say1, ¢ = 3(mod4) ve a,f € GF(q)* igin o® + 2 + 1 = 0 olsun. GF(q)
tizerinde tanimhi 27 uzunluklu Cy self-dual kodunun bir iirete¢ matrisi Go = (r;) olsun.
1 < 17 € n olmak uzere, burada r;, Gy matrisinin satilandir, 17 = 1,2 igin, z7 ve xa,
GF(q)* uzayma ait &1 - z2 = 0 ve z; - 2; = —1 kosullarini saglayan iki vektor olsun.
1<i<nigines; =y -7yt = g1y Ve Yy i= (=8, —t;, —as; — Ot;, —0s; + at;) ile
tammlansin. Burada y;, 4 uzunluklu bir vektor olur. Bu takdirde asagida verilen G matrisi

G F(g) tizerinde 2n + 4 uzunluklu self-dual bir C kodunu iiretir,

1 000 T

01 0 U I

G = 1 T
L Y Tn

Burada Onerme 6.2.7 de verilen iist-yap: inga metodu ¢ = 3(mod4) durumuna genisletil-
migtir [7]. Bu Onermenin ispati binary self-dual kodlar i¢in tist-yapi inga metodunda verilen

Teorem 6.2.5 ¢ benzer sekilde yapilir.

g = 1(mod4) durumunun yamsira GF(2™) tizerinde tanimli kodlar igin de iist-yapi inga

metodu geligtirilmistir [14].
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Onerme 6.2.9. (Cift Karakteristik Igin Ust-Yap: Inga Metodu)

GF(2™) tuzerinde tamml 2n uzunluklu Cj self-dual kodunun bir iirete¢ matrisi Gy =
(LIR) = (L|r;) olsun. 1 < i < n olmak iizere, burada [; ve r; sirasiyla L ve R matrislerinin
satirlaridir. © = (&1, 29, ..., Tny Tng1,s ooy T2n) GF(2™)?" uzayina ait z - £ = 1 kosulunu
saglayan bir vektor olsun. y; = (21,2, ..., Tn, Tni1, ...y Tan) - (i]73) ile tammlandifinda

agagida verilen G matrisi GF(2™) iizerinde 2n + 2 uzunluklu self-dual bir C kodunu iiretir.

1 0 | Byes iy :an...:Ugn-
n {5

. . L R

Yn Un

Bu 6nermenin ispati da binary self-dual kodlar icin tist-yap1 inga metodunda verilen Teorem

6.2.5 in ispatina benzer sekilde yapilir.

6.2.5 Ust-Yap Inga Metodu ile Yinelemeli Algoritmanin Kargilastiriimas:

Onerme 6.2.10. Binary durumda yinelemeli algoritma, iist-yap: inga metodunun 6zel bir

hali olur.

Ispat . Yinelemeli algoritmanin ikinci basamaginda elde edilen [n + 2, 7] tipindeki kod-

larmin kitmesi M C' ile gosterilmisti ve tirete¢ matrisi asagidaki bi¢imde idi.

~ -

1 1 1/

ay 451

: E
| an_g a%_l ]

Bu kiimeye ait bir C kodu C*/C nin C' den farkli bir eleman: ile tamamlanarak [n+ 2, g+
1] tipinde bir self-dual kod elde edilmisti. C kodu self-ortogonal bir kod oldugundan,

yinelemeli algoritma sonucu elde edilen self-dual kodun bir iirete¢ matrisi asagidaki gibi
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yazilabilir.

1 O l‘l...xn

Burada C' yi tamamlayan C* /C nin C den farkli bir elemam C'+y ile gosterilirse (1,0, z;,
...Zy) € C + y oldugu agiktir ve (z;...z,) vektorii asagidaki kogullar saglayacak
bigimde segilir. Ayrica (z1 ... x,) vektdril tekimsi bir vektor olmalidir. £ = [ey], (z-1)xn

tipinde bir matris olmak iizere;

ely- | ¢ [=] ¢ | vl tn) (@1...,20) =1
B az_1
seklindedir. Burada elde edilen lineer denklem sisteminin ¢Oziimii (2, ...z,) vektOriinii
verir. Yinelemeli algoritma sonucu elde edilen kodun bir iirete¢ matrisi olan G' matrisinin

ilk ve son satirlan yer degistirilirse asagidaki matris elde edilir.

[ 1 0 2.z ]
1 1 1y
a; a
: E
| a3 ez .

Burada e [L|R] bigiminde yazilir ve n = 2m igin (1,...,Zz,...,Tp) = (21,. ..,

Tmy-. s Tom) VY1 = 1, Yo = @1, Y3 = 09, ..., Y = az_ doniislimleri uygulanirsa

agagidaki matris elde edilir.

! 0 |#1..o%m Boers: Do |
e n n
: : L R
| Ym  Um ]
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G’ matrisi yukaridaki bigimde olur. Bu da {ist-yap: inga metodunun binary durumda var
olan bir self-dual bir koddan daha uzun bir self-dual kod iiretmeye yarayan iirete¢ matri-
sidir. Dolayisiyla burada yinelemeli algoritmanin aslinda iist-yaps inga metodunun GF'(2)

iizerindeki 6zel bir hali oldugu goriiliir.



7. BOLUM

TABLOLAR ve MATRISLER

0 1 20 52 4 45 53 21 57 39 58

0 16 1 20 52 4 3 583 21 57 39

0 87 18 1 20 52 22 3 53 21 57

0 9 57 16 1 20 4 22 3 53 21

0 41 9 57 16 1 40 4 22 3 53

0 8 58 39 57 21 1 16 57 9 4l

0 40 8 58 39 57 20 1 16 57 9

0 4 40 8 58 39 52 20 1 16 57

0 22 4 40 8 58 4 52 20 1 16

1 3 22 4 40 8 45 4 52 20 1 |

o O O O = OO 0 OO O ©
o o O O OO O 0O o

0
0
0
0
0
0
0
0
1
0

Cc O O O O O O 9O = ©
o o o o O o O = O O
o o o O o O = O o O
e R o [ o= [ e S =0 B & = L = R s CR
S O e O 2 @ D S D

O O 9O O 9 @ D 5 e e

[44] te, GF(61) tizerinde negatif dongiisel yapilanma kullanilarak elde edilen [20,10,10]

self-dual kodunun iireteg matrisi yukaridaki gibidir.

(1 0 123456789 1011 12 13 14 15 16 17 49 |
3317 100000000352 24 22 17 34 37 8 1
17 20 01 0000000 5235 2 24 22 17 34 37 8
1 22001000000 455235 20 24 22 17 34 37
3247 000100000 16 45 52 35 20 24 22 17 34
=7 2 000010000019 164 5 3520 24 2 17
41 42 0 000 0100 0 36 19 16 45 52 35 20 24 22
20 31000000100 3L 3 19 16 45 52 35 20 24
40 19 0 0 0 0 0 0 0 1 0 29 31 36 19 16 45 52 35 20
130 1 00000000 1 33 20 31 3619 16 45 52 35

Bu ¢aligmada GF(53) iizerinde iist-yap1 inga metodu kullamlarak elde edilen [20,10,9]

self-dual kodunun lireteg matrisi yukaridaki gibidir.



19
il
44
32
38

29

26
60
57
47
52
33
14
16

o o O O o O O QO ~ O

c o O O O O O = O 3

o o o o 9 OO = O O oo

o O o O C = O O ©O W

10 11

o}

o o O O = O O o

=]

o O O = o O O ©

12

oo =D O & 9 2

57

13

o

i T R o S e T oo B o B e S o

= O O O
Lo
=

16
58
1
60
59
o4
32
58
30

25

17
36
58
1
60
99
o4
32
58
30

18
31
36
58
1
60
59
54
32
58

20
29
3
31
36
58
1
60
99
54

21
7
29
3
31
36
a8
1
60
59

22

29

31
36
58
1
60

Bu ¢alismada GF(61) iizerinde ist-yapi insa metodu kullanilarak elde edilen [20,10,9]

self-dual kodunun iirete¢ matrisi yukandaki gibidir.

!
Il
OO o O e &

(== S = CR s S o ST e B o J o FR T oo T e TN SO o

o O O O O o O O = O o

o O o o o oo oo - oo o o

CcC o o o o = o o o O

o O o o o = O DO oo o O

i R e R e R = B = A = B = B <> I o R

OO D =D D DO D e 9 o

(o TR == LA~ B = S == S - T oo T < N o S o T

52 - B = B > S v A s R s S o S o N

= oo g8 O 9 e 9 5

27
o0
58
49
1
17
24
28
7
39
31

28 40
55 8
53 15
41 42
60 38
60 4
52 49
31 3
0 40
60 44
54 15

31
24
40
33
5
23
31
29
25
42
42

9
40
6
60
60
10
0
18
14
32
28

52
60
21
30
60
34
10
1
52
46
1

—
(3}

=] o w

29
39
6
29
54
o4

59
5
23
7
44
33
50
49
14
16
46

58
29
40
0
41
27
56
20
14
3
11

Bu ¢alismada GF(61) iizerinde list-yapi inga metodu kullamilarak elde edilen [22,11,10]

self-dual kodunun lirete¢ matrisi yukaridaki gibidir.

52
20

27
a8
28
16

16
35
47 |




58

e e e T

= o= O © = O O

—t
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O O = OO - = O = OO = O = O O
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[ B = e = R = T =T " SO SO R E N
e e T = S T (o G T > S s N s T oo G oo S e SE T W TSSO, %
= oR O O OO DD D O D =
= o =2 O O O RO = O+ B B 0O
e = e = OO O D D D e e DS e e D
= R O O DO C = Q0O DD - b e = 5
ane == B T = e o A B v T cuse T o R e S o SN o U S Sy Gy LA S VY

o O O O ©C o = O - O O F o= O e = O

o O O o O O 9O ko e e
Lo S s B s S o S = Y o SR R T S o

[8] de 38 uzunluklu binary extremal kodlarin elde edilebilmesi i¢in kullanilan Cjg

kodunun iirete¢ matrisi yukaridaki gibidir.
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Tablo 7.1 [8] de iistyapi-insa metodu kullanilarak elde edilen 38 uzunluklu binary extremal

kodlardan bazilar

C kodlar X=(X1,- .-, X18,1,...,1) vektorleri IPAut(C)I kullanilan kod
1-6 273274, 472536;143755;715174;702657,672435 | 1;1;1;1;1;1 Css
7-12 361574;703574,263574,652635;272635;746135 | 1;1;1;1;1;1 Cas
13-18 666135;467135;340757;760335;364335;312735 | 1;1;1:2;151 Css
19-24 433437;346237,077075;431637;346137;773302 | 1;1;1;1;1;1 Cag
25-30 | 433175;250737;337642,614277;773320,676641 | 1;1;1;2;1;1 Css
31-36 537641,773222;766341;374741,771660;337322 | 1;1;1;1;1:1 Cas
37-42 727360;770543;374543;732543;375462;175543 | 1;1;1;1;1;1 Css
43-48 173543,517543;457543;371662,171743;353662 | 1;1;1;1;1;1 Css
49-54 633662;671562;772223,376223;575223;477223 | 1;1;1;1;1;1 Cyg
55-60 766261;656661,555661;535661;533661;674323 | 1;1;1;2;1;1 Csg
61-66 555323;175323;533323;354761;334761:771512 | 1:1;1;1:1;1 Cas
67-72 | 455761:553463;773150;,763312;565263;353712 | 1;1;1;1;1;2 Css
73-78 155663;135663;527163;467163;664363;523363 | 1;1;1:1;1;1 Cag
79-84 676511,766311;573413;157711;572352;476352 | 1;1:1;1;1;1 Cas
85-90 273352;567213;571613;535613;553613;517613 | 1;1;1;1;1;2 Css
91-96 437613;137613;371730,672513;771432;565651 | 1;1;1;1;1;1 Csg
97-102 | 517513;565313;677070;,371632;433713;636351 | 1;1;1;1;1;1 Cis
103-108 | 637270,364751,545751;5257751;,267332;472732 | 1;1;1;1;1;1 Css




8. BOLUM

SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada bir¢ok 6nemli kod 6rnegini barindiran self-dual kod ailesi ele alinmig ve
genel kod inga metodlari ile dzel olarak self-dual kod elde eden bazi metodlar incelenmigtir.
Bu inceleme esnasinda onemli parametrelere sahip kodlar inga edilmesini saglayan yinele-
meli algoritma ile bilinen bir metod olan iist-yapi insa metodu kargilastirilarak, yinelemeli

algoritmanin ashinda iist-yap1 inga metodunun 6zel bir hali oldugu gésterilmistir.

Altinca boliimde GF(2) tizerinde gosterilen durum, tist-yapi insa metodunun gesitli birgok
yap1 iizerinde tanimh olmasindan dolay: bitiin bu yapilara taginabilir. Sonug olarak, bu

yolla 6nemli parametrelere sahip kodlar elde edilebilir.
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