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KAPANIS UZAYLARI

Buket ALTUNTAS
Nevsehir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Temmuz 2012
Tez Damismani; Yrd. Do¢. Dr, Deniz Tokat

OZET

Topolojik uzay kavramimin pek ¢ok genellestirilmesi vardir. Bu genellegtirmeler farkh

alanlarda bir¢ok uygulama sahast bulmusgtur.

Bu tezde topolojik uzaylann bir genellestirilmesi olan kapanis uzaylar incelenmisgtir.
Kapanis uzaylarinin topolojik uzaylara benzer sekilde kapanis operatorii, i¢ operator ve
komsuluk kavramiyla da tamimlanmast mimkindir. Aynca bu caligmada, kapanig
uzaylarinin  ayirma  aksiyomlar, reguler ve normalliginin  yamsira baglantilihg

arastirilmigtir,

Tezin son bélimiinde kapanis uzaylan kategori teorik agidan ele alinmigtir,

Anahtar Kelimeler: Kapams uzayi; izotonik uzaylar; ayirma aksiyomlari; topolojik

kategori.



CLOSURE SPACES
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Thesis Supervisor: Asst. Prof. Dr. Deniz TOKAT
ABSTRACT
There are various generalizations of the notion of topological space. These

generalizations takes place in different fields.

In this thesis, closure spaces which are a gencralization of topological spaces were
investigated. Similar to topological spaces, it is also possible to define closure spaces
can also be defined using the notions of closure operator, interior operator and
neighbourhood. Moreover, in this work, seperation axioms, regularity and normality of

closure spaces, and connnectedness are examined.

In the last chapter, closure spaces are handled from the category theoretic point of view.

Keywords: Closure space; isotonic space; seperation axioms, topological category.
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1.BOLUM

GIRIS

Kapanig operatorleri 1lk defa Moore [1] ve Riesz [2] tarafindan analizde kullamilmig
olmasina ragmen sonralar1 daha ¢ok mantik [3,4], cebir [5,6] ve topoloji [7.8] gibi
matematigin diger dallarinda uygulama alanm bulmustur. Bunlann disinda Canter ve
Wille [9] veri analizinde ve bilgi temsilinde, Aumann [10] da sosyal bilimler alaninda
kapanis operatorlerini kullanmistir. Son wyillarda ise kapaniglar kuantum mantig ve

fiziksel sistemlerin temsili teorisinde kullanilmaya baslanmigtir [11-12].

1940 yilinda Birkhoff’un [13] kapanis tizerinde ¢aligmasinin bir nedeni de bir kapanig
uzayimn kapali cumlelerinin simifinin bir tam (complete) latis olusturdugunu goérmiis
olmasidir. Kapaniglar ile tam latisler arasindaki iliski pek ¢ok vyazar tarafindan
incelenmistir. Bu konunun genel bir degerlendirmesini Erné yapmistir [14]. Hem latis
teorisindeki kapamsg operatorlert hemde kategori teorisindeki kapams operatorleri teorik

bilgisayar ¢alismalarinda gok énemli rol oynar.

Calismalarimizda temel olarak [15] makalesinden yararlamlmistir. Ayrica kategor

teorindeki temel kavramlar [28] dan alinmistir.

X herhangi bir cimle ve C © P(X) olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa (X,C)

ikilisine kapanis uzay denir.

i. X,PeColur

ii. Heri€T igin, UeC ise [ JU e Colur.
il



Burada topolojik uzaylar i¢in gerekli olan sonlu kesisim, yani, U;, Us,..., U, € C ise

ﬂUi € C sarttmin bulunmadigina dikkat edelim.

=1

Bu tezin ikinci bélimunde, kapanig uzayr kavrami tammlanmis ve bununla 1lgili temel

kavramlar agiklanmistir,

Uciincii bolimde ise topolojik uzaylann farkli bir genellestirmesi olan izotonik

uzaylardan bahsedilmis ve baz1 ézellikler lizerinde durulmugtur.

Dorduncii  bélamde, kapamis  uzaylarimin  simetri ve ayirma aksiyomlar ile

baglantililiklar incelenmistir.

Son bolimde ise, kapanig uzaylar kategori teorisi agisindan ele alinmis ve kapanig

uzaylarimin kategonisinin bazi ¢zellikleri incelenmigtir.



2. BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR

Bu bélimde, kapanig operatdrlerinin tanimlanmigt ve kapams uzaylarimin denk tanimlan
tizerinde durulmustur. Daha sonrasinda topolojik uzaylarda da temel kavramlar olan ig,
komsuluk, yakinsaklik, limit noktalar, streklilik kavramlarinmin kapanig uzaylan ile

baglantilan ve kapanig uzaylarnin karsilagtinlmasina yer verilmistir.
2.1, Kapams Uzayi

X bir cimle olsun. ¢l : P(X) — P(X) operatorii asagidaki sartlar sagliyorsa cl ye
kapanis operatéra ve (X,cl) ye kapanig uzayr denir. A ve B, X in alt cimleleri olmak

uzere,

i, c(@®=0

ii. A cBisecl{(A)ccl(B)
. A cCcl(A)
iv.  cl( cl(A) )= cl(A)

Ornek 2.1.1. X = {abc,de} ve T = { X,0,{a}.{c.d}.{acd}.{b.cd.e} } olsun,
(X.7) uzaymnin biitiin kapal kimeleri, @, X, {b.c.d.e}.{a.b.d}.{b.e}, {a} dir.
clfA)={xeX|vU€ervex € XicinUN A # @} seklinde elde edilir.
X,{b},{a,c}.{b,d},{a,c.de},{b,d e}, {a,ce} kimelerinin kapaniglarini bulalim.
cl(X)=X, cl({b})={b.e}, cl(fac})=X, cl{({b,d}) = {bc,d.e}, cl({acde}) =X

cl({b.d.e}) = {b.c.d.e}, cl(face})=Xdir.



Simdi kapanig uzayr olma sartlarini inceleyelim,

i. c(®=0
i (b} C {b.d} olmak iizere cl({b}) = {b.e} C cl({b.d}) = {b.c.d.e} dir.

fa.ct € {a,c,d.e} olmak iizere cl({a,c}) =X € cl{a,c,d.e} = X dir.
{b} € {b.d,e} olmak tizere cl({b}) = {b,e} € cl({b,d,e}) = {b,c,d,e} dir.

.  {a,c} € cl({a,c})oldugunu gérelim. {a,c} € cl({a,c}) =X dir.
{b} Scl({b})={b.e} dir.
{b,d} € cl({b.d})= {b,c,d e} dir.
{b,d,e} Ccl{{b,d.e})={b,c.d,e} dir.
fact Scl({ac))=X
fa,c,de} € cl({acde})=X

{a,c.e} Ccl({a,ce})=X
v, cl(cl{{b})=cl({b,e}) = {b,e} =cl({b})
2.2. T¢ Nokta

Kapanis fonksiyonunun esi int : P(X) — P(X) i¢ fonksiyonudur ve asagidaki gibi

tammlanir ;
int(A) = ( cl(A)")" 2.1

verilen i¢ fonksivonu cl(A) = (int(A)" )" olarakta agik¢a dizenlenir. A € P(X) eger A =
cl(A) 1se kapali, eger A = int(A) ise agiktir.

Ornek 2.2.1 X = {a,bc,de} ver={ X,0,{a}.{c,d},{acd},{becde})olsun.
Kapalilan : @, X, {b.c,d,e},{a,b,e}.{be} {a} dir.
{b} ve {a,c.d.e} kiimelerini inceleyerek int(A) = (cI(A)") oldugunu gorelim.

A = {b} olsun. Buradan,



int({b})=90 (D
c((b¥) =cl(facde) =X) =0 (1)
(1) ve (11) nin esitliginden int({b}) = cl({b}")' oldugu goriiliir.
A ={a.,d.¢} olsun. Buradan,
int({a.c.d.e})=1{acd}l ()
cl({acdeltY =cl({b}) ={be}'=facdl (1)
(1) ve (11) nin esitliginden int({a.c.d.e}) =cl({a,c.d.e}') oldugu goérulir.

2.3. Komsuluk

Kapanis uzaylart noktalarin komsuluk simflan ile de tanimlanabilir. Simdi bunu

gorelim, X bir cimle ve x € X olmak lizere,

N x — P(P(X)) dontsimii asagidaki sartlan saglarsa N (x) e x in komsuluk ailesi
ve (X, V) yve komsuluk uzayr denir.

i X€ENX)dir
i, NEeNX)veNcNiseN € N(x)dir.
. NEMN(x)isex EN dir.
iv. NENX) isechery € N icin N € N(y) olacak sekilde bir N € N(x) vardir.

Yani N, x noktasina yeteri kadar yakin noktalarin komsulugudur.
Ornek 2.3.1 X = {ab.cd) ver=1{ 0, X, {a},{b},{ab}.{ac),{abc} } olsun.
a noktasinin komsuluklar kiimesi, M(a)={ X,{a}.{a,b},{a,c},{a,b,c} | dir.

N = {ab} ve N = fa,b,c} olsun. N © N’ olacak sekilde sectigimizde N € NV (a) oldugu
agiktir,



2.4. Yakinsakhk

¢l kapanig fonksiyonu ve int onun X deki eg i¢ fonksiyon olsun. O zaman N ; X — P(
P(X) ) komsuluk fonksiyonu ve N X = P(PX)) yakinsaklik fonksiyonudur.

Asagidaki kiimeler her x € X igin sirasiyla komsulugu ve yakinsakligi verir.

N(x) ={N € P(X) : x €int(N)}
M) =1{Q € P(X):x € cl(Q)}

I e

Ornek 2.4.1 X={ab.c,d} ver=1{ 0, X, {a},{b}.{ab},{ac},{ab,c} } olsun.
¢ noktasinin komsuluklar kimesi, M(c)={ X,{a,c},{a,b,c} ) dir.

N(c)={ N€eP(X)|c€int(N) } oldugunu gorelim.

N = {ab,c} olsun. int(N) = {a,c} vec € {a,c} dir. O halde ¢ € int(N) dir.
Teorem 2.4.2 Q € N (x) dir ancak ve ancak (Q)' & N (x) dir.

Ispat. N € N (x) dir ancak ve ancak x € int(N) = ( cl(N)")" dir. Bu durumda x ¢ cl(N)'
olur ve x € ( cl(N)" )' =int (N) € N (x) dir ancak ve ancak (N)' € N*(x) dir. Son olarak
komsulugun tanimi kullanilarak N € N (x) dir ancak ve ancak (N)' ¢ N (x) elde edilir.

Diger taraftan, Q € N *(x) olsun. Q € ¥ *(x) olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart x €
cl(Q) olmasidir. Béylece x & cl(N)' ancak ve ancak (N)' € N (x) dir. Yani, (N)' € N'(x)
dir.

Teorem 2.4.3 N, ¢sitlik (2.2) de tamimlanan komsuluk fonksiyonu olsun. O zaman,

i.  x€cl(A) ancak ve ancak (A) € N'(x) dir.
ii.  x €int(A) ancak ve ancak (A)' € N (x) dir.

Tspat.

i.  x€cl(A)olsun. x €cl(A)=cl ((A)")" oldugundan,



(A) € { N | x € cI(N)' }gerektirir. Ayrica,
(AYg {NIxegc®N)}={NIxe (N1

={ NIx €int (N) } = N(x)
Yani, x € cl(A) ise (A) & N(x) dir.

(A) & NM(x) olsun. N(x) = { N € P(X) | x € int(N) } ve int(N) = ( (N} )
esitliginden, M(x) = { N | x € (cl(N) )" } elde ederiz. x € ( cI(N)' )" olmasi x &
cI(N)' oldugunu gosterir. Yani, (A)' & { N | x & cI(N)' } dir. Bu durumda x € cl( (A)'
) dan x € cl(A) dir.

ii.  x €int(A) = int(A") olsun. Yani (A) € { N € P(X) | x € int(N)' } gerektirir.
Aynca (AY ¢ {NePX) | x g int(N) } = { N e P(X) | x € (int(N)")' }
={NEPX)IxEcN)} =N"(x)

Yani, x € int(A) ise (A) € N (x) dir.

(A € N (x)= { NEP(X) | x € cl(N) } dir. cI(N) = (int{N)" ) bagintisindan N (x) = {
N eP(X) | x € (int{N)' )’ } yazanz. Yani, x & int(N)' ve (A)' & int(N)' dir. Bu durumda,
x €int(A") den x € int(A) dir,

2.5, On Yakinsama
On yakinsama P( P(X) ) X X teki asagidaki q bagintisimin saglanmasidir.
(COOFEGve(F,x)Eqise(G,x)€Eqdur

Genellikle (F, x) € q yerine F — x vazilir ve sembol “ X in alt kiimelerinin F
toplanmasi x ¢ yakinsar ” diye yorumlanir. (C0) aksivomu béylece “F € G ve F — x

ise § — x 7 dir.
o On yakmsamanm i¢ ve kapams iliskisi

qile iliskili dogal cq ve iq, kapams ve i¢ operatorleri vardir



iqA)={XxEX|F > xise AEF }
cq(A)={XEXIEIFESC':T—>XV6(A)1ET} (2.3)

® cq ve iq operatorlerinin esligi

x & cq(A) ancak ve ancak F — x olmalidir. Bu da (A") = A € F oldugunu gosterir.
e  komsulugu

x € X noktasinin g-komsulugunu agagidaki gibi tanimlariz :

Nx)=U{F:F —x} (2.4)

Agikga F — xise M ((x) & F dir. Aynca eger, N (x) —xi1se F — x ancak ve
ancak Ny(x) € F dir.

2.6. ideal On Yakinsama

On yakinsama q eger,

(C)Herx € X igin, N(x)—x

ise idealdir.

o Ideal 6n yakmsamanin i¢ ve kapanis ile iliskisi
Ic operatoriiniin tamm1 ideal én yakinsama durumunda,
1q{A)={ x | A € W (x) } eindirgenir.

Kapanig tammi ideal ¢n yakinsama durumunda,

cq(A) = { x | (A) ¢ Ny(x) } seklinde elde edilir. Yani, N7 (x) q komsuluk

fonksiyonunun esi oldugunda, ¢q(A)={ x| A € NV; (x) | elde edilir.

Boylece i¢, kapanig, komsuluk ve yakinsaklik denk bir sekilde ideal 6n yakinsama

kapsaminda tanimlanir.



2.7. Siireklilik

f: (X,cly — (Y.cl) fonksiyonu,

Eger her A € P(X) igin f( cl(A) } € cl (f (A)) oldugunda kapanig koruyandir.
Eger her B € P(Y)igincl( f~Y(B)) € f~!( cl(B)) oldugunda siireklidir.

t - (X,cl) = (X.cl} : x — x ozdesliginin,

t{ cl(A) ) =cl(A) € cl(A) = cl( ((A) ) olduk¢a hem kapams koruyan hemde siirekli
oldugu agtktir. Ayrica, f: X — Y ve g © Y — Z kapams koruyan ( surekli )

fonksiyonlarmm h = g(f) birlesmesi de yine kapants koruyandir ( sireklidir ) -
h(cl(A))=g(f(cl(A))) < g(cl(f(A)))c cl(g(f(x)))=cl(h(x))
cd( R BY) =cl( f~H( g™ B))) = f el g7 (B)))
cf7 (g7 (cl(B)))=h7'(cI(B)) (2.5)
fve g nin sirekliliginin bir sonucu olarak elde edilir.

o (X.cl)ve (Y.cl) keyfi kapams operatorleri ile iki kiime olsun. O zaman her B €
P(Y) i¢in B € N (f(x)) den f~1(B) € N(x) ( veya f~1(B) € N'(x) den B €
N(f(x)) dir. ) elde edilirise f: X — Y fonksiyonu x te sureklidir,

Teorem 2.7.1 (X.cl) ve (Y,cl) keyfi kapamsg fonksiyonlari ile 1ki kime ve f: X — Y
olsun. O zaman asa@daki kosullar siireklilik igin denktir :

i. HerBeP(Y)icinc( f71(B))c f!(cl(B))

ii.  HerBeP(Y)igin £~ (int(B)) cint( f~1(B))
iti.  Her B € P(Y) ve herx € Xi¢in B € N( f(x) )ise f~1(B) € N(x)
iv. HerB €P(Y)ve herx € Xigin f"1(B) € N (x)ise B € N ( f(x))

(i11) ve (1v) kosullar her x € X icin denktir.

Ispat : (i = ii ) oldugunu gosterelim.
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FYUY = ( f7HU"Y) ) bzdesligi ve A € A ile (A)' € (A) denkligini kullanarak

istenileni elde edecegiz.
f(inuB)) = (f~* (iny(B))")
=(fH(®)) ) (e fTHB)Y) )
=(c(f71(B)))
=int( £~ (B)).
cl( f71(B)) = (I f71(B)))
= (int( £ (B)))
= (int( f71(B)" ) < (f(in(B) ) )
=(f7'(ck(B)))
=71 (cl(B) ).
Tammi kullamlarak agsagidaki denklemleri elde ederiz :
int( f71(B) )= { x € X|fHB) E N(x) |
f7(int(B) )= { x € X | B € N(f(x)) }
o (fTHB))={xeX|fB)EN (X))
FclBY)={x|BEN(fx)) } (2.6)

f siireklidir ancak ve ancak x € f~1(int(B)) ve bu her B € P(Y) ve x € X igin x € int(

f~H(B) ) oldugunu gosterir.
(ii = iii ) oldugunu gosterelim.

f'stireklidir. Bu durumda, f~'(int(B))={x € XIB € N(f(x)) } ve



int( f71(B)) = { x € X | f~YB) € M(x) ! dir. Yani, B € N( f(x) ) ise f"YB) € N(x)
dir.

( iii = iv ) oldugunu gosterelim.

x € X icin, f71(B) € N (x) den B € N"(f(x)) elde edilir. Ayrica, B € N (f(x)) den
iBye N*(x) oldugunu goériiriiz. Aym sekilde her B € P(Y) i¢in kosullar oldugunda,
(B) €& N(f(x)) den f~YB) = (f~X(B)) € N(x) elde edilir. Yakinsakligin ve
komsulugun denkligi kullamlarak B € N (f(x)) den her B € P(Y) igin f~1(B) € NM(x)
denklik kosulu elde edilir.

(iv = 1) oldugunu gosterelim.

Her B € P(Y) ve her x € X icin f~1(B) € N(x) ise B € N ({(x)) dir. f~1(cl(B))={ x |
B € N'(fix) } esitligini biliyoruz. Tncelenen denklikler siireklilik altinda denk
oldugundan, her B € P(Y) igin cl( f71(B)) € f~(cl(B)) oldugunda sireklidir

ifadesinden,
cl( F7B)) € F~Hel(B)) = f~L(cl(B)) = { x | B € N (f(x)) } elde edilir.
Sonug 2.7.2 (X,cl) ve (Y,cl) keyti kapams fonksiyonlan ile iki kiime olsun. O zaman

f: X — Y sireklidir ancak ve ancak her x € X i¢in x te streklidir.

2.8. Limit Noktalar

p noktasi eger N € N'(p) nin her komsulugu, NN (AV{ p} ) # O yi sagliyorise A € X

in limit noktasidir. A nin her limit noktasimin,
ATV={xeXIVYNENE)  NN(A\{p})*0) 2.7)
kiimesine A nin tiretilmis kiimesi denir.

Turetilmis kiimeler genellestirilmis topolojilerin  [23] Sierpifiski’nin  sunumunun
temelindedir. Eger x in hi¢bir komsulugu yoksa, NM(x) = &, o zaman her A € X

kumeleri icin x € cl(A)vex € AY dir. Ayrica,
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P =(xEXINK) =D (2.8)
Tanimdan dogrudan asagidaki durum ¢ikanlir :
xEAYisexE(AV{x )T dir.

Eger BC Aise NN(BY{p})#OdenagkcaNN(AN{p}{)+# D elde edildigi
sirece BYC AY elde edilir. Bu ézellik izoni adini alir ve bir sonraki boliimin odak

noktastdir.

Tamm 2.8.1 A € X kiimesi eger A € A" ise kendi i¢inde yogundur.

2.9. Kiimelerin Komsulugu

Tek bir nokta igin komsulugun gosterimi dogal olarak kiimelere genisletilebilir,

A e P(X) olsun. V kilmest A nin komsulugundadir yani, herx € Aigcin V € N(A)ise V
€ N (x) dir. Acgik olarak V' ({x}) = N (x) dir.

Lemma 2.9.1 Her V,A € P(X) i¢cin V € V' (A) dir ancak ve ancak
A C int(V) dir.

Ispat. V € N(A) dir ancak ve ancak her x € A, V € NV'(x) ve her x € A i¢cin x € int(V)

dir yani x € A olmast durumundan x € int(V) olmasi elde edilir.

2.10. Kapams Uzaylarimin Karsilastirilmasi

¢ ve ¢, X kimesinde iki genellestirilmis kapanig operatori olsun. Eger A € P(X) icin

c(A)Sc(A)isec, ¢ dendahaince, ¢ = ¢ vevac . ¢ den daha kaba denir.

Teorem 2.10.1 ¢ ve ¢, X te iki kapamg fonksiyonu olsun. Birbiriyle iliskili ig,
komsuluk ve yakmsaklik fonksiyonlar sirasiyla, iJ, ii’_, N’, N”, N ove N oile

gosterelim, O zaman asaZidaki durumlar denktir ;

i.  Her A € P(X)igin c(A) Sc (A)



ii.  HerA€P(X)icin i (A) Si(A)
iii. Herx € Xigin N (x) €N (x)
iv.  Herx €Xi¢in N (x) € N* (x)

Tspat. (i & ii ) oldugunu gosterelim.

Her A € P(X) igin, c(A) € ¢ (A" ancak ve ancak i”(A) =( (:”(A)1 ) = iJ(A) buradan
i'(A) S i(A) dir. Yani, ¢(A) € ¢ (A) ancak ve ancak i (A) S i(A)dir.

(1 & 11 ) oldugunu gosterelim.

Her A € P(X) i¢in ¢(A) € ¢ (A)ise x € ¢(A) ve X € ¢ (A) dir. (A) & NV (x) ise (A) ¢
N(x)yada(A) € N'(x)ise (A € N (x) dir. Yani, A € N (x)ise A € N (x) dir.

(ii & iv ) oldugunu gosterelim.

c'(A) C ¢ (A) ancak ve ancak i"(A) c i'(A) dir. Teorem 2.4.3 den, x € int(A) oldugunda
(A)' € N'(x) dir, o halde (A)' & N(x) dir. Bunu ifadeye uyarlarsak, x € i (A) ise x €
if(A) dir. O zaman (A) € N ¥ dir aym zamanda (A)' € N *”(X) dir. Bu durumda
N(x) € N* (x) elde edilir,

Eger Teorem 2.10.1 deki dért denk durumdan birim saglaniyorsa, (qu')q (X,c') den
daha giiclii ve (X.¢ ), (X.¢) den daha zayif denir ve (X.¢ )} = (X.¢ ) veya (X.¢ ) < (X.€)

seklinde yazilir.

Teorem 2.10.2 (X,c’), (X,c ) den daha gucla, (X,c’) = (X,c”) ancak ve ancak ¢ : (X,c’)
— (X.¢ ) siireklidir.

Ispat. (=) : (X,c'), (X,c") den daha glglii ise (X,c') = (X,c“) olur. Bu durumda her

B € P(X) i¢in, c’(B) c c”(B) olur. Tanimlanan ¢ : (X,cJ) — (X,c”) fonksiyonu

sureklidir.

( &) : ¢sureklidir. Her B € P(Y) igin,
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c(HB)YE N ¢ (BY) ve i(x) = t"1(x) = x olduk¢a ¢ (B) € ¢ (B) vi verir. Bu da

(X,c’) > (X,cn) niin tanimini gérmemizi saglar.



3. BOLUM
IZOTONIK UZAYLAR

Topolojik vapisint gelistirmek i¢in hemen hemen her yaklasim kapams fonksiyonlarini
izotonik olarak ifade eder. Ayrica buna denk olarak bir noktanin komsuluklarinin da *

yigin 7 olusturdugu gosterilmigtir,

Birinci boélumde verdigimiz komsulugun terimlerinde ve vakinsak fonksiyonlarda
izotonik tammina denk durumlar oldugunu ek olarak boliim sonunda kapanis uzaylan
igin aksiyom sistemleri ve temel aksiyomlar basliklan altinda bolumii 6zetler nitelikte

bagintilara yer verilmistir.

3.1. Izotoni ve YiZmlar

Lemma 3.1.1 Keyfi ¢l : P(X) — P(X) fonksiyonlan i¢in agsagidaki durumlar denktir ;
(K1) Her AB € P(X)icin A € B ise cl(A) € cl(B)

(K1') Her A.B € P(X) icin cl{A) U cl(B) € cl(AUB)

(K1) cl(ANB) € cl(A) n cl(B)

Ispat. (K1) = (K1') oldugunu gosterelim.

A € B ise cl(A) € cl(B) olsun. O zaman her A,B i¢gin A B € A UB isecl(A) € cl(A U
B) ve cl(B) € cl(A U B) dir. Bu nedenle, cl(A) U cl(B) € cl(A UB) dir.

(K1) = (K1") oldugunu gosterelim.



ACBisecl(A) S cl(B)olsun. AN B € ABise, cl{A NB) € cl(A) ncl(B) dir.
(K1') = (K1) oldugunu gosterelim.

cl(A) U cl(B) € cl(A U B) oldugunu ve A € B oldugunu kabul edelim. O zaman,
cl{A) € cl(A) U cl(B) € cl(A UB)=cl(B) dir. Yani cl(A) € cl(B) dir.

(K1Y = (K1") oldugunu gosterelim.

cl(A) Ucl(B) E cl{A UB) olsun. A.B € A U B oldugunu biliyoruz. Aym sekilde,
ANB < ABC A UB oldugundan cl{A N B) € cl(A) N cl(B) dir.

(K1") = (K1) oldugunu gosterelim.

cl(A N B) € cl(A) ncl(B) ve A € B olsun. Bu durumda A = A N B olur. Buradan yola
¢ikilarak, cl(A) = cl(A N B) € cl(A) N cl(B) € cl(B) elde edilir,

Ornek 3.1.2 X = {ab.c.de} ve = { X,0.fa}.{c.d}.{a,c.d}.fb.c.d.el } olsun.
{b}.{a.c}.{a.c.d.e}.{b.d.e}.{a.c.c} kimelerini ele alalim.
(X,7) uzayinin kapalhilar, @ X {b.c.d.e}.fab.e}.{b.e}. {a} kimelendir.

(K1) i¢cin, {b} € {b.d,e} olacak sekilde A = {b} ve B = {b,d,e} alalim. cl(A) € cl(B)

oldugunu gérelim.

cl(A) = {b,e} € cl(B) = {b,c.d,e} dir.

(K'l,) icin, {a,c} € {a,c,d,e} olacak sekilde A ={a,c} ve B={a,c,d,e} alalim.
cl(A) =X, cl(B) = X, cl(A U B) = X dir buradan X U X € X saglandigr goralir.
(K1) igin, A = {b} ve B = {b,d.e} kiimeleri segelim. A N B = {b} dir.

cl(A) = {b.e}. cl(B) = {b,c.d.e}, cl(A N B) € cl(A) n cl(B) oldugu gorulur.



Lemma 3.1.3 Keyfi int ; P(X) — P(X) fonksiyonu i¢in asagidaki durumlar denktir :
(K1"yHer A.B € P(X) ve A € Biseint(A) € int(B)

(K1'") Her A,B € P(X), int(A) U int(B) € int(A U B)

(K17) Her A.B € P(X). int(A N B) € int(A) N int(B)

Ispat, (K1) = (K1) oldugunu gosterelim.

Her A,B € P(X) ve A € B olmak lzere, int(A) € int(B) olsun. Bu durumda,
ACAUBiseint{A)SinttAUB)veB € AUBiseint(B) € A UB olur. Birlegimden,
int(A) U int(B) S int(A U B) elde edilir.

(K1) = (K1") oldugunu gésterelim.

Her A,B € P(X) igin int(A) U int(B) € int(A U B) olsun. Bu durumda (K1') geregince,
ANBc Aiseint(A N B) S int(A) ve AN B S Bise int(A N B) € int(B) bulunur.
Kesisimden, int(A N B) € int{A) N int(B) elde edilir.

(K1¥) = (K1"") oldugunu gosterelim.

Her A, B € P(X) olmak uzere, int(A N B) € int(A) N int(B) ve A € B olsun.
ANB=Ave AUB=8Bolur int(A) € int(A) U int(B) € int(A U B) = int(B),
yani int(A) € int(B) elde edilir.

Ornek 3.1.4 X = {abcde} vet = { X.0,{a}.{c.d}.{acd},{bcde} } olsun,
(Klm) i¢in, A,B € P(X), A € B olacak sekilde A = {a,c.e} ve B = {a c,d e} alalim.
int(A) = {a} ve int(B) = {a,c,d} dir. Buradan int(A) € int(B) oldugu goérular.

(K1'"%)i¢in, AB € P(X), A= {b} ve B={a.c.d,e} alalim.



int(A) = {a.c,d}, int(B) = @, int(A U B) = X dir. Buradan, int(A) U int(B) € int(A U B)

oldugu gorilir.
(K1%)i¢in, AB € P(X)ve A = {d,e}, B={a,c.d,e}, ANB={d,e} olsun.

int(A) = @, int(B) = {a.c,d} veint( A n B ) = @ dir. Buradan, int(A N B) € int(A) N

int(B) oldugu géralir.

3.2. Yigm

EgerFF € F ve I € G oldugunda G € F ise ( bos olmayan } F € P(X) koleksiyonu bir
yigindir. Tam yi1gimlarnin kiimesini &(X) seklinde yazalim. @ € P(X) bos kimesi ile & €
P(X) bos yigimint ayirt etmek énemlidir.

Komgulugun terimlerinde ve yakinsak fonksiyonlarda (K1) "e denk durumlar vardir.

Lemma 3.2.1. cl kapanig fonksiyonu izotoniktir ancak ve ancak,
(K17") Her x € X igin N (x) bir yigindir.
(K1%") Her x € Xicin V(x) bir yizindir.

Ispat. N € V(x) olmast igin gerek ve yeter sart x € int(N)olmasidir. Eger V'(x) izotonik
ise N € N (x) elde edilir ve bundan dolayt N yi kapsayan her N igin x € int(NJ) olur.
Buradan da N € N ise int(N) < int(N'} elde edilir.

Tersini gérmek i¢in N'(x) in izotonik oldugunu, A € B ve x € cl(A) ise x € cl(B)
oldugunu varsayalim. N (x) in izotonisi boylece (A)' € N(x) elde ederiz ki bu celigkidir.
Boylece A € B ise cl(A) € cl(B) dir. Sonug olarak N'(x) bir yigindir ancak ve ancak
N*(x) bir y1@indir.

¢ On topolojik uzaylarda c(A) kapanmisi keyfi kapanis uzaylannda anlamhdir ve

agsagidaki 1y1 bilinen formula ile tanimlanir :

(A)={xEXIYNENK)  ANN=0 ! (3.1)



Bu tanimdan asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.2.2. (X,cl) keyfi bir kapanis uzay1 olsun.

i.  Her A € P(X)i¢in c(A) E cl(A)
i, ¢ P(X) — P(X) izotoniktir,
iii.  c(A)=cl(A) ancak ve ancak ¢l : P(X) — P(X) izotoniktir.

Ispat. i. N € V' (x) ancak ve ancak x € int(N) dir. Bu aym zamanda,

N € N(x) ancak ve ancak x € (cI(N)")' demektir. Béylece, x € ¢(A) dir yani “ N € N (x)
ise NN A # @ olmasi halinde x € cl(A) dir. ” ifadesine denktir. Simdi B = (N)' ile
degistirilince (B)' N A = @ ifadesi A € B ile denk oldugu gozlenir. Boylece x € c¢(A) dir

ancak ve ancak A nin kapsadig her B kiimesi i¢in x € ¢l(B) dir yani,

c(A)= | ci(B) (3.2)

B:AcH
elde edilir. Yani, c(A) € cl(A) oldugu aciktir.

ii. (1) de elde edilen A € B ise ¢c(A) C cI{A) ifadesi c(A) nin izotonik olma sartini

sagladigini gosterir.

iii. (i) de A € B olmasi halinde ¢(A) € cl(A) oldugunu gordiik. Elde edilen bu
sonu¢ ¢(A) nin izotonik oldugunu gostermistir. Aym sekilde cl : P(X) — P(X) kapanis
fonksiyonunun izotonik olmasi igin gerek ve yeter sart her A € B igin cl(A) € c(A)
olmasidir. Bu durumda, (i) den c(A) € cl(A) ve cl{A) € c(A) dan, c(A) = cl(A) elde

edilir. Bu egitligin olusabilmesi i¢inde gerek ve yeter sart ¢l nin izotonik olmasidir.
e lzotonik Uzaylarda yakinsama ve komsuluk
Tzotonik uzaylarda yakinsama ve komguluk arasindaki iligki,
secF={GeEPX)IVFEF :GNF#0} (33)

olarak ifade edilir.



20

Teorem 3.2.3 (X,cl) izotonik uzaydir. O zaman,
N(x) = sec M(x) ve M(x) = sec N (x)
TIspat. N € M (x) dir ancak ve ancak x € int(N) oldugunu biliyoruz. Aym zamanda,

N € N (x) dir ancak ve ancak x € (cl(N)")' demektir. Buradan, N € N(x)ise NN A = 0
olmast halinde x € ¢l{A)" dir. O halde,

sec M(x)={ AEP(X) IYNEN(X):ANN =P}

ve N (x)={ A€P(X)|x €cl(A) } den sec N(x) =N (x) elde edilir.
Simdi, NV (x) = sec N (x) oldugunu gorelim.

X € (cl(A)) = int(A) € N(x) dir ancak ve ancak (A) € N (x) dir.

Bu durumda,

sec N (x)={AEPX)IVGENx) ANG=0 )

NE)={ NeP(X)Ix €int(A) } den N(x) = sec N(x) elde edilir.

Lemma 3.2.4 ATC cl(A)ve AY- A =cl(A) - A

Ispat. Genellikle N N (A - {p)} = @ ise NN A # @ dir bu yiizden p € AY ise p € cl(A)

elde edilir. Elde edilen bu veri AY C cl(A) oldugunu gésterir.

p € A oldugunu varsayalim. p € AY dir ancak ve ancak her N € M(p)dir : N n (A
- {p)i =N N A = 0 yani ancak ve ancak p € cl(A) elde edilir. Bu da bize ikinci ifadeyi

ispatlar.
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3.3. Yigin Yakmnsak

G(X) x X te q nun kisith yakinsamasinda, q € G(X) X X ise (X,q) bir yigin yakinsama

uzayidir, Buradan da,
(CO)yFcGve(Fx)eqise(§.q) € qsaglanir.
(C) Her x € X icin Ny(x) — x ise (X,q) ideal y181n yakinsama uzayidir.

Agikea eger (X,q) i1deal yi1gin yakinsama uzayr ise Ny(x) g-komsuluklan yigin
olugturur. Tersine eger (X,cl) bir izotonik uzay ise (F.x) € qc dir ancak ve ancak N(x)

€ F diuzenlemest ile qc y1@in yakinsama iliskisi tanimlanabilir,

Boylece (F x) € q oldugundan N (x) € F ve (F,x) € qc dir ve N (x) € F elde edilir.

Izotonik uzaylar ile ideal yakinsama uzaylari belirlenmis olur.

e (X,x)ve (Y,y) yigin uzaylan ve f : X — Y olsun. Bununla iliskili f: G(X) —

G(Y) déntguma tanmmlamr.
f(F)={GEP(Y)IIFEF f(F) S G} (.4)

f(F) in gerg¢ekten Y de yigin oldugu aciktir. Ayrica f{ P(X) ) = P(Y) ve f{d) = & elde

edilir.
3.4. Y gin Siireklilik

(X.x) ve (X,y) iki yigm-yakinsama uzaylart olsun. O zaman [ : X — Y fonksiyonu x

i¢in yigin sureklidir eger,
F—owx ise [(F)—=,fx) (3.5)

Herx € X igin x te f yigin strekli ise f: X — Y fonksivonu y18in stireklidir.

Teorem 3.4.1 (X,x) ve (X)y) ideal yakinsama uzaylart olsun. O zaman f: X — Y

fonksiyonu x te g-stireklidir ancak ve ancak
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Ne(£x)) S £ (Nx(x)) (3.6)

ispat. f: X — Y fonksiyonu x te g-siirekli olsun. Teorem 2.10.1 ve yigm sirekliligin
tanimindan, Ny(x) € F ise Ny ( {(x) ) < { (F) formunda yeniden yazilabilir. F yerine
Nux)olarak ve G < F 1se £(F )cf(F)durumu kullanilarak N «(x) € F oldugunda
N (f(x) ) 2 £ (V(x)) < f(F) formu elde edilir.

(X.x) ve (X,y) ideal 6n yakinsama uzaylan olsun. f: X — Y fonksiyonu i¢in V', ( f(x) )
C F(Wu(x)) olsun. G € F ise, (F,x) — q ve (G,x) — qolur. Ayrica G € F 1se f{F) €
f{F) durumundan N «(x) € F oldugundan, f fonksivonu x te q - siireklidir.

Teorem 3.4.2 (X cl) ve (Y,cl) izotonik uzaylar ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. O

zaman agagidaki ozellikler denktir :

i. £ xtesireklidir.

i, f, xte yigindir.

Tspat. (i = ii ) oldugunu gosterelim. f, x te strekli olsun. B € NM(f{x)) ise f ' (B) €
N(x) dir. O zaman, A € f~1(B) olacak sekilde bir A € N'(x) vardir. Bu sekilde f(A) €
fl f7HB) ) € I M (x)) elde edilir. B € f{(WV(x)) sart1 izotoniden dolayr saglandig icin
N(f(x)) € f(N(x)) bulunur. Bu sonugta fin x te yigin siirekli oldugunu kamtlar,

( 11 = 1) oldugunu goésterelim. f, x te yigim surekli olsun. Bu durumda, B €
N(f(x)) ise f(A) € B olacak sekilde bir A € N(x) vardir. Buradan da, A € f~1(f(A)) €
F71(B) elde edilir ve bundan dolayt f~1(B) € N(x) olur. Yani f fonksiyonu, x te

sureklidir.

Teorem 3.4.3 (X.cl) ve (Y.cl) izotonik uzaylar olsun. O zaman asagidaki ozellikler

birbirine denktir ;

1. f: X = Y sureklidir,
. X —Y kapams korumasidir.
ii.  Her A € P(X)ve her B € P(Y)i¢in f(A) c Bise f( cl(A) ) < cl(B).

iv. f:X =Y fonksiyonu yi1din sireklidir.
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Tspat. (i = ii ) oldugunu gosterelim. f : (X,cl) — (Y,cl) fonksiyonu siirekli ve cl
izotonik olsun. Her A € P(X) i¢in f( cl(A) ) € cl( f{A) ) oldugunda kapanig koruyandir.
( 11 = 1) oldugunu gosterelim. {: (X,cl) — (Y,cl) fonksiyonu kapamsg koruyan ve cl
izotonik olsun. Her B € P(Y) i¢in cl( f~1(B)) € f~1( cl(B) ) oldugunda f fonksivonu

siireklidir.

(i = iii ) oldugunu gosterelim. f fonksiyonunun strekli ve ¢l nin izotonik oldugunu
varsayalim. O zaman f(A) € B ise, A € f~1(f(A)) € f~1(B) ise cl(A) € cl(f~1(B)) €
F1cl(B)) olur. Daha sonrasinda f altinda, f(cl(A)) € f(cl( f~%(B) ) € cl(B) olur.
Buradan (iii) maddesi olan f(cl(A)) € cl(B) ¢lde edilir.

( 111 =1 ) oldugunu gosterelim. Her A € P(X) ve her B € P(Y) i¢in f{(A) € B 1se, f{
cl(A)) € cl(B) dir. Bu durumda,

FL(RA)) € FL(B)ise A € f~1(B) dir. A € F~1(B) den f( f~1(B)) S B olur.

c( F7IBY ) € FTY (e F7YBY) ) ) € FH cl(B) ) elde edilir. Bu durumda f

sureklidir.

( 111 = 11 ) oldugunu gosterelim. Her A € P(X) ve her B € P(Y) i¢in f(A) € B ise f{
cl(A) ) € cl(B) olsun. B = f(A) alalim. f(A) € f(A) oldugu sirece f (cl(A)) € cl(f(A))

sonucuna vanrz, Bu da f in kapams korumast oldugunu gosterir.

(ii = iii ) oldugunu gosterelim. f: X — Y fonksiyonu kapanis korumasi ve ¢l izotonik

ise f{A) € B olmasi halinde f( cl(A) ) € cl( {{A) ) € cl(B) olur. (iii) saglanm1g olur.

( 11 = 1v ) oldugunu gosterelim. £ X — Y kapanig korumasi olsun. Bu durumda, f(A)
C Bise f{ cl(A) ) S cl( f{A)) S cl(B) olur. f"Y{fA))cf(fYB))SBolur. fX—

Y fonksiyonu y1gin siireklidir.

(i = iv ) oldugunu gosterelim. f: X — Y fonksiyonu siirekli olsun. B € N (f(x)) ise
F71(B) € M(x) dir. O zaman A € f~1(B) olacak sekilde bir A € N(x) vardir. Boylece
flA) € f( f~1(B) ) € B ve izotoniden dolay1 B € f{ N(x) } dir yani N( f(x) ) € f{ N(x))

elde edilir. Bu sonug f: X — Y fonksiyonunun vigin strekli oldugunu gosterir.
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( 1v = 1 ) oldugunu gosterelim. £ : X — Y fonksiyonu y1gin strekli olsun. O zaman, B
€ NM(f(x))ise f{A) € B olacak sekilde bir A € N'(x) vardir. Buradan da, A € f~1(f(A)
) € f71(B) elde edilir ve bundan dolay1 f~1(B) € N (x) dir. Bu da f fonksiyonunun x te

strekli oldugunu gosterir,

3.5. Kapams Uzaylar1 I¢in Aksiyom Sistemleri

(X.cl) genellestirilmis kapams uzayr olsun. Her A,B € P(X) i¢in kapanig

fonksiyonlarnnin agagidaki ozelliklerini g6z oniinde bulunduralim,
(KO)cl(®)=0

(K1) A c Bise cl(A) < cl(B) ( izotonik )

(K2) A c cl(A)

(K3) cl(AuB) < cl(A) v cl(B) ( birlesme )

(K4) cl(cl(A)) = cl(A) (es gliglti )

(K5) [el(A)=cl()A,) (toplamsal)

3.5.1 Temel Aksiyomlar

Asagidaki ozellikler her A B € P(X) ve her x € X i¢in gegerlidir.
e (KO0)icin,

Kapamis : A : x € cl(A)

I¢:JA : x €int(A)

Komsuluk: NV'(x) # @

Yakinsaklik: N*(x) # P(X)
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¢ (KO0) igin,
Kapanis : cl(@)= 0@
I¢ :int(X)=X
Komsuluk : X € M(x)
Yakinsaklik : @ € N (x)

¢ (Kl)igin,

Kapanis : A € Bise cl(A) € cl(B)
cl(A N B) € cl(A) N cl(B)
cl(A) U cl(B) € cl(A U B)
I¢ - A € Biseint(A) € int(B)
int(A) U int(B) € int(A U B)
int(A N B) € int(A) Nint(A)
Komsuluk : N € M(x) ve N € N ise N € N (x) dir.
Yakinsaklik - Q € N (x) ve Q € Q ise Q € N '(x) dir.
* (KA)igin,
Kapanis : cl(X) =X
Tg :int(@) =0
Komsuluk : @ € NV(x)

Yakinsaklik : X € N*(x) dir.
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¢ (KB)igin,
Kapanis : AUB=Xisecl{A) ucl(B)=X
lc: AnB=0iseint(A) Nint(B)= 0
Komsuluk : N. N € M(x)ise N NN = @
Yakinsaklik : Q UQ =Xise Q € N*(x) veya Q€ N*(x) dir.
e (K2) (genisleyen) icin,
Kapanis : A € cl{A)
I - int(A) € int(A)
Komsguluk : N € A (x)ise x € N dir,
Yakinsaklik : x € Qise Q € N'(x) dir.
e (K3) (alt-lineer) igin,
Kapanis : ¢cl(A U B) € ¢l(A) U cl(B)
Ic : int(A) N int{B) S int(A U B)
Komsuluk : N, N € M(x)ise N N N € NM(x) dir.
Yakinsaklik - Q UQ e N'(x)ise Q € N'(x) dir veya Q € N"(x) dir,

*  (Kd)(esgiiclii) icin,

Kapanis : cl( cl{A))=cl(A)
I¢ - int( int(A) ) = int(A)

Komsuluk : N € N (x) ise int(N) € N (x) dir.
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Yakinsakhik : Q € M '(x) dir ancak ve ancak cl(Q) € N(x) dir.

e (KS5) (toplamsal) igin,

Kapanis Ucl(Ai) = CI(UAi)
f¢: (int(A)=int((A)

Komguluk : N (x) =0 veya IN(x) : N € N(x) dir ancak ve ancak N(x) € N dir.

Teorem 3.5.2 Temel aksiyomlarda her madde i¢in kapanis, i¢, komsuluk ve yakinsaklik

denktir.

Ispat. K0. N(x) = olmasi i¢in gerek ve yeter sart (A) € NV (x) olacak sekilde bir A
kiimesi vardir. Yani x € cl(A) dir. Bu durumda x € (cI(A))' = int(A)' elde edilir.

KO0. Her x € Xigin X € M (x) dir ancak ve ancak x € int(X) = ( cl(X)')' = (cl(®) )' dir.
Buradan x & cl(®) elde edilir.

K1. Izotoninin denk tammlan bu béliimde tartigildi.

KA. X = C(X) = (int(X)' )} = (int(@))" olmas icin gerek ve veter sart int{(@) =0
olmasidir. @ € N(x) ise x € int(®) oldugunu biliyoruz yani, her x € X igin @ € N (x)
dir ve int(@) = @ dir.

KB. ilk énce AUB = X ancak ve ancak (A)' N (B) =@ oldugunu hatirlayalim. Bundan
dolayt ANB = @ise (cl(A) ) n{cl(B)) =@, yani, int(A) Nint(B) = @ dir. x € cl(A)
olmast i¢in gerek ve yeter sart A € N *(x) olmasidir. A UB = X olsun. O zaman cl(A) U
cl{B) = X, herx € Xigin x € cl(A) veya x € cl(B) elde edilir ve denk olarak A € N *(x)
ve B € N *(x) dir.

K2. A C cl(A) ancak ve ancak (A)' € cl(A)' ancak ve ancak int(A) = ( cl(A)") € ((A) )
= A dir. Bundan dolay1, N € A (x} ise x € int(N) € N, vani, x € N dir. Diger taraftan,
her N € M (x) i¢in x € N ve x € A goz éntne alalim. O zaman x & (A)' ve bundan dolay!
(A)' & NM(x) yani x € cl(A) dir.
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K3. Bu aksiyom x € cl(AUB) ise x € cl(A) veya x € cl(B) olarak da ifade edilebilir.
Esdeger olarak, x € cl(A) ve x € cl(B) ise x & cl(A U B) dir. Aynca (A)' € N(x) ve (B)
€ N(x) ise, (AUB)' = (A") N (B") € N (x) dir. A ve B vi sirasiyla (A)' ve (B)' ile yer

degistirerek ispati tamamlariz.

K4. int(A) = int( (A" ) = (el [ (el{A)")' 1)) = (el cl(A)) )" ifadesini biliyoruz.
Boylece cl( cl(A) ) = cl(A) ise int( int(A) ) = (cl(A)) = int(A) dur.

Diger taraftan, int{ int{A) ) = int(A) ise ( cl( cl(A)) ) = (cl(A)' ) ve cl( cl(A) ) = cl(A)
dir.Genelde x € int( int(A) ) = ( (cI( cl(A)") ) ancak ve ancak x & cl( cl(A)") dir yani, (
cl((A)) ) = int(A) € N(x) elde edilir. Boylece K4, x € int(A) ise int(A) € N(x)
durumuna denktir. Diger taraftan x € int(A) ise A € N(x) dir. Bu iki durumu da
birlegtirerek A € N (x) olmasi i¢in gerek ve yeter gart int{A) € N (x) olmasi durumu

elde edilir.

KS5. K1 den K5 e kadar sagladikga Her N € NM(x) i¢in x € cl(A) dir ancak ve ancak
NNA # @ dir. Bu yviizden y € N ve her N € N(x) i¢in x € cl({y}) dir. Buradan y € N'(x)

dir. cl(A) = Ucl({y}) esitliginden int{A) = ( (cl(A)" ) = U cl{{yp = ﬂ (cl({y})l

yeh ye(AY ye(A)'
bulunur, Boylece x € int(N) olmast i¢in gerek ve yeter sart x € cl({y}) olmasidir. Ayrica
her y €N i¢in y € N(x) olmasi durumunda N(x) € N dir. Denklikleri toplayarak N €

N (x) olmasi i¢in gerek ve veter gart N(x) € N olmasidir sonucuna ulagihir.
(K0) ise (KO) oldugunu gosterelim.

Her x € X olmasi i¢in gerek ve yeter sart x € int(X) = ( ¢l(X)")' = ( cl(@) )" olmasidir.
Buna bagli olarak x € ( cl(®) ) ise x & cl(®) dir. Buradan, M(x) # @ ve (A) € N(x)
olmak iizere x & cl(A) oldugunda x € (cl(A))' = int(A)' elde edilir. Bu durumda (KO’)

saglanmis olur.



4. BOLUM
KAPANIS UZAYLARININ OZELLIiKLERI

Bu boélumde agirlikli olarak simetri ve ayirma aksiyomlar tGzerinde duracagiz. Simetri
ve ayirma aksiyomlan her zaman x in her noktasinin etrafindaki komsuluklar ile ele

alinmaktadir,

Ayirma aksiyomlan bir kiimenin noktalar veya kapali alt kiimelerinin topolojik olarak
birbirinden ayrilabilmesidir. M.H.Stone’nun bir teoremine gore her uzay noktalarinin
uygun bir tammlamasi ile uzay ayirma aksivomunun en zavifi olan Ty 6zelligini saglar
[28]. Ty aksiyomu Tl,Tg,Tg,T3% ve Ty aksiyomlarindan daha sonra 1935 yilinda ilk defa
Alexandroff ve Hopf tarafindan ortaya atilmistir [28]. T; aksiyomu 1906 yilinda
Hausdortf ve aym vil bagimsiz olarak Root tarafindan tanimlannustir [28]. T5 aksiyomu
1921 yilinda Vietoris, Ta: aksiyomu 1925 yilinda Urysohn formile etmis ve Ta
uzaylan simfi Gzerindeki onemli galismalart 1930 yilinda Tychonoff yapmistir [28]. Ty

aksivomunu 1923 yilinda Tietze tammlanmis ve ayirma aksiyomu terimi ilk defa

13 kkl

kullanilmistir [28]. T harfleri Almanca ayirma aksiyomu olan “ Trennungsaxiom
kelimesinden kaynaklanmaktadir [28]. Topolojik uzaylarda ¢ok degisik sekillerde

tantmlanmig ayirma aksiyomlarn vardir,

Bolimde ayirma aksiyomlarmin kapams uzaylan ile bagintih tammlanm ele ahip
komsuluklar: Gizerine yorum vapacagiz. Son olarakta regiilerlik benzeri aksiyomlar ve

normallik tanimi ile izotonik uzaylarnin bu bolimdeki fonksiyonuna yer verecegiz.
4.1. Simetri Aksiyomu

Simetri ve ayirma aksiyomu her zaman X in her noktasinin etrafindaki komguluklarinin

varligi ile ele alimir. Bundan dolay1 V' (x) # @ yani ( KO’)yl kabul edebiliriz.
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Komguluk agisindan iki en énemli simetn ¢zellikleri ve onlann kapamsg kargiliklar,
(RO) Eger x, y nin her komsulugunda varsa o zaman y de x in her komsuluguna vardir.
(ROe) x €cl({y})isey Ecl({x})dir.

(wS) Eger x, y nin her komsulugunda varsa N (x) € N (y) tir.

(¢S) cl{A) nel({x}) = P ise x € cl(A) dir.

(S) Eger x, y nin her komsulugunda varsa NV (x) = N (y) dir.

(RE) Eger N, N N, # 0 igin her Ny € V'(x) ve her N, € N (y) ise N'(x) = N(y) dir.
Lemma 4.1.1

1. Eger (X,cl) genisletilmig topoloji 1se (RO) ve (ROc) denktir.
ii.  Eger (X,cl) komsuluk uzayi ise (wS) den (R0) elde edilir.
iii.  Eger (X,cl) komsuluk uzayi ise (RE) her zaman (S) vi gerektirir.

Ispat. i. N(x)= n{ N|N € N(x) } kiimesi x in bir komsulugu olsun. O zaman (R0)
y € N(x) ise x € N(y) dir ** seklinde yazilabilir. izotonik uzayda,

cd({xD=1y|VNeEN({):NN{x}#B}={y|xENK) ]
vani, x € N(y) dir ancak ve ancak v € cl({x}) dir. Bu da (ROc¢) vi verir.

i, x € N(x) olsun. O zaman (wS) 1se N (x) € N(y), yani, UE€ N(x)ise UE€
N(y) dir. Denk olarak, x & cl(U)" ise y & cl(U)' ve bundan dolay1 her A icin y € cl(A)
ise X € cl(A) dir. Simdi x € N(v), vani, y € cl({x}) ve (K2) yi kullanarak y € cl({y}) ise
x Ecl({y})dir. Buda y € N(x) oldugunu gdsterir.

Aynica y € N(x) ve (K2} yi kullanarak y € N(y) elde edilir, o zaman N(x) N N(v) # @ ve
oldugundan her Ny € N (x) ve Ny € N(y) igin Ny N Ny = @ olur. (RE) ifadesinden
N(x) = N(y) elde edilir. Bu durumda da (S) de saglanmis olur.
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Teorem 4.1.2

1. Izotonik uzaylarda (S) sart1 (cS) yi bu da (wS) yi gerektirir,
ii.  Birizotonik (R0) uzayinda (wS), (¢S) ve (S) denktir.
iii.  Eger (X,cl) komsuluk uzayi ise (wS), (¢S) ve (S) denktir.

Ispat. i. x € N(y) ise y € cl({x}) dir buna bagh olarak N € M(x) ve N € N(y) olur.
Denk olarak x & cl (N)' ancak ve ancak y € cl(N)' dir. Bu durumda x € cl(N}' dir ancak
ve ancak y €cl(N)' elde edilir. O halde x € cl(A) olmasit A € P(X) i¢in y € cl(A)

olmasidir. Sonug olarakta y € cl({x}) ve y € cl(A) ise x € cl(A) dir,

cl{{x}) Nncl(A) # @ ise x € cl(A) dir. Bu ifadenin olumsuzu da (cS) vi verir. Simdi x €
N(y) olsun. Yani y € cl{{x}) ve U € N (x) dir. Bu da x & cl (U)' oldugunu gosterir. (cS)
den cl({x}) N cl(U)' = @ elde edilir. Bundan dolay1 y € cl({x}) ise y & cl(U)" dir. Diger
taraftan y € int(U) ve buna bagh olarak U € N(y) dir. Boylece N(x)E N(y) elde

edilir. (wS) saglanmuistir.

ii. (wS) o6zelliginden x € cl({y}) ise N(y) € N(x) dir. Aym1 zamanda (R0Q) izotonik
uzayindan y € cl({x}) dir. (w8) dzelligi tekrar uygulandiginda N (x) € N (y) elde edilir.
Buradan N (x) = N (y) bulunur. Bu da (S) 6zelliZinin (wS) ozelligine denk oldugunu

gosterir.
Simdi de (cS) nin (wS) ye denk oldugunu gorelim. x € N(y) olmak tzere,

y € cl(§x}) ve U € V(x) dir. Bu durumda x € cl(U)' dir. (¢S) den cl({x}) n c(U)' =@
elde edilir. Bundan dolay1 y € cl({x}) ise y & cl(U)" elde edilir. Daha net olarak, y €
int(U) dur ve buradan U € N (y) dir. Boylece M(x) € N (y) sonucuna ulaginz,

iii. Lemma 4.1.1 in (11} maddesinden (X,cl) uzayr komsuluk uzayr ise (wS) den (RO)

elde edilir. Oncelikle bunu gérelim.

X € N(x) olsun. O zaman (wS) ise N (x) € N (y) olur yani U € N'(x) 1se U € N'(y) dir.
Denk olarak x & cl(U) ise y & cl(U) dir. Bundan dolay1, her A igin y € cl(A) ise x €
cl(A) dir. x € N(y) 1se v € cl({x}) olur ve (K2) den v € cl({y})1se x € cl({y}) buradan
x € N(x) dir. Boylece (wS) den (RO) elde edilmis olur.



32

Buna bagh olarak Teorem 4.1.2 nin (i1) maddesinden (X,cl) uzaymin komguluk uzay
olmast kosulunda elde edilen (RO) uzayinda (wS), (cS) ve (8) nin denk oldugunu

biliyoruz. Bu da ispati tamamlar.
4.2. Alt Ayirma Aksiyomlar:

(To) ve (Ty) aksiyomlan, yukandaki (RO) simetri aksiyomu yardimiyla topolojik

uzaylarda oldugu gibi ag¢iklanabilir :
(To) Her x,y € Xicgin x # y olmak tizere, y & N olacak sekilde bir N' € N (x) vardir
veyax € N’ olacak sekilde bir Nen (v) vardir.

(T1) x,y € X i¢in x # vy olmak lzere, x € N ve y €& N olacak sekilde bir N e N(x)ve
Nen (y) vardir.

(KO') 1 kabul ederek (Toy) ve (T1), N(x) tiirinden yeniden ifade edilebilir. Bu gosterim

kapanis fonksiyonlar tarinden 1lgili aksiyomlar verir.
(To)x £y :y &N(x)yadax &N(y)
(eTo)x#y:ye&cl({x})yadax&cl({y})

(T1) N(x) < {x}

(eTi) cl(x) € {x}

Teorem 4.2.1

i. (1)) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (Ty) ve (R0O) olmasidir.
ii.  (cT))olmasi igin gerek ve yeter sart (¢To) ve (ROc) olmasidir.
i, (X.,cl) genisletilmig topolojik uzay, (Ty) olmas: i¢in gerek ve yeter sart (¢To)

olmasidir ve buradan (T;) olmasi i¢in gerek veter sart (cT;) olmasidir,

Ispat. i. (T)) ise (To) ve (RO) tamimdan elde edilir.Yani, N(x) € {x} oldugunu kabul
edelim. x # vy olmak tizere x € N(y) olur. Bu da (Ty) ve (RO) 1 saglar. Tersine (X,cl)
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uzay1, (Ty) ve (RO) olsun. Fakat (T;) olmasin. O zaman xy # y; € X olmak lzere y, €

N(xg) olur. Bu da ¢eliskidir. O halde (T)) uzay1 saglanmalidir.

ii. (cTy) ise (c¢Ty) ve (cRO) tanimdan saglanir. Yani, cl(x) € {x} ifadesinin kabul edelim.
Bu durumda, x # v olmak tizere, v € cl({x}) ya da x & cl({y}) oldugunu gosterir. O
halde (cTo) ve (ROc) yi saglar. Tersine, (X,cl) uzay1 (c¢Ty) ve (RO) olsun. Fakat cT
olmasin. O zaman xp # yo € X olmak tizere, y € cl({x}) ya da x € cl({y}) olur. Bu

durumda cl({x}) € {x} olmalidir. Bu da ¢eliskidir. O halde (cT;) olmalidir.
iii. (Tg) & (cTy) oldugunu gosterelim.

Tammdan dolay1 x € N(y) dir ancak ve ancak v € cl({x}) dir. Aym sekilde v € N(x) ise
x € cl({y}) dir. O halde (Ty) day € N(x)isex € cl({y}) yadax & N(y)isey & cl({x})

dir. Boylece (¢Tp) saglanmig olur,
(T1) & (cTy) oldugunu gosterelim.

x € N(x) ise x & cl(x)" dir bu durumda x € cl(x) dir. x € N(x) € {x} oldugundan x €

cl(x) € {x} elde edilir.

4.3.Hausdorff Benzeri Aksiyomlar

(T2) x #yise, N NN =@ olacak sekilde N € N(x) ve N'€e N (y) vardir.

(H) Bir 6z 6n-siizgeg en ¢ok bir noktaya yakinsar.

(T22)x #yise, cl(N) N cl(N) = @ olacak gekilde N'€ V(x) ve N" € N (y) vardir.
Lemma 4.3.1

i. Genelde (T;), (RE) yi gerektirir.
ii.  Komsuluk uzaylarinda, ( To3) ise (Ta)dir.
iti.  Komguluk uzaylarinda, (T;) olmast i¢in gerek ve yeter sart (Ty) ve (RE)
olmasidir.

v, Komsuluk uzaylarinda (Ty) ve (RE) 1se (T)) dir.
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Ispat. i. (T2) ise (RE) dir gorelim. x # v olmak iizere, her New (x) ve Newn (v)
igin, N n N # @ ise M(x) = N(y) dir. Bu da (RE) yi verir,

ii. (T22) ise (T2) dir. x # y ise cl(N) N cI(N)# @ olacak sekilde N € N'(x) ve N €
N(y) vardir. Ayrica cl(N) 0 cl(N)# @ise N NN # @ dir. Buda (T2) yi saglar.

iii. (RE) saglandigim varsayalim ama (T;) saglanmasin. O zaman x #y olmak iizere,
oyleki her N € N(x) ve her N € NM(y) icin NNN' # @. (RE) kullamilarak N (x) =
N(y) elde edilir. Aynca (K2)den her N € N(x), N€ N(y) ve x,y €N 1¢in N(x) =
N(v) elde edilir. Bu (T2) ve (To) ile ¢elisir.

iv. (Ty) ve (RE) ise (T) direkt tanimdan elde edilir.

Teorem 4.3.2 (X cl) komsuluk uzayi olmak tzere, ( H ) olmasi i¢in gerck ve yeter sart
{ T2 ) olmasidir,

Tspat. Bir komsuluk uzayinda her ' (x) komsuluk sistemi uygun bir 6n stzgectir. Tki
uygun 6n stizgecin F U G birlesimi uygun bir 6n slizge¢ olmas i¢in gerek ve yeter gart

herFEFveGeGigin FNG # @ olmasidir.

(Tz) ise (H) dir. F, hem x hemde y ye yakinsayan uygun on stzge¢ olsun. Diger bir
ifadeyle, M(x)U N(y) € F dir. Eger x # v 1se (Tz) maddesi kullanilarak N'E N(x) ve
N € N(y) olmak lzere N NN =@ dir. Yani F uygun bir ¢n stizgeg degildir. O halde,

x=y elde edilir (H) maddesi saglanmistir.

(H) ise (Ty) dir. (H) maddesi “ eger x #y ise M (x) U N (y) birlesiminden daha ince
uygun bir 6n siizgeg vardir ve buna esdeger olarak N (x) U N(y) birlesiminin kendisi
uygun bir én siizgee degildir.”’ seklinde yeniden ifade edilebilir, O halde, N, N €
N(x)U N(y) olmak tzere, N N N'=@ dir. Hem N'(x) hemde N (y) uygun 6n siizgeg
oldukca, N’ € M(x) ve N € N(y) secilmelidir. Bu durumda, N, N' € M(x)U N(y)

olmak tizere, N NN = @ dir. (T2) saglanmus olur,



35

4.4, Regiilerlik Benzeri Aksiyomlar
Teorem 4.4.1 Bir izotonik uzayda agagidaki durumlar denktir :
(R) Her x € X ve her N € & (x)1i¢in ¢l (U) € N olacak sekilde U € N (x) vardir.

(R’) Her x € X ve her bos olmayan A € P(X) igin x € cl (A) olmak uzere, UnV = @
olacak gekilde U € N (x) ve V € N(A) vardir.

Ispat. (R) ise (R,) oldugunu gosterelim. N € N(x) olsun. O zaman ¢l (U) €N olacak
sekilde U € ¥ (x) vardir. V = (N)' ve A = (N) alalim. Bu durumda (N)' = A € (cl(U) )'
= (cl(V)' Y=int (V) elde edilir. Daha agik olarak A € V(V) ve UNV = @ dir. Son olarak

N € N (x) olmasi durumunda x € cl(A) dir bu da ispati tamamlar.

(R’) ise (R) oldugunu gosterelim. Keyfi x € X ve N € N (x) secilsin ve A = (N)' almsin.
O zaman x & cl (A) olmasi igin gerek ve yeter sart (A) = N € N (x) oldugunu biliyoruz.
Ayrica UNV = @ olmas: halinde U € (V)" ve izotoni kullamlarak cl(U) € cl(V)' bulunur.
Sonugta da int (V) = ( cl(V)' ) € ( el(U) ) elde edilir. Lemma.2.9.1 kullanilarak A €
int(V), A € cl(U) ve cl(U) € (A)' =N bulunur. Boylece (R) saglannus olur,

4.5. Regiilerlik

Teorem 4.4.1 teki kosullardan biri saglamyorsa izotonik uzay regiilerdir. Daha giicli bir
ozellik,

(tR) Her xeX ve @ #A = ¢l (A) € P(X) kapali kimeleri i¢in, UNV =0 olacak
sekilde U € NV (x) ve V € N(A) vardir.

Eger cl es giicli ise (R) ve (tR) denktir.
e Bir kapali uzay eger (R ) ve ( Ty )1 saghyorsa (Ts) tir.
Lemma 4.5.1 (X,cl) komsuluk uzay1, (Tz)sarti (Tz) sartint bu da (T2) yi gerektirir.

Ispat. (T5) ise (T2) oldugunu gosterelim. (R') ile baglayalim ve A = {y} olsun. (R), (R0)
1 gerektirdikge bir (T3) uzayinin (T) uzayr oldugunu biliyoruz. Bundan dolayr cl(A) =
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cl({y¥) = {y} dir. Boylece (R), N € NM(x) ve N € N(y) olacak sekilde N NN’
= @ olur. Baylece (T2) ye ulagilir.

(T3) ise (Tz3) oldugunu gosterelim. (R) ile baslayalim. U'€ N (x) ve U'e N(y) olacak
sekilde cl(U) € N ve cl(U") € N dir. Boylece cl(U) nel(U") = @ dir. (T22) saglanir.

4.6. Normallik

(X.cl) 1zotonik uzay olsun. Uzay,

(ON)Egerher AB# 0, cl(A)ncl(B)=0ise UNV =0 olacak sekilde bir U € N(A)

ve V € N(B) vardir. Bu ifade yarn normal tanimim verir.

(N) Bos olmayan her A = ¢l (A) # @ kapali kiimeleri ve her N € M (A) i¢in c{U)EN

olacak sekilde bir U € NV (A) vardir. Bu ifade normallik tanimim verir.

(TN) Normal, bos olmayan her A = cl(A) # @ kapali kimeleri ve N € N'(A) i¢in
,cl(U) € N olacak sekilde bir U = cl(U) € M(A) kapali kiimesi vardir,

(QTN) Eger her bos olmayan pargalanmig kapali kiimeler i¢in,

A=cl(Ay=0,B=cl(B)+ @, AnB # @ ise UNV = § olacak sekilde bir U € N(A) ve

V € N(B) vardir. Bu ifade yari t-normal tammini verir.
Lemma 4.6.1 (X cl) komsuluk uzayi olsun. O zaman,

i.  (QN)ise (N)ise (QTN), ve (TN)ise (N).
1. Eger cl es gliclii 1se 0 zaman (QN), (TN), (N) ve (QTN) denktir.

Ispat. i. (QN) ise (N) dir. Q = cl(Q) # @ ve W € N (Q), yani, Q € int{W) olsun. Q =
cl(Q) ve (int(W))' = cl(W)' kullamlarak ¢l(Q) N cl(W)" = @ elde edilir. Ayrica (QN)
tarafindan U NN =@ olacak sekilde U € NM(Q) ve V € (W)' vardir. Béylece, (W) €
int(V) = (cl(V)") ifadesinden cl(V) € W ve U € (V) elde edilir. Son olarak U € N (Q)
ve U C (V)ise (V) € M(Q) ve ¢l (V) € W oldugunu biliyoruz. Boylece (N) saglanur.
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(QN) ise (QTN) dir. Her A.B # © ve cl(A) N cl(B) = O olmak izere U € N(A)ve V €
N(B) vardir. (QN) nin (N) vi saglamasindan A = cl(A) # @ ve B = cl(B) # 0
durumundan A N B # @ dir. Bu durumda U n V = @ dir. Bu da (QTN) i saglar.

(TN) ise (N) dir. A =cl(A) #= @ kapali kuimeleri ve her N € M (A) i¢in cl(U) € N olacak
sekilde bir U = cl(U) € N(A) kiimesi vardir. Bu durum (N) maddesini aynen saglar.

(N) ve (TN) in denkligini bir onceki maddede agik¢a gordiik. Ispat (i) maddesinde

agikca tamamlanmustir.
e (X,cl) kapanms uzay1 eger (T) ve (QN) saglanirsa (T4) tar.
Lemma 4.6.2 Eger (X, cl) komsuluk uzayr ise o zaman (Ty), (T3) U gerektirir,

Ispat. x noktast ve A kiimesini x € cl(A) olacak sekilde goz éniine alalim. (T1) ve (K2)
den cl({x}) = {x} elde edilir. Bundan dolay1 cl({x}) n cl(A) = @ olur. Boylece (QN) ise
NUU = @ olacak sekilde N € N'(x) ve U € N(A) vardir. Yani (R’) saglanmig olur.

Sonug olarak (R’) ve (Ty) tum izotonik uzaylarda (T3) e denktir.
4.7. Baglantihhk

Baglantililik kavram aynlma ile siki iligkilidir. A.B € P(X) kiimesi yan ayrilmistir.
Eger N e N(A) ve N e N(B) komsuluklan varsa A N N =N nB=0 dir ayrlmigtir
(ayriktir). Daha acik bir ifadeyle N € N(A) ve N € N(B) komguluklan varsa, NN
=@ dir.

Lemma 4.7.1 (X cl) izotonik uzay ise A ve B yari-ayrilmistir ancak ve ancak cl(A) N B

=Ancl{B)=0 dir.

Tspat. Kiimelerin komsuluklannin tammi kullamlarak, A ve B yan aynktir ancak ve
ancak A € int(U) ve B € int(V) olacak sekilde U ve V kimeleri vardir ANV =01ise V
€ (A) dir. Bundan dolayr B € int(V) Cint (A)" dir. Burada cl nin izotoni oldugu
kullanilmistir. Timleyenleri ver degistirilerek cl(A) = A - int(A)' € (B)' elde edilir yani
cl(A) N B = @ dir. Benzer olarak cl(B) € (A) oldugunu gorilir. Simdi cl(A)n B=AnN
cl(B) = @ olsun. Béylece B € ( cl(A) )' = int(A)' ifadesinden V = (A)' € N'(B) dir. Bu
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yizden A NV =@ dir. Aym sekilde U = (B)' esitliginden A nin komsulugu oldugu U €

cl{A) = int(A) durumundan goérilar.

e 7 €P (X)kumesi, A, Z - A, A= ®, Z kumelerinin sifira egit olmayan yarn-
ayrilmis ¢iftlerinin aynik birlesimi degilse (X.cl) de baglantilidir.

Tammi kullanarak Z = {z} 1-noktali kiimesi baglantihdir. Eger X, (X,cl) de baglantih
ise (X,cl) baglantili deriz. Bu tamim asagidaki gibi yeniden ifade edilebilir.

Teorem 4.7.2 Z € P(X), (X,cl) 1zotonik uzayinda baglantilidir ancak ve ancak her

uygun A € Z alt kiimesi i¢in asaZidaki saglanirsa,
[cAYN(ZNA)VU[HZNAYNA]#0 (4.1)
Esitlik (4.1) Hausdorff-Lennes durumu olarak bilinir.

Lemma 4.7.3 Eger X ve Y, (X.cl) izotonik uzayinda baglantili ve XNY # @ ise o

zaman X U'Y baglanthdir.

ispat. Hausdorff — Lennes durumunu kullanacagiz :
[A)N(YUZ\NA)U(ANC((YUZ)\A)]=

[cl(A)N (YN AYTUC(A)N(Z\NA)JUTANC((Y\NA)UZ\A))]=2

A NYNA)JU[ANdYNA L U[ANC(ZNA) U [cl(A) N (Z\NA) T}
(4.2)

Eger AN Y veva ANZ, Y nin veya Z nin uygun alt kiimesi ise sirasiyla bos kiime
olmayan ifadelerin bir tanesidir. 1ki ifade de bostur ancak ve ancak ya A=Zve ANY

=@yadaANZ=0ve A=Y dir. Y N Z # @ olmasi ise imkansizdir.

Teorem 4.7.4 (X,cl) komguluk uzayr ise o zaman Z baglantili oldugunda cl(Z) de
baglantilidir,

Ispat. A=ZNnAveA = A\ Z olsun. Haussdortff- Lennes durumunu kullaninz.
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[ cl(A) N (cl(Z) \ A)] U [cl(cl(Z)\ Ay n A] 2
[(HAYUCANDIN(ZNA)YJU[(Z-A)N(AUA)]2
f[cl(AYNEZ\NA)JU[(Z\NAYNA) ][ (Z-A)NA"] (4.3)

Burada Z - A € (cl(Z)\ A')\ A’ sadece (K2) saglandiginda kullamyoruz. Eger A" = @
ise 0 zaman bos kiime olmayan terimlerdir, ¢linkii Z varsayimdan baglantilidir. Eger
A=Qise o zaman A  C cl(Z) \ Z bos kiime degildir ve bundan dolayt cl{ Z\ A ) n A
=c(Z)n A" = @. Boylece cl(Z) baglantilidir.

Lemma 4.7.5 Komsuluk uzaylannda f : (X,cl) — (Y.cl) stirekli olsun ve A.B € X van
ayrilmis oldugunu kabul edelim. O zaman f~1(A) ve f~1(B) yar aynlmistir,

Ispat : cl(A)NB =9 olsun. O zaman f~cl(A) N f~1B) =9 dir. Sureklilik cl(
FHA)) € F71(cl(A)) demektir, bundan dolayi ¢I( f~1(A) ) n F7Y(B) = @ dir. Aym
durum ile cl(BY N A =@ ise cl( f~1B) ) N fH(A) = @ oldugundan f (A} ve f~1(B)

var ayrilmistir.

Teorem 4.7.6 Eger f - (X cl) — (Y.cl) komsuluk uzaylan arasinda strekli fonksiyon ve

A, X te baglantili ise 0 zaman f(A), Y de baglantilichr,

Ispat. f(A) baglantisiz olsun. O zaman U ve V yart ayrilmis ve bog olmadigindan f(A) =
U n V dir. Boylece f~1(U) ve f~HV) van ayrilmistir. Actkca A=A N f 1 (U)ve A =
AN f~Y(V) nin ikisi de bos degildir ve yarn aynlmigtir. Ayrica A'U A" = A, bundan
dolayt A baglantili degildir. Buradan f{A) baglantili degilse A da baglantili degildir
sonucuna ulaginz. O halde A baglantili ise f(A) da baglantilidir,



5. BOLUM
KAPANIS UZAYLARININ KATEGORISi

Bu bolumde oncelikle kategori teorinin temel kavramlar verilmistir. Sonrasinda
kapanig uzaylannin birinci boliimde verilmis olan denk 2 tanimindan bagska 3. denk

tanimu da ifade edilmistir.

Kategori teorisindeki kapanis operatorlerinin pek ¢ok kullamim alani vardir. Temelleri
Samuel [16], Baurbaki [17] ve Sonner [18] tarafindan atilan kategoni teorisinde
yansitilan alt kategori kavramu kullamlarak latis teorisindeki kapanis operatorii kavrami
elde edilmistir. [20-21]. Grothendieck topoloji ve Lawvere-Tierney topoloji kavramlar
Sheaf ve Topos teorisinde ¢nemli olup, en uygun sekilde ozel kapams operatorleri ile

tanmimlanirlar [22,23].
S.1.Kategori Teori Temel Kavramlar

Tamm 5.1.1, [28] K bir simf olsun. K nin kategori olmasi i¢in K daki tim nesnelerin
{object), tim doénusumlerin sinifi (morfizm) ve verilen iki donigim igin bunlarn

bilegkesi tanimlanmalidir. Bunlar ayni zamanda su sartlart saglamahidir :

1. K daki her A nesnest icin 14 : A — A birim donagimu vardir dyleki her f: A
— B doniigim igin foly =fve her g : B— A donlsimi igin 1y 0g=g
olmalidir,

i. f:A—B,g:B—C h:C— Dolmak lizere "o" bileske iglemi birlegme

ozelligine sahip olmahdir, Yani,
ho(gaf)=(hog)ef

saglanmalidir.
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Hom (A ,B)={f|f: A — B donisim !}

o -Hom (A,B)XHom(B,C)—Hom{A,C)
Ornek 5.1.2 Tiim kiimelerin siifi bir kategori olusturur.
Nesneleri A B,C,... kimeleridir.

Morfizmleri f: A — Bveg: B — C .. fonksiyonlardir,
Morfizmlerin bileskesi fonksiyonlarin bileskesidir.

1. Her A kiimesi igin 14 : A — A birim fonksivonu vardir. Ayrica her f : A — B

fonksiyonu igin f o 14 = f(14) = f olur. Bunun yanindag : B — A igin 1, o g = g dir.
2.f:A—B,g.B—C, h: C— D fonksiyonlar i¢in,
he(gof)=(hog)ofolur. a € A olsun.

heo (gf{a))=((heg)eol)a)

Dolayistyla tiim kameler ve bunlar arasindaki fonksiyonlarin sinifi bir kategori olur. Set

ile gosterilir.

Ornek 5.1.3. Tum topolojik uzaylarin sinifi bir kategoridir.
Nesneleri (X,7), (Y.[) ... topolojik uzaylardir,

Morfizmleri f: (X,7) — (Y.I') seklindeki stirekli dontsimler
Bileske islemi fonksiyonlarin bilegkesi olur.

1. 1y - (X,7) — (X,7) birim fonksiyon olsun. Bu fonksiyon sireklidir. Bu fonksiyon
sureklidir. Bu fonksiyon her £: (X,7) — (Y,I') surekli fonksiyonuigin fo 1x=f(1x) =T

olur,
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U €T olsun. f~Y(U) € 7 olur. Ciinkii f siirekli, 132( f~1(U) ) € 7 olur. 1x de siireklidir.
O halde 13X £~ )= (f ¢ 1x)"YU) € 7 olur,

21 Xt)— Y.D), g (Y.) — (Z,6) ve h:(Z6)— (W,W) sirekli fonksiyonlari
icin he(goef)=(hog)ofolur

Surekli fonksiyonlann bileskeleri de strekli olduundan bileske iglemi tamimlanir.

Topolojik uzaylarin kategorisi Top ile gosterilir.
Ornek 5.1.4 Tim gruplann sifi bir kategoridir.
Nesneleri gruplar,

Morfizmlen grup homomorfizmleri,

Bileske iglemi grup homomorfizmlerin bileskesi olur. Gruplarn kategorisi Grp ile

gosterilir.

Benzer sekilde halkalar ve halka homomorfizmleri de bir kategon olusturur. Rng ile
gosterilir. Cisimler ve cisim homomorfizmleri de bir kategori olugturur. Fld ile

gosterilir [28].

Tanim 5.1.5. K bir kategon olsun. Bir C kategorisinin nesne ve déniigimleni K nin bazi
nesne ve donisimlerinden olusuyorsa ve K daki islem C ye kisitlandiginda kategon i¢in

gerekli sartlar saglanmyorsa C ye K nin alt kategorisi denir.

Ornek 5.1.6 Sonlu kiimeler ve bunlar arasindaki bire bir fonksiyonlar Set in bir alt

kategorisidir.
Ornek 5.1.7 Hausdorff uzaylar ve orten fonksiyonlar Top 1n bir alt kategorisidir [28].

Tamm 5.1.8. Eger nesnelerde kisitlama olup dontsumlerde kisitlama olmuyorsa C ye

K nin dolgun (full) alt kategorisi denir [28].
Tamm 5.1,9, K bir kategori, i ve t, K nin nesneleri olsun. K nin her A nesnesi igin,

K{i,A)= {1 den A ya doniigimlerin simifi }
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tek nokta climlesi ise 1 ye K min baglangi¢ ( initial ) nesnesi denir [28].
Tanim 5.1.10. K nin her A nesnesi i¢in

K(At)={ A dan t ye doniisimlerin simfi }
tek nokta ctimlesi ise t ve K nin son ( terminal ) nesnesi denir.

Ornek 5.1.11. Set kategorisi igin i = @ ve t = {x} tek nokta cumlesidir. Cunkii her A

kiimesi i¢in f : @ — A bos fonsiyonudur ve f: A — {x} sabit fonksiyvondur.

Ornek 5.1.12. Top kategorisi icini={ @, {@} } vet=1{ {x}, { {x}.0 } dir. Ciinkii her
(X,7) topolojik uzayr i¢in f : 1 — (X,7) bos fonksiyondur ve sireklidir. Her (X,7)

topolojik uzayi i¢in f: (X, 1) — t sabit fonksiyonu siircklidir.
Tamm 5.1.13. K bir kategori ve A,B € K olsun [28].

1. f: A — B izomorfizmdir ancak ve ancak g : B — A morfizmi vardir dyleki g o
f=15vefog=1;dir. ( Homeomorfizm )

2. f: A — B monomofizmdir ancak ve ancak verilen herhangi bir C nesnesi ve
g,h:C— Aiki dénusimiigin fog==fohise g=hdir. (Birebir)

3. f: A — B epimorfizmdir ancak ve ancak herhangi bir C nesnesi veg,h: B —

C iki déniisiimii igin go f=h o fise g =h dir. ( Orten )

Ornek 5.1.14. K kategorisi Set ve Grp oldugunda izomorfizm birebirlik ve értenlige

denktir. Top oldugunda ise izomorfizm homemorfizme karsilik gelir.

Tamm 5.1.15. K ve K iki kategori olsun. Eger K daki her A nesnesi i¢in F(A) K nin bir
nesnesi ve K daki her f ; A — B dénisimii F(f) : F(A) — F(B) K mn bir doéniigimi

oluyorsa ve,

1. Kmn her A nesnesi igin F(14) = 1ya)
2. F(got)=F(g)eoF(f)

sartlar saglaniyorsa F: K — K’ ne bir fanktor denir [28].
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Ornek 5.1.16. K bir kategori ve A € K olsun. K(A,-) : K — Set her B € K i¢in K(A,B)
= A dan B ye giden déntisimlerin kiimesi Set in elemanidir. Ayricaherf: B — Cveg:

A — B dontsiimleri i¢in,

K(Af)g) = f o g: A — C bir déntisimdir. Buna gore, K(A,-) : K — Set bir

fanktérdir.

1.13:B—B,f:A—Bveg:B— Colsun. K(A 1) () = Ty o = ve K(A 1)) =
Iggan o fdir

2. K(A,gef) = K(A,g) o K(A,D oldugunu gosterelim. f : B — C, ¢ : C — D
fonksiyonlan olsun. Her h € K(A,B) i¢in,

K(A.gof) (h) = (g o f) (h) ve K(A,g) e K(A.g)(h) =K(A.g} (foh)=g o (feh)
oldugundan (gof)och=go (feh)=go (f o h) olur. Dolayisiyla,
K(A,g o £)=K(A,g) o K(A,f) elde edilir.

Ornek 5.1.17. U : Top — Set, U(X,7)=Xvef: (X.7) = (Y.Dicin U =f: X — Y

olarak tanimlansin. U bir fanktor olur.
1. u(l(X,'c)) = lyxo= 1x

2.U(g o f) = g o figin U(g) = g ve U) = f oldugundan U(g) o U(f) = g o f olur.

Dolayistyla U bir fanktérdir. Buna unutkan fanktér denir.
Tamm 5.1.18. F : K — K bir fanktér olsun.

Her A,B € K ve her f: F(A) — F(B) doniigiimii i¢in en az bir g : A — B donisamui var
ve F(g) =fise F ye dolgun ( full ) fanktér denir [28].

Tamm 5,1.19, F : K — K bir fanktor olsun. Egerher ABEK veherf,g: A— B
déntigiimleri i¢in F(f ) = F(g) oldugunda t = g oluyorsa F ye diizenli ( faithful ) fanktor
denir [28] .
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Tamm 5,1.20. F ye amnestik fanktor denir ancak ve ancak f: A — A izomorfizmi i¢in

eger F (f)= 1y ise £= 1,4 olmalidir.
Tamm 5.1.21. F hem diizenli hemde amnestik ise F ve belirli ( concrete ) fanktor denir.

Tamm 5.1.22. { A, T . 1 €1 } topolojik uzaylarinda herhangi bir toplulugu ve A = @

olsun.

fi 1 A — A, fonksiyonlar olmak tizere f; lerin stirekli olacag topolojiyi belirleyelim.

Bunun igin,

S=J{f" M) Hemn)

il

alt bazi tarafindan olusturulan topolojive uretilen ( induced ) topoloji denir ve <,

olarak gosterilir. Bu topoloji f; leri siirekli kilan en kiigiik ( kaba ) topolojidir.
Tamm 5.1.23. f; : (A;. T)) — A fonksiyonlari igin,
T={UcA|fi(U)eT, heri T}

A tuzerinde bir topolojidir, Buna zayif ( ince ) topoloji denir. Bu topoloji f; leri siirekli

kilan en biyiik topolojidir. Buna coinduced topoloji denir [28].
Tamim 5.1.24, € ve B iki kategori ve U : € — B bir fanktér olsun.
1. {X;li€1} & ninnesneleri ve fi: B — B; = U(X)), B de U kaynagi olsun.

{ fi 0 B — B; = U(X;) } alesinin bir basglangi¢ kaldirmasimin X' € £ nesnest ve
UFi) = f; ve U(X) = B olacak sekilde f; : X — X; dontgiimleri ailesi olmasi igin

asagidaki sart saglanmalidir.

e Eger gi . Y — X;, € deki donistumlerin bir ailesi ve her1 € Tigin fj o h =
gi(=U(g1) ) olacak sekilde bir h : U(Y) — B doniisimii olacak seilde en az bir
h:Y — X vardir.
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Eger f; . X — X bir baglangi¢ kaldirmasi 1se X deki yapiya f; ler tarafindan X lere
elde edilen yapi denir [28].

2, & ve Biki kategori ve U : € — B bir fanktor olsun. { X; [1 €T} £ nin nesnelen
ve fi UX;)=B; — B, B de U-kavsagi olsun. { f; - U(X;))=B; — B }
ailesinin bir bitis kaldirmasimn U(f;) = f; ve U(X) = B olacak sekildeki fi : X
— X; donlstimler ailesi olmasi igin asagidaki sart saglanmalidir :

e Eger gi: X; — Y, € deki donusimlerin bir ailesi ve heri € Ligin h o f; =
gi(=U(g})) olacak sekilde bir donasiimi icin her i € ligin A o f; = gj olacak
sekilde en az bir b : X’ — Y vardur.

Eger f; - X — X bir bitig kaldirmasi ise X deki yapiya f; ler tarafindan X; lere
elde edilen yapi denir [28].

5.2. Kapams Uzaylarnin Kategorisi

Tamim 5.2.1. X bir cimle ve C © P(X) olsun. Eger asafidaki sartlar saglaniyorsa (X,C)
ikilisine kapanig uzayr denir [28].

. X.@eCdr.
iv.  Heri € ligin, U e Cise | JU,e Cdir.
i)
Tamm 5.2.2. (X,C) ve (Y,D) kapams vzaylan f ;. (X,C) — (Y.D) bir fonksiyon olsun. f
fonksiyonunun sirekli olmasi icin gerek ve yeter sart her U € D igin f~}U) € C

olmasidir. Nesneleri kapanig uzaylar déniigamlert sirekli fonksiyonlar olan kategoriye

kapanig uzaylar kategorisi denir ve Cls ile gosterilir.

Tamm 5.2.3. Eger U - € — B fanktori belirli, kiigiik demetlere sahip ve B deki her f;
B — U(X;) ailesi £ de bir baglangi¢ kaldirmaya sahipse U ya topolojik fanktér veya €

ve B lizerinde topolojik kategori denir.
Ornek 5.2.4. Asagidakiler topolojik kategoriye ornektir;

1. Kumeler ve fonksiyonlarin Set kategorisi
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1. Topolojik uzaylar ve sirekli fonksiyonlarin Top kategorisi

Lemma 5.2.5 Top topolojik uzaylar kategorisi, Cls kapanig uzaylan kategorisinin bir

dolgun alt kategorisidir.

Ispat. (X,C) bir kapanis uzayr olmak iizere, X,® € C ve heri € Iigin, U eCise UUi €

il

C dir. Fakat ﬂUi nin C nin elemant olmast gerekmez. Dolayisiyla nesnelerde kisitlama

i=1

olup da dénagimlerde kisitlama olmadigindan Top, Cls nin dolgun (full) kategorisidir.
Teorem 5.2.6. U : Top — Set bir topolojik fanktérdir [28].

Tspat. 1. U nun belirli oldugunu gosterelim. U unutkan fanktor oldugundan f,g : (A,1)
— (B, surekli iki fonksiyon ve U(f) = f ve U(g) = g oldugundan f = g dir.
Dolayisiyla U duzenlidir.

f: (A1) — (B9 surekli U(f) = 1, ve f homeomorfizm olsun. U(f) = = 1,
oldugundan A = B dir. Dolayisiyla f: (A7) — (A, T olur. T = t™oldugunu gosterelim. f
siirekli oldugundan f in tersi altmda f~Y(zJ € 7 olur. (f o f 1)z € f(7) oldugundan

ve = 14 oldugundan 77°C 7 olur.

g (AT — (A7) sirekli fonksiyon olsun. g~1(z) € 0olur. (g = g~! 7) € g(t%
oldugundan T € g(tJ olur. f~! = g = 1 oldugundan T € 7olur. Dolayisiyla T = 7~elde

edilir. O halde U amnestiktir.

2. UHA) = { (A D I UAT) = A, T P(A) ve f: (A,T) — (A7 stirekli ve U(f) = 14
A — A }ise her A € Set i¢in U™1(A) nin bir kiime oldugunu gosterecegiz. U 1(A)
Top 1n bir alt kategorisidir.

@ :{ | T A nmn bir topolojisi }
8 : U™ (A) — @ olsun. B(A,T) = 7 olacak sekilde tanimlanirsa 8 bire bir ve érten olur.

U™1(A)= 6 c P( P(A)) oldugundan U~1(A) bir kiimedir.
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3.Eger{ fj: A — U(A,7;) = A;,1 €T} Set de herhangi bir U kaynad ve 7, Uretilen
bir topoloji olsun. f; : (A, 7.) — (A,7;) kaynag bir baslangi¢ kaldirmadir. Benzer
sekilde,

§fic U(ALT) = A — A1 €1} Set de herhangi bir kavsag ve 7" es tiretilen topoloji
olsun. f; : (Ai,T;) — (A,7") kavsagl bitis kaldirmadir. Dolayisiyla : Top — Set
topolojik fanktérdir,

Teorem 5.2.7. Her (X,C) € Cls i¢in U(X,C) = X seklinde tanimh unutkan fanktér
topolojik fanktérdir [24].

Tspat. 1. U nun belirli fanktor oldugunu gosterelim. f,g - (X,C) — (Y, D) iki stirekli
déntisim U = U(g) olsun. U(f) = f ve U(g) = g oldugundan f = g dir. O halde U

diizenlidir.

£ (X.C) — (Y,D) bir siirekli déntisim U(f) = 1x ve f bir izomorfizm olsun. U(f) =f=
Ix oldugundan X =Y dir. Dolayisiyla f : (X,C) — (X,D) olur. C = D oldugunu
gosterelim. f sirekli oldugundan f'(D) = 1x(D) = D c C dir. Benzer sekilde f
izomorfizm ve f ' strekli oldugundan f '(C)= 14(C)= C € D olur. O halde C = D ve

f= 1 dir. Dolayisiyla, U amnestiktir.
Sonug olarak U hem diizenli hemde amnestik oldugundan belirlidir.

2. UTYX) = { (X,0) : UX,C) = X } simifinin her X nesnesi icin bir ciimle oldugunu

gosterelim, K = { C : C, X uizerinde bir kapanig yap1 | olsun.

0 = UH(X) — K doniisimi 0(X,C) = C seklinde tanimlansin. @ nin bire bir oldugunu
gosterelim. (X, C) = 0(X,D) olsun. C = D oldugundan (X,C) = (X,D) olur. O halde 0
birebirdir. Diger taraftan C € K olsun. (X,C) € Cls ve U(X,C) = C oldugundan (X,C) €
U HX) dir. Dolayisiyla @ ortendir. Buradan U 3(X) ~ K € P( P(X) ) olur. Yani,
U~L(X) bir ciimledir. O halde U kigiik demetlere sahiptir.

3. X bogtan farkh bir cimle ve 1 € T olmak tzere, (X;,Ci) kapanig uzaylari ve
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f : X — X; fonksiyonlar olsun. C = { Uc X : U= | Jf"'(U)), U, € C; } olmak uizere

1
el

(X,C) nin bir kapans uzayr oldugunu gosterecegiz.

@ € C; ve f (@) = @ oldugundan @ € C dir. Ayrica X; € C; ve fifl(X,-) = X oldugundan X

€ Cdir. i,j € 1 olmak tizere Uij € C; olmak tizere ,

U= Ufij’l(Uu) seklinde tanimlansin. Daha agik bir ifadeyle,

iel

Uu, = UUE W0 = U, U)ok, (U, u..) seklindedir. Burada,
El

il sl il
vy =7 (U )Uf, (U ) uf (U, ) U.. bigiminde tanimlandiginda

Vi= UUij =U,,ul, ul .. seklinde olur. Dolayisiyla,
iel

U, = Ut (V)eC elde edilir.

il el

(Y.D) bir kapams uzayr olmak Uzere g : (Y.D) — (X,C) surekli fonksiyonlar ve

f oh =g olacak sekilde h : U(Y,D) — X fonksiyonu igin en az bir h : (Y,D) — (X,C)

1

siirekli fonksiyonu meveut oldugunu gostermeliviz. i € 1 olmak tzere her U; € C; igin

g(U)eD olur. (YD) kapams wuzayt oldugundan Ugi“(Ui)eDdir. Simdi

iel

h_'](Ufifl(Ui))G D oldugunu gosterecediz.

il

h_](Uffl(U,r))=U(h‘]Oﬂ“)(Ui)=U(ﬂ°h)‘1(Ui) = [ Jg,'(U))e D dir.

il

O halde h sureklidir. Dolayisiyla C ={UcX :U= L_Jf"(Ui),Ui € C} olur. Sonug olarak

el

U kaynaginin bir baslangi¢ kaldirmasi vardir.
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O halde U : Cls — Set bir topolojik fanktordur ve Cls, Set Gizerinde bir topolojik

kategoridir.
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