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Bölüm 1

G�R��

1 +
1

22
+

1

32
+

1

42
+ ...

toplam�n� bulma problemi ilk olarak �talyan matematikçi Pietro Mengoli ta-
raf�ndan 1644 y�l�nda ortaya at�lm�³t�r. Mengoli 1650 y�l�nda Novae quadra-

turae arithmet�ca kitab�nda bu probleme yer vermi³tir. Bu problemi çözmek
için aralar�nda Jacop Bernoulli, Johann Bernoulli, Daniel Bernoulli, Leib-
niz, Stirling ve De Moivre tan�nm�³ matematikçilerin de bulundu§u pek çok
matematikçi u§ra³m�³t�r. Problem neredeyse 100 y�l sonra �sviçre'nin Basel
kentinde ya³ayan Leonard Euler taraf�ndan çok enteresan bir yoldan çözül-
mü³tür. Bu nedenle bu problem günümüz de hala Basel problemi olarak
bilinmektedir. Euler enterasan bir yöntemle

1 +
1

22
+

1

32
+

1

42
+ ... =

π2

6

oldu§unu göstermi³tir. Bu Euler'in matematik camiasinda tan�nmas�n� sa§-
layan ilk ba³ar�s�d�r. Daha sonra Euler bu toplam� genelle³tirerek n > 1
tamsay�s� için

∞∑
k=1

1

kn
(1.0.1)

toplam� üzerinde çal�³malar yapm�³t�r. Alman matematikç� Riemann bu top-
lam� kompleks say�lar�na ta³�m�³ ve s ∈ C olmak üzere

∞∑
k=1

1

ks

1



serisini ζ(s) ile göstererek bu seriler üzerinde ciddi ara³t�rmalar yapm�³t�r .
Bu toplam o zamandan beri Riemann zeta fonksiyonu olarak bilinmektedir.
Tekrar Euler'in çal�³malar�na dönersek Euler n ∈ N olmak üzere s = 2n için
(1.0.1) de verilen serinin de§erini hesaplam�³ ve

ζ(2n) =
(−1)n−1(2π)2n

2(2n)!
Bn

de§erini bulmu³tur. Burada Bn ler Bernoulli say�lar�d�r. s > 1 bir tek tamsay�
oldu§undan ζ(2n+1) in de§eri hala bilinmemektedir ve bu günümüzde say�lar
teorisindeki en büyük aç�k problemlerden birisidir. Bu konuda bilinen tek sey
ζ(3) ün irrasyonel bir say� oldu§udur. Bu da 1979 y�l�nda Frans�z matematikçi
R. Apery taraf�ndan ispatlanm�³t�r [1]. Euler daha sonra konuya farkl� bir
boyuta ta³�yarak (1.0.1) deki toplama harmonik say�lar� ilave ederek ilk önce

∞∑
n=1

Hn

(n+ 1)2
= ζ(3)

e³itli§ini göstermi³tir [10, sf.228]. Bu seri 1775 y�l�nda Klamkin [6] taraf�n-
dan tekrar ke³fedildi ve The American Mathematical Monthly dergisinde
bir problem olarak yay�nland�. 1995 y�l�nda Briggs ve arkada³lar� taraf�ndan
tekrar ke³fedildi ve üzerinde çal�³malar yap�ld� . 1982 y�l�nda Bruckman [5]
taraf�ndan bir kez daha ke³fedildi. (1.0.1) formülü asl�nda Euler [10, sf. 288]
taraf�ndan ke³fedilen

2
∞∑
k=1

Hk

kn
= (n+ 2)ζ(n+ 1)−

n−2∑
k=1

ζ(n− k)ζ(k + 1) (1.0.2)

formülünün özel bir halidir. Neilsen [18, sf. 229], [16, sf. 198], [17, sf. 47-
49] (1.0.2) formülünü ve benzeri formülleri elde etmek için daha genel met-
hodlar geli³tirilmi³tir. (1.0.2) formülü 1953 y�l�nda Williams [20] taraf�ndan
tekrar ke³fedilmi³tir. 1979 y�l�nda Sitaramachandrara ve Siva Rama Sarma
[13] taraf�ndan 1983 y�l�nda Georghiou ve Philippou [11] taraf�ndan tekrar
ispatlanm�³t�r. �unu da eklemekte fayda vard�r ki m,n ∈ N(n ≥ 2) için

∞∑
k=1

1

kn

k∑
j=1

1

jm

tipindeki seriler Goldbach'�n 1742 y�l�nda Euler'e [10] yazd�§� bir mektupta
dile getirilmi³tir [12, 6]. �ki matematikçi 1742 ve 1743 y�llar�nda bu tür seri-
lerle ilgili bir çok yaz�³ma yapm�³lard�r. Euler bu tipte bir çok seriyi ba³ar�l�

2



bir ³ekilde hesaplamay� ba³arm�³t�r ancak (1.0.1) ve (1.0.2) serilerinden bu
yaz�³malarda bahsedilmemi³tir. Sonraki y�llarda (1.0.2) tipindeki seriler bir
çok matematikçinin ilgisini çekmi³ ve bu konuda bir çok çal�³malar yap�l-
m�³t�r [8,2,28,26,23] . Günümüzde (1.0.2) tipindeki seriler Euler Toplamlar�
olarak bilinmektedir.Günümüzde de bu tür serilerin çe³itli versiyonlar� yo-
§un bir ³ekilde çal�³�lmaktad�r. Örne§in Borwein ve arkada³lar� [6] n=1,2...
m=2,3... için

Sh(n,m) =
∞∑
k=1

(1 + 1
2
+ ...+ 1

k
)n

(k + 1)m

tipindeki serileri çal�³t�lar ve n=2 için bu toplamlar�n tam de§erlerini hesap-
lam�³lard�r.

Bu tezimizde Euler toplamlar�ndan esinlenerek yap�lan harmonik say�lar
içeren serileri ele ald�k. Tezimiz dört bölümden olu³maktad�r. Birinci bölümde
konunun tarihcesini özetlemeye çal�³t�k. �kinci bölümde tezin ana konular�nda
kulland�§�m�z baz� tan�mlara yer verdik. Üçüncü bölümde teoremler ve har-
monik seri içeren baz� klasik seri örneklerine yer verdik. Ve son olarak 4.
bölümde son y�llarda bu konuda yap�lan çal�³malardan önemli gördü§ümüz
birkaç makaleyi inceledik.
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Bölüm 2

2. TANIM VE TEMEL TEOREMLER

Tan�m 2.1 (Gamma Fonksiyonu) x>0 için gamma fonksiyonu

Γ(x) =

∞∫
0

ux−1e−u du

³eklinde tan�mlan�r. Gamma fonksiyonunun logaritmik türevine, yani

ψ(x) =
d

dx
log Γ(x) =

Γ
′
(x)

Γ(x)

fonksiyonuna digamma fonksiyonu denir.

Tan�m 2.2 (Pochhammer Sembolü)s ∈ C için Pochhammer sembolü
(s)n(n ∈ N) ile gösterilir ve

(s)n = s(s+ 1)(s+ 2)...(s+ n− 1)

³eklinde tan�mlan�r.
n = 0 ise (s)0 = 1

olarak al�n�r. Pochhammer sembolü gamma fonksiyonu yard�m�yla

(s)n =
Γ(s+ n)

Γ(s)

³eklinde de tan�mlanabilir.

Tan�m 2.3 (Hipergeometrik Seri) ai ∈ C, bi 6= 0 ve (bi ∈ C ) için bir
hipergeometrik seri

pFq(a1, ..., ap; b1, ..., bq : x)

4



ile gösterilir ve

pFq(a1, ..., ap; b1, ..., bq : x) =
∞∑
n=0

(a1)n(a2)n...(ap)n
(b1)n(b2)n...(bq)n

xn

n!

³eklinde tan�mlan�r.

Lemma 2.1 [27, sf. 282]

2F1(a, b; c : 1) =
Γ(c)Γ(c− a− b)
Γ(c− a)Γ(c− b)

, Re(c− a− b) > 0

d�r. Burada Γ gamma foksiyonudur.

Tan�m 2.4 (Birinci türden Stirling say�lar) Birinci türden Stirling say�lar�
s(n, k) ile gösterilir ve (x)n nin üretici fonksiyonu olarak tan�mlan�r. Yani

(x)n =
n∑
k=0

s(n, k)xk

d�r.

Lemma 2.2 (Parseval E³itli§i) [3, sf.94] H bir Hilbert uzay ve (eα) (α ∈ I)
H n�n bir ortanormal baz� olsun. O zaman ∀x ∈H için

‖x‖2 =
∑
α∈I
| < x, eα > |2

d�r.

Lemma 2.3 [15, sf.346] z negatif ve s�f�r olmayan herhangi kompleks say�
olsun. O zaman

1

Γ(z)
= zeγz

∞∏
n=1

(
1 +

z

n

)
e−z/n

d�r. Burada γ Euler sabitidir.
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Tan�m 2.5 (Euler-Mascheroni Sabiti ) γ ile gösterilir ve

γ = lim
n→∞

[
1 +

1

2
+

1

3
+ ...+

1

n
− log n

]
= 0, 57721...

³eklinde tan�mlan�r.

Tan�m 2.6 n.harmonik say� Hn ile gösterilir ve

Hn = 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
=

n∑
k=1

1

k

³eklinde tan�mlan�r. m. mertebeden genelle³tirilmi³ harmonik say�lar H(m)
n ile gös-

terilir ve H(m)
0 ve n ≥ 1 için H(m)

n =
∑n

k=1
1
km ³eklinde tan�mlan�r.

Tan�m 2.7 (Genelle³tirilmi³ Binom Katsay�s�) λ, µ ∈ C olmak üzere ge-
nelle³tirilmi³ binom katsay�s�(

λ

µ

)
=

Γ(λ+ 1)

Γ(µ+ 1)Γ(λ− µ+ 1)
,

(
λ

0

)
= 1

³eklinde tan�mlan�r.

Tan�m 2.8 [21,(1.2)] n ∈ N için

Hn = γ + ψ(n+ 1) =

∫ 1

0

1− xn

1− x
dx

dir. Burada ψ digamma fonksiyonudur.

Tan�m 2.9 (Beta Fonksiyonu) s > 0 ve t > 0 için beta fonksiyonu

B(s, t) =

1∫
0

us−1(1− u)t−1 du

³eklinde tan�mlan�r.

Tan�m 2.10 |z| < 1 için Polylogaritmik fonksiyon Lin ile gösterilir ve

Lin(z) =
∞∑
k=1

zk

kn

³eklinde tan�mlan�r.
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Lemma 2.4 [7. sf. 302] Gamma ve Beta fonksiyonlari aras�nda söyle bir ili³ki
mevcuttur

B(s, t) =
Γ(s)Γ(t)

Γ(s+ t)
, s > 0, t > 0.

Lemma 2.5 x ∈ R |x| < 1 ³eklinde verilsin. O zaman

a)
∞∑
n=1

Hnx
n = − log(1− x)

1− x
(2.0.1)

b)
∞∑
n=1

H2
nx

n =
log2(1− x) + Li2(x)

1− x
(2.0.2)

c)
∞∑
n=1

H(2)
n xn =

Li2(x)

1− x
(2.0.3)

d�r.
�spat a) |x| < 1 için

f(x) =
∞∑
n=1

Hnx
n

diyelim. O zaman Hn+1 = Hn + 1
n+1 oldu§undan

f(x) =
∞∑
n=1

Hnx
n =

∞∑
n=0

Hn+1x
n+1 =

∞∑
n=0

[
Hn +

1

n+ 1

]
xn+1

= x
∞∑
n=0

Hnx
n +

∞∑
n=0

xn+1

n+ 1
= xf(x) +

∞∑
n=1

xn

n
= xf(x)− log(1− x)

ve buradan da

f(x) = − log(1− x)

1− x
elde edilir.

b) g(x) =
∑∞

n=1H
2
nx

n diyelim. O zaman

g(x) =
∞∑
n=1

H2
nx

2 =
∞∑
n=0

(
Hn +

1

n+ 1

)2

xn+1

=

∞∑
n=0

H2
nx

n+1 + 2

∞∑
n=0

Hn

n+ 1
xn+1 +

∞∑
n=1

x2

n2

7



= xg(x) + Li2(x) + 2
∞∑
n=0

Hn

n+ 1
xn+1 (2.0.4)

elde edilir. (2.01) e³itli§inin her iki taraf�n� [0, x] aral�§�nda integealini al�rsak

x∫
0

∞∑
n=1

Hnt
ndt = −

x∫
0

log(1− t)
1− t

dt

olur. Sol tarafta seri ve integralin s�ras�n� de§i³tirip sa§ taraf�n 1
2 log2(1− x) oldu-

§unu dikkate al�rsak
∞∑
n=1

Hn

n+ 1
xn+1 =

1

2
log2(1− x)

elde edilir. Bu de§eri (2.0.4) de yerine yazarsak

(1− x)g(x) = Li2(x) + log2(1− x)

ve buradan b) elde edilir.

c) h(x) =

∞∑
n=1

H(2)
n xn

diyelim. O zaman H(2)
n+1 = H

(2)
n + 1

(n+1)2
oldu§undan

h(x) =
∞∑
n=1

H(2)
n xn =

∞∑
n=0

H
(2)
n+1x

n+1

=

∞∑
n=0

(
H(2)
n +

1

(n+ 1)2

)
xn+1

= x
∞∑
n=1

H(2)
n x+

∞∑
n=1

xn

n2
= xh(x) + Li2(x)

veya

h(x) =
Li2(x)

1− x
elde edilir.
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Bölüm 3

HARMON�K SAYILAR �ÇEREN SER�LERLE �LG�L�
KLAS�K SONUÇLAR

Bu bölümde harmonik say�lar� içeren serilerin tekrar ke³fedilmesine vesile olan baz�
klasik çal�³malar� ele alaca§�z.

Lemma 3.1 [6] [23, ,Teorem 7.71]
|z − 1| < 1 için

ψ(z) = −γ −
∞∑
n=1

(−1)nζ(n+ 1)(z − 1)n

d�r. Burada ψ digamma fonksiyonudur.

Lemma 3.2 [6] s > 0 ve m = 0, 1, 2... için

1∫
0

us logm−1 udu =
(−1)m−1(m− 1)!

(s+ 1)m

d�r.

�spat. s, t > 0 için n,m ∈ N için

B(s+ 1, t+ 1) =

∞∫
0

us(1− u)t du

ba§�nt�s�n�n her iki taraf�n�n s'ye göre m. türevi al�rsak

∂mB(s+ 1, t+ 1)

∂sm
=

1∫
0

us logm u(1− u)t du

9



elde edilir. Burada t=0 al�rsak

∂mB(s+ 1, 1)

∂sm
=

1∫
0

us logm u du

olur. Lemma 2.4 den dolay�

∂m

∂sm
B(s+ 1, 1) =

∂m

∂sm
Γ(s+ 1)Γ(1)

Γ(s+ 1 + 1)

=
∂m

∂sm
Γ(s+ 1)

Γ(s+ 2)
=

∂m

∂sm
Γ(s+ 1)

(s+ 1)Γ(s+ 1)

=
∂m

∂sm
1

s+ 1
=

(−1)m−1(m− 1)!

(s+ 1)m

olur.

Lemma 3.3 |t| < 1 için

f(t) =
∞∑
n=0

ant
n

fonksiyonunu alal�m. O zaman

(−1)m−1

(m− 1)!

1∫
0

logm−1 tf(t)dt =
∞∑
n=0

an
(n+ 1)m

d�r.

�spat.

(−1)m−1

(m− 1)!

1∫
0

logm−1 tf(t)dt =
(−1)m−1

(m− 1)!

1∫
0

logm−1 t
∞∑
n=0

ant
ndt

d�r. Burada seri ve integralin s�ras�n� yer de§i³tirirsek

(−1)m−1

(m− 1)!

1∫
0

logm−1 tf(t)dt =
(−1)m−1

(m− 1)!

∞∑
n=0

an

1∫
0

tn logm−1 tdt

10



elde edilir. Burada integralde Lemma 3.2 yi kullan�rsak

(−1)m−1

(m− 1)!

1∫
0

logm−1 tf(t)dt =
(−1)m−1

(m− 1)!

∞∑
n=0

an
(−1)m−1(m− 1)!

(n+ 1)m

=

∞∑
n=0

an
(n+ 1)m

olur.
n = 1, 2, 3, ... ve m = 2, 3, 4, ... için

σh(n,m) =

∞∑
k=1

1

(k + 1)m

k∑
j=1

1

jn

tan�mlayal�m.

Teorem 3.1 [6] m=2,3,4...için

2σh(1,m) = mζ(m+ 1)−
m−2∑
k=1

ζ(m− k)ζ(k + 1)

d�r. Burada ζ Riemann zeta fonksiyonudur.

�spat Lemma 2.5 ten dolay�
∞∑
n=1

Hnt
n = − log(1− t)

1− t
, |t| < 1

d�r. Bu nedenle Lemma 3.3 te an = Hn al�rsak

(−1)m

(m− 1)!

1∫
0

logm−1 t
log(1− t)

1− t
dt =

∞∑
n=1

Hn

(n+ 1)m
= σh(1,m)

elde ederiz. Böylece

σh(1,m) =
∞∑
n=1

Hn

(n+ 1)m
=

(−1)m

(m− 1)!

1∫
0

logm−1 t log(1− t)
1− t

dt

elde edilir. Buradak� integrale k�sm� integrasyon uygularsak

σh(1,m) =
(−1)m

2(m− 2)!

1∫
0

logm−2 t log2(1− t)
t

dt

11



olur.

log2(1− t) =
∂2

∂x2
(1− t)x−1

∣∣∣∣
x=1

ve
∂m−2

∂ym−2
ty−1

∣∣∣∣
y=0

=
logm−2 t

t

oldu§undan

σh(1,m) =
(−1)m

2(m− 2)!

1∫
0

∂m−2

∂ym−2
ty−1

∣∣∣∣
y=0

∂2

∂x2
(1− t)x−1

∣∣∣∣
x=1

dt

=
(−1)m

2(m− 2)!

∂m−2

∂ym−2

 ∂2

∂x2

1∫
0

ty−1(1− t)x−1
∣∣∣∣
x=1

dt


y=0

=
(−1)m

2(m− 2)!

∂m−2

∂ym−2

[
∂2

∂x2
B(x, y)

∣∣∣∣
x=1

]
y=0

elde edilir. Burada

B1(y) =
∂2

∂x2
B(x, y)

∣∣∣∣
x=1

dersek

σh(1,m) =
(−1)m

2(m− 2)!
B

(m−2)
1 (0) (3.0.1)

elde edilir. Lemma 2.4 ten dolay�

∂2

∂x2
B(x, y) =

∂2

∂x2
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)

= B(x, y)[(ψ(x)− ψ(x+ y))2 + ψ′(x)− ψ′(x+ y)]

oldu§undan

B1(y) = B(1, y)[(ψ(1)− ψ(1 + y))2 + ψ′(1)− ψ′(1 + y)]

olur. Burada ψ digamma fonksiyonudur. ψ(1) = −γ ve ψ′(1) = ζ(2) oldu§undan

B1(y) =
1

y
[(−γ − ψ(y + 1))2 + ζ(2)− ψ′(y + 1)]

elde edilir. Lemma 3.1 den dolay�

−γ − ψ(y + 1) =
∞∑
m=1

(−1)mζ(m+ 1)ym

ve

12



ζ(2)− ψ′(y + 1) =

∞∑
m=1

(−1)m+1(m+ 1)ζ(m+ 2)ym

oldu§undan (3.0.1) e³itli§inini her iki taraf�n� (−1)mym−2 ile çarp�p m = 2 den
itibaren iki taraf� toplarsak

∞∑
m=2

(−1)mΓn(1,m)ym−2 =
∞∑
m=2

(−1)m
(−1)m

(m− 2)!
Bm−2

1 (0)ym−2

=

∞∑
m=2

B
(m−2)
1 (0)

(m− 2)!
ym−2 =

∞∑
m=0

B
(m)
1 (0)

m!
ym = B1(y)

=
1

y
[(−γ − ψ(y + 1))2 + ζ(2)− ψ′(y + 1)]

=
1

y

( ∞∑
m=1

(−1)m+1ζ(m+ 1)ym)

)2

+
1

y

∞∑
m=1

(−1)m+1(m+ 1)ζ(m+ 2)ym

elde edilir. Seriler için Cachy çarp�m�ndan dolay�( ∞∑
m=1

(−1)m+1ζ(m+ 1)ym
)2

=

∞∑
m=1

(−1)m
m−1∑
k=1

ζ(k + 1)ζ(m− k + 1)ym

oldu§undan

∞∑
m=2

(−1)mσh(1,m)ym−2 =
1

y

∞∑
m=1

(−1)m
∞∑
k=1

ζ(k + 1)ζ(m− k + 1)ym

+
1

y

∞∑
m=1

(−1)m+1(m+ 1)ζ(m+ 2)ym

=
∞∑
m=1

(−1)m
[m−1∑
k=1

ζ(k + 1)ζ(m− k + 1)− (m− 1)ζ(m+ 2)

]
ym−1

olur. Böylece

∞∑
m=2

(−1)m(2σh(1,m))ym−2

=
∞∑
m=1

(−1)m
[m−1∑
k=1

ζ(k + 1)ζ(m− k + 1)− (m+ 1)ζ(m+ 1)

]
ym−1

13



sonucunu buluruz. Kar³�l�kl� olarak ym−2 n�n katsay�lar�n� e³itlersek istenilen sonuç
hemen elde edilir. Böylece Teorem 3.1 in ispat�n� bitirmi³ olduk.

n = 1, 2, 3... ve m = 2, 3...için

Sh(n,m) =
∞∑
k=1

(1 + 1
2 + ... 1k )n

(k + 1)m

tan�mlayal�m. O zaman a³a§�daki teorem geçerlidir.

Teorem 3.2 m = 2, 3, 4... için

Sh(2,m) =
m(m+ 1)

3
ζ(m+ 2) + ζ(2)ζ(m)− m

2

m−2∑
k=0

ζ(m− k)ζ(k + 2)

+
1

3

m−2∑
k=2

ζ(m− k)
k−1∑
j=1

ζ(j + 1)ζ(k + 1− j) + σh(2,m)

d�r.
�spat Lemma 2.5 den dolay�

∞∑
n=1

H2
nt
n =

log2(1− t) + Li2(t)

1− t

d�r. Lemma 3.3 te an = H2
n al�rsak

Sh(2,m) =
(−1)m−1

(m− 1)!

1∫
0

logm−1 t[log2(1− t) + Li2(t)]

1− t
dt

=
(−1)m−1

(m− 1)!

1∫
0

logm−1 t log2(1− t)
1− t

dt+
(−1)m−1

(m− 1)!

1∫
0

logm−1 tLi2(t)

1− t
dt (3.0.2)

elde edilir. K�sm� integrasyonla

(−1)m−1

(m− 1)!

1∫
0

logm−1 t log2(1− t)
1− t

dt =
(−1)m−1

3(m− 2)!

1∫
0

log(m−2) t log3(1− t)
t

dt (3.0.3)

elde ederiz. Lemma 3.3 te an = 1 + 1
4 + 1

9 + · · ·+ 1
n2 al�p lemma 2.5 i kullan�rsak

(−1)m−1

(m− 1)!

1∫
0

logm−1 tLi2(t)

1− t
dt = σh(2,m) (3.0.4)
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elde ederiz. (3.0.4) te buldu§umuz de§erleri yerine yazarsak

Sh(2,m) =
(−1)m−1

3(m− 2)!

1∫
0

log(m−2) t log3(1− t)
t

dt+ σh(2,m)

=
(−1)m−1

3(m− 2)!

∂m−2

∂ym−2

[
∂3

∂x3

1∫
0

ty−1(1− t)x−1dt
∣∣∣∣
x=1

]
y=0

=
(−1)m−1

3(m− 2)!

∂m−2

∂ym−2

[
∂3

∂x3
B(x, y)

∣∣∣∣
x=1

]
y=0

buluruz.

B2(y) =
∂3

∂x3
B(x, y)

∣∣∣∣
x=1

tan�mlarsak

Sh(2,m) =
(−1)m−1

3(m− 2)!
B

(m−1)
2 (0) + σh(2,m)

elde edilir.

∂3

∂x3
B(x, y) =

∂3

∂x3
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
= B(x, y)

{
(ψ(x)− ψ(x+ y))3

+ 3(ψ(x)ψ(x+ y))(ψ′(x)− ψ′(x+ y)) + (ψ′′(x)− ψ′′(x+ y))

}
oldu§undan

B1(y) = (−γ − ψ(y + 1)B1(y) +
2

y
(−γ − ψ(y + 1))

· (ζ(2)− ψ′(y + 1)) + (−2ζ(3)− ψ′′(y + 1))

olur. Lemma 3.1 den dolay�

−ψ′′(y + 1) =
∞∑
m=1

(−1)m(m+ 1)(m+ 2)ζ(m+ 3)ym

dir. Böylece
∞∑
m=2

(−1)m−13[Sn(2,m)− σh(2,m)]ym−2 =
∞∑
m=0

B
(m)
2 (0)

m!
ym = B2(y)

= (−γ − ψ(y + 1))B1(y) +
2

y
(−γ − ψ(y + 1))(ζ(2)− ψ′(y + 1)) + (−2ζ(3)− ψ′′(y + 1))

=
∞∑
m=1

(−1)m2
m∑
k=1

ζ(k + 1)σh(1,m− k + z)ym +
∞∑
m=1

(−1)m(m+ 1)(m+ 2)ζ(m+ 3)ym−1
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olur. ym−2 n�n katsay�lar�n� kar³�l�kl� olarak birbirine e³itlersek istedi§imiz sonuç
elde edilir.

k=1,2,3,... için

σ(n, k) =
k−1∑
m=1

s(n, k −m)

n!

s(n,m)

n!

tan�mlayal�m. Burada, σ(n, k) birinci türden Stirling say�lar�d�r.
Teorem 3.3 [19] ζ(3) ve ζ(4) için a³ag�daki seri temsiller geçerlidir.

ζ(3) =

∞∑
n=1

Hn

(n+ 1)2
ve ζ(4) =

4

3

∞∑
n=1

H
(2)
n

(n+ 1)2

d�r.

Teorem 3.4 [19]

1

2π

2π∫
0

log |1− eiθ|dθ = 0,

1

2π

2π∫
0

log2 |1− eiθ|dθ =
1

2
ζ(2),

1

2π

2π∫
0

log3 |1− eiθ|dθ = −3

2
ζ(3),

ve son olarak

1

2π

2π∫
0

log4 |1− eiθ|dθ

= 3
∞∑
n=2

1

n2

( n−1∑
k=1

1

k

)2

− 3

2

∞∑
n=2

1

n2

( n−1∑
k=1

1

k2

)
=

57

8
ζ(4)

e³itlikleri geçerlidir.
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Teorem 3.3 ve 3.4 ün �spat�
α bir reel say� olsun. (1− z)−α n�n z = 0 noktas�ndak� Taylor serisini açarsak

(1− z)−α =
∞∑
n=0

(α)n
n!

zn, |z| < 1

elde edilir. Burada (α)n = α(α+1)...(α+n−1) Pochammer semboludur. 0 ≤ r < 1
olmak üzere z = reiθ al�rsak Parseval e³itli§inden dolay�

1

2π

2π∫
0

|1− reiθ|−2αdθ =
∞∑
n=0

(
(α)n
n!

)
r2n (3.0.5)

elde edilir. Sol taraftaki integralin yak�nsakl�§�n� garanti etmek için α < 1
2 alal�m.

(3.0.5) e³itli§inin her iki taraf�n�n r → 1− için limitini al�rsak

1

2π

2π∫
0

|1− eiθ|−2αdθ =
∞∑
n=0

(
(α)n
n!

)
, α <

1

2
(3.0.6)

elde ederiz. |1− eiθ| = 2 sin θ
2 oldu§undan

2π∫
0

|1− eiθ|−2αdθ = 2−2α
2π∫
0

sin−2α
θ

2
dθ

= 2−2α+1

π/2∫
0

sin−2α θdθ =
2−2α+1√πΓ(12 − α)

Γ(1− α)

buluruz. Böylece α < 1
2 için

∞∑
n=0

(
(α)n
n!

)2

=
1

2π

2π∫
0

|1− eiθ|−2αdθ =
2−2αΓ

(
1
2 − α

)
π Γ(1− α)

(3.0.7)

elde edilir. Buradaki üç ö§enin her biri α = 0 noktas�nda analitik oldu§undan her
birinin α = 0 noktas�ndaki Taylor serisi geçerlidir. Ayr�ca

|1− eiθ|−2α = exp(−2α log |1− eiθ|) =
∞∑
n=0

(−1)n2nαn

n!

(
log |1− eiθ|

)n
, θ 6= 0
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oldu§undan iki taraf�n [0, 2π] üzerinde integralini al�rsak

1

2π

2π∫
0

|1− eiθ|−2αdθ =

∞∑
n=0

(−1)n2n

n!

(
1

2π

2π∫
0

logn(1− eiθ)dθ
)
αn (3.0.8)

elde ederiz. �imdi (3.0.7) teki son ögeyi ele alal�m

f(t) =
2−2zΓ(12 − z)
πΓ(1− z)

=
∞∑
n=0

anz
n (3.0.9)

diyelim Γ(12) =
√
π oldu§undan a0 = 1 d�r. Önce buradaki an katsay�lar�n�n a³a§�-

daki rekürans ba§�nt�s�n� sa§lad�§�n� gösterelim : a1 = 0 ve n ≥ 1 için

(n+ 1)an+1 = 2
n∑
k=1

an−k(2
k − 1)ζ(k + 1). (3.0.10)

Re(s) > 1 için
∞∑
n=0

1

(2n+ 1)s
= (1− 2−s)ζ(s) (3.0.11)

oldu§u biliniyor.

∞∑
n=0

[
1

n+ 1
2

− 1

n+ 1

]
= 2

∞∑
n=0

[
1

2n+ 1
− 1

2n+ 2

]

= 2

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
= 2 log 2 (3.0.12)

d�r. Yine z = 0 noktas�ndaki Taylar serilerini açarsak

1

n+ 1
2 − z

− 1

n+ 1− z
=
∞∑
k=0

[
1

(n+ 1
2)k+1

− 1

(n+ 1)k+1

]
zn

=
1

n+ 1
2

− 1

n+ 1
+
∞∑
k=1

[
2k+1

(2n+ 1)k+1
− 1

(n+ 1)k+1

]
zk
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elde edilir. Böylece

∞∑
n=0

[
1

n+ 1
2 − z

− 1

n+ 1− z

]

=

∞∑
n=0

{
1

n+ 1
2

− 1

n+ 1
+

∞∑
k=1

[
2k+1

(2n+ 1)k+1
− 1

(n+ 1)k+1

]
zk
}

=

∞∑
n=0

[
1

n+ 1
2

− 1

n+ 1

]
+

∞∑
n=0

∞∑
k=1

[
2k+1

(2n+ 1)k+1
− 1

(n+ 1)k+1

]
zk

Buradaki toplamlar�n s�ralar�n� yer de§i³tirip (3.0.12) i kullan�rsak

∞∑
n=0

[
1

n+ 1
2 − z

− 1

n+ 1− z

]
= 2 log 2 +

∞∑
k=1

∞∑
n=0

[
2k+1

(2n+ 1)k+1
− 1

(n+ 1)k+1

]
zk

= 2 log 2 +
∞∑
k=1

[
2k+1

(
1− 1

2k+1
ζ(k + 1)

)
− ζ(k + 1)

]
zk (3.0.11 den dolay�)

= 2 log 2 + 2

∞∑
k=1

(2k − 1)ζ(k + 1)zk (3.0.13)

elde edilir. Teorem 2.3 den dolay�

1

Γ(z)
= ze−γt

∞∏
n=1

(1 +
z

n
)e−

z
n

d�r. Her iki taraf�n logaritmik türevini al�rsak

Γ′(z)

Γ(z)
= γ − 1

z
+
∞∑
n=1

[
1

n
− 1

z + n

]
elde dilir. Burada z yerine a− z al�rsak

Γ′(a− z)
Γ(a− z)

= γ − 1

a− z
+
∞∑
n=1

[
1

n
− 1

n+ a− z

]
(3.0.14)
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bulunur. (3.0.9) ten de

f ′(z)

f(z)
= −2 log 2 +

Γ′(1− z)
Γ(1− z)

−
Γ′(12 − z)
Γ(12 − z)

= −2 log 2 +

∞∑
n=0

[
1

n+ 1
2 − z

− 1

n+ 1− z

]

= 2
∞∑
k=1

(2k − 1)ζ(k + 1)zk (3.0.14 den dolay�)

elde ederiz. Buradan da
∞∑
n=0

(n+ 1)an+1z
n = f ′(z) =

f ′(z)

f(z)
.f(z)

= 2

( ∞∑
k=1

(2k − 1)ζ(k + 1)zk
)( ∞∑

n=0

anz
n

)

= 2
∞∑
n=0

( n∑
k=1

an−k(z
k − 1)ζ(k + 1)

)
zn (3.0.15)

elde edilir. (3.0.15) e³itli§inin her iki taraf�nda zn n�n katsay�lar�n� e³itlersek (3.0.10)
elde edilir. �imdi tekrar (3.0.7) ba§�nt�s�na dönelim. Tan�m 2.4 ten dolay�

(α)n =
∞∑
k=1

s(n, k)αk (3.0.16)

d�r. Burada s(n, k) birinci türden stirling say�lar�d�r. Bu ba§�nt� yard�m�yla

s(n, 1)

n!
= 1 ve

s(n, 2)

n!
=

1

n

n∑
k=1

1

k
=
Hn

n

oldu§u kolayca gösterilebilir. Yine (3.10) ba§�nt�s�n� elde ederken izledi§imiz yolu
izleyerek s(n, k) n�n

(k − 1)s(n, k) =
k−1∑
m=1

s(n, k −m)A(n,m) (3.0.17)

rekürans ba§�nt�s�n� sa§lad�§� gösterilebilir. Burada

A(1, 0) = 1, A(1,m) = 0
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ve m ≥ 1 için

A(n,m) = (−1)m+1
n−1∑
k=1

1

km
, n ≥ 2

d�r. (3.0.17) ba§�nt�s�n� kullanarak

s(n, 3)

n!
=

1

2n

{[ n−1∑
k=1

1

k

]2 − n−1∑
k=1

1

k2

}
(3.0.18)

s(n, 4)

n!
=

1

6n

{[ n−1∑
k=1

1

k

]3 − 2
[ n−1∑
k=1

1

k

][ n−1∑
k=1

1

k2
]

+

n−1∑
k=1

1

k3

}
(3.0.19)

oldu§u görülür. (3.0.16) dan dolay�

(α)2n
n!

=
1

(n!)2

( n∑
k=1

s(n, k)αk
)( n∑

k=1

s(n, k)αk
)

=
1

(n!)2

∞∑
k=1

( k∑
j=1

s(n, j)s(n, k − j)
)
αk
(
s(n,m) = 0 k ≥ n+ 1

)
elde edilir. Daha önce tan�mlad�§�m�z

σ(n, k) =
k−1∑
j=1

s(n, j)s(n, k − j)
(n!)2

(3.0.20)

tan�m�n� kullan�rsak (
(α)n
n!

)2

=
∞∑
k=2

σ(n, k)αk, n ≥ 1 (3.0.21)

yazabiliriz. Çünkü σ(n, 0) = 0 d�r. (3.0.21) ün her iki taraf�n� n üzerinden toplarsak

∞∑
n=0

(
(α)n
n!

)2

=

∞∑
n=0

( ∞∑
k=2

σ(n, k)αk
)

∞∑
k=2

( ∞∑
n=0

σ(n, k)

)
αk

elde edilir. k ≥ n + 1 için s(n, k) = 0 oldu§undan (3.0.19) dan n ≥ k
2 elde edilir.

Böylece
∞∑
n=0

(
(α)n
n!

)2

=

∞∑
k=2

(∑
n≥ k

2

σ(n, k)

)
αk + 1 (3.0.22)
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elde edilir. yine (3.0.20) ba§�nt�s�ndan

σ(n, 2) =
s(n, 1)2

(n!)2
=

1

n2
(3.0.23)

σ(n, 3) =
2s(n, 1)s(n, 2)

(n!)2
=

2

n2

n−1∑
k=1

1

k
(3.0.24)

σ(n, 4) =
2s(n, 3)

n!
.
s(n, 1)

n!
=

1

n2

(
2
( n−1∑
k=1

1

k

)2 − n−1∑
k=1

1

k2

)
(3.0.25)

elde edilir. Böylece (3.0.7), (3.0.8), (3.0.9) ve (3.0.21) dan ³u sonucu elde ederiz.

∞∑
n=0

anα
n = 1 +

∞∑
k=2

(∑
n≥ k

2

σ(n, k)

)
αk

=
∞∑
n=0

(−1)n2n

n!

(
1

2π

2π∫
0

logn |1− eiθ|dθ
)
αn (3.0.26)

Birinci e³itlikte α2, α3 ve α4 ün katsay�lar�n� e³itlersek

a2 =
∞∑
n=1

σ(n, 2), (3.0.27)

a3 =
∑
n≥ 3

2

σ(n, 3) =
∞∑
n=2

σ(n, 3), (3.0.28)

a4 =

∞∑
n=2

σ(n, 4) (3.0.29)

ve (3.0.10) rekürans ba§�nt�s�ndan

a2 = ζ(2), a3 = 2ζ(3) ve a4 =
19

4
ζ(4) (3.0.30)

elde edilir. (3.0.23), (3.0.24), (3.0.25) ve (3.0.30) ba§�nt�lar�n� (3.0.27), (3.0.28) ve
(3.0.29) te kullan�rsak s�rayla

∞∑
n=1

1

n2
= ζ(2),

∞∑
n=2

Hn−1
n2

= ζ(3)
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ve
∞∑
n=2

2H2
n−1 −H

(2)
n−1

n2
=

19

4
ζ(4)

elde edilir. Bu da Teorem 3.3 ün ispat�n� bitirir. Teorem 3.4 ispat� (3.0.9) ba§�n-
t�s�nda a1 = 0 elde edilir. (3.0.24) e³itli§inde 1. ve son terimde n = 1, 2, 3, 4 için
αn in katsay�lar�n� e³itliyip (3.0.28) deki de§erler kullan�rsak istenilen sonuç elde
edilir.

Teorem 3.5 |x| ≤ 1 için

∞∑
k=1

Hk−1
k2

xk−1 =
1

2x

x∫
0

log2(1− t)
t

dt (3.0.31)

d�r.
�spat
Lemma (2.5) den dolay�

∞∑
k=1

Hk−1x
k−1 = − log(1− x)

1− x

d�r. Bu e³itli§in her iki taraf�n�n [0, x] üzerinde integral al�rsak

∞∑
k=1

Hk−1
k

xk =
1

2
log2(1− x)

elde edilir. Burada x yerine t al�p her iki taraf�n� t ye böldükten sonra [0, x] üzerinde
integral al�rsak

∞∑
k=1

Hk−1
k2

xk−1 =
1

2x

x∫
0

log2(1− t)
t

dt

elde edilir. �imdi (3.0.31) formülünün x in baz� de§erlerine göre verdi§i sonuçlar�
inceleyelim.

1.Durum. x=1 olsun. O zaman (3.0.31) dan

∞∑
k=1

Hk−1
k2

=
1

2

1∫
0

log2(1− t)
t

dt

elde edilir. Sa§ taraftaki integralin de§erinin 2ζ(3)' e e³it oldu§u biliniyor. Bu
nedenle

∞∑
k=1

Hk−1
k2

= ζ(3)
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elde edilir.
2.Durum. x=1

2 olsun. [18, sf. 310] dan

1
2∫

0

log2(1− t)
t

dt = − log3 2− 2 log 2Li2(1/2)− 2Li3(1/2) + 2Li3(1)

oldu§unu biliyoruz. [18, sf. 283] ve [18, sf. 296] dan

Li2(1/2) =
1

12
π2 − 1

2
log2 (3.0.32)

ve

Li3(1/2) =
7

8
ζ(3)− 1

12
π2 log 2 +

1

6
log3 2 (3.0.33)

ve Li3(1) = ζ(3) oldu§undan

∞∑
k=1

Hk−1
2k−1k2

=
1

4
ζ(3)− 1

3
log3 2

elde edilir.

3. Durum. x=1 olsun. (3.31) de x=−u al�rsak

∞∑
k=1

(−1)k−1
Hk−1
k2

= − 1

2u

−u∫
0

log2(1− t)
t

dt

elde edilir. Basit bir de§i³ken de§i³tirme ile

∞∑
k=1

(−1)k−1
Hk−1
k2

= − 1

2u

u∫
0

log2(1 + t)

t
dt

elde edilir. [18, sf. 310] dan dolay�

u∫
0

log2(1 + t)

t
dt = −2

3
log3 2− 2 log 2Li2(1/2)− 2Li3(1/2) + 2Li3(1)

ve Li3(1) = ζ(3) oldu§undan (3.0.32) ve (3.0.33) yard�m�yla

∞∑
k=1

(−1)k−1
Hk−1
k2

= −1

8
ζ(3)

24



elde edilir.

Teorem 3.6 [9, sf. 127] |x| ≤ 1 için

∞∑
k=1

Hk−1
k3

xk =
1

2
log x

x∫
0

log2(1− t)
t

dt− 1

2

x∫
0

log t log2(1− t)
t

dt (3.0.34)

d�r.
�spat (3.0.31) in her iki taraf�n�n [0,x] üzerinde integralini al�rsak

∞∑
k=1

Hk−1
k3

xk =
1

2

x∫
0

du

u

u∫
0

log2(1− t)
t

dt (3.0.35)

elde edilir. Bu integralde k�sm� integrasyon yöntemini uygularsak istenilen sonuç
elde edilir. (3.0.34) e³itli§inde x in baz� durumlar�n� için a³a§�daki sonuçlar� bulu-
ruz.

1. Durum . x=1 olsun. O zaman

∞∑
k=1

Hk−1
k3

= −1

2

1∫
0

log t log2(1− t)
t

dt

elde edilir. Sa§ taraftaki integralin de§eri biliniyor ve [18, sf. 310] dan dolay� −1
2ζ(4)

e e³ittir. Bu nedenle
∞∑
k=1

Hk−1
k3

=
1

4
ζ(4)

d�r.
2. Durum. x = −1 olsun. O zaman (3.0.35) den dolay�

∞∑
k=1

(−1)k
Hk−1
k3

=
1

2

−1∫
0

du

u

u∫
0

log2(1− t)
t

dt

elde edilir. Basit bir de§i³ken de§i³tirmeyle ve k�sm� integrasyon yaparak

∞∑
k=1

(−1)k
Hk−1
k3

= −1

2

1∫
0

log s log2(1 + s)

s
ds
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elde ederiz. Bu integralde tekrar k�sm� integrasyon uygularsak

∞∑
k=1

(−1)k
Hk−1
k3

=
1

2

1∫
0

log2 s log(1 + s)

1 + s
ds (3.0.36)

elde ederiz. Bu integralde s = t − 1 ve t = 1
u de§i³ken de§i³tirme i³lemlerini art

arda uygularsak

1

2

1∫
0

log2 s log(1 + s)

1 + s
ds

= −1

2

1∫
0

log2(1− u) log u

u
du+

1∫
−1/2

log2 u log(1− u)

u
du− 1

2

1∫
−1/2

log3 u

u
du

= −1

2

1/2∫
0

log2 u log(1− u)

1− u
du+

1∫
1/2

log2 u log(1− u)

u
du+

1

8
log4 2

elde edilir. [18, sf. 310, (12)] ve [18, sf. 310, (10)] dan dolay�

1/2∫
0

log2 log(1− u)

1− u
du = −1

4
ζ(4)− 1

4
log4 2

ve

1∫
1/2

log2 s log(1 + s)

1 + s
ds

= −2Li4(1/2)− 2ζ(4)− 7

4
log 2ζ(3) +

1

12
π2 log 2− 1

12
log4 2

d�r. Böylece bu de§erleri (3.0.36) da yerine yazarsak

1

2

1∫
0

log2 s log(1 + s)

1 + s
ds

=
1

8
ζ(4) +

1

8
log4 2 + 2Li4(1/2)− 2ζ(4) +

7

4
ζ(3) log 2 +

π2

12
log 2− 1

12
log4 2

= 2Li4(1/2)− 15

8
ζ(4) +

1

24
log4 2 +

π2

12
log 2 +

7

4
ζ(3) log 2
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elde edilir. Bu de§eri (3.0.35) da yerine yazarsak

∞∑
k=1

(−1)k
Hk−1
k3

= 2Li4(1/2)− 15

8
ζ(4) +

1

24
log4 2 +

π2

12
log 2 +

7

4
ζ(3) log 2

elde edilir.
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Bölüm 4

4. HARMON�K SAYILAR �ÇEREN SER�LER�LERLE
�LG�L� YEN� ÇALI�MALAR

Lemma 4. 1 [24, Lemma 2] n ∈ N olsun. O zaman a³a§idaki e³itlikler geçerlidir.

(a) In =

1∫
0

xn−1 log(1− x)dx = −Hn

n
,

(b) Jn =

1∫
0

xn−1 log2(1− x)dx =
2

n

∞∑
k=1

Hk

k
=
H2
n

n
+
H

(2)
n

n
.

�spat K�sm� integrasyon uygulayarak

In =

1∫
0

xn−1 log(1− x)dx

= (x− 1)xn−1 log(1− x)

∣∣∣∣x=1

x=0

−
1∫

0

xn−1dx+ (n− 1)In−1 − (n− 1)In

= − 1

n
+ (n− 1)In−1 − (n− 1)In

ve buradan k = 1, 2, ... için

kIk − (k − 1)Ik−1 = −1

k

elde edilir. Her iki taraf� k = 2 den n'ye kadar toplar ve
1∫
0

log(1 − x)dx = −1
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oldu§unu dikkate al�rsak

In =

1∫
0

xn−1 log(1− x)dx = −Hn

n

elde edilir. Böylece (a) ispatlan�r. (b) y� ispatlamak için (a) daki gibi k�sm� integ-
rasyon uygularsak

Jn =

1∫
0

xn−1 log2(1− x)dx

= (x− 1)xn−1 log2(1− x)

∣∣∣∣x=1

x=0

− 2

1∫
0

xn−1 log(1− x)dx+ (n− 1)Jn−1 − (n− 1)Jn

= 2
Hn

n
+ (n− 1)Jn−1 − (n− 1)Jn

veya k = 1, 2, 3, ... için

kJk − (k − 1)Jk−1 =
2Hk

k

elde edilir. Her iki taraf� k = 2 den k = n ye kadar toplay�p
1∫
0

log2(1 − x)dx = 2

oldu§unu dikkate al�rsak

Jn =
2

n

n∑
k=1

Hk

k

elde edilir. [2] den dolay�
∑n

k=1
Hk
k = H2

n+H
(2)
n

2 oldu§undan

Jn =
H2
n +H

(2)
n

2

elde edilir.
Lemma 4.2 [24, Lemma 3]

∞∑
n=1

H
(2)
n

n3
= 3ζ(2)ζ(3)− 9

2
ζ(5)

e³itli§i geçerlidir.
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ispat

S =
∞∑
n=1

1

n3

(
ζ(2)− 1− 1

22
− ...− 1

n2

)
=
∞∑
n=1

∞∑
k=1

1

n3(n+ k)2

e³itli§inden ba³layal�m
∞∑
n=1

∞∑
k=1

1

n3(n+ k)2
=

∞∑
n=1

∞∑
k=1

1

k3(n+ k)2

oldu§u dikkate al�n�rsa

2S =
∞∑
n=1

∞∑
k=1

1

n3(n+ k)2
+
∞∑
n=1

∞∑
k=1

1

k3(n+ k)2

=
∞∑
n=1

∞∑
k=1

k3 + n3

k3n3(n+ k)2

=
∞∑
n=1

∞∑
k=1

(k + n)3 − 3kn(k + n)

k3n3(n+ k)2

=

∞∑
n=1

∞∑
k=1

1

k2n3
+

∞∑
n=1

∞∑
k=1

1

k3n2
− 3

∞∑
n=1

∞∑
k=1

1

k2n2(n+ k)

= 2ζ(2)ζ(3)− 3

∞∑
n=1

∞∑
k=1

1

k2n2(n+ k)

veya

S = ζ(2)ζ(3)− 3

2

∞∑
n=1

∞∑
k=1

1

k2n2(n+ k)

elde edilir.
1

n2k2(n+ k)
=

1

k2n3
− 1

n4

(
1

k
− 1

(n+ k)

)
oldu§undan

S = ζ(2)ζ(3)− 3

2

∞∑
n=1

∞∑
k=1

(
1

k2n3
− 1

n4
(1

k
− 1

(n+ k)

))

= ζ(2)ζ(3)− 3

2

∞∑
n=1

1

n3

∞∑
k=1

1

k2

+
3

2

∞∑
n=1

1

n4

∞∑
k=1

(1

k
− 1

n+ k

)
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ve
∑∞

k=1(
1
k −

1
n+k ) = Hn oldu§undan

S = ζ(2)ζ(3)− 3

2
ζ(2)ζ(3) +

3

2

∞∑
n=1

Hn

n4

elde edilir. Teorem 3.1 den dolay�

∞∑
n=1

Hn

n4
= 3ζ(5)− ζ(2)ζ(3)

oldu§undan

S =

∞∑
n=1

1

n3

(
ζ(2)−H(2)

n

)
= ζ(2)ζ(3)−

∞∑
n=1

H
(2)
n

n3

=
9

2
ζ(5)− 2ζ(2)ζ(3)

ve böylece
∞∑
n=1

H
(2)
n

n3
= 3ζ(2)ζ(3)− 9

2
ζ(5)

elde edilir.

Teorem 4.1 [24, Teorem 1]

∞∑
n=1

H2
n

n3
=

7

2
ζ(5)− ζ(2)ζ(3)

d�r.
�spatLemma 4.1 (b) den dolay�

1∫
0

xn−1

n2
log2(1− x)dx =

H2
n

n3
+
H

(2)
n

n3

d�r. Her iki tara� n = 1 den ∞ a kadar toplarsak

∞∑
n=1

1∫
0

xn−1

n2
log2(1− x)dx =

∞∑
n=1

(
H2
n

n3
+
H

(2)
n

n3

)
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veya
∞∑
n=1

(
H2
n

n3
+
H

(2)
n

n3

)
=
∞∑
n=1

1∫
0

xn−1

n2
log2(1− x)dx (4.0.1)

elde edilir. Lemma 2.5 den dolay�

1

2
log2(1− x) =

x∫
0

∞∑
n=1

tnHndt =

∞∑
n=1

xn+1

n+ 1
Hn

oldu§undan

∞∑
n=1

H
(2)
n

n3
+
∞∑
n=1

H
(2)
n

n3
= 2

1∫
0

∞∑
k=1

∞∑
n=1

xk+n

k2(n+ 1)
Hndx

= 2
∞∑
k=1

∞∑
n=1

1∫
0

xk+n

k2(n+ 1)
dxHn

= 2
∞∑
k=1

∞∑
n=1

Hn

k2(n+ 1)(k + n+ 1)
(4.0.2)

elde edilir.

∞∑
k=1

1

k2(k + n+ 1)
=
∞∑
k=1

(
1

k2(n+ 1)
− 1

(n+ 1)2
(1

k
− 1

n+ k + 1

))

=
ζ(2)

n+ 1
− 1

(n+ 1)2

∞∑
k=1

(1

k
− 1

n+ k + 1

)
=

ζ(2)

n+ 1
− Hn+1

(n+ 1)2
(4.0.3)
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elde edilir. (3.0.39) da (3.0.38) i kullan�rsak

2
∞∑
n=1

∞∑
k=1

Hn

k2(n+ 1)(k + n+ 1)
= 2

∞∑
n=1

Hn

n+ 1

(
ζ(2)

n+ 1
− Hn+1

(n+ 1)2

)

= 2ζ(2)

∞∑
n=1

Hn

(n+ 1)2
− 2

∞∑
n=1

HnHn+1

(n+ 1)3

= 2ζ(2)

∞∑
n=1

Hn+1 − 1
n+1

(n+ 1)2
− 2

∞∑
n=1

(
Hn+1 − 1

n+1

)
Hn+1

(n+ 1)3

= 2ζ(2)
∞∑
n=1

Hn+1

(n+ 1)2
− 2ζ(2)

∞∑
n=1

1

(n+ 1)3

− 2
∞∑
n=1

H2
n+1

(n+ 1)3
+ 2

∞∑
n=1

Hn+1

(n+ 1)4

= 2ζ(2)

∞∑
n=1

Hn

n2
− 2ζ(2)

∞∑
n=1

1

n3
− 2

∞∑
n=1

H2
n

n3
+ 2

∞∑
n=1

Hn

n4

= 6ζ(5)− 2
∞∑
n=1

H2
n

n3
(4.0.4)

elde ederiz. Burada Teorem 3.1 den dolay�
∑∞

n=1
Hn
n2 = 2ζ(3) ve

∑∞
n=1

Hn
n4 = 3ζ(5)−

ζ(2)ζ(3) ba§lant�lar�n� kulland�k. (3.0.40), (3.0.38) ve (3.0.37) i birle³tirirsek

∞∑
n=1

H2
n

n3
= 2ζ(5)− 1

3

∞∑
n=1

H
(2)
n

n3

ve Lemma (4.2) den dolay�
∞∑
n=1

H2
n

n3
=

7

2
ζ(5)− ζ(2)ζ(3)

elde edilir.

Teorem 4.2 [25] E§er k pozitif bir tamsay�, M(k) = m(1) +m(2) + ...+m(k)
ve m(k) ve limk→∞m(k) = 0 ³eklinde gerçek say�lar ise a³a§�daki e³itlik sa§lan�r.

∞∑
k=1

M(k)

(k + 1)(k + n+ 1)
=m(1)

(
Hn

n
− 1

n+ 1

)
+

1

n

n∑
j=1

∞∑
k=1

m(k + 1)

j + k + 1

=
1

n

n∑
j=1

∞∑
k=1

m(k)

j + k
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�spat
1

n

n∑
j=1

1

(j + k)(j + k + 1)
=

1

(k + 1)(k + n+ 1)

teleskopik toplam� gözönüne al�nd�§�nda

N∑
k=1

M(k)

(k + 1)(k + n+ 1)
=

1

n

N∑
k=1

n∑
j=1

M(k)

(j + k)(j + k + 1)

=
1

n

N∑
k=1

n∑
j=1

(
M(k)

j + k
− M(k)

j + k + 1

)

=
1

n

N∑
k=1

n∑
j=1

(
M(k)

j + k
− M(k + 1)−m(k + 1)

j + k + 1

)

=
1

n

N∑
k=1

n∑
j=1

(
M(k)

j + k
− M(k + 1)

j + k + 1
+
m(k + 1)

j + k + 1

)

=
1

n

n∑
j=1

N∑
k=1

(
M(k)

j + k
− M(k + 1)

j + k + 1
+
m(k + 1)

j + k + 1

)

1

n

n∑
j=1

( N∑
k=1

(
M(k)

j + k
− M(k + 1)

j + k + 1

)
+

N∑
k=1

m(k + 1)

j + k + 1

)
(4.0.5)

elde ederiz.

N∑
k=1

(
M(k)

j + k
− M(k + 1)

j + k + 1

)
=
M(1)

j + 1
− M(N + 1)

j +N + 1

=
m(1)

j + 1
− M(N + 1)

j +N + 1
(4.0.6)

oldu§undan (3.0.41) e³itli§i

N∑
k=1

M(k)

(k + 1)(k + n+ 1)
=

1

n

n∑
j=1

(
m(1)

j + 1
− M(N + 1)

j +N + 1
+

N∑
k=1

m(k + 1)

j + k + 1

)
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= m(1)

(
Hn

n
− 1

n+ 1

)
− 1

n

n∑
j=1

M(N + 1)

j +N + 1
+

1

n

n∑
j=1

N∑
k=1

m(k + 1)

j + k + 1
(4.0.7)

olur. Stolz-Cesaro teoremi yard�m�yla N → ∞ için limN→∞
M(N+1)
j+N+1 = 0 olur.

Böylece

∞∑
k=1

M(k)

(k + 1)(k + n+ 1)
= m(1)

(
Hn

n
− 1

n+ 1

)
+

1

n

n∑
j=1

∞∑
k=1

m(k + 1)

j + k + 1

= m(1)

(
Hn

n
− 1

n+ 1

)
+

1

n

n∑
j=1

∞∑
k=2

m(k)

j + k

= m(1)

(
Hn

n
− 1

n+ 1

)
+

1

n

n∑
j=1

(
− m(1)

j + 1
+
∞∑
k=1

m(k)

j + k

)

=
1

n

n∑
j=1

∞∑
k=1

m(k)

j + k

elde edilir.
Sonuç 4.1 [ 25, Corollary 1 ]

∞∑
k=1

H
(p)
k

(k + 1)(k + n+ 1)
=


H2

n+H
(2)
n

2n , p = 1

(−1)p−1

n

(∑n
i=1

Hi
ip +

∑p
i=2(−1)i−1ζ(i)H

(p−i+1)
n , p ≥ 2

�spat Teorem 4.2' da m(k) = 1
kp ve M(k) = H

(p)
k al�rsak ispat hemen görülür.

Sonuç 4.2 [25, Corollary 2 ] n pozitif bir tamsay� olsun. A³a§�daki e³itlik
sa§lan�r.

∞∑
k=1

H2
k

(k + 1)(k + n+ 1)
=
H3
n + 3ζ(2)Hn + 3HnH

(2)
n + 2H

(3)
n

3n
− 1

n

n∑
i=1

Hi

i2
.

�spat Teorem 4.2' da ikinci e³itli§i kullan�p M(k) = H2
k ve m(k) = H2

k −H2
k−1
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al�rsak

∞∑
k=1

H2
k

(k + 1)(k + n+ 1)
=
(
H2

1 −H2
0

)(Hn

n
− 1

n+ 1

)
+

1

n

n∑
j=1

∞∑
k=1

H2
k+1 −H2

k

j + k + 1

=
Hn

n
− 1

n+ 1
+

1

n

n∑
j=1

∞∑
k=1

2Hk + 1/(k + 1)

(k + 1)(j + k + 1)

=
Hn

n
− 1

n+ 1
+

2

n

n∑
j=1

∞∑
k=1

Hk

(k + 1)(j + k + 1)

+
1

n

n∑
j=1

∞∑
k=1

1

(k + 1)2(j + k + 1)
.

Ve Sonuc 4.1 den yararlan�larak p = 1 durumunda

∞∑
k=1

H2
k

(k + 1)(k + n+ 1)
=
Hn

n
− 1

n+ 1
+

1

n

n∑
j=1

H2
j +H

(2)
j

j

+
1

n

n∑
j=1

1

j

∞∑
k=1

(
1

(k + 1)2
− 1

(k + 1)(j + k + 1)

)

=
Hn

n
− 1

n+ 1
+
H3
n + 3HnH

(2)
n + 2H

(3)
n

3n

+
1

n

n∑
j=1

1

j

∞∑
k=1

(
1

(k + 1)2
− 1

(k + 1)(j + k + 1)

)

=
Hn

n
− 1

n+ 1
+
H3
n + 3HnH

(2)
n + 2H

(3)
n

3n

+
1

n

n∑
j=1

1

j

(
ζ(2)− 1 +

1

(j + 1)
− Hj

j

)

=
Hn

n
− 1

n+ 1
+
H3
n + 3HnH

(2)
n + 2H

(3)
n

3n

+ (ζ(2)− 1)
Hn

n
+

1

n+ 1
− 1

n

n∑
j=1

Hj

j2

=
H3
n + 3ζ(2)Hn + 3HnH

(2)
n + 2H

(3)
n

3n
− 1

n

n∑
j=1

Hj

j2
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elde ederiz.
Lemma 4.3 [4]

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n

z = 0 noktas�n�n bir kom³ulu§unda analitik bir fonksiyon olsun. O zaman |z|
a³a§�da verilen seri yak�nsak olacak ³ekilde yeterince küçük olmak üzere

∞∑
n=0

anHnz
n + log(1 + z)f(z) =

1

1 + z

∞∑
n=0

( z

z + 1

)n
Hn

n∑
k=0

(
n

k

)
ak

Lemma 4.4 [4] |t| < 1 için

∞∑
n=1

Hnt
n

2n− 1
= log(1− t) +

(
− 1 + log

√
2 +

1

4
log(1− t)

)√
t log

1−
√
t

1 +
√
t

+

√
t

2

[
Li2

(
1 +
√
t

2

)
− Li2

(
1−
√
t

2

)]
(4.0.8)

ve

∞∑
n=1

Hn(−1)ntn

2n− 1
= log(1 + t) +

(
− 2 + ln 2 +

1

2
log(1 + t)

)√
t arctan

√
t

+

√
−t
2

[
Li2

(
1 +
√
−t

2

)
− Li2

(
1−
√
−t

2

)]
(4.0.9)

d�r.

�spat −1 ≤ t < 1 olmak üzere

y(t) =

∞∑
n=1

Hn
tn

1− 2n

diyelim. O zaman Lemma (2.5) kullan�rsak

d

dt

(
y(t2)

t

)
= −

∞∑
n=1

Hnt
2n−2
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=
log(1− t2)
t2(1− t2)

=

(
1

t2
+

1

1− t

)
log(1− t2) (4.0.10)

elde edilir. (4.0.10) ten

y(t2)

t
=

t∫
0

log(1− x2)
x2

dx+

t∫
0

log(1− x2)
1− x2

dx

= A+B (4.0.11)

elde edilir. K�smi kesirlerine ay�rarak

A =

t∫
0

log(1− x2)
x2

dx =

t∫
0

log(1− x2)
x2

dx

= − log(1− t2)
t

+

t∫
0

2

1− x2
dx = − log(1− t2)

t
+ log

1− t
1 + t

ve k�sm� kesirlerine ay�rarak

B =

t∫
0

log(1− x2)
(1− x)(1 + x)

dx

=
1

2

t∫
0

(
1

1− x
+

1

1 + x

)(
log(1− x) + log(1 + x)

)
dx

=
1

2

( t∫
0

log(1− x)

1− x
dx+

t∫
0

log(1 + x)

1 + x
dx

+

t∫
0

log(1 + x)

1− x
dx+

t∫
0

log(1− x)

1 + x
dx

)

=
1

4
log2(1 + t)− 1

4
log2(1− t) +

1

2

t∫
−t

log(1 + x)

1− x
dx

elde edilir. �imdi sondaki integrali hesaplayal�m. 1 − x = u de§i³ken de§i³t�rme
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i³lemini yaparsak

1

2

t∫
−t

log(1 + x)

(1− x)
dx =

1

2

1+t∫
1−t

log(2− u)

u
du

=
1

2

1+t∫
1−t

(
log 2 + log

(
1− u

2

))du
u

=
1

2
log 2 log

1 + t

1− t
− 1

2

n2n∑
1

1+t∫
1−t

un−1du

= log
√

2 log
1 + t

1− t
− 1

2

∞∑
n=1

(1 + t)n − (1− t)n

n22n

elde edilir. Yine
∞∑
n=1

(1 + t)n − (1− t)n

n22n
=

∞∑
n=1

(1+t2 )n

n2
−
∞∑
n=1

(1−t2 )n

n2

= Li2

(
1 + t

2

)
− Li2

(
1− t

2

)
oldu§undan

B =
1

4
log2(1 + t)− 1

4
log2(1− t) + log

√
2 log

1 + t

1− t

− 1

2

[
Li2

(
1 + t

2

)
− Li2

(
1− t

2

)]
olur.

1

4
log2(1 + t)− 1

4
log2(1− t) = −1

4
log(1− t2) log

1− t
1 + t

oldu§u dikkate al�n�rsa (4.0.8) in ispat� tamamlanm�s olur. (4.0.9) n�n ispat� benzer
³ekide yap�l�r.

Teorem 4.3 [4] |z| < 1 olsun. O zaman t = z
1+z olmak üzere

∞∑
n=0

(
2n

n

)−1
Hn(−1)n4nzn

= (1− t)
[√

t log
1−
√
t

1 +
√
t

(
1 +

1

4
log

1− t
4

)]
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−
√
t

2

(
Li2
(1 +

√
t

2
− Li2

(1−
√
t

2

))

= −2z + 4z2 − 88

15
z3 +

160

21
z4 − 8768

945
z5 + ... (4.0.12)

dur. Bu defa t = z
1−z olmak üzere

∞∑
n=0

(
2n

n

)−1
Hn4nzn = (1 + t)

[(
2 +

1

2
log

1 + t

4

)√
t arctan

√
t

]

−
√
−t
2

(
Li2
(1 +

√
t

2

)
− Li2

(1−
√
t

2

))

= 2z + 4z2 +
88

15
z3 +

160

21
z4 +

8768

945
z5 + ... (4.0.13)

d�r.
�spati (4.0.5) ün ispat�

an =

(
2n

n

)−1
(−1)n4n

diyelim. Bu say�lar�n üretici fonksiyonu [22, Teorem 3.1] den biliyoruz ve

f(z) =
∞∑
n=0

(
2n

n

)
3−1(−1)n4nzn =

1

1 + z

[
1 +

1

2

√
z

1 + z
log

1−
√

z
1+z

1 +
√

z
1+z

]
(4.0.14)

d�r. Yine [22, Teorem 3.5] den

n∑
k=0

(
n

k

)
ak =

n∑
k=0

(
n

k

)(
2n

n

)−1
(−1)k4k =

1

1− 2n
(4.0.15)

oldu§unu biliyoruz. Böylece Lemma 2 'y� kullan�rsak

∞∑
n=0

(
2n

n

)−1
Hn(−1)n4nzn+log(1+z)f(z) =

1

1 + z

∞∑
n=0

(
z

z + 1

)n Hn

1− 2n
(4.0.16)

(4.0.9) numaral� denklem t = z
1+z al�p (4.0.7) ba§�nt�s� dikkate al�n�rsa
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∞∑
n=0

(
2n

n

)−1
Hn(−1)n4nzn

= (1− t)
[

log(1− t)
(

1 +
1

2

√
t log

1−
√
t

1 +
√
t

)
+
∞∑
n=0

Hn

1− 2n
tn
]

oldu§unu görürüz. Lemma 4.4' ün 1.k�sm�n� kullan�p gerekli sadele³tirmeler yap�-
l�rsa ispat tamamlanm�³ olur. (4.0.13) in ispat�, (4.0.12) denkleminde z yerine −z
al�p Lemma 4.4 ' ün 2. k�sm� kullan�rsa basit bir kaç hesaplamadan sonra ispat
direk ç�kar.
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