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Fen Bilimleri Enstitiisii
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Danigman: Prof. Dr. Necdet BATIR

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci bolimde konunun tarihcesi kisa bir sekilde
ozetlenmistir. Ikinci béliimde tezin ana konularmda kullanilan bazi tamim ve teoremlere yer
verilmistir. Uglincii béliimde Euler’in calismalarindan sonra en o6nemli calismalar
diyebilecegimiz harmonik sayilar igeren bazi klasik seri 6rneklerine yer verilmistir. Dordiincii

boliimde son yillarda bu konuda yapilan bir kag¢ tane makale incelenmistir.
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This thesis consists of four chapters. In the first chapter, the history of the subject is
summarized briefly. In the second part, some definitions and theorems used in the main
subjects of the thesis are given. In the third chapter, after Euler 's works, some examples of
classical series containing harmonic numbers which can be considered as the most important
studies are given. In the fourth chapter, several articles on this subject have been examined in

recent years.
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Bolum 1

GIRIS

toplamini bulma problemi ilk olarak Italyan matematikci Pietro Mengoli ta-
rafindan 1644 yilinda ortaya atilmigtir. Mengoli 1650 yilinda Novae quadra-
turae arithmetica kitabinda bu probleme yer vermigtir. Bu problemi ¢ézmek
icin aralarinda Jacop Bernoulli, Johann Bernoulli, Daniel Bernoulli, Leib-
niz, Stirling ve De Moivre taninmig matematikcilerin de bulundugu pek cok
matematikei ugrasmistir. Problem neredeyse 100 yil sonra Isvicre’nin Basel
kentinde yasayan Leonard Euler tarafindan ¢ok enteresan bir yoldan ¢oziil-
miistiir. Bu nedenle bu problem giiniimiiz de hala Basel problemi olarak
bilinmektedir. Euler enterasan bir yontemle

oldugunu gostermigtir. Bu Euler’in matematik camiasinda taninmasini sag-
layan ilk bagarisidir. Daha sonra Euler bu toplami genellestirerek n > 1

tamsayisi i¢in
— 1
— 1.0.1
k=1

toplamu {izerinde ¢aligmalar yapmigtir. Alman matematik¢: Riemann bu top-
lam1 kompleks sayilarina tasimis ve s € C olmak iizere

=1
25

k=1



serisini ((s) ile gostererek bu seriler iizerinde ciddi aragtirmalar yapmigtir .
Bu toplam o zamandan beri Riemann zeta fonksiyonu olarak bilinmektedir.
Tekrar Fuler’in calismalarina donersek Euler n € N olmak {izere s = 2n igin
(1.0.1) de verilen serinin degerini hesaplamig ve
(=" H(2m)™
2(2n)!
degerini bulmustur. Burada B,, ler Bernoulli sayilaridir. s > 1 bir tek tamsay1
oldugundan ((2n-+1) in degeri hala bilinmemektedir ve bu giintimiizde sayilar
teorisindeki en biiyiik agik problemlerden birisidir. Bu konuda bilinen tek sey
¢(3) iin irrasyonel bir say1 oldugudur. Bu da 1979 yilinda Fransiz matematikgi

R. Apery tarafindan ispatlanmigtir [1]. Euler daha sonra konuya farkl bir
boyuta tagiyarak (1.0.1) deki toplama harmonik sayilar ilave ederek ilk 6nce

((2n) = B,

—~ H

W _
; (n+1)2 3)
esitligini gostermigtir [10, sf.228]. Bu seri 1775 yilinda Klamkin [6] tarafin-
dan tekrar kegfedildi ve The American Mathematical Monthly dergisinde
bir problem olarak yayinlandi. 1995 yilinda Briggs ve arkadaglar1 tarafindan
tekrar kegfedildi ve iizerinde galigmalar yapildi . 1982 yilinda Bruckman [5]
tarafindan bir kez daha kesfedildi. (1.0.1) formiilii ashnda Euler [10, sf. 28§]
tarafindan kegfedilen

22% —(n+2)C(n+1)— Z:C(n— k)C(k+1) (1.0.2)

formiiliiniin 6zel bir halidir. Neilsen [18, sf. 229|, [16, sf. 198], [17, sf. 47-
49| (1.0.2) formiiliinii ve benzeri formiilleri elde etmek i¢in daha genel met-
hodlar geligtirilmigtir. (1.0.2) formiilii 1953 yilinda Williams [20] tarafindan
tekrar kegfedilmigtir. 1979 yilinda Sitaramachandrara ve Siva Rama Sarma
[13] tarafindan 1983 yilinda Georghiou ve Philippou [11] tarafindan tekrar
ispatlanmigtir. Sunu da eklemekte fayda vardir ki m,n € N(n > 2) i¢in

N R

22

k=1 J=1

tipindeki seriler Goldbach’mn 1742 yilinda Euler’e [10] yazdigi bir mektupta
dile getirilmigtir [12, 6]. Iki matematik¢i 1742 ve 1743 yillarinda bu tiir seri-
lerle ilgili bir ¢ok yazisma yapmislardir. Euler bu tipte bir ¢ok seriyi bagarili

2



bir gekilde hesaplamayr bagarmigtir ancak (1.0.1) ve (1.0.2) serilerinden bu
yazigmalarda bahsedilmemigtir. Sonraki yillarda (1.0.2) tipindeki seriler bir
¢ok matematikcinin ilgisini ¢ekmis ve bu konuda bir ¢ok ¢aligmalar yapil-
nugtir [8,2,28,26,23] . Giiniimiizde (1.0.2) tipindeki seriler Euler Toplamlar
olarak bilinmektedir.Giiniimiizde de bu tiir serilerin cegitli versiyonlar1 yo-
gun bir sekilde caligilmaktadir. Ornegin Borwein ve arkadaglar [6] n—1,2...
m=2,3... i¢in

(I+i4 4+
=S

=1

tipindeki serileri caligtilar ve n=2 icin bu toplamlarin tam degerlerini hesap-
lamiglardir.

Bu tezimizde Euler toplamlarindan esinlenerek yapilan harmonik sayilar
iceren serileri ele aldik. Tezimiz d6rt boliimden olugmaktadir. Birinci béliimde
konunun tarihcesini 6zetlemeye calistik. Tkinci boliimde tezin ana konularinda
kullandiginmuz bazi tanimlara yer verdik. Uciincii boliimde teoremler ve har-
monik seri iceren bazi klasik seri orneklerine yer verdik. Ve son olarak 4.
boéliimde son yillarda bu konuda yapilan calismalardan 6nemli gordiigiimiiz
birkag makaleyi inceledik.



Bolum 2

2. TANIM VE TEMEL TEOREMLER

Tanim 2.1 (Gamma Fonksiyonu) x>0 i¢in gamma fonksiyonu

(e 9]

I(z) = /ux_le_“ du

0

seklinde tanimlanir. Gamma fonksiyonunun logaritmik tiirevine, yani

¥(e) = - logT(x) =

fonksiyonuna digamma fonksiyonu denir.
Tanim 2.2 (Pochhammer Sembolii)s € C i¢in Pochhammer sembolii
($)n(n € N) ile gosterilir ve
($)n=s(s+1)(s+2)..(s+n—1)

seklinde tamimlanir.

n=0 ise (s)op=1
olarak alinir. Pochhammer sembolii gamma fonksiyonu yardimiyla
I'(s+mn)

=)

seklinde de tanimlanabilir.
Tamim 2.3 (Hipergeometrik Seri) a; € C, b; #0 ve (b; € C) igin bir
hipergeometrik seri

pFo(ar, ...;ap; by, ..., by @ )

4



ile gosterilir ve

al)npla2)n...\Ap)n T
qu(G/l, -'-7a/p;b1, ...,bq N x) = Z ( 1) ( 2) ( p) &
n=0 !

seklinde tanimlanir.
Lemma 2.1 |27, sf. 282]

I'(c)I'(c—a—1b)
I(c—a)l(c—10)

oFi(a,b;c:1) = , Re(c—a—1>b)>0

dir. Burada I' gamma foksiyonudur.

Tanim 2.4 (Birinci tiirden Stirling sayilar) Birinci tiirden Stirling sayilar:
s(n, k) ile gosterilir ve (x), nin tiretici fonksiyonu olarak tanimlanir. Yani

(T)n = Z s(n, k)xk

k=0

n

dir.

Lemma 2.2 (Parseval Esitligi) [3, sf.94] H bir Hilbert uzay ve (e,) (« € 1)
H nin bir ortanormal baz olsun. O zaman Vz €H i¢in

Izl =) | <@ ea >

ael

dir.

Lemma 2.3 [15, sf.346] =z negatif ve sifir olmayan herhangi kompleks say1

olsun. O zaman
1 a z
— L% 1 7) —z/n
() ze H ( + " e

n=1

dir. Burada v Euler sabitidir.



Tanim 2.5 (Euler-Mascheroni Sabiti ) v ile gosterilir ve

1 1 1
v = lim 1+2++...+—logn] =0,57721...
n

n—00 3

seklinde tamimlanir.

Tanim 2.6 n.harmonik say1 H,, ile gosterilir ve

1 1 1 1

H =14+ -+ -4+...4+ = = hl
n +2+3+ +n A
(m)

seklinde tanimlanir. m. mertebeden genellestirilmis harmonik sayilar Hy

terilir ve Hém) ve n > 1 icin Hqgm)

ile gos-
= > 1_; 7 seklinde tamimlanir.

Tanim 2.7 (Genellestirilmis Binom Katsayisi) A\, 4 € C olmak tizere ge-
nellestirilmig binom katsayist

<2> - F(u+1;)(?(§ i)ﬂ+1)7 (3) —1

Tanim 2.8 [21,(1.2)] n € N i¢in

seklinde tanimlanir.

l1—=z

1
Hn:’y+w(n+1):/ "
0

— X

dir. Burada 1 digamma fonksiyonudur.

Tanmim 2.9 (Beta Fonksiyonu) s > 0 ve t > 0 i¢in beta fonksiyonu

1
/u l—utldu
0

seklinde tanimlanir.

Tamim 2.10 |z| < 1 i¢in Polylogaritmik fonksiyon Li,, ile gosterilir ve
o0
Li ol
in(z kz o

seklinde tamimlanir.



Lemma 2.4 [7. sf. 302] Gamma ve Beta fonksiyonlari arasinda soyle bir iligki
mevcuttur

t
), s>0,t>0.

B(s,t) = m

Lemma 2.5 z € R |z| < 1 seklinde verilsin. O zaman

a) ian” = —k’gl(l_;w) (2.0.1)
n_ log?(1 — z) + Liy(x)
b) ZHQ 1_x 2 (2.0.2)
c) ZH,?)x" - lei(z) (2.0.3)
n=1

dir.
Ispat a) |z| < 1 igin

o
x) = Z H,z"
n=1

diyelim. O zaman H,11 = H,, + %_H oldugundan

= 1
_ n+1 __ n+1
_ZHna: ZHon nzo[H + +1]x
2t > "
—xZHm +Zn—|—l x x)—i—zzzxf(az)—log(l—x)
n=1
ve buradan da log(1 )
og(l—=z
fla) = —EE—

elde edilir.

b) g(z) = >0, H2z™ diyelim. O zaman

00 o0 1 2
— H2 2: H - n+1
o= Smt =Y (M) e

n=0

00 [eS) H [ .SC2
_ 2 n+1 n n+1
=Y H +227n+1x +Zﬁ
n=0 n=0 n=1



00 Hn
:my@)+Lm@ﬁ+2§:n+lfH1 (2.0.4)
n=0

elde edilir. (2.01) egitliginin her iki tarafim [0, 2] araliginda integealini alirsak

s [ log(1 — t
/S_mﬂﬁ:—/mﬂ)ﬁ
— 1—¢

0o "=

0

olur. Sol tarafta seri ve integralin sirasini degistirip sag tarafin %logQ(l — x) oldu-
gunu dikkate alirsak

[e.e]

H, 1
St = Clog?(1 - w)
n:1n+1 2

elde edilir. Bu degeri (2.0.4) de yerine yazarsak
(1 - 2)g(z) = Lin(z) + log2(1 - z)
ve buradan b) elde edilir.
c) h(z ZH

diyelim. O zaman H( )1 = H( )

+ & Jil 2 oldugundan

oo

o0
:ZH " —Z +1x
n=1

R

3

=z Zl H®z + z_:l 2= xh(x) + Lis(x)
veya
h(z) = T o

elde edilir.



Bolum 3

HARMONIK SAYILAR ICEREN SERILERLE ILGILI
KLASIK SONUCLAR

Bu béliimde harmonik sayilar iceren serilerin tekrar kesfedilmesine vesile olan baz
klasik caligmalar: ele alacagiz.

Lemma 3.1 [6] [23, ,Teorem 7.71]
|z — 1| < 1icin

Y(z) === (~)"(n+1)(z=1)"
n=1
dir. Burada 1 digamma fonksiyonudur.

Lemma 3.2 [6] s >0 ve m=0,1,2... igin

(—1)m=t(m —1)!
(s+1)m

1
/us log™ ! udu =
0

dir.

ispat. s,t >0 icin n,m € N icin
0o
B(s+1,t+1) = /u8(1 —u) du
0
bagintisinin her iki tarafinin s’ye gore m. tiirevi alirsak
1
= /us log™ u(1 — u)" du
0

JO"B(s+1,t+1)
os™m

9



elde edilir. Burada t=0 alirsak

1

mB
I"B(s+1,1) _ /uslogmudu
os™m
0

olur. Lemma 2.4 den dolay:

om o™ T'(s+1)r(1)
g BT LD = G e F 11D
o" T'(s+1) o™ I'(s+1)
~ 9s™ [(s+2) 0s™(s+1)I(s+1)
o™ 1 (=)™ (m—1)!
CO0sms+1 (s+1)m

olur.
Lemma 3.3 |t| < 1 icin
o
S
n=0

fonksiyonunu alalim. O zaman

! o0
Eml)_ml;O/logm1tf(t)dt:;)(n:inl)m
dir.
ispat.
[V I N
(m—l)!/og tf(t)dt = (m_l)!/log tz_%ant dt
0 0 n=

dir. Burada seri ve integralin sirasini yer degistirirsek

( 1)m71

1 1
M/logm_ltf(t)dt T Zan/t” log™ ! tdt
0 0

10



elde edilir. Burada integralde Lemma 3.2 yi kullanirsak

1

m 1 ( 1)m 1 %° (_1)m—1(m _ 1)|
log" ttf(t)dt = —— :
vy UL e W e
3 n=0
o
=>
n=0 (n + 1)7”
olur.
n=123,... vem =2,3,4,... i¢in
e =3 G >
Op\ N, = e
k=1 (k +1)m j=1 7"
tanimlayalim.
Teorem 3.1 [6] m=2,3,4...i¢in
m—2
201(1,m) =ml(m+1) — C(m—Ek)C(k+1)
k=1
dir. Burada ¢ Riemann zeta fonksiyonudur.
ispat Lemma 2.5 ten dolay1
ZHt"—— og(1 — — 2 <1
dir. Bu nedenle Lemma 3.3 te a,, = H, alirsak
1
(—1)™ / _1,Jog(1—#) >
—~— [ logm tt—=— = 1
(m—1)) % 1-t Z n+1 = on(l,m)
0 —
elde ederiz. Boylece
1
—~ H, (=)™ /logm_ltlog(l _t)dt
(n+1)m  (m—1)! 1—t
n=1 0

elde edilir. Buradaki integrale kismi integrasyon uygularsak

1
(=)™ /logm_QtlogQ(l —t)
1 =
onlm) = 55 / dt
0

11



olur.

0? om—2 log™ 2t

log?(1 —t) = —(1 —t)* ! ve vt =

(-0 = g =07 vegmmen| =25

oldugundan
( 1)m ! ame 82

1,m) = —— vl (-0 at

O'h( 7m) 2(m — 2)' / 8ym—2 y:08$2( ) —
0

1
(-nm o2 | 9 -1 1
- 2(m —2)! oym—2 | Ox? (1 =) di
. r=1
0 y:()

(_1)m am—Z 872
2(m — 2)! 9y™—2 | 0z

B(z,y)

x=1:| y=0

elde edilir. Burada

2
Bi(y) = ;B(w,y) r
dersek 1ym
on(l,m) = 2(;_)2)!3?1—2)(0) (3.0.1)

elde edilir. Lemma 2.4 ten dolay:

iz _ 9? T(@)T(y)
2By = 92 T(x+y)
= B(z,y)[((2) — ¢z +))* + ' () — ¢/ (@ + y)]
oldugundan

Bi(y) = BLy)[(¥(1) (1 +9)* +¢'(1) = ¢'(1+y)]
olur. Burada 1 digamma fonksiyonudur. /(1) = —y ve  ¢/(1) = ((2) oldugundan

Bi(y) = ;[(—’y Sy 1) 1 C2) — (g + 1)

elde edilir. Lemma 3.1 den dolay1

—y =Py +1) =D (—1)"¢(m+ Ly™

m=1

ve

12



¢(2) - Z D™ (m 4 1)¢(m + 2)y™
=1

oldugundan (3.0.1) esitliginini her iki tarafim (—1)"y™ 2 ile ¢arpip m = 2 den
itibaren iki tarafi toplarsak
>0 = 3 S
m=2 m=
00 (m—2) S (m)
_ Bl (O) m—2 __ Bl (0) m __
1
= (=7 =9+ 1) +42) /(v + 1)
1/ & 2y >
= (Dm0 ) S D 1Cm + 2"
m=1 m=1
elde edilir. Seriler i¢in Cachy carpimindan dolay:
0 2 0 m—1
(™ iemee nym) = 30" S 6tk 1¢m =~k + )y
m=1 m=1 k=1
oldugundan
o0 1 o0 m oo
> (=1)mon(1,m)y - > ¢+ 1)¢(m -k +1)
m=2 y m=1 k=1
1 [e.e]
5 2 D m 4 1)¢(m + 2)y”
m=1
e’} m—1
= 3 (" | X ek 160~ k1) = (m = )G+ 2) |
m=1 k=1

olur. Boylece

13



sonucunu buluruz. Karsilikli olarak 4™~ 2 nin katsayilarini esitlersek istenilen sonuc

hemen elde edilir. Boylece Teorem 3.1 in ispatini bitirmis olduk.

n=123... ve m=2,3...i¢in

l\')\»—l
a\v\»—l
N—
3

m =3

tanimlayalim. O zaman agagidaki teorem gecerlidir.

Teorem 3.2 m = 2,3,4... igin

m—2
i 2m) = "D g 9) 4 c@)cm) S o k)G +2)
k=0
1m72 k—1
+§k:2<( ;Cj+1 (k+1—75)+on(2,m)

dir.
Ispat Lemma 2.5 den dolay

i g2 Jog®(1—1) + Lin(t)
r 1—t¢

dir. Lemma 3.3 te a, = H?2 alirsak

: - .
(2, m) = (—1)m1—)1 / log™ " tllog® (1 — ) + Lin(1)] ,

- (m— 1—t
s | ) s LtLio(t)

) og™ ttlog?(1 —t ) og™ " tLig(
I / Ty dt —|— I / 1 ¢ dt  (3.0.2)

0 0
elde edilir. Kismi integrasyonla
1 1
)b [ log™ L tlog?(1 —t) log(™— 2)tlog (1—1)
; / P dt = )|/ dt (3.0.3)
0 0

elde ederiz. Lemma 3.3 te a,, = 1+ i + % + -+ ﬁ alip lemma 2.5 i kullanirsak

1
m 1 1 m— ltL
/Og 2) 4y o0 (2,m) (3.0.4)
0

)! 1—¢

14



elde ederiz. (3.0.4) te buldugumuz degerleri yerine yazarsak

1
_(=nmt log™ 2 tlog3(1 —t)
Sh(2, )_3(m—2)!/ t

0

1
m 1 m—2
3( —2 ) oym2 | §a
( 1)m 1 om— 2 83
= —B
3(m —2)! 9y™=2 | 923 (@,y) e=1] y=0

dt 4+ op(2,m)

1] y=0

buluruz.

83

= 538

tamimlarsak

elde edilir.

3 3 T
o B(o1) = s D) — B(a){ (6(a) - o+ 1)

T3 (@)l + ) (@) — ¥ (@ +9) + (@) — e+ y>>}
oldugundan
Bi(y) = (—y —v(y + 1)Bi(y) +

(C2) =Y (y+ 1)+ (=2¢

olur. Lemma 3.1 den dolay:

(—y =¥y +1))
3)—¢"(y+1))

|

—

o0

—"(y+1)= Z M(m+1)(m+2)¢(m + 3)y™

m=1

dir. Boylece

D> (=)™ 13[Su(2,m) — on(2,m)ly™ =

m=2

= (=7 =9+ 1))Biy) + 2( =y =¥y +D)(CQ2) - (y+1)) + (-2¢(3) =¥ (y + 1))

m

Z Z (k+ Dop(1,m —k+ z)y™ —I—Z (m + 1) (m + 2)¢(m + 3)y™ !
k=1 m=1

m=1 =

15



olur. y™~2 nin katsayilarim karsihikh olarak birbirine esitlersek istedigimiz sonuc
elde edilir.
k=1,2,3,... igin

klsnk’ m) s(n,m)

n!
m=1

tamimlayalim. Burada, o(n, k) birinci tiirden Stirling sayilaridir.
Teorem 3.3 [19] ((3) ve ((4) i¢in agagidaki seri temsiller gegerlidir.

H, 4o
C(3)_Z:1(n+1)2 ve 3231 n+1

dir.

Teorem 3.4 [19]

1 .
/10g|1—eze\d¢9:(),
2

0

27

1 : 1
— [ log?|1 —€¥|do = =¢(2
27/ og ’ € |d9 QC( )7

0

7 3

- 1 3 1— 70 __°

- [ 108?11 = elds = ~3¢(3),
0

ve son olarak

27
1 )
— /1og4 11— e|do
2w

(Y S ER)

= e

esitlikleri gegerlidir.
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Teorem 3.3 ve 3.4 {in ispatl
a bir reel say1 olsun. (1 — 2)™® nin z = 0 noktasindak: Taylor serisini agarsak

(1—2)%= Z ((j;)!nz", |z| <1

n=0

elde edilir. Burada (a), = a(a+1)...(a+n—1) Pochammer semboludur. 0 <r < 1
olmak iizere z = re'? alirsak Parseval esitliginden dolay:

2

1 : = n

o / 11— re?|72do =) <(‘:L)' )7“2" (3.0.5)
0

n=0

elde edilir. Sol taraftaki integralin yakinsakligini garanti etmek icin a < % alalim.
(3.0.5) esitliginin her iki tarafimin » — 17 icin limitini alirsak

2

1 g, 2 ((a)n 1
27r/|1—ee| 2 d@:Z<(n)! >,a<2 (3.0.6)

0 n=0

elde ederiz. |1 — e¥| = 2 sing oldugundan

27 27
1—ef|720qp = 272 [ gin—2® Qd&
2
0 0
71-/2 —2a+1 1
— 920t / s gag = 2 V(= 0)
'l -«
0

buluruz. Boylece a < % icin

> ((a)n)® 1 i i0|— 20 272°T(3 — a)
Z(n!) Z%/Il—e T = o (3.0.7)
0

n=0
elde edilir. Buradaki {i¢ 6genin her biri a = 0 noktasinda analitik oldugundan her
birinin o = 0 noktasindaki Taylor serisi gecerlidir. Ayrica

oo

4 ) —1)nonan ) n
]1—6’9\za:exp(—2alog]1—ele\)zz()n,a<log‘1_ew|> ,0#0

n=0

17



oldugundan iki tarafin [0,27] iizerinde integralini alirsak

2

/|1 ef|~20q = Z( nr2r (;T(J/log"(l—e”)w)a” (3.0.8)

elde ederiz. Simdi (3.0.7) teki son Ggeyi ele alalim
£t —2 (3~ ) Z (3.0.9)
(t) = T —2) anz" 0.

diyelim I'(3) = /7 oldugundan ag = 1 dir. Once buradaki a,, katsayilarmin agagi-
daki rekiirans bagintisini sagladigini gosterelim: a; =0 ve n > 1 icin

(n+ Danyr =2 an-(2" = 1)¢(k + 1). (3.0.10)
k=1
Re(s) > 1 igin
- 1
— _=(1-2°% 3.0.11
oldugu biliniyor.
=7 1 1 > 1 1
_ =9 _
nz:% [n+§ n+1} 1;) [2n+1 2n + 2
:2iﬂ:2log2 (3.0.12)
2 0.

dir. Yine z = 0 noktasindaki Taylar serilerini agarsak

1 1 .

n—l—%—z n—i—l—z kg[ k+1_(n+1)k+1]z

1 - 2k+1 B 1 y
n+l n+1 2+ D (n 4 1)k

18



elde edilir. Boylece

i[ 1 _n—&-i—zl

n=>0 n+ 2 <
_ _ — z
= ln+ % n+1 — (2n + 1)k (n 4 1)k+1

[ 1 1 o 2k+1 1
:Z [n+1 N n+1] +ZZ {(2n+1)k+1 a (n+1)k+1]zk
n=0 2 n=0 k=1

Buradaki toplamlarin siralarin yer degistirip (3.0.12) i kullanirsak

= 1 1 e ok+1 1 X
- — 2log 2 _
;[n‘l—%—z n—i—l—z} & +§nz%[(2n+1)k+l (n—l—l)k“]z

- 1
=2log2 + Z [2'““ <1 - Wq(k‘ + 1)> —C(k+ 1)] 2F (3.0.11 den dolay1)
k=1

=2log2+2» (28 = 1)¢(k+1)2" (3.0.13)
k=1

elde edilir. Teorem 2.3 den dolay:

Ma-2) 1 —[1 1
I’(a—z)iﬁy a—z+nz[n n—i—a—z} (3.0.14)

19



bulunur. (3.0.9) ten de

P g, D=2 TG —2)
o) - R T T T
1 1
= —2log?2
g +Z|:n+22 n+1—z
2i C(k+1)zF (3.0.14 den dolay)
k=1
elde ederiz. Buradan da
S / f'(2)
(n+Dant12" = f'(z) = f(2)
,;0 o e
=2 (2F —1)¢(k+ 1)z an?
(2 ) ()
=2)" <Zan_k(zk — 1)¢(k + 1)> 2" (3.0.15)
n=0 k=1

elde edilir. (3.0.15) esitliginin her iki tarafinda 2™ min katsayilarin esitlersek (3.0.10)
elde edilir. Simdi tekrar (3.0.7) bagintisina dénelim. Tanim 2.4 ten dolay:

= i s(n, k)a® (3.0.16)

k=1

dir. Burada s(n, k) birinci tiirden stirling sayilaridir. Bu baginti yardimiyla

s(n, 1) s(n,2) 11 H,
— 1 = — _ = —
n! ve n! n ; k n

oldugu kolayca gosterilebilir. Yine (3.10) bagmntisini elde ederken izledigimiz yolu
izleyerek s(n, k) nin

k—1

(k—1)s(n, k) = Z s(n,k —m)A(n,m) (3.0.17)

m=1

rekiirans bagintisini sagladigi gosterilebilir. Burada

A(1,0) = 1, A(1,m) = 0

20



ve m > 1 i¢in

1
A(n,m) = (=1)™ Y S22
k=1
dir. (3.0.17) bagintisim kullanarak
n—1 n—1
s(n,3) 1 159 1
= -7 = — 3.0.18
n! 2n { [k=1 k] — kQ} ( )
n—1 n—1 n—1 n—1
s(n,4) 1 1,3 1 1 1
- = 21 29 - — — 3.0.19
e R LD DEIEEI) BF D DE FS DFcY SR R
k=1 k=1 k=1 k=1

oldugu gortliir. (3.0.16) dan dolay:

= <;(” Kot (is(n,mak)

k=1

1 o
N2
(n!) pt

elde edilir. Daha 6nce tanimladigimiz

k
<Zs(n,j)s(n,k — j)> o (s(n,m)=0k>n+1)
j=1

k—1

S(n,j)s(n, k - j)
o(nk)=>" )2 (3.0.20)
j=1
tammini kullamirsak ) -
A)n
<(n)! ) => o(nk)oF,n>1 (3.0.21)
k=2

yazabiliriz. Ciinki o(n,0) = 0 dir. (3.0.21) {in her iki tarafini n {izerinden toplarsak

S (9 -5 (St

i <§: a(n, k))ak

k=2 “n=0

elde edilir. £ > n + 1 icin s(n, k) = 0 oldugundan (3.0.19) dan n > % elde edilir.

Béylece . o
) ((O;L).n) =2 < > aln, kr)) o +1 (3.0.22)

n=0 k=2 nzg
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elde edilir. yine (3.0.20) bagmtisindan

s\n 2
o(n,2) = ((n,;) _ % (3.0.23)
2s(n,1)s(n,2) 2 =1
o(n,3) = LR 2§ 2 (3.0.24)
(n!)? n? —k
n—1 n—1

n=0 k=2 N p>h
65 2
—nn2n /1 ;
=Y % < /log” 11— ewld9> a” (3.0.26)
n! 27
n=0 0
Birinci esitlikte a2, a® ve a* iin katsayilari esitlersek
o0
as = Za(n, 2), (3.0.27)
n=1
az =Y o(n,3)=>» o(n,3), (3.0.28)
HZ% n=2
as =Y o(n,4) (3.0.29)
n=2

ve (3.0.10) rekiirans bagintisindan

19
az = ((2),a3 = 2((3) ve as = —-((4) (3.0.30)
elde edilir. (3.0.23), (3.0.24), (3.0.25) ve (3.0.30) bagmtilarm (3.0.27), (3.0.28) ve

(3.0.29) te kullanirsak sirayla

oo 00 H,_
S =@ Y T =)
n=1 n=2
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ve 9
S 2 h 19,
n? 4

n=2
elde edilir. Bu da Teorem 3.3 {in ispati bitirir. Teorem 3.4 ispat1 (3.0.9) bagmn-
tisinda a; = 0 elde edilir. (3.0.24) esitliginde 1. ve son terimde n = 1,2, 3,4 i¢in
a™ in katsayilarim esitliyip (3.0.28) deki degerler kullanirsak istenilen sonug elde
edilir.
Teorem 3.5 |z| <1 igin

[ee) z 2
g L g0
—_— = — [ ———=dt 3.0.31

w2 v 2z t ( )
k=1 0

dir.

ispat
Lemma (2.5) den dolay1

(o@)
log(1 —
S a1 - 11— )
1—=x
k=1

dir. Bu esitligin her iki tarafinin [0, ] {izerinde integral alirsak

oo
Hy_ 1
I;; Lok = ilogQ(l — )
k=1
elde edilir. Burada x yerine t alip her iki tarafini ¢ ye boldiikten sonra [0, z] tizerinde
integral alirsak
o0 z 2
Hy1 pa_ 1 [log (1- t)dt
k2 2z t
k=1 0
elde edilir. Simdi (3.0.31) formiiliiniin x in bazi degerlerine gore verdigi sonuglar
inceleyelim.

1.Durum. z=1 olsun. O zaman (3.0.31) dan

00 1
Hy_, 1/log2(1—t)

=— dt
k2 2 t
k=1 0
elde edilir. Sag taraftaki integralin degerinin 2¢(3)’ e esit oldugu biliniyor. Bu
nedenle -
Hy_y
k=1
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elde edilir.
2.Durum. z=3 olsun. [18, sf. 310] dan

1

log?(1 —t f
/Og(t)dt = —1log®2 — 2log 2Li(1/2) — 2Li3(1/2) + 2Lis(1)
0

oldugunu biliyoruz. [18, sf. 283] ve [18, sf. 296] dan

1 1
Liy(1/2) = EH — ~log? (3.0.32)
ve 7 1
Liz(1/2) = =¢(3) — — 3 0.
i3(1/2) 8C<3) 57" log2+6log 2 (3.0.33)
ve Liz(1) = ((3) oldugundan
—~ Hpq 1 > .
’; gr-1gz — 100 T3l 2

elde edilir.

3. Durum. z=1 olsun. (3.31) de z=—wu alirsak

i lekl_ 1 log(l—t)dt

pt 2u ) t

elde edilir. Basit bir degigken degistirme ile

u
k 1Hk 1 :—1/10g2(1+t)dt
2u t

Mg

elde edilir. [18, sf. 310] dan dolay:

[ log?(1 +t 2
/ Og(t”dt =3 log® 2 — 2log 2Liy(1/2) — 2Li3(1/2) + 2Li3(1)
0

ve Liz(1) = ((3) oldugundan (3.0.32) ve (3.0.33) yardiumiyla

o)

S e3)

k=1 8
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elde edilir.

Teorem 3.6 [9, sf. 127] |z| < 1 i¢in

H I 1og2(1 log £ log2(1 —
Z b lgk = logx/og(t)dtZ/ ogt Ogt( Dot (3.0.34)
0 0

dur.
Ispat (3.0.31) in her iki tarafimin [0,2] {izerinde integralini alirsak

Hk Lk _ /du/log l—t (3.0.35)

elde edilir. Bu integralde kismi integrasyon yontemini uygularsak istenilen sonug
elde edilir. (3.0.34) esitliginde 2 in baz1 durumlarini i¢in agagidaki sonuglart bulu-
ruz.

k=1

1. Durum . z=1 olsun. O zaman

dt

1
Sy g log tlog?(1 — t)
kK2 t
k=1 s
elde edilir. Sag taraftaki integralin degeri biliniyor ve [18, sf. 310| dan dolay: —% (4)
e egittir. Bu nedenle

dir.
2. Durum. x = —1 olsun. O zaman (3.0.35) den dolay1

i(_ ka 1 /du/log (1-1),

k=1

elde edilir. Basit bir degigken degistirmeyle ve kismi integrasyon yaparak

[\ \

- 1
Z ka 1 /1ogslog 1+s)d8
k=1 5
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elde ederiz. Bu integralde tekrar kismi integrasyon uygularsak

1

> Hy._ 1 [ log?slog(l + s)
> (-1)F 3 L= 2/ s ds (3.0.36)

elde ederiz. Bu integralde s =t —1 ve t = % degisken degistirme iglemlerini art
arda uygularsak

1
1 / log? slog(1 + s)
- ds
2 1+s

0

1 1
201 _ 2 _ 3
log“(1 — u) logudu+ / log” ulog(1 u)du—l / log U
U U 2
—1/2 —-1/2

|
|
DO | =
o
L St —

2

1
log? ulog(1 — u) / log® ulog(1 — u)
d
U+ U

1
du + = log* 2
1— 4 u+8og

1
2

o

1/2

elde edilir. [18, sf. 310, (12)] ve [18, sf. 310, (10)] dan dolay:

1/2

loglog(l—u) , 1 1, 4
/ Tdu = _14(4) — Zlog 2
0

ve

1
/ log? slog(1 + s)
ds
1+s

1/2

7 1 1
= —2Li4(1/2) — 2¢(4) — 1 log 2¢(3) + Eﬂ'2 log2 — 3 log? 2

dir. Boylece bu degerleri (3.0.36) da yerine yazarsak

1
1 / log? slog(1 + s)
= ds
2 1+s

0

7T2

1 1 7 1
— —((4) + = log* 2 + 2Li (1/2) — 2¢(4) + — log2+ —log?2 — — log* 2
84()+80g +2Li4(1/2) C()+4C(3) 0g2+ |5 log 15108

, 15 IR 7
:2L24(1/2)—§§(4)+ﬂlog 2+Elog2+ZC(3)log2
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elde edilir. Bu degeri (3.0.35) da yerine yazarsak

> Hyq : 15 1., 7
—1)k = 2Lig(1/2) — —C(4) + —log* 2+ ~—log 2 + —((3) log 2
kzl( ) 13 i4(1/2) 3 ¢( )+24 0g" 2+ 15 log +4C(3) og

elde edilir.
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Bolum 4

4. HARMONIK SAYILAR ICEREN SERILERILERLE
ILGILI YENI CALISMALAR

Lemma 4. 1 [24, Lemma 2] n € N olsun. O zaman agagidaki esitlikler gegerlidir.

1
Hy
(a) I, = /:U"_l log(1l — z)dx = =
0
/ 2 & Hy  H:  HY
= n_ll 2 1— r - R __Tn n
(b) J, /x og”(1 — x)dx " p p

0

ispat Kismi1 integrasyon uygulayarak
1
I, = /x”_l log(1l — x)dx
0

1
=1
= (z —1)z" log(1l — ) - /x”_ldac +n—-0I—1—(n—-1)I,
0

=0

1
=— +(n—0I—1—(n—1)I,
ve buradan k= 1,2, ... icin

1
Bl — (k= DIy = —

1
elde edilir. Her iki tarafi & = 2 den n’ye kadar toplar ve [log(l — z)dx = —1
0
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oldugunu dikkate alirsak

1
H,
I, = /:U”l log(l — x)dx = ——
n
0

elde edilir. Boylece (a) ispatlanir. (b) y1 ispatlamak igin (a) daki gibi kismu integ-
rasyon uygularsak

1
Ip = /x"_l log?(1 — z)dx
0

= (z — l)x”_l log?(1 — x)

1
=1
- 2/x"_1 log(1 —x)dx + (n—1)Jp—1 — (n—1)J,
=0

0

H,
= 2=+ (0= 1)1 = (0= 1)

veya k =1,2,3,... i¢in
2Hy,

k;Jk - (k - 1)Jk_1 = T

1
elde edilir. Her iki tarafi £ = 2 den k = n ye kadar toplayip flog2(1 —x)dr = 2
0

oldugunu dikkate alirsak
2« Hj
Ip = — —
n ; k

(2)
elde edilir. [2] den dolayr Y_p_, & = Hgﬁ% oldugundan

2 (2)
I - H:+ H,
2
elde edilir.

Lemma 4.2 [24, Lemma 3]
o0 77(2)

H, 9

=3¢(2 _ -

3 S = K@ - 560)

esitligi gecerlidir.
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ispat

> 1 1 1 00 00 1
S=S (@ -1-5—m5) =
— n3( ) 22 nz) n3(n + k)2

esitliginden baglayalim

n=1 k=1 n=1k=1
oldugu dikkate alinirsa
oo 0 1 0o o 1
25 =
n=1k=1 n=1k=1
- 3,3 2
et E3n3(n + k)
s ii (k +n)3 — 3kn(k +n)
n=1 k=1 knd(n + k)?
3> SO
2,3 3,2 2,2
n=1k=1 k*n n=1 k=1 kin n=1k=1 k*n (n + k)
0 (0.0) 1
— 92¢(2 _
¢(2)¢(3) 3;; o

veya

elde edilir.

oldugundan
3eavwa/ 1 1,1 1
S=C(2)C(3)—222<k2n3 —g(g— (n+k))>
n=1k=1
Tex 1 o1
=<(2)C(3)—§Z$Z?
n=1 k=1
3en 1 <& 1 1
to 2 Gy
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ve 2211(% - Lk) = H,, oldugundan

n+
3 3 <= Ha
S =((2)¢(3) - 5¢)1EEB) +5 ; =
elde edilir. Teorem 3.1 den dolay1
o0 Hn
D i = 305) = (2)¢(3)
n=1

oldugundan

ve boylece

elde edilir.

Teorem 4.1 [24, Teorem 1]

o 2
ST = Tee) - i)
n=1

dir.
IspatLemma 4.1 (b) den dolay:

1
.,L.nfl H2 H(Q)
Z Noo?(1 — x)dy = =4 2
/ n2 og ( x) €z n3 + n3
0

dir. Her iki tarafi n = 1 den oo a kadar toplarsak

1
00 n—1 o 2 (2)
T ) H2? H
E / n2 log (1 - x)dx = E <7”L3 + n3 )
0

n=1 n=1

31



veya

n=1 n=1

§:C§ 7§>=§:j12bg1Md (4.0.1)
0

elde edilir. Lemma 2.5 den dolay1

n+1

%log 1—x) /Zt”Hdt Z — Hi

oldugundan
e (2) > (2) I 0 k+n
Hy H, x
E : E =2 E 5 Hnd
n3 + n3 / Z K2(n+ 1) L
n=1 n=1 o k=1n=1
1
io io LA
=9 i
/k‘Q(n—l— 1) v
k=1n=17}
=2 4.0.2
ZZ k.2 n + 1 k +n 4+ 1) ( )

—=1n=1
elde edilir.

L S 1 11 1
Z;”W“H%FU:::(Wor%n_(n+1ﬁgf_n+k+10

((2)
T+l +12§: n+k+1)
4(2) Hn+1
Wl it (4.0.3)
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elde edilir. (3.0.39) da (3.0.38) i kullanirsak

_ Hn—i—l
2§:Z:Wn+lk+n+l§:n+1QHJ (n +UJ

n=1k=1 n=1
o0 o0
Hn Han+1
= 24(2); (12 2; (n—l— 1)?
oo
Hp1 — =7 n+1 — ) Hpp
— C(n41)2 (n+1)3
o0
Hn+1 1
= 2((2) Z 12 2¢(2) Z CEEE
n=1 n=1
_ i o 9 i Hy
o+ 1P TP )
(0.0 o
H, 1 H
ZQC(Q)ZF—QC(Q) w3 3 22 ooy
n=1 n=1 n=1 n=1
o
H2
:6d®—2§:;§ (4.0.4)
n=1
elde ederiz. Burada Teorem 3.1 den dolay1 ) 7, % =20(3)ved> 2, % =3¢(5)—

)
¢(2)¢(3) baglantilarim kullandik. (3.0.40), (3.0.38) ve (3.0.37) i birlestirirsek

D F =) -3

n=1 n=1

ve Lemma (4.2) den dolay1

elde edilir.

Teorem 4.2 [25] Eger k pozitif bir tamsay1, M (k) = m(1) +m(2) +... + m(k)
ve m(k) ve limy_,o m(k) = 0 geklinde gergek sayilar ise agagidaki egitlik saglanir.

S M (k) _ H, m(k + 1)
k:1(k+1)(k+n+1) _m(l)(n_n+1) z;kzlj+k+1
n;;]—i—k
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ispat

n

1

1 1
n;(j+k)(j+k+1) GRS

teleskopik toplami gozoniine alindiginda

k: (k + 1)]\(4/f(i)n 1) :Lg:ljz: (j+ k%(i)k +1)
I35tk
1 (e )
4 ;]Zlé <2\44£k/3 N ?ﬂ(kzﬂlf Tik;ﬁi)

Tllzn: (i <?44§kk): ] +kk:111> + ZN: +kk++11> (4.0.5)

1

elde ederiz.

Y /M) Mk+1)\  M(1) M(N+1)
;(j+k_j+k+1>_j+1_j+N+1

_m(1) M(N+1)
T i+l jENA+I1
oldugundan (3.0.41) esitligi

i (k) _12":<m(1) M(N +§: k:+1>
= (k+ 1)( k+n+1) n\j+1 3+N+1 jH+k+1

(4.0.6)

1
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n N
H, 1 1~ M(N+1) 1 m(k +1)
—m(D [ 2 _ - _ - 4.0.7
m()<n n+1) ZJ+N+1+nFl;g+k+1 (407)
olur. Stolz-Cesaro teoremi yardimiyla N — oo i¢in limy_e0 % = 0 olur
Boylece
- M (k) H, 1 1 o~ o= m(k+1)
=m(1)[ == — =
= (k+1)(k+n+1) m()<n n+1>+nzzy+k+1
= j=1k=1
H, 1 1 2. m(k)
=m0 (- ) e
n n+1 njzlk:2]+k:
H, 1 1 < m(l) = m(k)
=m(1)[ == — - _ R
m”(n n+1>+n2< APy
=il k=1
nj_lk:lj—i-k

elde edilir.
Sonug 4.1 [ 25, Corollary 1 |
5 HE 1,
3 HP) ) T p=1
Sy & .
2 kA Dk +n+1) (1)?(22 VS (L EPY, s o

=1 n

Ispat Teorem 4.2 da m(k) = & ve M(k)=H ,(Cp ) alirsak ispat hemen goriiliir.

Sonug 4.2 [25, Corollary 2 | n pozitif bir tamsay1 olsun. Asagidaki egitlik
saglanir.

i  H3+43((2)H, + 3H, H(2)+2H(3)7l H
k::l (k+1 k+n+1) 3n

Ispat Teorem 4.2’ da ikinci esitligi kullamp M (k) = H? ve m(k) = H} — H?_,
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alirsak

N H? H, " H?
kzl(k—kl)(k:]:—n—i—l)_(H%_Hg)(n n+1> Z;gkflm
_ Hn z”:i 2H, +1/(k+1)
n — (k+1)(+k+1)
i Eii
n n_1k1k+1 j—l—k+)
Lo
+n;; Kt j+k:+1)

Ve Sonuc 4.1 den yararlanilarak p = 1 durumunda

[ee) H n H2—|—H(2)
kzl k+1)( k:+n+1) T n n+1 72
- 12 1 1
+=) = :
njzljg<(k+1) (k+1)(J+k‘+1)>
H, 1  H3+3H,HY +28Y
=7 _ +
n n+1 3n
L1 —~ 1< < 1 1 )
n G NG +12 (kDG +E+1)

Hy, 1 | H}+3H,H? +2H
n

n—+1 3n
11 1 H;
+ — - C2—1+.—.J>
nj:13<() G+ g
H, 1  H+3H,H? +20
== _ +
n n—+1 3n
H, 1 1< H;
2) —1)—/ -=y =
+(¢(2) )n t o nzjg

_ H3+3C(2)Hy + 3H,HY + 2H}) _l d
3n

j 1
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elde ederiz.
Lemma 4.3 [4]

f(z) = Z anz"
n=0

z = 0 noktasinin bir komgulugunda analitik bir fonksiyon olsun. O zaman |z
agagida verilen seri yakinsak olacak gekilde yeterince kiigiik olmak iizere

0o 1 > n .
> anHy2" +log(L+2)f(2) = 7= D () Had (Z)‘”“
n=0 n=0 h=0

Lemma 4.4 [4] |t| < 1 icin

:log(l—t)—i—(—1+log\/§+ilog(l—t))\/zlogilﬁ

—I—\[[Lz'2<1+\/z> —L@(l_ﬁﬂ (4.0.8)

i
2 2 2

ve

(e.e]

H,(-1)"" I
Z;)lt = log(1 + ) + (2+ln2+210g(1+t)>\/iarctan\/i
v

n=1

S R

dar.

ispat —1 <t <1 olmak {izere

[e.o] tn
y(t) = Z Hnm
n=1

diyelim. O zaman Lemma (2.5) kullanirsak

d (y(t?) . > 2n—2
dt( ) = ;Hnt
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_log(1—1t2) <1

T 21—\
elde edilir. (4.0.10) ten

+ 1;) log(1 — %) (4.0.10)

—A+B (4.0.11)

elde edilir. Kismi kesirlerine ayirarak

t ¢
_ 2 2
A:/log(l a:)dx:/log(l x)dz
0

x? x?
log (1—12) _log(1—1¢%) 1—t
= = 1
/ —:1:2 t +Ogl—i—t
0
ve kism kesirlerine ayirarak
/ 1
ogl—az
B = d
/(1—:5 14 x) v
0
¢
_ 1 ! —— ) (log(1 — z) + log(1 + z))d
=3 l—x e og x og x))dx
0
t ¢
1 /log(l—m +/log(1+x)dx
2 11—z 1+
0 0
log(1 log(1 —
+/ og( +w)dx+/ og(l-2),
11—z 1+
0 0
1 1 log(1 + x)
= —log?(1 — =1 1— _—
4og(+t) 4og( t)+2/ T2 dx

—t

elde edilir. Simdi sondaki integrali hesaplayalhim. 1 — 2 = u degigken degistirme
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islemini yaparsak

1/: lo(gl(l_ =

du

<log2+log (1_2))u

nan 1+t

1
- log2l ”—Z/ udy

t 1 1+t -1 —-t)"
zlogﬂlogli—t—z( +o" = ( )
1

S
9l

2 n22n

n=

elde edilir. Yine

1+ —(1-0)" S (EF)" )"
Z n2on _Z n2 _Z n2
(14t C(1—t
_L12<2 )—Lz2<2 )
oldugundan
1 1 1+1¢
BzzlogQ(l—i—t)—ZlogQ(l—t)+log\/§log1+t
1 1+t 1—t
——|L Li
o () (5]
olur. ) ) ) Lt
“log?(1+1t) — =log?(1 —t) = —=log(1 — %) log —
1 log”(L+1) =~ log™(1 — ) = — log( Jlog T

oldugu dikkate alinirsa (4.0.8) in ispati tamamlanmis olur. (4.0.9) nin ispati benzer
sekide yapilir.

Teorem 4.3 [4] [z| < 1 olsun. O zaman t = {7

i (2:> 71Hn(—1)”4nz”

n=0

1—+/t 1—t
+\[(1+—1 1 —)

=(1—1t) [\/ilog
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— Lio(

Vi( 1+t
_2<L22( 2

11—+t
5 )
88 , 160 , 8768 -
15° " 217 " 045~

dur. Bu defa t = % olmak iizere

= 2z +42% - (4.0.12)

A 1, 1+t
Z < n> H, 42" = (1 +1) [(2 + 5 log %)\/farctan \/1?]
n

n=0

) — Lia(

\/—7<Li2(1+x/i

2 2

1—\/£)>

2

=224 42% + ﬁzg + 160 787687:5

10.1
15 21 T 915 (4.0.13)

dur.
Ispati (4.0.5) {in ispati

an = <2n> 71(—1)”4"

n

diyelim. Bu sayilarin tiretici fonksiyonu |22, Teorem 3.1] den biliyoruz ve

=, (2n | 1 [ 2 1= /1=
f(z):Z<n>3—l(—1)4z —1+Z[1+21/1+Z10g1+ i] (4.0.14)

n=0 1+z

dir. Yine |22, Teorem 3.5| den

Zn: <:> @ = i (Z) (2:> _l(fl)’%’“ =1 _12n (4.0.15)

k=0 k=0

oldugunu biliyoruz. Bdylece Lemma 2 ’y1 kullanirsak

oo 2n -1 S 1 0 . n o,

(4.0.9) numarali denklem ¢ = 3 alip (4.0.7) bagintisi dikkate alinirsa
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i (2:) 71]—[“(—1)"4”2"

n=0

0o o e ) o5 ]

n=0

oldugunu goriiriiz. Lemma 4.4’ iin 1.kismin kullanip gerekli sadelestirmeler yapi-
lirsa ispat tamamlanmig olur. (4.0.13) in ispati, (4.0.12) denkleminde z yerine —z
alip Lemma 4.4 7 4n 2. kismu kullanirsa basit bir kac hesaplamadan sonra ispat
direk cikar.
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