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OZET

Bu tez ¢alismasinin temel amaci ¢oklu topolojik uzaylarda yar1 ¢oklu agik ve yar1
coklu kapali kiime kavramlarini tanimlamak, bu kavramlar yardimiyla yar1 ¢coklu
ayirma aksiyomlarini karakterize etmek ve bazi 6zelliklerini inceleyerek gesitli

teorem ve orneklerle aralarindaki iliskileri arastirmaktir.
Bu tez bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim olan giris boliimiinde literatiir taramas: yapilarak konunun kisa

tarihgesi ve onemi tizerinde durulmustur.

Ikinci ve ticiincti boliimde, tez calismasinda kullanilacak olan c¢oklu kiime
kavrami, temel topolojik kavramlar ve bunlarla ilgili cesitli 6zellikler verilmistir.
Ayrica ¢oklu topolojik uzaylardan bahsedilerek c¢oklu siireklilik, ¢oklu

homeomorfizm gibi kavramlar ve ¢oklu ayirma aksiyomlar: ifade edilmistir.

Dérdiincti boliimde, ilk olarak ¢oklu topolojik uzaylarda yar1 ¢oklu agik kiime
kavrami tanimlanmis ve bazi énemli 6zellikler ispatlanmistir. Daha sonra yar1
coklu siireklilik tanimlar1 verilerek yar1 ¢oklu ayirma aksiyomlar: karakterize

edilmistir. Ayrica aralarindaki iliskiler gosterilmistir.
Son boliimde ise sonug ve Onerilere yer verilmistir.
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1. BOLUM

GIRIS

Klasik kiime teorisinde kiime kavrami farkli nesnelerin iyi tamimlanmis bir
siufidir. Klasik kiimede herhangi bir nesnenin tekrarina izin verilmez. Herhangi
bir nesnenin tekrarina izin verilen kiimeler ¢oklu kiime (multiset) olarak bilinir
[2,3]. Matematikte ¢oklu kiime, elemanlarin tekrarmnimn énemli oldugu nesneler

toplulugudur ve klasik bir kiimenin genellestirilmesidir diyebiliriz.

Bir ¢coklu kiime, her biri belirli bir ¢coklukla ele alinan bir elemanlar sinifi olarak
tanimlanmisti. Matematiksel olarak bir ¢oklu ktime {k;/z1,ka/xo, ..., kn/xn}
seklinde ifade edilir. Burada i = 1, ..., n i¢in z; ler elemanlar, ; ler ilgili elemanin
kiimedeki tekrar sayisidir ve her biri birer pozitif tamsayidir. Ornek olarak,
{a,b,c,d} kiimesi klasik bir kiime iken {a,a,a,b,b,c,c,c,c,d} kiimesi ¢oklu bir

kiime olur. Bu ¢oklu kiime kisaca {3/a,2/b,4/c,1/d} seklinde gosterilir.

Coklu kiimelerin ihtiyag duyuldugu bir ¢ok durumla karsilagabiliriz. Ornegin,
bir sirkette ¢alisanlarin yaslarini veya maas ayrintilarini toplarken, tekrarlar
iceren girisleri ele almamiz gerekebilir. Bunun gibi, verilerin tekrarli dagiliminin

onemli oldugu durumlarda klasik kiimeler yetersiz kalmaktadar.

Coklu kiimeler, matematik ve bilgisayar biliminin bir ¢ok alaninda ihtiyag
duyuldugu i¢in ¢ok 6nemli yapilardir. Giinliik hayatta bilgisayar bilimleri,
tip, bankacilik, miihendislik, bilgi depolama ve veri analizi gibi bir¢ok alanda
kullanilabilmektedir. Coklu kiime teorisinin karar verme (decision-making)

alanindaki bir uygulamasi [28] de goriilebilir.

Birkag somut drnek vermek gerkirse, sifirdan biiyiik tamsayilarin asal garpanlara

ayrilarak gosterimi, elemanlar1 asal olan bir ¢oklu kiime olarak ifade edilebilir.



Yine fiziksel diinyada muazzam tekrarlarin oldugunu gorebiliriz. Pek ¢ok
hidrojen atomu, pek ¢ok DNA zinciri vb. vardir. Benzer olarak, ayni degere
ve yila sahip madeni paralar, elektronlar veya kum taneleri bariz sekilde
ayri olmalarina ragmen tekrarli ifade edilmesi gerektigi durumlarda g¢oklu
kiimelerden yararlanmiriz [11,15]. Bunlara benzer sekilde ¢coklu kiime 6rneklerini

cogaltabiliriz.

Coklu kiime teorisi, ilk olarak Cerf ve digerleri [3] tarafindan 1971 yilinda ortaya
konulmustur. Peterson [24] ve Yager [27] se¢gme operatorii ve bulamik ¢oklu
kiimeler gibi bir¢ok sonug ortaya koyarak ¢oklu kiime teorisinin ilerlemesinde
katki saglamislardir. Jena ve digerleri [16] de konu iizerinde c¢alismalar:

stirdirm{islerdir.

Manjunath ve John [21] ¢oklu kiimeler {izerindeki bagintilar konusunda ilk
calisma yapanlardir. 2009 yilinda Girish ve John [13] ¢oklu kiime bagintis1 ve
fonksiyonunu tanimlamislardir. Ayrica ¢oklu kiime bagmtilar: yardimiyla ¢oklu
kiimeler tizerinde topoloji ve bazi topolojik yapilarin tanimlarin1 vermislerdir
[14]. Ardindan ¢oklu kiimelerde baz, altbaz ve siirekli fonksiyon kavramlari ile
birlikte ¢oklu kiimelerin kapans, i¢ ve limit noktalarini tanimlamig ve var olan

bazi teoremleri ¢oklu kiimeler 6zelinde ispatlamislardir [15].

Genel topolojide iyi bilinen, acik ve kapali kiimelerle ifade edilen tiim 6zellikler
yari-agik ve yari-kapali kiime kavramlar1 yardimiyla genellestirilerek, yeni
ozellikler elde edilebilir. Bu 6zelliklerin birer topolojik 6zellik olup olmadig:

uzun yillar boyunca arastirma konusu olmustur.

Bir kiime tizerindeki bir topoloji yapisi, bir kiimenin agik alt kiimeleri tarafindan
belirlenir. Elde edilen bu acik kiimeler kullanilarak bir topolojik uzayda yari-agik

kiime kavrami ortaya atilmistir.

R reel sayilar iizerindeki standart topoloji 7 olmak tizere a < b olacak sekildeki
a,b € R igin (a,b] ve [a,b) araliklar1 yari-acik olarak bilinir. Bir agitk kiime
ile o kiimenin kapanisi arasinda kalan biitiin kiimeler yari-agik kiime olarak

adlandirilmistir. Tiimleyeni agik olan kiimeye ise kapali kiime denilmektedir.



Yine kapali kiimeler kullanilarak yari-kapali kiime kavrami gelistirilmistir. Bir
kapali kiime ile o kiimenin i¢i arasinda kalan biitiin kiimeler de yari-kapali kiime

olarak adlandirilmistir.

Topolojik uzaylarda yari-acik kiime kavramu ilk olarak 1963 yilinda Levine [17]
tarafindan ortaya atildi. Levine yari-agik kiime kavramini, bir agik kiime ile
bu kiimenin kapanisi arasinda kalan kiimeler olarak tanimlamistir. Ayrica
genel topolojideki klasik siireklilik kavramini yari-agik kiimeler kullanilarak
genellestirmis ve yari-siireklilik kavramini tanimlamistir. Levine bir fonksiyonun
yari-siirekli olabilmesi i¢in deger kiimesindeki her agik kiimenin ters
gortintiistintin tanim kiimesinde yari-agik kiime olmas: gerektigini ifade etmistir.
Crossley ve Hildebrand [4-7] yari-kapanus, yari-kapali kiimeler, yari-siireklilik ve
yari-topolojik 6zellikler konulari ile ilgili caligmalariyla Levine’in ¢aligmasini ilk

kez referans gosteren matematikgiler olmuslardir.

1yi bilinen ayirma aksiyomlarindan 7y, 77, Hausdorffluk, regiilerlik, normallik
aksiyomlar1 ve kompaktlik kavrami tanimlarindaki agik kiimeler yerine yari-agik
kiimeler kullanilarak yari-Ty, yari-7y, yari-Hausdorff [18], s-regiiler [19],
s-normal [20] ve yari-kompakthik [8] kavramlari tanimlanmistir. Bu yeni
kavramlarin eski kavramlardan daha zayif oldugu gosterilmistir. Sonraki yillarda
Dorsett, kapali kiimeler yerine yari-kapali kiimeleri kullanarak 1982 yilinda
s-regiilerlikten daha kuvvetli bir kavram olan yari-regiilerlik (semi-regular) [9]
ve 1985 yilinda ise s-normallikten daha kuvvetli bir kavram olan yari-normallik

(semi-normal) [10] kavramlarini tanimlamistir.

Bu tez ¢alismasinin temel amaci ¢oklu topolojik uzaylar tizerindeki ¢aligsmalar:
daha ileriye tasimaktir. Bunun igin, ilk olarak ¢oklu kiime kavrami, temel
topolojik kavramlar ve bunlarla ilgili gesitli ozellikler, teoremler ve ornekler
verilecektir. Coklu topolojik uzaylardan bahsedilerek c¢oklu siireklilik, ¢oklu

homeomorfizm gibi kavramlar ve ¢oklu ayirma aksiyomlar: ifade edilecektir.

Ardindan ¢oklu topolojik uzaylarda yari ¢oklu agik (sm-agik) ve yari ¢oklu
kapali kiime (sm-kapali) kavramlar1 tanimlanacak ve bazi onemli o6zellikler

ispatlanacaktir. Yari ¢oklu siireklilik (smy-stirekli, ¢ = 1,2, 3) tanimlar: verilerek

3



yari ¢oklu ayirma aksiyomlar1 (sm-1; (i = 0,1,2), sm-regiiler, sm;-normal,
smy-Ts, smy=Ty (t = 1,2,3)) karakterize edilecektir. Ayrica aralarindaki cesitli

iligkiler gosterilerek kalitsallik 6zellikleri incelenecektir.



2. BOLUM

TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu béliimde topolojik uzaylar, temel topolojik kavramlar, ¢coklu kiime kavrami

ve bunlarla ilgili gesitli 6zellikler, teoremler ve 6rnekler verilmistir.

2.1. Topolojik Uzaylar ve Temel Topolojik Kavramlar

Tanim 2.1.1. ([22]) X bostan farkli bir kiime ve 7 da X in alt kiimelerinin bir sinifi

olsun.

1. §, X € 7 dur.

n

€ T ise m Gy, € 7 dur, yani 7 sinfi sonlu kesisimlere
=1

2. Gayy Gy ooy Gt

n

gore kapaldir.

3. Her: € I'igin Gy, € 7 ise U Gy, € 7 dur, yani 7 sinfi keyfi birlesimlere
i€l

gore kapalidir.
Eger yukaridaki sartlar saglaniyorsa 7 smifina X tizerinde bir topoloji ve (X, 7)
ikilisine de bir topolojik uzay denir.
Ornek 2.1.1. X = {a,b, ¢, d, e} olmak iizere asagidaki siniflar verilsin.

r =1{X,0,{a},{a,c},{a,b,d},{a,b,c,d}}

= {X,0,{b},{a,b},{b,c}}

X kiimesi tizerinde 7; smif1 bir topolojidir, ancak 7, sinfi bir topoloji degildir.

Cunki {a,b},{b,c} € » olmasina ragmen {a,b} U {b,c} = {a,b,c} ¢ 7 dir.



Tanim 2.1.2. ( [22]) Bir (X, 7) topolojik uzayinda X in elemanlarina topolojik

uzayin noktalar: ve T nun elemanlarina da agik kiimeler denir.

Tanim 2.1.3. Bir (X, 7) topolojik uzayinda bir A C X alt kiimesi verilsin. A°

kiimesi acik ise A ya kapali kiime denir. Kapali kiimelerin sinif1 K, ile ifade edilir.

Omek 2.1.2. X = {a,b,c,d, e} kiimesi {izerinde

r={0, X, {a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d, e}}

topolojisi verilsin. Agik kiimelerin simifi 7 topolojisidir. Kapali kiimelerin simnifi

ise K, ={X,0,{b,c,d,e},{a,b,e},{b,e},{a}} olur.

Ornek 2.1.3. ([22]) X bostan farkli bir kiime olsun.

1. 7 = P(X) kuvvet kiimesi X kiimesi tizerinde bir topolojidir. Bu

topopojiye X tizerindeki ayrik topoloji veya diskre topoloji denir.

2. 7 ={X, 0} smifi X tizerinde bir topoloji olup bu topolojiye X tizerindeki

ayrik olmayan topoloji veya indiskre topoloji denir.

Ornek 2.1.4. R reel sayilar kiimesindeki acik araliklar ve bunlarm keyfi
birlesimlerinden olusan Y = {G C R : (z — ¢,z +¢) C G, e > 0} smuft R tizerinde

bir topoloji belirtir, bu topolojiye R nin standart (alisilmis) topolojisi denir.

Tanim 2.1.4. ( [22]) R reel sayilar kiimesinde bir G C R alt kiimesi verilsin. Eger
her x € G igin (z — €;, ¢ + €;) C G olacak sekilde bir ¢, > 0 sayis1 mevcutsa G

kiimesine R de bir acik kiime denir.

Tanim 2.1.5. ( [22]) (X, 7) bir topolojik uzay, A C X ve a € A olsun. Eger
a € G, C A olacak sekilde bir G, € 7 agik kiimesi varsa A kiimesine a nin bir

komsulugu denir. Eger A agik bir kiime ise A ya bir agik komguluk denir.

Ornek 2.1.5. R reel sayilar kiimesi, &/ standart topolojisi ile verilsin. Buna gore
[—1,0] kapal1 aralig —% nin bir komsulugudur. Fakat —1 in bir komsulugu
degildir.

Tanim 2.1.6. ([22]) (X, 7) bir topolojik uzay ve B da X in agik alt kiimelerinin bir

sinifi olsun.



1. 9B sinifinin bir B’ alt smifi igin U B, € 7 ise, yani 7 daki her bir G
B;€B'CB
acik kiimesi ‘B nin bir alt sinifi {izerinden birlesim olarak yazilabiliyorsa,

B smifina 7 topolojisi igin bir baz denir.

2. Diger bir ifadeyle, B sinfi 7 topolojisi igin bir baz dir ancak ve ancak her

G € tveherz € Giginx € B, C (G olacak sekilde bir B, € B vardir.

Ornek 2.1.6. 1.8 = {(a,b) : a,b € Rvea < b} smifi R nin aligilmig

topolojisi icin bir bazdir.

2. X # ( bir kiime olmak tizere B = {{z} : € X} smifi X tizerindeki ayrik
topoloji icin bir bazdir. Ayrik bir uzayda X in her alt kiimesi agik olup bir
AC Xigin A = U {a} dir. Boylece her acik kiime B nin elemanlarinin

acA
birlesimi olarak yazilabilir.

Tanim 2.1.7. ([22]) (X, 7) bir topolojik uzay ve X in agik alt kiimelerinin bir sinifi

A olsun.

1. A smifindaki kiimelerin sonlu arakesitlerinden elde edilen 5 sinif1 7 i¢in

bir baz ise A sinifina 7 i¢in bir alt baz denir.

2. Diger bir ifadeyle, A smifi 7 igin bir alt baz dir ancak ve ancak 7 daki her
acik kiime, A daki kiimelerin sonlu arakesitlerinin keyfi birlesimi olarak

yazilabilir.

Ornek 2.1.7. A = {(—o00,b) : b € R} U {(a,00) : a € R} sinift R nin alisilmig
topolojisi icin bir alt bazdir. Ciinkii, R deki tiim agik araliklarin simifi alisilmis
topoloji i¢in bir baz olup her (a, b) agik aralig: (a, b) = (—o0,b) N (a, co) bigiminde

yazilabilir.

Tanim 2.1.8. ( [22]) (X, 7) bir topolojik uzay, A € X ve a € A olsun. Eger
a € G C A olacak sekilde bir G € 7 agik kiimesi varsa, yani A kiimesi a nin bir
komsulugu ise a elemanina A nin bir i¢ noktas: denir. A nin tiim i¢ noktalarinin

kiimesine A nin i¢i denir ve int(A) ile gosterilir.

Teorem 2.1.1. ( [22]) (X, 7) bir topolojik uzay ve A, B C X olmak tizere asagidaki

ifadeler saglanur:



1. int(A) C A dir.

2. int(A) agiktir.

3. int(A) agiktir ancak ve ancak int(A) = A dir.
4. int((int(A)) = int(A) dir.

5. int(A), A nin kapsadig1 en genis acik kiimedir.
6. AC Biseint(A) C int(B) dir.

Tanim 2.1.9. ( [22]) (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun. A kiimesini
kapsayan en kiiciik kapali kiimeye A nin kapanigi denir ve cl(A) seklinde

gosterilir.
Teorem 2.1.2. ( [22]) (X, 7) bir topolojik uzay ve A, B C X olmak {izere asagidaki
ifadeler saglanur:

1. ACl(A) dir.

2. cl(A) kapalidar.

3. A kapalidir ancak ve ancak cl/(A) = A dir.

4. cl(cl(A)) = cl(A) dir.

5. cl(A), A y1 kapsayan en kiiciik kapali kiimedir.

6. AC Bisecl(A) C cl(B) dir.

Tanim 2.1.10. ([22]) (X, 7) topolojik uzay1 verilsin. A C X ve z € X olsun. Eger
z in her G agik komsulugu icin (G \ {z}) N A # () ise « noktasma A nin bir yi§ilma

noktas: denir ve A nin tiim yig1lma noktalarinin kiimesi A’ ile gosterilir.
Teorem 2.1.3. ([22]) (X, 7) bir topolojik uzay ve A, B C X olmak {izere asagidaki
ifadeler saglanur:

1. AC Bise A’ C B’ duir.

2. Akapalidir ancak ve ancak A" C A dur.
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3. AU A’ kapaldir.

4. cl(A) = AUA dur.

Topolojik uzaylarda bir agik kiime ile o kiimenin kaparnis: arasinda kalan biitiin
kiimeler yari-acik kiime olarak adlandirilmistir. Yine kapali kiimeler kullanilarak
yari-kapali kiime kavrami gelistirilmistir. Bir kapali kiime ile o kiimenin igci

arasinda kalan biitiin kiimeler de yari-kapal1 kiime olarak adlandirilmigtir.

Tanim 2.1.11. ( [17]) (X, 7) topolojik uzay olmak tizere bir A C X alt kiimesi
verilsin. Eger U C A C cl(U) olacak sekilde bir U € 7 agik kiimesi varsa A
kiimesine bir yari-acik kiime denir.

Bir (X, 7) topolojik uzayindaki tiim yari-agik kiimelerin sinifi SO- ile gosterilir.
Not 2.1.1. Bir (X, 7) topolojik uzayinda her agik kiime yari-agiktir.

Teorem 2.1.4. ( [17]) (X, 7) topolojik uzayinda bir A C X alt kiimesi yari-aciktir

ancak ve ancak A C cl(int(A)) dir.

Teorem 2.1.5. ( [17]) (X, 7) bir topolojik uzay olmak tizere A C X yari-agik bir

kiime ve U € 7 agik bir kiime ise A N U C X alt kiimesi de yari-agiktir.

Tanim 2.1.12. ( [5]) (X, 7) topolojik uzay olmak tizere bir B C X alt kiimesi
verilsin. Eger B nin tiimleyeni yari-agik bir kiime ise B kiimesine bir yari-kapali
kiime denir.

Bir (X, 7) topolojik uzaymdaki tiim yari-kapali kiimelerin sinif1 SC; ile gosterilir.

Teorem 2.1.6. ( [5]) (X, 7) bir topolojik uzay olsun. B C X yari-kapali kiimesi
verildiginde int(F) C B C F olacak sekilde bir F kapali kiimesi vardir.

Not 2.1.2. Bir (X, 7) topolojik uzayinda her kapali kiime yari-kapalidur.

Teorem 2.1.7. ([5]) (X, 7) topolojik uzayinda bir B C X alt kiimesi yari-kapalidir

ancak ve ancak int(cl(B)) C B dir.



2.1.1. Siireklilik ve Yar1 Suireklilik

Tanim 2.1.13. ( [22]) (X, 7) ve (Y, 0) topolojik uzaylar, f: X — Y bir fonksiyon
ve g € X igin yp = f(zo) olsun. Eger yo in her V € o agik komsulugu icin
f(U) C V olacak sekilde xy m bir U € 7 agtk komsulugu varsa f ye z, noktasinda
siireklidir denir. Eger f fonksiyonu X in her noktasinda stirekli ise bu fonksiyona

X tizerinde siirekli fonksiyon denir.
Teorem 2.1.8. ([22]) (X, 7) ve (Y, o) topolojik uzaylar olmak tizere bir f: X — Y
fonksiyonu verilsin. Asagidaki ifadeler denktir:

1. f fonksiyonu stireklidir.

2. Y deki her agik kiimenin ters goriintiisii X de agiktir.

3. Y deki her kapali kiimenin ters goriintiisii X de kapalidur.

4. B C o smifi o topolojisi i¢in bir baz olmak {izere her bir B € f igin

f~YB) € 7 dur.
5. Her B C Y igin f~'(int(B)) C int(f~'(B)) dir.
6. Her A C X igin f(cl(A)) C cl(f(A)) dir.
7. Her BC Yigincl(f~'(B)) C f~'(cl(B)) dur.
Tanim 2.1.14. ([22]) (X, 7) ve (Y, o) topolojik uzaylar olmak tizere bir f: X — Y
fonksiyonu verilsin.
1. X deki her U € 7 agik kiimesi igin f(U) gortintii kiimesi Y de acik ise f
ye bir agik fonksiyon denir.

2. X deki her K € K kapali kiimesi icin f(K') gortintii kiimesi Y de kapali
ise f ye bir kapali fonksiyon denir.

Teorem 2.1.9. ([22]) (X, 7) ve (Y, o) topolojik uzaylar olmak tizere bir f: X — YV

fonksiyonu verilsin.
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—

. f fonksiyonu birebir ve orten olmak {izere f agiktir ancak ve ancak f

kapalidir.
2. f agiktir ancak ve ancak her A C X igin f(int(A)) C int(f(A)) dir.

3. Birebir ve orten f fonksiyonu stirekli ve agiktir ancak ve ancak her A C X

icin f(int(A)) = int(f(A)) dir.

4. f kapalidir ancak ve ancak her A C X i¢in cl(f(A)) C f(cl(A)) dir.

5. f fonksiyonu siirekli ve kapalidir ancak ve ancak her A C X igin
cl(f(A)) = f(cl(A)) dur.

Tanim 2.1.15. ( [22]) (X,7) ve (Y,0) topolojik uzaylar olsun ve f: X — Y
fonksiyonu verilsin. Eger asagidaki sartlar saglarursa f fonksiyonuna bir

homeomorfizm denir.

1. f fonksiyonu birebir ve drtendir.
2. f fonksiyonu siireklidir.

3. f fonksiyonunun tersi f~': Y — X siireklidir veya f fonksiyonu agiktir

veya f fonksiyonu kapalidir.

Tanim 2.1.16. ( [22]) Eger (X,7) ve (Y,0) topolojik uzaylari arasinda bir
homeomorfizm mevcutsa bu uzaylara homeomorf uzaylar veya topolojik esyapili
uzaylar denir. Homeomorfizmler altinda korunan 6zelliklere ise topolojik dzellik

ad1 verilir. Homeomorf olan topolojik uzaylar ayni topolojik 6zelliklere sahiptir.

Topolojik uzaylarda yari-siirekli fonksiyonlar asagidaki sekilde tanimlanmustir:

Tanim 2.1.17. ([25]) (X, 7) ve (Y, o) topolojik uzaylar, f: X — Y bir fonksiyon ve

z € X olsun.

1. Eger f(z) inher V € ¢ agik komsulugu icin f(A) C V olacak sekilde z in

bir A yari-acik komsulugu varsa f ye x noktasinda so-1-siireklidir denir.

2. Eger f(z) in her B yari-agik komsulugu i¢in f(A) C B olacak sekilde z in

bir A yari-acik komsulugu varsa f ye x noktasinda so-2-siireklidir denir.
11



3. Eger f(z) in her B yari-agik komsulugu icin f(U) C B olacak sekilde x in

bir U € 7 agtk komsulugu varsa f ye x noktasinda so-3-siireklidir denir.

Tanim 2.1.18. ( [25]) (X, 7) ve (Y,0) topolojik uzaylar olmak tizere f: X — YV
fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu i = 1,2,3 icin her + € X noktasinda

so-i-siirekli ise f ye so-i-siireklidir denir.

Levine [17] so-1-siirekli fonksiyonlar: yari-siirekli (semi-continuous) fonksiyonlar
olarak, Crossley ve Hildebrand [6] ise so-2-siirekli fonksiyonlar1 kararsiz

(irresolute) fonksiyonlar olarak adlandirmistir.

Teorem 2.1.10. ( [12]) (X, 7) ve (Y, o) topolojik uzaylar olmak tizere f: X — YV

fonksiyonu verilsin.
1. Eger her V € o agk kiimesi icin f~!(V) yari-agik ise f fonksiyonu
so-1-stireklidir.

2. Eger her B yari-actk kiimesi i¢in f~!(B) yarr-acik ise f fonksiyonu

so-2-stireklidir.

3. Eger her B yarr-agk kiimesi i¢in f'(B) € 7 ise f fonksiyonu
so-3-stireklidir.

Sabit, stirekli ve so-i-stirekli (¢ = 1,2, 3) fonksiyon kavramlar: arasindaki iliskiler

asagidaki diyagramda verilmistir [26]:

so-2-stirekli

T~

sabit == so0-3-siirekli so-1-stirekli

\/

siirekli

Sekil 2.1. Sabit, stirekli, so-i-stirekli (i = 1, 2, 3) fonksiyonlar arasindaki iliskiler



2.1.2. Ayirma Aksiyomlari

Tanim 2.1.19. ([22]) (X, 7) topolojik uzay1 verilsin.

1. Farkli her bir z,y € X nokta ¢ifti igin birini igerip digerini icermeyen bir

G C X agik kiimesi bulunabiliyorsa (X, 7) ya T uzay denir.

2. Farkli her bir z,y € X noktaiftiigcinz € G,y ¢ Gvey € H, x ¢ H olacak
sekilde G, H C X agik kiimeleri bulunabiliyorsa (X, 7) ya 7} uzay1 denir.

3. Farkli her bir z,y € X nokta ¢ifti icin x € G,y € H ve GN H = () olacak
sekilde G, H C X acik kiimeleri bulunabiliyorsa (X, 7) ya 7, uzay1 veya

Hausdorff uzay denir.

Ornek 2.1.8. X = {1,2} kiimesi verilsin. 7 = {0, X, {1}} topolojisine gore (X, )
bir Tj uzayidir. 2 € G ve 1 ¢ G olacak sekilde G € 7 bulunmadigindan (X, 7)
uzay1 17 degildir.

Ornek 2.1.9. Birden fazla elemani olan bir X kiimesi iizerindeki ayrik olmayan
topolojide X in her noktasinin tek acik komsulugu kendisi oldugundan (X, 7)
uzay1 Tp degildir.

Ornek 2.1.10. Birden fazla elemani bulunan bir X kiimesi iizerindeki 7 = P(X)
ayrik topoloji ile bir Hausdorff uzayidir. Ciinkii farkl « ve y noktalar1 igin {z} ve

{y} kiimeleri istenilen ayrik agik kiimelerdir.

Teorem 2.1.11. ( [22]) (X, ) topolojik uzay: verilsin.

1. (X, 1) uzay1 Tj dir ancak ve ancak farkl z, y € X nokta ifti i¢in

d({}) # cl({y}) di

2. (X, 7) uzay1 T} dir ancak ve ancak her tek nokta kiimesi kapalidur.

3. (X,7) uzay1 75 dir ancak ve ancak AX = {(z,z): x € X} diyagonal
kiimesi X x X de kapalidir.

4. (X, 1) uzay11;ise Ty, T} ise Tj dir.
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Teorem 2.1.12. ( [22]) Bir 7;, 7 = 0,1,2 uzaymun her alt uzayi1da 7;, i« = 0,1,2

uzaydir.

Teorem 2.1.13. ( [22]) Bir topolojik uzaym 7, i = 0, 1, 2 olma 6zelligi bir topolojik

ozelliktir.

Tanim 2.1.20. ( [22]) (X, 7) topolojik uzay1 verilsin.

1. Her K C X kapal: alt kiimesi ve © ¢ K olacak sekildeki her z € X igin
r € G, K C HveGNH = () olacak sekilde G ve H acik kiimeleri mevcutsa

(X, 7) ya regiiler uzay denir.
2. (X, 7) uzay1 hem regiiler hem de 7} uzayiise (X, 7) ya 75 uzay: denir.

3. Her ayrik K, T C X kapali alt kiimeleriigin K CG, T C HveGNH =10

olacak sekilde G ve H agik kiimeleri mevcutsa (X, 7) ya normal uzay denir.
4. (X,7)uzayr hem normal hem de 7} uzay1iise (X, 7) ya T, uzay1 denir.

Ornek 2.1.11. X = {a, b, c} kiimesi tizerindeki 7 = {0}, X, {a}, {b, c}} topolojisi ile
regiiler uzaydir, fakat 77 olmadigindan 73 uzay: degildir.

Ornek 2.1.12. X = {1,2,3} kiimesi {izerindeki 7 = {0, X, {1},{2},{1,2}}
topolojisi ile normal uzaydir, fakat regiiler uzay degildir. Normaldir, ¢tinkii bu
topolojik uzayda ayrik kapali kiimeler sadece ) ve X olup, kendilerinin agik
komsuluklaridir. Regiiler degildir, ¢tinkii {2,3} kapali bir kiime ve 1 ¢ {2,3}
oldugu halde 1 ile {2, 3} kiimelerinin ayrik agik komsuluklar1 bulunamaz. Ayrica
3 € Gvel ¢ G olacak sekilde G € 7 bulunmadigindan (X, 7) uzay: 7; degildir,
dolayisiyla 7, uzay1 da degildir.

Teorem 2.1.14. ( [22]) Asagidaki ifadeler saglanir:
1. Bir topolojik uzayda her agik kiime kapali ise bu uzay regiilerdir
(normaldir).
2. Ayrik bir topolojik uzay (1) den dolay1 regiilerdir (normaldir).

3. Regiiler bir topolojik uzayn bir alt uzay: da regiilerdir.
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4. Normal olan topolojik bir uzayin kapali bir alt uzay1 da normaldir.
5. Regiiler veya normal olma 6zellikleri birer topolojik dzelliktir.

6. T, — T3 = T, = T dir.

2.2. Coklu Kiimeler

Tanim 2.2.1. ( [14]) Herhangi bir X kiimesinden alinan bir M c¢oklu kiimesi
(multiset) Cpy: X — N fonksiyonu ile temsil edilir. X = {z1, z2, z3, ..., 2, } olmak
tizere M ¢oklu kiimesi M = {k;/z1, ka/xo, ..., kn/x,} seklinde gosterilir. Burada
i = 1,...,nigin k;, r; elemaninin tekrar sayisidir ve z; €* M seklinde gosterilir.
Cwym(z), M ¢oklu kiimesinin elamani olmayan degerler icin sifir olarak yazilir.

Yani z ¢ X ise Cy(z) = 0 dir.

Tanim 2.2.2. Her z € X icin Cy(z) = 0 ya da Cp(z) = 1 ise M ¢oklu kiimesi
ahisilmig (klasik) bir kiimedir. Bu baglamda ¢oklu kiimeler klasik kiimelerin bir

genellemesidir diyebiliriz.

Ormek 2.2.1. X = {a,b,c,d, e} kiimesinden alinan M = {a,a,b,b,b,c,d} coklu
kiimesi M = {2/a,3/b,1/c,1/d} biciminde ifade edilir. Burada Cy/(a) = 2,
Cru(b) =3,Cuplc) =1, Cy(d) = 1ve Cy(e) = 0 dir.

Tanim 2.2.3. ([14]) M; ve M, X kiimesinden alinan iki ¢coklu kiime olmak tiizere,
her z € X igin

1. Cyy(7) = Cup, () ise My = M, dir.

2. Cyy(x) < Cyp () ise My C M, dir.

3. Ca(x) = max{Cy (x),Cyp ()} ise A = M; U M, dir.

4. Cp(x) = min{Cyy, (z), Cpr,(x)} ise B = My 1 M, dir.

5. CT(.I') = CMl(ZL') + CMQ(JZ) iseT = M1 D M2 dir. M1 D MQ, M1 ve M2 goklu

kiimelerinin toplamidr.

6. CF(CC) = maX{CMl (SL’) — CMZ(LC), 0} ise F' = M1 © M2 dir. M1 o Mg, M1 ve

M, ¢oklu kiimelerinin farkidir.
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Omek 2.22. X = {a,bc} kiimesinden alman M; = {3/a,2/b,5/c} ve
My ={1/a,1/b,2/c} ¢oklu kiimeleri verilsin. Buna gore,

1. CM2(CL) < CMl(CL), CMQ(b) < C]\/[l(b) ve CMQ(C) < CMl(C> oldugundan
MQ E M1 dir.

2. Coanums, (a) = max{Cyy (a), Chp,(a)} =3,
Chnuns, (b) = max{Cyy, (b), Chp, (b)} = 2 ve
Chaums, (€) = max{Chy, (¢), Chp,(c)} = 5 oldugundan
M, UM, ={3/a,2/b,5/c} = M, dir.

3. Cuyr, (@) = min{Cyy, (a), Cagy(a)} =1,
Chrrn, (b) = min{Cyy, (b), Chp, (D)} = 1 ve
Chnns, (¢) = min{Cyy, (¢), Cr,(¢)} = 2 oldugundan
My MMy ={1/a,1/b,2/c} = M, dir.

4. My & My = {4/(1,,3/[), 7/0} dir.
5. M, & M,y = {2/a,1/b,3/c} dir.

Tanim 2.2.4. ([14]) X bir kiime olmak tizere M* = {x € X : Cy/(z) > 0} seklinde
tanimlanan kiimeye M ¢oklu kiimesinin destek kiimesi denir. M* destek kiimesi,

X in bir alt kiimesi olup alisilmis bir kiimedir.

Tanim 2.2.5. ([15]) Her x € X icin Cy;(z) = 0ise M = { } = 0 kiimesi ¢oklu bos

kiimedir.

Tanim 2.2.6. ( [15]) Bir M c¢oklu kiimesinin eleman sayis1 |M/| ile gosterilir.

M| =" Cylx)dir.

rzeX

Ormnek 2.2.3. X = {a,b,c} kiimesinden alman bir M = {5/a,3/b,0/c} coklu

kiimesi verilsin. Burada destek kiimesi M* = {a,b} ve M c¢oklu kiimesinin
eleman sayist | M| = Z =Cul(a)+ Cy(b) + Crylc) =5+ 3+ 0=_8dir.
reX

Tanim 2.2.7. ( [14]) X kiimesi ¢oklu kiimenin insa edildigi elemanlarin kiimesi
olmak tizere, [X]" ¢oklu kiime uzayi, elemanlarinin hicbiri w dan fazla tekrar

etmeyen ve elemanlar1 X de yer alan tim ¢oklu kiimelerin smifidir. [X]* ise
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X tizerinde tanimli biitiin ¢oklu kiimelerin uzayidir ve bu ¢oklu kiimelerin

elemanlarmin tekrar sayisi sinirsizdur.
X = {21, 29, 3, ...} igin
[X]Y = {{ma/a:} | i=1,2, ... k;m; € {0,1,2,...,w}} dir.
Ornek 2.2.4. X = {a,b} icin
[X]* = {{3/a,3/b},{3/a.2/b},{3/a,1/b},{3/a}.{2/a,3/b},{2/a,2/b}.{2/a, 1/b},
{2/a},{1/a,3/b},{1/a,2/b},{1/a,1/b},{1/a},{3/b},{2/b},{1/b}}
olur.

Tanim 2.2.8. ( [14]) X bir kiime ve [X]" de elemanlar1 X de olan ¢oklu kiimelerin
smif1 olsun. Herhangi bir M € [X]* ¢oklu kiimesinin ttimleyeni M€, her z € X

icin Cje(x) = m — Cy(z) seklinde tanimlidir ve yine [X|* uzayinin elemant olur.
Ornek 2.2.5. M = {2/a,1/b,2/c} € [X]? icin M¢ = {1/a,2/b,1/c} dir.

Tanim 2.2.9. ([14]) M,, M; ¢oklu kiimesinin bir ¢oklu alt kiimesi olsun.

1. Her x € M, igin Cy,(z) = Cuy, () ise My ye My in ¢oklu tam alt kiimesi

denir.

2. Bazi x € M, igin Oy, (z) = Ciy, () ise My ye My in ¢oklu kismi alt kiimesi

denir.

3. M{ = M; vex € Mjicin Cyy,(z) < Cuy, () ise My ye M in ¢oklu dolgun

alt kiimesi denir.

Ornek 2.2.6. M = {1/a,2/b,5/c} coklu kiimesi verilsin.

1. {1/a,2/b} ¢oklu alt kiimesi M nin ¢oklu tam ve c¢oklu kismi tam alt
kiimesidir. Fakat coklu dolgun alt kiimesi degildir.

2. {1/a,2/b,3/c} ¢oklu alt kiimesi M nin ¢oklu kismi ve ¢oklu dolgun alt

kiimesidir. Fakat coklu tam alt kiimesi degildir.
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3. {1/a,1/b} ¢oklu alt kiimesi M nin ¢oklu kismi alt kiimesidir. Fakat ne

¢oklu tam ne de ¢oklu dolgun alt kiimesidir.

Tanim 2.2.10. ([14]) M € [X]* ¢oklu kiimesi verilsin.

1. M nin ¢oklu tam kuvvet kiimesi PIW (M) seklinde gosterilir ve M nin
biitiin ¢oklu tam alt kiimelerinin kiimesidir. PW (M) nin eleman sayis1

2" dir. Burada n, M* destek kiimesinin eleman sayisidir.

2. M nin ¢oklu dolgun kuvvet kiimesi PF'(M) seklinde gosterilir ve M nin

biitiin coklu dolgun alt kiimelerinin kiimesidir.

Ornek 2.2.7. M = {2/a,3/b,1/c} coklu kiimesi verilsin.

1. M nin ¢oklu tam kuvvet kiimesi PW (M) = {0, M,{2/a},{3/b},{1/c},
{2/a,3/b},{2/a,1/c},{3/b,1/c}} dir.

2. M nin c¢oklu dolgun kuvvet kiimesi PF(M) = {M,{2/a,2/b,1/c},
{2/a,1/b,1/c},{1/a,3/b,1/c},{1/a,2/b,1/c},{1/a,1/b,1/c}} dir.

Tanim 2.2.11. ( [14]) M € [X]" ¢oklu kiimesi verilsin. M nin ¢oklu kuvvet
kiimesi P(M) seklinde gosterilir ve M nin biittin alt kiimelerinin kiimesidir, yani
N € P(M) dir ancak ve ancak N C M dir. Eger N = () ise N €' P(M) dir. Eger

N # Oise N €k P(M) dir, burada k — [ (’f{f‘]\{}]zn

|[M].| = m ancak ve ancak z € M ve |[N],| = n ancak ve ancak z €" N dir. Buna
M (m\ m!
IIN.|) \n/) nl(m—n)

Tanim 2.2.12. ( [15]) Bir ¢oklu kiimenin kuvvet kiimesi, coklu kuvvet kiimesinin

), z N nin farkli elemanlari,
gore,

yazilabilir.

destek kiimesi olarak tanimlanir ve P*(M) seklinde gosterilir.

Teorem 2.2.1. ( [14]) M = {my/x1, ma/x2, m3/x3, ..., m,/x,} coklu kiimesi ve
P(M) ¢oklu kuvvet kiimesi verilsin. P(M) nin destek kiimesi olan P*(M) ise

M c¢oklu kiimesinin kuvvet kiimesidir ve P*(A/) nin eleman say1s1
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) = [J+m)

dir.

Ornek 2.2.8. M = {2/a,3/b} coklu kiimesi verilsin.

1. M nin coklu kuvvet kiimesi
P(M) = {M,0,{2/a,2/b}/3,{2/a,1/b}/3,{1/a,3/b}/2,{1/a,2/b}/6,
{1/a,1/b}/6,{2/a}/1,{1/a}/2,{3/b}/1,{2/b}/3,{1/b}/3} diir.
2. M nin kuvvet kiimesi veya P(M) nin destek kiimesi
Pr(M) ={M,0,{2/a,2/b},{2/a,1/b},{1/a,3/b},{1/a,2/b},{1/a,1/b},
{2/a},{1/a},{3/b},{2/0b},{1/b}} dir.

2.2.1. Coklu Kiimelerde Fonksiyonlar

Tanim 2.2.13. ( [14]) M; ve M5, X kiimesinden alinan iki ¢oklu kiime olsun. M;

ve M, ¢oklu kiimelerinin kartezyen ¢arpimi
My x My = {(m/z,n/y)/mn:x €™ M,y €" My}
seklinde tanimlanar.

Ornek 2.2.9. M, = {2/2,3/y} ve My = {4/z} ¢oklu kiimelerinin kartezyen
carpimi My x My = {(2/2,4/2)/8,(3/y,4/z)/12} dir.

Teorem 2.2.2. ( [14]) Bostan farkli M; ve M, c¢oklu kiimeleri verildiginde
CM1><M2[(‘7;73/>] = CM1<I>CM2(y> ve | My x M | :’ M | X ‘ M ’ dir.

Tanim 2.2.14. ( [14]) M x M kiimesinin bir ¢oklu alt kiimesi R olsun. R nin her
(m/z,n/y) elemamn C)(z,y).Cs(z, y) tekrar sayisina sahip ise R ye M {tizerinde bir
coklu kiime bagintis: denir ve bu bagti m/z R n/y seklinde gosterilir. Burada
Ci(z,y) ve Cy(z,y), (m/z,n/y) elemanindaki sirastyla = ve y nin tekrar sayisini

gostermektedir ve Cy(z,y) = m, Cy(x,y) = n dir.

Tanim 2.2.15. ( [14]) M tizerinde tanimli bir R ¢oklu kiime bagintisinin tanim ve

deger kiimeleri asagidaki gibi tanimlanir:
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DomR ={z €" M: 3y €® M oylekir/z R s/y} ve
Cpomr(x) = sup{Ci(x,y) : x € M} dir.
RanR ={y €®* M: 3z € M oylekir/z R s/y} ve

Cranr () = sup{Cs(z,y): x € M} dir.

Ornek 2.2.10. M = {7/x,10/y, 14/2} coklu kiimesi tizerinde taniml1

R = {(1/z,3/y)/3,(4/x,2/x)/8,(6/x,10/2)/60,(7/y,5/x)/35, (10/y,12/) /120,
(6/2,6/2)/36,(11/2,9/y)/99, (13/2,4/x)/52} ¢oklu kiime bagmtis1 verilsin.
Burada DomR = {6/2,10/y,13/z} ve RanR = {5/x,9/y,12/z} dir.

Tanim 2.2.16. ( [14]) R ¢oklu kiime bagintisinin tersi
R~ = {(n/y,m/x)/mn: (m/x,n/y) €™ R}
seklinde tanimlanair.

Tanim 2.2.17. ( [13]) C4(z,y) tekrar sayisina sahip (m/z,n/y) € f olacak sekilde
her m/x € Domf elemamini yalniz bir n/y € Ranf elemanina esleyen f ¢oklu

kiime bagmtisina ¢oklu kiime fonksiyonu (m-fonksiyon) denir.

Ornek 2.2.11. M, = {7/x,5/y} ve My = {2/a,6/b} iki ¢oklu kiime olmak
tizere, M, den M, ye bir ¢oklu kiime fonksiyonu f = {(7/z,2/a)/7,(5/y,6/b)/5}
seklinde yazilabilir.

Tanim 2.2.18. ([13]) f bir ¢oklu kiime fonksiyonu olsun.

1. Domf kiimesindeki farklhi iki elemanm f altindaki goriintiisiintin de
farkli olmasi ve her (z,y) € ficin Ci(z,y) < Cy(z, y) sartinin saglanmasi

durumunda f ¢oklu kiime fonksiyonuna birebir m-fonksiyon denir.

2. Ranf kiimesi co-Domf kiimesine esit olmasi ve her (z,y) € f igin
Ci(z,y) = Cs(x,y) sartinin saglanmasi durumunda f g¢oklu kiime

fonksiyonuna orten m-fonksiyon denir.

3. f ¢oklu kiime fonksiyonu hem birebir hem orten ve her (z,y) € f igin
Ci(z,y) = Cy(z, y) sartin1 sagliyor ise f ¢oklu kiime fonksiyonuna birebir

ve Orten m-fonksiyon denir.
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Ornek 2.2.12. 1. fi: {b/a} — {10/x} olmak tizere f = {(5/a,10/z)/5}

seklinde taniml1 f; m-fonksiyonu birebirdir.

2. fo:{10/a} — {5/z} olmak tizere f = {(10/a,5/z)/10} seklinde taniml

f2 m-fonksiyonu ortendir.

3. fy: {5/a,4/b} — {4/,5/y} olmak tizere f = {(5/a,5/y)/5, (4/b,4/x)/4}

seklinde taniml1 f5 m-fonksiyonu birebir ve 6rtendir.

Tanim 2.2.19. ( [13]) f: M — N ¢oklu kiime fonksiyonu verilsin. Eger f~! ile
gosterilen ters ¢oklu kiime bagintisi yine bir m-fonksiyon oluyorsa f~': N — M

¢oklu kiime bagintisina f nin ters ¢oklu kiime fonksiyonu (ters m-fonksiyon) denir.

Teorem 2.2.3. ([13]) f: M — N ¢oklu kiime fonksiyonu verilsin.

1. f~': N = M bir m-fonksiyondur ancak ve ancak f birebir ve ortendir.
2. f=': N — M bir m-fonksiyon ise f~! de birebir ve ortendir.

Teorem 2.2.4. ( [13]) f: M — N bir ¢coklu kiime fonksiyonu olmak tizere M
nin bostan farkli M; ve M, alt kiimeleri verilsin. Buna gore asagidaki ifadeler

saglanir:

1. M, C Myise f(M,;) C f(M,) dir.

2. f(MyUM,) = f(M;) U f(My) dir.
3. f(My N M,) T f(M;) 1 f(My) dir.
4. f(My @ My) = f(My) @ f(M,) dir.
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3. BOLUM

COKLU TOPOLOJIK UZAYLAR

Bu boéliimde ¢oklu topolojik uzaylardan bahsedilerek, ¢oklu baz-altbaz, ¢oklu
siireklilik, ¢oklu homeomorfizm gibi kavramlar ve ¢oklu ayirma aksiyomlar:

ifade edilmistir.

3.1. Coklu Topolojik Uzaylar

Tanim 3.1.1. ( [14]) X bostan farkli bir kiime, M € [X|* ve 7 C P*(M) olsun. 7

asagidaki ozellikleri saghiyorsa M nin ¢oklu kiime topolojisi olarak adlandirilir.

1. M ¢oklu kiimesi ve ), 7 dadir.
2. 7 nun keyfi sayidaki alt kiimelerinin ¢oklu birlesimleri 7 dadur.

3. 7 nun sonlu sayidaki alt kiimelerinin ¢oklu kesisimleri 7 dadur.

Matematiksel olarak (X, 7) ¢oklu topolojik uzayi, M € [X]|* ¢oklu kiimesi ve M
tizerinde 7 C P*(M) ¢oklu topolojik uzayindan olusan sirali bir ¢ifttir. 7 sinifi
elemanlar: ¢oklu kiime olan alisilmis bir kiimedir. Coklu kiime topolojisi, kisaca

m-topoloji olarak ifade edilir.

Klasik topoloji, kiimelerin kiimesi olarak tanimlanirken m-topoloji ise ¢oklu
kiimelerin kiimesi olarak tanimlanir.  Ustelik klasik topolojide 7, kuvvet
kiimesinin bir alt sinifidir, ancak 7 m-topolojisi ¢oklu kuvvet kiimesinin destek

kiimesinin bir alt sinifidir.

M c¢oklu kiimesi tizerinde tanimlanan 7 m-topoloji, ¢coklu agik (m-agik) kiime

denilen M nin ¢oklu alt kiimelerinin bir sinifidir. Burada () ve M nin ikisi



de m-agiktir. Ayrica m-agik kiimelerin keyfi ¢oklu birlesimleri ve sonlu ¢oklu

kesisimleri de m-agiktir.

Ornek 3.1.1. ([14]) [X]* da herhangi bir M ¢oklu kiimesi verilsin.

1. M nin ¢oklu kuvvet kiimesinin destek kiimesi olan P*(M) smifi, M
tizerinde bir m-topoloji olup, bu topolojiye ayrik m-topoloji veya diskre

m-topoloji denir.

2. Sadece M ve ) den olusan smif da M {tizerinde bir m-topoloji olup, ayrik

olmayan m-topoloji veya indiskre m-topoloji olarak adlandirilir.

3. M nin ¢oklu tam kuvvet kiimesi olan PW (M) smift M tizerinde bir

m-topolojidir.

4. M nin ¢oklu dolgun kuvvet kiimesi olan PF(M) smift M tizerinde bir
m-topoloji degildir. Ciinkii O, PF (M) ye ait degildir. PF'(M) U {0} siufi

ise M tizerinde bir m-topoloji olur.

5. M nin ¢oklu kismi alt kiimelerinin bir 7 siufi m-topoloji degildir.
Ornegin, M = {2/x,4/y} ¢oklu kiimesi verilsin. A = {2/x,3/y} ve
B ={1/xz,4/y} M nin ¢oklu kismi alt kiimeleridir. AN B = {1/x,3/y}, M
nin ¢oklu kismi alt kiimesi olmadigindan 7 sonlu ¢oklu kesisim altinda

kapal degildir.

3.2. Coklu Bazlar ve Coklu Altbazlar

Tanim 3.2.1. ( [14]) M bir ¢oklu kiime olsun. [X]* de M {izerindeki bir
m-topolojisi igin ¢oklu baz (m-baz), asagidaki sartlar1 saglayan, M nin ¢oklu alt

kiimelerinin bir B sinifidir.
1. Her z €™ M ve bazi m > 0 igin, m/z i igeren en az bir B € B m-baz

elemani vardir. Yani, M nin ayirt edilemeyen her elemani igin, B de, M

dekiyle ayni ¢cokluga sahip en az bir m-baz elemani vardar.
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2. Eger m/x, M ve N m-baz elemanlarinin kesisimine ait ise m/z i iceren en
az bir B m-baz elemani vardir 6yle ki her y # z i¢in Cp(z) = Cynn(z) ve

Cs(y) < Cynn(y) olmak tizere B T M M N dir.

Not 3.2.1. ([14]) Eger bir *B sinifi, coklu bazin kosullarini sagliyorsa, ‘B tarafindan

uretilen m-topoloji su sekilde tanimlanir:

Her bir z €* U i¢in, z €* B ve her y # x icin Cp(y) < Cy(y) olacak sekilde en
az bir B € B m-baz elemani varsa, M nin bir U ¢oklu alt kiimesi M de m-agiktir,

yani U, 7 m-topolojisinin bir elemanidar.

Burada her bir m-baz elemaninin ayn1 zamanda 7 m-topolojisinin de eleman:

olduguna dikkat edelim.

Teorem 3.2.1. ( [15]) Bir B m-baz: tarafindan tiretilen 7 sinif1 [X]* de M tlizerinde

bir m-topolojidir.

Teorem 3.2.2. ([15]) M, [X]* de bir ¢oklu kiime ve B, M tizerindeki bir m-topoloji
i¢in bir m-baz olsun. Buna gore 7 simifi, B m-bazinin elemanlarmin tiim ¢oklu

birlesimlerinin sinifina esittir.

Tanim 3.2.2. ( [15]) 7 ve 7/, [X]|¥ da verilen bir M ¢oklu kiimesi tizerinde iki
m-topoloji olsun. Eger 7 C 7’ ise 7/, 7 dan incedir veya 7, 7' dan kabadir denir.

T C 7' veya 7’ C 7 oluyorsa 7 ile 7’ karsilastirilabilir denir.

Teorem 3.2.3. ([15]) B ve V', [X|* de M tizerindeki sirasiyla 7 ve 7/ m-topolojileri

icin m-bazlar olsun. Buna gore asagidaki ifadeler denktir:

1. 7/, 7 dan incedir.

2. Her z €™ M ve m/z elemanini iceren her B € B m-baz eleman igin
Cp(z) < Cp(x) olacak sekilde m/x elemanini igeren bir B’ € B’ m-baz

elemani mevcuttur.

Not 3.2.2. ([15]) {{m/x} : x €™ M }siufi, PW (M) m-topolojisi i¢in bir m-bazdur.
Genel topolojide, {{z} : © € X} topolojisi, ayrik topoloji i¢in bir bazdir, ancak
¢oklu topolojilerde, {{m/z} : x €™ M} sifi ayrik m-topoloji igin bir m-baz

degildir.
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Tanim 3.2.3. ( [15]) M c¢oklu kiimesi tizerinde verilen 7 m-topolojisinin bir alt
smifit A olsun. Eger A nin elemanlarinin tiim sonlu ¢oklu kesisimlerinin simnifi 7

i¢in bir m-baz oluyorsa, A alt sinifina alt ¢coklu baz (alt m-baz) denir.
A alt m-bazi tarafindan tiretilen m-topoloji su sekilde tanimlanur:

A nin elemanlarinin tiim sonlu ¢oklu kesisimlerinin ¢oklu birlesimlerinin smnifi 7

m-topolojisini verir.

Teorem 3.2.4. ( [15]) (M, 7) bir m-topolojik uzay ve A, M nin alt kiimelerinin bir
smifi olsun. Buna gore, A alt siifi 7 yu {iiretir ancak ve ancak A, 7 icin bir alt

m-bazdir.

Tanim 3.2.4. ([15]) (M, 7) bir m-topolojik uzay ve N, M nin bir ¢oklu alt kiimesi
olsun. 7y = {U' = NNU: U € 7} simfi N tizerinde bir m-topoloji olup,
T m-topolojisinin alt m-topolojisi olarak adlandirilir. (N, 7y), (M, 7) nin bir alt
uzayidir ve N nin m-agik kiimeleri, M nin tiim m-agik kiimelerinin N ile ¢oklu

kesisimlerinden olusur.

Ornek 3.2.1. M = {2/a,3/b,1/c,4/d} coklu kiimesi verilsin.

T ={0,M,{1/a},{2/a,1/b},{1/a,2/d},{1/a,1/c},{2/a,1/b,2/d},{2/a,1/b,1/c},
{1/a,1/c,2/d}, {2/a,1/b,1/c,2/d}} smuft M tizerinde bir m-topolojidir.

N ={1/a,1/b,3/d} C M ¢oklu alt kiimesi verildiginde

™~ = {0,N,{1/a},{1/a,1/b},{1/a,2/d},{1/a,1/b,2/d}} stmifi da N iizerinde bir

m-topolojidir ve (N, 7y), (M, 7) nun alt uzay olur.

3.3. Coklu Kapah Kiimeler

Tanim 3.3.1. ( [15]) [X]" de bir (M, 7) m-topolojik uzay1 verilsin. M nin bir N
¢oklu alt kiimesi i¢in M & N m-agik kiime ise N ye ¢oklu kapali (m-kapali) kiime adx

verilir.

Ornek 3.3.1. Ayrik m-topolojide her coklu kiime hem m-agik hem de m-kapali

kiimedir.

Tanim 3.3.2. ( [15]) (M, 7) bir m-topolojik uzay olmak tizere asagidaki ifadeler

saglanir:
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1. M ¢oklu kiimesi ve () m-kapali kiimelerdir.
2. m-kapali kiimelerin keyfi ¢oklu birlesimleri de m-kapalidir.
3. m-kapali kiimelerin sonlu ¢oklu birlesimleri de m-kapalidir.
Teorem 3.3.1. ([15]) NV, [X]* de bir (M, 7) m-topolojik uzayimnin bir alt uzay1 olsun.
1. Bir A ¢oklu kiimesi N de m-kapalidir ancak ve ancak A, M nin m-kapal
kiimelerinin N ile kesisimine esittir.

2. Bir A ¢oklu kiimesi NV de m-kapali ve N ¢oklu kiimesi de M de m-kapali

ise, 0 zaman A ¢oklu kiimesi M de m-kapali olur.

3.4. Coklu Kiimelerde i¢c, Kapans ve Yigilma Noktalar

Tanim 3.4.1. ( [15]) [X]* de bir (M, 7) m-topolojik uzayi verilsin. A T M olsun.
A nin igerdigi tiim m-agik kiimelerin ¢oklu birlesimine A nin ¢oklu i¢i denir ve

mint(A) olarak gosterilir.
mint(A) = U{G C M : G m-agik kiime ve G C A} ve
Coint(4)(2) = max{Cg(x) : G C A} dir.

Tanim 3.4.2. ([15]) [X]* de bir (M, 7) m-topolojik uzay: verilsin. B C M olsun. B
yi iceren tiim m-kapali kiimelerin ¢oklu kesisimine B nin ¢oklu kapanis: denir ve

mcl(A) olarak gosterilir.
mcl(A) =M{K C M : K m-kapal kiime ve A C K} ve
Crap) () = min{Ck(z) : BC K} dir.

Tanim 3.4.3. ([15]) (M, 7) m-topolojik uzay: verilsin. € M ve N C M olsun. 7
da z €f V ve her y # x icin Cy(y) < Cn(y) olacak sekilde bir V m-agik kiimesi
varsa, N ye {k/x} in bir ¢oklu komsulugu (m-komsulugu) denir. Yani M deki {k/z}
in bir m-komsulugu, {k/x} i iceren herhangi bir m-agik kiime anlamina gelir.

Ayrica burada {k/z} e N nin bir ¢oklu i¢ noktas: denir.
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Tanim 3.4.4. ( [15]) [X]* da (M,7) m-topolojik uzay: verilsin. A T M ve
{k/x} € M olsun. {k/z} in her m-komsulugunun A ile ¢oklu kesisiminde k/x den
farkly, sifir cokluga sahip olmayan en az bir nokta varsa k/x e A ¢coklu kiimesinin
bir coklu yig1lma noktas: denir. A nin tiim ¢oklu yigilma noktalariin ¢oklu kiimesi

A" ile gosterilir.

Teorem 3.4.1. ( [15]) N, [X]* de bir (M, 7) m-topolojik uzaymin bir alt uzay1
olsun. A C N c¢oklu kiimesi verilsin. mcl(A), A ¢oklu kiimesinin M deki ¢oklu

kapanisini gostermek tizere, A nin N deki ¢oklu kapanisi mcl(A) M N olur.

Ornek 3.4.1. M = {2/a,3/b,1/c} coklu kiimesi {izerinde 7 = {0, M, {2/a},
{3/b},{2/a,3/b}{2/a,1/c}} ¢oklu topolojisi verilsin. Burada m-kapali kiimeler
K, = {M,0,{3/b,1/c},{2/a,1/c},{1/c},{3/b}} seklindedir. A = {2/a,2/b,1/c}
ve B = {1/a,1/c} ¢oklu kiimeleri verildiginde mint(A) = mcl(B) = {2/a,1/c}

olur.

Ornek 3.4.2. [X]¥ da 7 = P*(X) ayrik m-topoloji verilsin. Bir A C X icin A” = ()
dir. Ctinkii her € X i¢in {k/z} ¢oklu kiimesi &/ in agik bir m-komsulugudur.

Teorem 3.4.2. ( [15]) (M, 7) m-topolojik uzayz verilsin. A C M olsun. A”, A nin

tiim ¢oklu y1gilma noktalariin ¢oklu kiimesi olmak iizere,
C'mcl(A) (37) = maX{CA (1:)7 Car (‘T)}
dir.

Not 3.4.1. ([15]) Bir m-topolojik uzayin bir alt kiimesi m-kapalidir ancak ve ancak

tiim c¢oklu y1gi1lma noktalarma igerir.
Teorem 3.4.3. ( [15]) (M, 7) m-topolojik uzay: verilsin. A, B T M olmak tizere
asagidaki ozellikler saglanir:

1. C’A([E) < OB(ZU) ise CA//([E) < CB//(QS) dir.

2. CA(.I') < CB<$) ise Cmint(A) (ZL‘) < Cmmt(B) (ZL‘) dir.

3. C’A(x) < CB(CL’) ise Cmcl(A)(x) < Cmcl(B) (ZE) dir.
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4. Cmint(AlTB) (:E) - min{cmint(A) (l’), Cmint(B) (ZE)} dir.

5. Cmcl(AuB) (x) = maX{Cmcl(A) (ZE), Cmcl(B) (l’)} dir.

3.5. Coklu Topolojik Uzaylarda Siireklilik ve Coklu Homeomorfizm

Tanim 3.5.1. ( [15]) (M, 7) ve (N, 7’) iki m-topolojik uzay olsun. N nin her bir V'
m-acik ¢coklu alt kiimesi icin f~!(V) coklu kiimesi M nin m-agik ¢oklu alt kiimesi
oluyorsa f: M — N ye coklu siirekli (m-siirekli) ¢oklu fonksiyon denir. Burada
f~YV),bazinlerigin f(m/z) €" V olacak sekilde M deki biitiin m /2 noktalarmin

kiimesidir.

Ornek 3.5.1. M = {4/a,3/b,3/c,2/d} ve N = {6/x,4/y,5/z,3/w} coklu kiimeleri
verilsin. 7 = {0, M,{4/a},{4/a,3/b},{4/a,3/b,3/c}} ve 7" = {0, M,{6/x},
{4/y},{6/x,4/y},{4/y,5/%,3/w}} sirastyla M ve N tizerinde iki m-topoloji olsun.
f: M — N ve g: M — N c¢oklu kiime fonksiyonlar1 asagidaki sekilde

tanimlansin:
f=A{/a,4/y)/4,(3/b,5/2)/3,(3/c,3/w)/3,(2/d,5/z)/2}
9=1{(4/a,6/2)/4,(3/b,6/x)/3,(3/c,5/2)/3,(2/d,3/w)/2}

f coklu kiime fonksiyonu m-stireklidir. Ctinkii, N tizerindeki 7" m-topolojisinin
her elemaninin ters goriinttisii M tizerindeki 7 m-topolojisinin bir elemanidir.
Ancak ¢ ¢oklu kiime fonksiyonu m-stirekli degildir. Ctnk, {4/y,5/z,3/w} € 7/
icin g7'({4/y,5/2,3/w}) = {3/c,2/d} ¢ T dur.

Teorem 3.5.1. ( [15]) (M,7), (N,7') ve (P,7") m-topolojik uzaylar1 verilsin.
f:M — N veg: N — P ¢oklu kiime fonksiyonlar1 m-siirekli ise, bunlarin

bilegkesi olan g o f: M — P ¢oklu kiime fonksiyonu da m-stireklidir.

Tanim 3.5.2. (M, 7) ve (N,7') m-topolojik uzaylar olmak tizere bir f: M — N

m-fonksiyonu verilsin.

1. M nin her bir U m-agik ¢oklu alt kiimesi i¢in f(U) ¢oklu gortintii kiimesi
N nin m-agik ¢oklu alt kiimesi oluyorsa f ye bir ¢oklu agik (m-agik)

fonksiyon denir.
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2. M nin her bir K m-kapali ¢oklu alt kiimesi igin f(K) ¢oklu goruntii
kiimesi NV nin m-kapali ¢oklu alt kiimesi oluyorsa f ye bir ¢coklu kapali

(m-kapal1) fonksiyon denir.

Tanim 3.5.3. (M,7) ve (N,7’) m-topolojik uzaylar olsun ve f: M — N
m-fonksiyonu verilsin.  Eger asagidaki sartlar saglanirsa f ye bir coklu

homeomorfizm (m-homeomorfizm) denir.

1. f m-fonksiyonu birebir ve drtendir.
2. f m-fonksiyonu m-stireklidir.

3. f m-fonksiyonunun tersi f~': N — M m-siireklidir veya f m-agik veya

f m-kapal fonksiyondur.

Tanim 3.5.4. (M, 7) ve (N, 7') m-topolojik uzaylar: arasinda bir m-homeomorfizm
mevcutsa bu uzaylara coklu homeomorf (m-homeomorf) uzaylar veya m-topolojik
esyapilt uzaylar denir. ~m-homeomorfizmler altinda korunan ozelliklere ise

m-topolojik ozellik adi verilir.

3.6. Coklu Ayirma Aksiyomlari

Tanim 3.6.1. ( [11]) Cy: X — N verildiginde Cy/(x) = k ve her 2/ € {z}° igin
Cu(2') = 0 olacak sekildeki M ¢oklu kiimesine ¢oklu tam tek nokta kiimesi denir
ve M = {k/x} ile gosterilir. Ayrica 0 < m < kigin N = {m/z} ¢oklu kiimesine

de ¢oklu tek nokta kiimesi ad1 verilir.

Ornek 3.6.1. M = {2/a,3/b,1/c} coklu kiimesi verilsin. Buna gore {2/a}, {3/b}
ve {1/c} kiimeleri ¢oklu tam tek nokta kiimelerdir. Coklu tek nokta kiimeler ise

{2/a}, {1/a}, {3/b}, {2/b}, {1/b} ve {1/c} dir.

Tanim 3.6.2. ([11]) (M, ) bir ¢oklu topolojik uzay olsun. z; # z, olmak tizere her
{k1/x1}, {k2/22} coklu tek nokta kiimeleri i¢in birini igerip digerini icermeyen en
az bir ¢oklu agik kiime varsa, yani {k,/x1} C U, {ka/z2} £ U veya{ki/z1} L V,
{ko/z2} T V olacak sekilde U,V ¢oklu agik kiimeleri mevcutsa (M, 7) uzayma

coklu T (m-T) uzay denir.
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Teorem 3.6.1. ([11]) Coklu 7}, uzay1 olma 6zelligi kalitsal bir 6zelliktir.

Ornek 3.6.2. ([11]) M = {2/a,3/b,1/c} coklu kiimesi verilsin ve 7 = {(}, M, {2/a},
{3/b},{2/a,3/b},{2/a,1/c}} olsun. (M, 7) goklu Ty uzayidir. N = {1/a,2/b} C M
verilsin. O zaman 7y = {0, N,{1/a},{2/b} dir ve (N, 7y) alt uzay1 da ¢oklu 7;

olur.

Teorem 3.6.2. ( [11]) (M, ) bir ¢coklu Tj uzayi ve 7y < 7 ise (M, 2) de bir ¢coklu
T) uzayidir.

Tanim 3.6.3. ( [11]) (M, 7) bir ¢oklu topolojik uzay olsun. z; # z, olmak tizere
her {ki/x1}, {ka/x2} ¢oklu tek nokta kiimeleri i¢in her birinin digerini icermeyen
m-agik bir m-komsulugu varsa, yani {k;/z1} C U, {ks/z2} Z U ve {k1/x1} Z V,
{ko/z2} T V olacak sekilde U,V ¢oklu acik kiimeleri mevcutsa (M, 7) uzayma
coklu T3 (m-T7) uzay1 denir.

Teorem 3.6.3. ([11]) Her ¢oklu 77 uzay ¢oklu 7 uzayidir.
Not 3.6.1. Theorem 3.6.3 iin tersi genelde dogru degildir.

Ornek 3.6.3. ([11]) Ornek 3.6.2 de verilen (M, 7) ¢oklu topolojik uzay1 ¢oklu Tj
uzayidir, fakat coklu 77 uzayi degildir. Clinki her bir {2/a}, {1/c} C M igina # c

dir ve 1/c yi igeren tiim ¢oklu acik kiimeler 2/a y1 da igerir.
Teorem 3.6.4. ([11]) Coklu 7} uzay1 olma 6zelligi kalitsal bir 6zelliktir.

Not 3.6.2. ([11]) Her (M, P*(M)) ayrik m-topolojik uzay1 ¢oklu 77 uzayidir. Fakat
M sonlu ¢oklu kiimesi i¢in (M, 7) ¢oklu T} uzayi ise 7 ayrik m-topoloji olmak

zorunda degildir.

Ornek 3.6.4. ([11]) M = {2/a,3/b, 1/c} coklu kiimesi verilsin ve 7 = {(}, M, {2/a},
{3/b},{1/c},{2/a,3/b},{2/a,1/c},{3/b,1/c}} olsun. (M, T) uzay1 ¢oklu 7} dir.
Fakat ayrik m-topoloji degildir.

Teorem 3.6.5. ( [11]) (M, r) bir ¢coklu T3 uzay1 ve 7y < 73 ise (M, 72) de bir ¢oklu
Ty uzayidir.

Tanim 3.6.4. ([11]) (M, 7) bir ¢oklu topolojik uzay olsun. z; # 5 olmak tizere her

{k1/x1}, {k2/x2} coklu tek nokta kiimelerinin ayrik ¢oklu agik m-komsuluklar:
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varsa, yani {k1/z1} C U, {ko/xs} C V ve UMV = {) olacak sekilde U,V ¢oklu
acik kiimeleri mevcutsa (M, 7) uzaymna ¢oklu 75 (m-15) veya ¢oklu Hausdorff

(m-Hausdorff) uzay1 denir.

Ornek 3.6.5. ([11])

1. Her (M, P*(M)) ayrik m-topolojik uzay1 ¢oklu 75 uzayidir.

2. En az iki farkli ¢oklu tek noktaya sahip her (A, P*(M)) ayrik olmayan
m-topolojik uzay1 ¢oklu 75 uzay1 degildir.

Teorem 3.6.6. ([11])

1. Coklu 75 uzay1 olma o6zelligi kalitsal bir 6zelliktir.
2. (M, m) bir coklu T, uzay1 ve 7y < 73 ise (M, 73) de bir ¢oklu 75 uzayidir.
3. Her ¢oklu 75 uzay ¢oklu 77 uzayidir.

Tanim 3.6.5. ( [11]) (M, 7) bir ¢oklu topolojik uzay olsun. Her ¢oklu kapali F
kiimesi ve {k/x} [Z F olmak tizere her {k/z} tek nokta ¢oklu kiimesi igin F' C U,
{k/z} TV ve UMV = () olacak sekilde U, V ¢oklu agik kiimeleri mevcutsa (M, 7)

uzayina ¢oklu regiiler (m-regiiler) uzay denir.

Tanim 3.6.6. ( [11]) (M, 7) bir ¢oklu topolojik uzay olmak {izere, eger asagidaki

sartlar saglaniyorsa (M, 7) uzayma ¢oklu 73 (m-15) uzay1 denir.

1. (M, ) uzay1 m-regiilerdir.
2. (M, 7) uzayr1m-T; dir.
Ornek 3.6.6. ([11]) Her (M, P*(M)) ayrik m-topolojik uzay1 coklu T3 uzayidar.

Teorem 3.6.7. ( [11]) m-regiiler (m-T3) uzay olma ozelligi kalitsaldir, yani bir

m-regiiler uzayinn her alt uzay1 da m-regiiler (m-73) uzayidir.

Teorem 3.6.8. ( [11]) Her m-T; uzay1r m-regiilerdir, fakat tersi genelde dogru
degildir.
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Ornek 3.6.7. ([11]) M = {2/a, 3/b,1/c} coklu kiimesi verilsin ve 7 = {(, M, {3/b},
{2/a,1/c}} olsun. O zaman K, = {0, M,{2/a,1/c},{3/b}} olur. Buna gore, (M, 7)

uzay1 m-regiilerdir, fakat m-7; olmadigindan m-T3 uzay: degildir.

Tanim 3.6.7. ( [11]) (M, 7) bir ¢oklu topolojik uzay olsun. F; M Fy, = () olacak
sekilde her ¢oklu kapali Fy, F, kiimeleri i¢cin /4 CT U, F, C VveUNV =0
olacak sekilde U,V ¢oklu agik kiimeleri mevcutsa (A, 7) uzayma ¢oklu normal

(m-normal) uzay denir.

Tanim 3.6.8. ( [11]) (M, 7) bir ¢coklu topolojik uzay olmak tizere, eger asagidaki

sartlar saglaniyorsa (M, 7) uzayma ¢oklu 7, (m-7}) uzay1 denir.

1. (M, 7) uzay1r m-normaldir.
2. (M, 1) uzayr1m-T; dir.
Teorem 3.6.9. Her m-T, uzay1 m-normaldir, fakat tersi genelde dogru degildir.

Teorem 3.6.10. ( [11]) Bir m-normal (m-T;) uzaymin her kapali alt uzay: da

m-normal (m-T3) uzayidir.
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4. BOLUM

COKLU TOPOLOJIK UZAYLARDA YARI AYIRMA AKSIYOMLARI

Bu boliimde ilk olarak goklu topolojik uzaylarda yar1 ¢oklu agik ve yar1 ¢oklu
kapali kiime kavramlar1 tanimlanmis ve bazi énemli 6zellikler ispatlanmistir.
Ardindan yar1 ¢oklu siireklilik tanimlari verilerek yari ¢coklu ayirma aksiyomlar:
karakterize edilmistir. Ayrica aralarindaki gesitli iliskiler gosterilerek kalitsallik

ozellikleri incelenmistir.

4.1. Yan Coklu Acik Kiimeler

Tanim 4.1.1. M € [X]¥ ve T C P*(M) olmak tizere (M, 7) m-topolojik uzay olsun.
Bir A C M ¢oklu alt kiimesi verilsin. Eger G C A C mcl(G) olacak sekilde bir G
coklu acik (m-agik) kiimesi varsa A ¢oklu alt kiimesine bir yar: coklu agik (sm-agik)
kiime denir. Bir (M, 7) m-topolojik uzaymdaki tiim yar1 ¢oklu agik kiimelerin

siifi S ile gosterilir.

Teorem 4.1.1. Bir (M, 1) m-topolojik uzayinda her ¢oklu agik kiime yar1 ¢oklu
aciktir. Yani,

m-agik kiime = sm-agik kiime

Ispat: Kabul edelim ki A T M coklu alt kiimesi m-acik olsun. G C A C mcl(G)
olacak sekildeki G m-agik kiimesi A nin kendisi segilebildiginden A ¢oklu kiimesi

sm-agik olur.
Not 4.1.1. Teorem 4.1.1 in tersi genelde dogru degildir.

Ormek 4.1.1. M = {2/a,3/b,1/c} coklu kiimesi tizerinde
T={0,M,{1/a,2/b},{2/a,1/c},{1/a},{2/a,2/b,1/c}} m-topolojisi verilsin.



S, =A{0,M,{1/a,2/b},{2/a,1/c},{1/a},{2/a,2/b,1/c},{2/a,1/b,1/c},
{1/a,3/b,1/c},{1/a,2/b,1/c},{1/a,1/b,1/c},{1/a,1/b},{1/a,3/b},{1/a,1/c}}

olur. Burada {1/a,1/b} ¢oklu kiimesi sm-agik olmasina ragmen m-agik degildir.

Teorem 4.1.2. Bir (M, 7) m-topolojik uzayinda bir A T M ¢oklu alt kiimesi yar1

¢oklu agiktir ancak ve ancak A T mcl(mint(A)) dir.

ispat: Kabul edelim ki A © M c¢oklu alt kiimesi sm-agik olsun. Bu durumda
G C A C mcl(G) olacak sekilde bir G m-agik kiimesi vardir. G T mint(A) ve
mcl(G) E mcl(mint(A)) bulunur. Buradan A C mcl(G) T mcl(mint(A)) elde

edilir.

Diger yandan A T mcl(mint(A)) olsun. mint(A) T A T mcl(mint(A)) ve mint(A)

m-agik oldugundan A ¢oklu kiimesi sm-agiktr.

Teorem 4.1.3. (M, 7) bir m-topolojik uzay olmak tizere A T M sm-acik bir kiime

ve U C M m-agik bir kiime ise A 1M U kiimesi sm-agiktir.

Ispat: (M, 7) bir m-topolojik uzay, A © M sm-agik kiime ve U = M m-agik kiime
olsun. sm-agik kiime tanimindan G C A C mcl(G) olacak sekilde bir G m-agik
kiimesi vardir. U ile kesisim alindiginda GMU C AN U C mel(G) N U bulunur.
Burada G ve U kiimeleri m-agik oldugundan GMU m-agiktir. AU C mcl(GNU)
oldugunu gostermeliyiz. a € AN U olsun. O zaman a € A ve a € U olur. Burada

G C Aoldugundan a € G veya a ¢ G durumlar1 mevcuttur.

(i) a € Gisea € U oldugundan a € GMNU dur. Buradan a € mcl(GMNU) elde

edilir.

(ii) a ¢ Gisea € A C mcl(G) oldugundan a € G’ bulunur. V, a noktasimi
iceren herhangi bir m-agik kiime olmak tizere a €¢ UMV vea € G
oldugundan U MV de a dan farkhi bir b € G vardir. Burada b € G ve
b € U oldugundan b € G U bulunur. Bu durum a y1 igeren herhangi
bir V' m-agig1 i¢in dogru oldugundan a € (G M U) bulunur. O halde
a € mel(GNU) olur. Buradan GMNU C AU C mcl(GNU) elde edilir,

yani A MU kiimesi sm-agiktir.
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Teorem 4.1.4. (M,7) bir m-topolojik uzay ve {A4;},c; smifi da (M, 7) ¢oklu

uzayindaki sm-acik kiimelerin bir sinifi olsun. Buna gore | |,_; A; birlesim kiimesi

sm-agiktir.

Ispat: (M, 7) bir m-topolojik uzay ve {A;}ic; sm-acik kiimelerin sinifi olsun.
Bu durumda her i € I igin G; T A; T mcl(G;) olacak sekilde bir G m-agik
kiimesi vardir. Her i € [ icin G; m-acik oldugundan | |,., G; m-aciktir ve
burada | |,.; G; T | |,c; As dir. | ],.; A E mcl(|];c; Gi) oldugunu gostermeliyiz.
a € | |;c; Ai olsun. Jig € Iigin a € A;, olur. G, C A;; € mcl(Gy,) oldugundan
a € mcl(Gy,) ve dolayisiyla a € | |, mcl(G;) olur. | |,., mcl(G;) & mcl(] |;c; Gi)
oldugundan a € mcl(| |,.; G;) elde edilir. O halde | |,.; A; T mcl(| |-, G;) dir ve

||;c; Ai kiimesi sm-agiktr.

Tanim 4.1.2. M € [X]* ve T C P*(M) olmak tizere (M, T) m-topolojik uzay olsun.
Bir B C M ¢oklu alt kiimesinin tiimleyeni yar1 ¢coklu acik ise B ¢oklu alt kiimesine
bir yar1 ¢oklu kapali (sm-kapali) kiime denir. Bir (M, 7) m-topolojik uzayindaki tim

yar1 ¢oklu kapali kiimelerin sinift Ky ile gosterilir.

Teorem 4.1.5. (M, 7) bir m-topolojik uzay ve B T M sm-kapali bir kiime olsun.
Bu durumda mint(K) & B T K olacak sekilde bir K ¢oklu kapal1 (m-kapalr)

kiimesi vardir.

Ispat: (M, 7) m-topolojik uzayinda bir B T M sm-kapal kiimesi verilsin. B°
sm-agik oldugundan G T B° C mcl(G) olacak sekilde bir G m-agik kiimesi
vardir. Buradan mcl(G)° C B C G° bulunur. G m-kapali ve mint(G®) = mcl(G)°

oldugundan K = G° alinirsa mint(K) C B C K elde edilir ve ispat tamamlanr.

Teorem 4.1.6. Bir ()M, 7) m-topolojik uzayinda her ¢oklu kapali kiime yar1 ¢oklu
kapalidir.

Ispat: Kabul edelim ki B T M ¢oklu alt kiimesi m-kapali olsun. O zaman
mint(K) CT B C K olacak sekildeki K m-kapali kiimesi B nin kendisi

secilebildiginden B ¢oklu kiimesi sm-kapal1 olur.
35



Not 4.1.2. Teorem 4.1.6 in tersi genelde dogru degildir.

Ornek 4.1.2. M = {2/a,3/b,1/c} coklu kiimesi iizerinde
T={0,M,{1/a,2/b},{2/a,1/c},{1/a},{2/a,2/b,1/c}} m-topolojisi verilsin.

K, ={M,0,{1/a,1/b,1/c},{3/b},{1/a,3/b,1/c},{1/b}} dir.

Ks. = {M,0,{1/a,1/b,1/c},{3/b},{1/a,3/b,1/c},{1/b},{2/b},{1/a},{1/a, 1/b},
{1/a,2/b},{1/a,2/b,1/c},{1/a,1/c},{1/a,3/b}} olur.

Burada {1/a,2/b} ¢oklu kiimesi sm-kapali olmasina ragmen m-kapali degildir.

Teorem 4.1.7. Bir (M, 7) m-topolojik uzayinda bir B C M ¢oklu alt kiimesi yar1
coklu kapalidir ancak ve ancak mint(mcl(B)) C B dir.

ispat: Kabul edelim ki B T M c¢oklu alt kiimesi sm-kapali olsun. O zaman
mint(K) C B C K olacak sekilde bir K m-kapali kiimesi vardir. mcl(B) C K ve
mint(mcl(B)) E mint(K) bulunur. Buradan mint(mcl(B)) C mint(K) C B elde

edilir.

Diger yandan mint(mcl(B)) C B olsun. mint(mcl(A)) C B T mcl(B) ve mcl(B)

m-kapali oldugundan B ¢oklu kiimesi sm-kapalidir.

Ornek 4.1.3. M = {2/a,3/b,1/c} coklu kiimesi iizerinde 7 = {0, M, {2/a}, {3/b},
{2/a,3/b}{2/a,1/c}} m-topolojisi verilsin. Burada m-kapali kiimeler K, = {M, (),
{3/b,1/c},{2/a,1/c},{1/c},{3/b}} seklindedir.

P*(M) = {0,{2/a,3/b,1/c}, {2/a,3/b}, {2/a,2/b,1/c}, {2/a,2/b},
(2/a,1/b,1/c},{2/a,1/b}.{2/a, 1/c}. {2/a},{1/a,3/b,1/c}, {1/a, 3/b},
{1/a,2/b,1/c},{1/a,2/b},{1/a,1/b,1/c},{1/a,1/b},{1/a, 1/c}, {1/a},
{3/b,1/c},{3/b},{2/b,1/c},{2/b},{1/b,1/c}, {1/b},{1/c}}

coklu destek kiimesi goz oniine alindiginda, yar1 ¢oklu agik (sm-agik) kiimelerin
smift S; = {0, M,{2/a},{3/b},{2/a,3/b}{2/a,1/c}} elde edilir. Burada S, = 7
oldugu goriiliir. Ayrica yar1 ¢oklu kapali (sm-kapali) kiimelerin sinifi

Ks, = {M,0, {3/b,1/c},{2/a, 1/c}, {1/c},{3/b}} dir. K = K., elde edilir.
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Ornek 4.1.4. M = {2/a,3/b,1/c} coklu kiimesi tizerinde
T={0,M,{1/a,2/b},{2/a,1/c},{1/a},{2/a,2/b,1/c}} m-topolojisi verilsin.

K, = {M,0,{1/a,1/b,1/c},{3/b},{1/a,3/b,1/c},{1/b}} dir.
S, = TU{{2/a, 1/b,1/c},{1/a,3/b.1/c}.{1/a,2/b,1/c}, {1/a,1/b,1/c}, {1/a, 1/b,},
{1/a,3/b},{1/a,1/c}} dir.
Ks, = K U{{2/b},{1/a},{1/a,1/b},{1/a,2/b} {1/a,2/b,1/c} {1/a,1/c},
{1/a,3/b}} dir.
Teorem 4.1.8. Bir M coklu kiimesi iizerinde 7 ve o m-topolojileri verilsin. Buna

gore, 7 < oise S, < S, dir.

Ispat: (M,7) ve (M,0o) m-topolojik uzaylari verilsin. 7 < o ve N € S, olsun. O
zaman G = N C mcl(G) olacak sekilde bir G € 7 m-agik kiimesi vardir. 7 < o
oldugundan G € o dir. Buradan N € S, elde edilir. O halde S; < S, dir.

4.2. Yar Coklu Siireklilik

Topolojik uzaylarda yari-agcik kiimeler yardimiyla elde edilen ¢ farkh
genellestirilmis siireklilik ¢esidi oldugu gibi ¢oklu topolojik uzaylarda da benzer

sekilde genellestirilmis yar1 ¢oklu siireklilik tanimlar: verilebilir.

Tanim 4.2.1. (M, 7) ve (N, o) iki m-topolojik uzay olmak tizere f: (M, 7) = (N, 0)

m-fonksiyonu verilsin.

1. Eger her H € o ig¢in f~!'(H) € S, ise, yani her m-agik kiimenin ters

goriinttisii sm-agik oluyorsa, f m-fonksiyonu sm,-stireklidir denir.

2. Eger her B € S, igin f~!(B) € S, ise, yani her sm-agik kiimenin ters

goriintiisii sm-agik oluyorsa, f m-fonksiyonu sm,-stireklidir denir.

3. Eger her B € S, igin f~!(B) € 7 ise, yani her sm-agik kiimenin ters

goriintiisii m-agik oluyorsa, f m-fonksiyonu sms-siireklidir denir.

37



Teorem 4.2.1. Asagidaki gerektirmeler saglanir:

1. Her sms-siirekli m-fonksiyonu hem m-siireklidir hem de sm.-stireklidir.
2. Her m-stirekli m-fonksiyonu sm,-stireklidir.

3. Her smy-siirekli m-fonksiyonu sm,-stireklidir.

Ispat: Tanimlar 3.5.1,4.2.1 ve Teorem 4.1.1 den elde edilir.

Not 4.2.1. Teorem 4.2.1 de verilen iliskilerin tersleri genelde dogru degildir.

Teorem 4.2.1 de ifade edilen yar1 ¢oklu siireklilik kavramlari arasindaki iliskiler

asagidaki diyagramda verilmistir:

m-stirekli

T~

smg-stirekli smy-stirekli

\/

smag-surekli

Sekil 4.1. m-stirekli ve sm;-stirekli (¢ = 1, 2, 3) m-fonksiyonlar arasindaki iligkiler

4.3. Yan Coklu T, ve Yar1 Coklu T; Uzaylan

Tanim 4.3.1. (M, 7) bir m-topolojik uzay olsun. x; # x2 olmak tizere her {c,/x:},
{ca/z2} ¢oklu tek nokta kiimeleri igin birini igerip digerini icermeyen en az bir
yari ¢oklu agik kiime varsa, yani {c;/z1} C U, {c2/22} Z U veya {ci/z:} Z V,
{co/x2} C V olacak sekilde U, V yar1 ¢oklu agik kiimeleri mevcutsa (M, 7) uzayma

yari ¢oklu Tj (sm-1p) uzay1 denir.

Ornek 4.3.1. M = {2/a,3/b} goklu kiimesi tizerinde 7 = {0, M, {1/a},{2/a},
{1/a,3/b}} m-topolojisi verilsin. Bu uzayda sm-agik kiimelerin simfi S, =
{0, M,{1/a},{2/a},{1/a,3/b},{2/a,2/b},{2/a,1/b}} dir. Buna gore, (M, 7) uzay1

sm-Tj uzayidir.
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Teorem 4.3.1. Bir sm-Tj uzayimn her m-agik alt uzay1 da sm-Tj dir.

Ispat: (M, 7) bir sm-T; uzay1 ve N T M m-agik alt kiimesi verilsin. (N, 7y)
alt uzayimmn da sm-7; oldugunu gostermek igin z; # z, olacak sekilde {c¢;/z;},
{ca/z2} T N C M c¢oklu tek nokta kiimeleri verilsin. (M, 1) bir sm-T; uzay1
oldugundan {ci/x1} T U, {ca/x2} Z U veya {c1/z1} L V, {c2/x2} T V olacak
sekilde U, V' sm-agik kiimeleri mevcuttur. {c;/z1} C UTNN, {ca/x2} Z UMNN veya
{c1/z1} L VI N, {c2/x2} T VN elde edilir. N bir m-agik kiime oldugundan
Teorem 4.1.3 geregi UM N, VN sm-agik kiimelerdir. O halde (N, 7y) uzay1 sm-1;
dir.

Omnek 4.3.2. M = {2/a,3/b,1/c} coklu kiimesi tizerinde
T={0,M,{1/a,2/b},{2/a,1/c},{1/a},{2/a,2/b,1/c}} m-topolojisi verilsin. S, =
{0, M,{1/a,2/b},{2/a,1/c},{1/a},{2/a,2/b,1/c},{2/a,1/b,1/c},{1/a,3/b,1/c},
{1/a,2/b,1/c},{1/a,1/b,1/c},{1/a,1/b, },{1/a,3/b},{1/a,1/c}} olur.

Bir N = {1/a,2/b} m-agik kiimesi i¢in 7y = {0, N, {1/a}} ve S, = {0, N, {1/a},
{1/a,1/b}} olur. Buradan (N, 7y) alt uzaymin da sm-T; uzay1 oldugu goriliir.

Not 4.3.1. sm-T uzay1 olma 6zelligi m-acik olmayan ¢oklu alt kiimeler tizerinde

genelde kalitsal degildir.

Teorem 4.3.2. m-topolojik uzaylarin sm-Tj, uzay1 olma 6zelligi bir m-topolojik

ozelliktir.

Ispat: (M, 7) ve (N,o) iki m-topolojik uzay olmak iizere f: (M,7) — (N,0)
m-homeomorfizmi verilsin. (M, 7) ¢oklu uzayimn sm-7; oldugunu kabul edelim.
y1 # y2 olmak tizere {d,/y1}, {d2/y.} C N ¢oklu tek nokta kiimeleri i¢in f orten
oldugundan f({c1/x1}) = {di/y1} ve f({c2/x2}) = {da/y.} olacak sekilde {c¢;/x1},
{ca/z2} T M ¢oklu tek nokta kiimeleri vardir ve f birebir oldugundan z; #
dir. (M, 7) uzayt sm-Tj oldugundan {c;/x1} T U, {ca/z2} L U veya {ci/z1} LV,
{c2/x2} C V olacak sekilde U,V C M sm-acik kiimeleri mevcuttur.

U C M sm-agik kiimesi mevcut ise sm-agik kiime tanimindan G T U C mcl(G)
olacak sekilde bir G m-acik kiimesi vardir. Buradan f(G) C f(U) C f(mcl(G))

yazilabilir. f m-siirekli oldugundan f(mcl(G)) C mcl(f(G)) dir. f~! m-siirekli ve
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G C M m-agik oldugundan f(G) C N de m-agik olur. f(G) C f(U) C mcl(f(G))
oldugundan f(U) C N kiimesi sm-agik ve f({ci/z1}) = {di/m} T f(U),
f{ea/x2}) = {d2/y2} L f(U) elde edilir. V' T M sm-agik kiimesinin mevcut
oldugu durumda da benzer sekilde f(V) C N sm-agik kiimesi bulunur. O halde
(N,o) uzay1 sm-T; dir ve dolayisyla sm-T; uzayr olma 6zelligi bir m-topolojik

ozelliktir.

Teorem 4.3.3. (M, 7) uzay1 sm-1 ve 7 < o ise (M, o) uzayi da sm-Tj dir.

Ispat: Teorem 4.1.8 ve Tanim 4.3.1 den elde edilir.

Not 4.3.2. Her c¢oklu agik kiime bir yar1 ¢oklu agik kiime oldugundan her m-Tj

uzay1 bir sm-Tj uzayidir. Fakat bu ifadenin tersi genelde dogru degildir.

Ornek 4.3.3. M = {2/a,3/b,1/c} coklu kiimesi tizerinde
T={0,M,{1/a,2/b},{2/a,1/c},{1/a},{2/a,2/b,1/c}} m-topolojisi verilsin. S, =
{0, M,{1/a,2/b},{2/a,1/c},{1/a},{2/a,2/b,1/c},{2/a,1/b,1/c},{1/a,3/b,1/c},
{1/a,2/b,1/c},{1/a,1/b,1/c},{1/a,1/b,},{1/a,3/b},{1/a,1/c}} olur. Buna gore,
(M, 7) uzayr sm-1y dir, fakat m-1; degildir. Ciinkd, {2/a},{1/c} T M igin
{2/a} CU,{1/c} Z Uve{2/a} ZV,{1/c} C V olacak sekilde U,V € 7 m-agik

kiimeleri bulunamaz.

Tanim 4.3.2. (M, 7) bir m-topolojik uzay olsun. z; # x, olmak tizere her {c¢;/z;},
{ca/x2} ¢oklu tek nokta kiimeleri i¢in her birinin digerini icermeyen yar1 ¢oklu
acik bir m-komsulugu varsa, yani {¢;/z1} C U, {ca/z2} Z U ve {c1/z1} Z 'V,
{ca/z2} T V olacak sekilde U, V' yar1 ¢oklu agik kiimeleri mevcutsa (M, 7) uzayma
yar1 ¢oklu T’ (sm-T}) uzay1 denir.

Teorem 4.3.4. Bir sm-T' uzayimn her m-agik alt uzay1 da sm-T7; dir.

Ispat: (M, 7) bir sm-T) uzay1 ve N T M m-agik alt kiimesi verilsin. (N, 7y)
alt uzaymin da sm-7 oldugunu gostermek igin x; # x5 olacak sekilde {ci/x1},
{ca/z2} T N C M c¢oklu tek nokta kiimeleri verilsin. (M, 1) bir sm-1} uzay1
oldugundan {c¢;/z1} T U, {c2/x2} L U ve {c1/x1} L V, {c2/x2} T V olacak

sekilde U,V sm-agik kiimeleri mevcuttur. {¢;/z1} T UNN, {¢2/x2} L UT N ve
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{c1/z1} L VIIN, {ca/xs} T VN elde edilir. N bir m-agik kiime oldugundan
Teorem 4.1.3 geregi UTIN, VN sm-agik kiimelerdir. O halde (N, 7y) uzay1 sm-1}
dur.

Teorem 4.3.5. m-topolojik uzaylarn sm-T) uzay1 olma 6zelligi bir m-topolojik

ozelliktir.

Ispat: (M,7) ve (N, o) iki m-topolojik uzay olmak tizere f: (M,7) — (N,0)
m-homeomorfizmi verilsin. (M, 7) ¢oklu uzaymin sm-7; oldugunu kabul edelim.
y1 # y2 olmak tizere {d;/y1}, {d2/y.} T N ¢oklu tek nokta kiimeleri i¢in f orten
oldugundan f({c1/x1}) = {di/y1} ve f({c2/x2}) = {d2/y.} olacak sekilde {c¢;/x1},
{ca/z2} T M ¢oklu tek nokta kiimeleri vardir ve f birebir oldugundan z; # -
dir. (M, 7) uzayr sm-1; oldugundan {c,/z1} C U, {ca/x2} Z U ve {c1/z1} Z V,

{c2/x2} C V olacak sekilde U,V C M sm-acik kiimeleri mevcuttur.

U ve V sm-agik kiimeleri i¢in sm-agik kiime tanimindan G C U C mcl(G) ve
H C V C mcl(H) olacak sekilde G' ve H m-agik kiimeleri vardir. Buradan
(G) T f(U) T fmel(G)) ve f(H) T f(V) C f(mel(H)) yazilabilir. f
m-stirekli oldugundan f(mcl(G)) T mcl(f(G)) ve f(mcl(H)) T mel(f(H)) dir.
! m-siirekli ve G, H T M m-agik oldugundan f(G), f(H) £ N kiimeleri de
m-agik olur. Buradan f(G) C f(U) C f(mcl(G)) ve f(H) C f(V) C f(mcl(H))
oldugundan f(U), f(V) C N kumeleri sm-agik, f({ci/x1}) = {di/n1} T f(U),
f{ea/x2}) = {do/y2} & f(U) ve f({cr/an}) = {di/in} & F(V), f({cz/22}) =
{d2/y2} T f(V) elde edilir. O halde (N, o) uzayr sm-1} dir ve dolayisyla sm-T;

uzay1 olma 6zelligi bir m-topolojik 6zelliktir.

Teorem 4.3.6. (M, 7) uzay1 sm-T; ve 7 < o ise (M, o) uzayi da sm-1; dir.

Ispat: Teorem 4.1.8 ve Tanim 4.3.2 den elde edilir.

Not 4.3.3. Her ¢oklu agik kiime bir yar1 ¢oklu agik kiime oldugundan her m-T}

uzay1 bir sm-T; uzayidir. Fakat bu ifadenin tersi genelde dogru degildir.

Teorem 4.3.7. Her sm-T} uzay1 sm-1; dir.

Ispat: Tanim 4.3.1 ve Tanim 4.3.2 den elde edilir.
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Not 4.3.4. Teorem 4.3.7 in tersi genelde dogru degildir.

Ornek 4.3.4. M = {2/a,3/b,1/c} coklu kiimesi iizerinde
T={0,M,{1/a,2/b},{2/a,1/c},{1/a},{2/a,2/b,1/c}} m-topolojisi verilsin. S, =
{0, M,{1/a,2/b},{2/a,1/c},{1/a},{2/a,2/b,1/c},{2/a,1/b,1/c},{1/a,3/b,1/c},
{1/a,2/b,1/c},{1/a,1/b,1/c},{1/a,1/b, },{1/a,3/b},{1/a,1/c}} olur. Buna gore,
(M, 7) uzayr sm-Tj dir, fakat sm-1; degildir. Cunkt, {2/a},{1/c} T M igin
{2/a} C U, {1/c} Z U olacak sekilde U € S, sm-agik kiimesi bulunamaz.

4.4. Yar Coklu Hausdorff Uzaylar

Tanim 4.4.1. (M, 7) bir m-topolojik uzay olsun. x; # x5 olmak tizere her {c,/x:},
{ca/x2} goklu tek nokta kiimelerinin ayrik yar1 ¢oklu agtk m-komsuluklar varsa,
yani {¢i/z1} C U, {c2/z2} TV ve UMV = () olacak sekilde U,V yar1 ¢oklu agik

kiimeleri mevcutsa (M, 7) uzayma sm-15 (sm-Hausdorff) uzay: denir.

Teorem 4.4.1. Bir sm-Hausdorff uzaymin her m-acik alt uzay: da sm-Hausdorff

dur.

Ispat: (M, 7) bir sm-Hausdorff uzay1 ve N T M m-acik alt kiimesi verilsin.
(N, 7n) alt uzaymin da sm-Hausdorff oldugunu gostermek icin z; # x5 olacak
sekilde {c;/x1}, {c2/x2} T N C M ¢oklu tek nokta kiimeleri verilsin. (M, 1) bir
sm-Hausdorff uzay1 oldugundan {c,/z1} C U, {co/x2} C V ve UMV = () olacak
sekilde U,V sm-acgik kiimeleri mevcuttur. {c¢;/z1} C UM N, {c3/x} T VN
ve UNN)N(VAN)=UNV)AN = 0NN = ( elde edilir. N bir m-agik
kiime oldugundan Teorem 4.1.3 geregi U NN, VN sm-acik kiimelerdir. O halde

(N, 7n) uzay1 sm-Hausdorff olur.

Not 4.4.1. sm-Hausdorff uzay1 olma 6zelligi m-agik olmayan ¢oklu alt kiimeler

tizerinde genelde kalitsal degildir.

Teorem 4.4.2. m-topolojik uzaylarin sm-Hausdorff uzayr olma ozelligi bir

m-topolojik 6zelliktir.

Ispat: (M, 7) ve (N, o) iki m-topolojik uzay olmak iizere f: (M,7) — (N,0)

m-homeomorfizmi verilsin. (M, 7) ¢oklu uzaymn sm-Hausdorff oldugunu kabul
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edelim. y; # y, olmak tizere {d;/y1}, {d2/y2} T N coklu tek nokta kiimeleri i¢in
f orten oldugundan f({ci/z1}) = {di/y1 } ve f({ca/z2}) = {d2/y2} olacak sekilde
{c1/21}, {ca/z2} T M ¢oklu tek nokta kiimeleri vardir ve f birebir oldugundan
r1 # xo dir. (M, 7) uzayr sm-Hausdorff oldugundan {c;/z,} T U, {c2/22} TV ve
U NV = olacak sekilde U,V C M sm-acik kiimeleri mevcuttur.

U ve V sm-agik kiimeleri i¢in sm-agik kiime tanimindan G C U C mcl(G) ve
H C V C mcl(H) olacak sekilde G' ve H m-agik kiimeleri vardir. Buradan
f(G) T f(U) T f(md(G)) ve f(H) T f(V) T f(mcl(H)) yazlabilir. f
m-stirekli oldugundan f(mcl(G)) T mcl(f(G)) ve f(mcl(H)) T mcl(f(H)) dir.
! m-stirekli ve G, H C M m-agik oldugundan f(G), f(H) C N kiimeleri de
m-agik olur. Buradan f(G) C f(U) C f(mcl(G)) ve f(H) C f(V) C f(mcl(H))
oldugundan f(U), f(V) C N sm-agiklar ve f({ci/z1}) = {di/m} T f(U),
J({e2/x2}) = {da/ya} T f(V) elde edilir. UMV = () ve f birebir oldugundan
O f(V)y=fUNV)= f(0) =0 bulunur. O halde (N, ¢) uzay1 sm-Hausdorff

dur ve dolayisyla sm-Hausdorff uzay1 olma 6zelligi bir m-topolojik 6zelliktir.

Teorem 4.4.3. (M,7) uzay1 sm-Hausdorff ve S, < S, ise (M,o) uzay: da

sm-Hausdorff dur.

Ispat: Teorem 4.1.8 ve Tanim 4.4.1 den elde edilir.

Not 4.4.2. Her ¢oklu agik kiime bir yar1 ¢oklu agik kiime oldugundan her
m-Hausdorff uzay: bir sm-Hausdorff uzayidir. Fakat bu ifadenin tersi genelde

dogru degildir.

Teorem 4.4.4. Her sm-Hausdorff uzay1 sm-T; dir.

Ispat: (M, 7) bir sm-Hausdorff m-topolojik uzay olsun. O zaman z; # x5 olmak
tizere her {c;/x1}, {c2/x2} ¢oklu tek nokta kiimeleriigin {c; /z1} E U, {co/xo} TV
ve UMV = () olacak sekilde U, V yar1 ¢oklu agik kiimeleri mevcuttur. {¢;/z,} C U,
{ca/z2} TV veUNV = oldugundan {c,/z,} Z V ve {ca/xs} Z U olur. O halde
(M, 7) uzay1 sm-T; dir.

Not 4.4.3. Teorem 4.4.4 in tersi genelde dogru degildir.
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m-Ty, m-T1, m-Hausdorff, sm-Tj, sm-T; ve sm-Hausdorff aksiyomlar: arasindaki

iliski asagidaki diyagramda verilmistir:

m-Hausdorff =—= m-T|, =——= m-1,

ﬂ |

sm-Hausdorff = sm-T; —= sm-Tj

Sekil 4.2. m-T; ve sm-T; (i = 0, 1, 2) uzaylar arasindaki iligkiler

4.5. Yar Coklu Regiiler ve Yar:1 Coklu Normal Uzaylar

Coklu regiiler ve coklu normal uzay kavramlari: daha 6nce [11] de tanimlanmustir.
Yar1 ¢coklu acik ve yar1 ¢coklu kapali kavramlar: yardimiyla regiilerlik ve normallik
¢oklu topolojik uzaylar i¢in genellestirildiginde ise 3 farkli yar1 ¢oklu regiiler ve

yar1 ¢oklu normal tanimlari ortaya ¢ikmustir.

Tanim 4.5.1. (M, 7) bir m-topolojik uzay olsun.

1. Her ¢oklu kapali £ kiimesi ve {c¢/x} £ F olmak tizere her {c/x} tek nokta
coklu kiimesii¢in FF C U, {¢/x} C V ve UMV = () olacak sekilde U, V yari

coklu agik kiimeleri mevcutsa (M, 7) uzayina sm;-regiiler uzay denir.

2. Her yar1 ¢oklu kapali F' kiimesi ve {¢/z} Z F olmak tizere her {c¢/z} tek
nokta ¢oklu kiimesi i¢cin F C U, {¢/x} C V ve UV = () olacak sekilde
U,V yari ¢oklu agik kiimeleri mevcutsa (M, 7) uzayimna smo-regiiler uzay

denir.

3. Her yar ¢oklu kapali F' kiimesi ve {c¢/x} Z F olmak tizere her {c/z}
tek nokta ¢oklu kiimesi i¢in F C U, {¢/z} C V ve U NV = () olacak
sekilde U,V ¢oklu agik kiimeleri mevcutsa (M, ) uzayma smg-regiiler

uzay denir.

Teorem 4.5.1. Asagidaki gerektirmeler saglanir:

1. Her sms-regiiler uzay hem m-regiilerdir hem de sm,-regiilerdir.
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2. Her m-regiiler uzay sm,-regtilerdir.

3. Her smy-regiiler uzay sm;-regiilerdir.

Ispat: Tanimlar 3.6.5,4.5.1 ve Teorem 4.5.1 den elde edilir.

Not 4.5.1. Teorem 4.5.1 de verilen iliskilerin tersleri genelde dogru degildir.
Teorem 4.5.1 de ifade edilen yar1 ¢oklu regiilerlik kavramlar: arasindaki iligkiler
asagidaki diyagramda verilmistir:

m-regiiler

T~

sms-regiiler smy-regiiler

/

smo-regiiler

/\

Sekil 4.3. m-regiiler ve sm-regiiler (¢t = 1, 2, 3) uzaylar arasindaki iligkiler

Tanim 4.5.2. Bir (M, 7) m-topolojik uzay1 hem sm-T; uzay1 hem de sm;-regiiler

(t =1,2,3) ise (M, 7) uzayma sm;-T5 uzay1 denir.

Teorem 4.5.2. t = 1,2, 3 igin her sm;-T3 uzay1 sm;-regiilerdir, fakat tersi genelde
dogru degildir.

m-regtiler, m-T3, smy-regiiler (¢t = 1,2,3), sm-T3 (t = 1,2,3) ayirma aksiyomlar1

arasindaki bazi iliskiler asagida verilmistir:

Smg-Tg — SmQ-Tg — Sml-Tg

sma-13 m-T15 m-regiiler
smo-Ty == sm,-regiiler

t=1,2,3icin,
smy-T5 == smy-regiiler
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Tanim 4.5.3. (M, 7) bir m-topolojik uzay olsun.

1. 4 N F, = 0 olacak sekilde her ¢oklu kapali Fi, F» kiimeleri igin
F,C U, F,CVveUnNnV = (olacak sekilde U, V yar1 ¢coklu agik kiimeleri

mevcutsa (M, 7) uzaymna sms-normal uzay denir.

2. Fy 1 Fy, = { olacak sekilde her yar1 ¢oklu kapali Fy, F, kiimeleri igin
F,C U, F,CVveUnNV = (olacak sekilde U, V yar1 ¢coklu agik kiimeleri

mevcutsa (M, 7) uzaymna sme-normal uzay denir.

3. Fy 1 Fy, = () olacak sekilde her yar1 ¢oklu kapali Fi, F, kiimeleri igin
FFCU, F, CVveUnNnV = () olacak sekilde U,V ¢oklu agik kiimeleri

mevcutsa (M, 7) uzayina sms-normal uzay denir.
Teorem 4.5.3. 1. Her m-normal uzay sm;-normaldir.
2. Her smy-normal uzay sm,-normaldir.

3. Her smg-normal uzay hem m-normaldir hem de sm,-normaldir.

Ispat: Tanimlar 3.6.7, 4.5.3 ve Teorem 4.5.3 den elde edilir.

Not 4.5.2. Teorem 4.5.3 de verilen iliskilerin tersleri genelde dogru degildir.
Teorem 4.5.3 de ifade edilen yar1 ¢oklu normallik kavramlar: arasindaki iliskiler
asagidaki diyagramda verilmistir:

m-normal

T~

sms-normal smj-normal

\/

smsy-normal

Sekil 4.4. m-normal ve sm;-normal (¢ = 1, 2, 3) uzaylar arasindaki iligkiler

Tanim 4.5.4. Bir (M, 1) m-topolojik uzay1 hem sm-T; uzay: hem de sm;-normal

(t =1,2,3) ise (M, 7) uzayma sm;-T uzay1 denir.
46



Teorem 4.5.4. ¢t = 1,2, 3 i¢in her sm;-T, uzay1 sm,-normaldir, fakat tersi genelde

dogru degildir.

m-normal, m-T,, sm;-normal (t = 1,2,3), smy-T; (t = 1,2,3) ayirma aksiyomlar1

arasindaki baz iligkiler asagida verilmistir:

STTLg-T4 — SmQ-T4 — sml-T4

sms-1y m-1y m-normal
smo-1T, == sm-normal

t=1,2,31¢in,

smy-Ty == sm;-normal
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5. BOLUM

SONUC VE ONERILER

5.1. Sonucg

Bu tez calismasinda, ¢oklu kiime kavrami, temel topolojik kavramlar ve bunlarla
ilgili cesitli Ozellikler, teoremler ve Ornekler verilmistir.  Coklu topolojik
uzaylardan bahsedilerek ¢oklu siireklilik, ¢oklu homeomorfizm gibi kavramlar
ve coklu ayirma aksiyomlar: ifade edilmistir. Ardindan ¢oklu topolojik uzaylarda
yar1 ¢oklu agik ve yari ¢oklu kapali kiime kavramlar: tanimlanmis ve bazi 6nemli
ozellikler verilmistir. Yar: ¢oklu siireklilik tanimlar: verilerek yar1 ¢oklu ayirma
aksiyomlar: karakterize edilmistir. Ayrica aralarindaki iliskiler gosterilerek bazi

ozellikleri incelenmistir. Elde edilen 6nemli sonuglar asagida siralanmistr.

1. Coklu topolojik uzaylar igin yar1 ¢oklu agik ve yar1 ¢oklu kapali kiime
kavramlar: tanimlanarak ¢oklu agik ve ¢oklu kapali kavramlardan daha

zayif oldugu gosterilmistir.

2. Topolojik uzaylardaki yar siireklilik kavramlarma benzer sekilde ¢oklu
topolojik uzaylarda da ti¢ farkli genellestirilmis yar1 ¢oklu siireklilik
kavrami (smy-strekli, ¢ = 1,2, 3) tanimlanarak ve aralarindaki iliskiler

incelenmistir.

3. Yari ¢oklu ayirma aksiyomlar1 (sm-T;, i = 0,1, 2) karakterize edilmistir.
Burada i = 0,1,2 igin bir sm-T; uzaymun her ¢oklu agik alt uzayr da
sm-T; dir. Yani, ¢oklu ayirma aksiyomlar: kalitsal olmasina ragmen, yar1
¢oklu ayirma aksiyomlarinin sadece ¢oklu agik kiimeler tizerinde kalitsal

oldugu elde edilmistir.



4. Coklu ayirma aksiyomlarindaki gibi asagidaki gerektirmeler saglanir:

sm-T5 (sm-Hausdorff) = sm-1T; = sm-Tj

5. Her ¢oklu agik kiime bir yar1 ¢oklu agik kiime oldugundan i = 0, 1, 2 igin
her m-T; uzay bir sm-T; uzayidir. Fakat bu ifadenin tersi genelde dogru

degildir.

6. Coklu topolojik uzaylarda tanimh m-regiiler, m-normal, m-T5 ve m-T}
uzaylarin yaninda, yar1 ¢oklu agik ve yari ¢oklu kapali kiime kavramlar:
ile tiger farkli yar1 ¢oklu regiiler, yar1 ¢oklu normal, yar1 ¢oklu 75 ve
yari-yar1 ¢oklu 7} aksiyomlar1 (sm-regiiler, sm;-normal, sm-T5, sm-T,

t = 1,2, 3) tanimlanmistir ve aralarindaki iliskiler gosterilmistir.

5.2. Oneriler

Coklu topolojik uzaylar tizerinde asagida verilen calismalar yapilabilir:

1. Coklu topolojik uzaylar icin kompaktlik, baglantililik, yari-kompaktlik,
yari-baglantililik gibi topolojik kavramlar tanimlanabilir. Elde edilen
genellestirilmis tamimlarin  klasik tanimlarla arasindaki iliskiler

incelenebilir.

2. Yar1 ¢oklu homeomorfizm ve yar1 ¢oklu topolojik 6zellik kavramlar:
tanimlanarak, elde edilen yar1 ¢oklu ayirma aksiyomlarmin birer yari

coklu topolojik 6zellik olup olmadiklari arastirilabilir.

3. Elde edilen teorik sonuglarn giinliik hayattan Ornekler iizerine

uygulanabilirligi incelenerek pratik uygulama alanlar: bulunabilir.

4. Coklu topolojik uzaylarin kategorisi insa edilip, bir topolojik kategori
olup olmadig: arastirilabilir. Topolojik kategori oldugu elde edilirse,
baslangi¢ kaldirma, bitis kaldirma ve diskre objeler yardimiyla lokal ve
genel ayirma aksiyomlari, kapalilik, baglantililik, kompaktlik gibi dnemli

topolojik kavramlar bu kategoride karakterize edilebilir.
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