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OZET

Bu tez alt1 boliim icermektedir. Birinci boliimde, tezde kullanilan bazi temel kavramlar
tanmitilmig, lineer olusum denklemleri hakkinda genel bilgiler verilmistir. Sonlu farklar
ve sonlu elemanlar yontemleri ile birlikte spline interpolasyon ve B-spline interpolasyon
fonksiyonlar1 tanimlanmistir. Son olarak, niimerik ¢oziimleri hesaplanacak olan dalga
denklemleri test problemleri ile birlikte tanitilmistir.

Ikinci boliimde; model problemlerden sinir sartlar1 ile verilen Gilson-Pickering (GP)
denklemi septik B-spline kollokasyon metodu kullanilarak niimerik olarak ¢oziilmiistiir. Tek
solitary dalga hareketinin incelendigi test problemi ile tam ¢6ziim ve niimerik sonuglar
karsilagtirilarak ¢oziilmiistiir. Elde edilen sonuglar tablolastirilmis ve denklem igin kararlilik
analizi yapilmistir.

Uciincii boliimde; Genellestirilmis Oskolkov denkleminin yaklagik ¢oziimiinii hesaplamak
icin kuintik B-spline fonksiyonlara dayali kollokasyon sonlu elemanlar yOntemi
uygulanmustir. Onerilen yontem, tek solitary dalga hareketi ve Gaussian ile Undular Bore
baslangic sartlar1 kullanilarak ¢6ziilmiistiir. Elde edilen sonuglar tablolastirilmis ve denklem
icin kararlilik analizi yapilmistir.

Dordiincii boliimde, Kudryashov-Sinelschkov denkleminin septik B-spline fonksiyonlar
kullanilarak sonlu eleman modeli olusturulmustur. Kudryashov-Sinelschkov denkleminin
sok dalga hareketi, iki solitary dalganin etkilesimi, Gaussian sart1 ve Undular bore baglangi¢
sart1 ile ele alinmistir. Elde edilen sonuglar tablolastirilmis ve denklem i¢in kararlilik analizi
yapilmistir.

Besinci boliimde, ilk boliimde tamitilan fifth order Korteweg de Vries (fKdV) sayisal
cOziimleri arastirllmistir. Sawada-Kotera (SK), Caudrey-Dodd-Gibbon (CDG), Lax, Kaup-
Kuperschmit (KK) ve Ito denklemleri i¢in septik B-spline fonksiyonlar kullanilarak niimerik

coziimleri elde edilmigstir. Her bir denklem icin tek solitary dalga hareketi incelenmis,

v



sonuclar tablolagtirllmistir. Yine her bir denklem i¢in kararlilik analizi yapilmistir.
Altinc1 boliimde, her bir denklem i¢in tezde kullanilan kollokasyon sonlu elemanlar yontemi

ile elde edilen sonuglar ve oneriler verilmistir.

Anahtar kelimeler: Gilson-Pickering (GP) Denklemi, Genellestirilmis Oskolkov
Denklemi, Kudryashov-Sinelschkov Denklemi, Besinci Dereceden KdV (fKdV) Denklemi,
Sonlu Elemanlar Yontemi

Tez Damisman: Doc. Dr. S. Battal Gazi KARAKOC

Sayfa Adeti: 142



NUMERICAL SOLUTIONS OF SOME PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
WITH B-SPLINE FINITE ELEMENT METHOD
(Ph. D. Thesis)

Derya YILDIRIM SUCU
NEVSEHIR HACI BEKTAS VELI UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
JANUARY 2023

ABSTRACT

This Ph.D. thesis contains six sections. In the first section, some basic concepts used in
the thesis are introduced and general information about linear formation equations is given.
Spline interpolation and B-spline interpolation functions are defined together with finite
difference and finite element methods. Finally, wave equations, whose numerical solutions
are to be calculated, are introduced together with the test problems.

In the second section; Gilson-Pickering (GP) equation given with boundary conditions from
model problems is solved numerically by using septic B-spline collocation method. The
test problem in which single solitary wave motion is examined is solved by comparing the
exact solution and numerical results. Obtained results are tabulated and stability analysis is
performed for the equation.

In the third section; To calculate the approximate solution of the generalized Oskolkov
equation, the collocation finite element method based on quintic B-spline functions is
applied. The proposed method is solved using single solitary wave motion and Gaussian and
Undular Bore initial conditions. Obtained results are tabulated and stability analysis is
performed for the equation.

In the fourth section, the finite element model of the Kudryashov-Sinelschkov equation
is constructed using septic B-spline functions. Shock wave motion of Kudryashov-
Sinelschkov equation, interaction of two solitary waves, Gaussian condition and Undular
bore initial condition are discussed. Obtained results are tabulated and stability analysis is
performed for the equation.

In the fifth section, numerical solutions of the fifth order Korteweg de Vries (fKdV)
equations introduced in the first section are investigated. Numerical solutions of Sawada-
Kotera (SK), Caudrey-Dodd-Gibbon (CDG), Lax, Kaup-Kuperschmit (KK) and Ito

equations are obtained by using septic B-spline functions. For each equation, single solitary
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wave motion is examined and the results are tabulated. Again, stability analysis is performed
for each equation.
In the sixth section, the results and suggestions obtained by the collocation finite element

method used in the thesis for each equation are given.

Keywords: Gilson-Pickering (GP) Equation, Generalized Oskolkov Equation,
Kudryashov-Sinelschkov Equation, Fifth Order KdV (fKdV) Equation, Finite Element
Method.

Thesis Supervisor: Assoc. Prof. Dr. S. Battal Gazi KARAKOC

Page Number: 142
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1. BOLUM
GIRIS

Fiziksel olaylar1 modellemek, miihendis ve bilim adamlarinin bagvurdugu en 6nemli
olgulardan biridir. Gerek biyolojik, kimyasal ya da jeolojik olsun gerekse havacilik
gibi ¢esitli is sektorlerinde olsun, hemen hemen dogadaki tiim olaylar fizik kanunlari
ve aksiyomlariin veya diger alanlarin yardimi ile cebirsel, diferansiyel ve/veya integral
denklemler cinsinden tamimlanabilir. Ilgili degiskenler acisindan fiziksel veya fizyolojik
siireclerin analitik tamimlarina matematiksel modeller denir. Bir siirecin matematiksel
modelleri, siirecin nasil ¢calistigina iligkin varsayimlar ile siireci yoneten uygun aksiyomlar ve
yasalar kullanilarak gelistirilir. Genellikle geometrik olarak karmagik alanlara yerlestirilmis
karmagik cebirsel, diferansiyel ve/veya integral denklemlerle karakterize edilirler. Diinyada
meydana gelen doga olaylarin1 tamimlamak i¢in kullanilan kavramlar biiyiik ol¢iide dife-
ransiyel denklemlere dayanmaktadir. Katilarin titresimleri, sivilarin akisi, kimyasallarin
difiizyonu, 1sinin yayilmasi, molekiillerin yapisi, elektronlarin etkilesimleri ve elektro-
manyetik dalgalarin radyasyonu bunlara ornek verilebilir. Kismi diferansiyel denklemler
teorisi modern matematikte, ozellikle geometri ve analizde merkezi bir rol oynamaktadir.
Yiiksek hizli bilgisayarlarin ortaya ¢ikmasi daha fazla sayida bilim insaninin kismi dife-
ransiyel denklemlerin niimerik ¢éziimleri ile ilgilenmesine sebep olmustur. Cogu durumda,
kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini hesaplamanin ve anlamanin tek yolu, 6nemli bir
konu olan sayisal yaklasim semalarinin tasarimidir. Ancak, ¢oziimlerin analitik 6zellikleri
derinlemesine anlasilmadan sayisal ¢6ziimleri hakkinda yeterli bilgi sahibi olunamaz. Bu ne-
denle denklemler i¢in elde edilen analitik ve sayisal yaklagimlar ayrilmaz bir sekilde i¢ icedir.
Cogu problem icin analitik yontemler ile tam ¢oziimlerin elde edilmesi asir1 derecede zor
olmasa da geometrik ve malzeme karmasikliklar1 nedeniyle bazi durumlarda gii¢ olabilmek-
tedir. Bu tiir durumlarda, sayisal analiz yontemlerini kullanmak denklemlerin ¢oziimiinii
bulmanin bir yolunu saglar. Sayisal yontemlerin denklemlere uygulanmasi ile cebirsel denk-
lem sistemleri elde edilir bu cebirsel denklemler uygun bilgisayar programlar1 kullanilarak
¢oziiliir. Bahsedilen sayisal ¢oziim metotlar1 arasinda en ¢ok kullanilan metotlar sonlu fark-
lar metodu, varyasyonel, agirlikli kalan ve sonlu elemanlar metotlaridir.

Ik olarak 1960 larda ortaya atilan sonlu elemanlar yontemi, kismi diferansiyel denklem-
lerle modellenen problemlerin niimerik olarak ¢oziilmesinde kullanilan etkili tekniklerden

biridir. Yontem; coklu fizik, karmagsik geometri ve sinir kosullarimi iceren ¢ok sayida



gercek diinya problemlerine kolaylikla uygulanabilir. Sonlu elemanlar yonteminde, belirli
bir alan, alt alanlar toplulugu olarak goriiliir ve her bir alt alan iizerinde denkleme varyasyon
yontemlerinden uygun olan herhangi biri uygulanir. Bir alt alan toplulugu iizerinde yaklasik
coziimler aramanin ana nedeni, karmagik bir iglevi basit polinomlar olarak temsil etmenin
daha kolay olmasidir. Boylece siirekli olan problem, tamamen zaman-konum olarak ayrismis
bir sonlu elemanlar problemine doniisiir. Elde edilen probleme sonlu elemanlar yonteminin
basamaklar1 uygulanarak niimerik ¢oziimleri bulunur.

Bu boliimde dalgalarla ilgili temel kavramlar, soliton dalga teorisi tanitildiktan sonra kuintik
ve septik B-spline interpolasyon polinomlart ile ilgili kisa bilgiler verilmistir. Tezde, niimerik
coziimleri arastirilacak olan Gilson-Pickering (GP) denklemi, Genellestirilmigs Oskolkov
denklemi, Kudryashov-Sinelschkov (KS) denklemi ve besinci dereceden KdV (fKdV)
denklemleri (Sawada-Kotera denklemi, Caudrey-Dodd-Gibbon denklemi, Lax denklemi,

Kaup-Kuperschmidt denklemi ve Ito denklemi) tam ¢oziimleri ile birlikte verilmistir.



2. BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR

Bu kisimda kullanilan temel kavramlar hakkinda bilgiler verilmistir.

2.1 Dalga Tanim ve Cesitleri

Bir fizik terimi olarak dalga, parcaciklarin net hareketi olmadan enerji tasiyan bir ortam-
daki periyodik bozulmadir. Dalgalar elastik deformasyon, basing degisimi, elektrik veya
manyetik yogunluk, elektrik potansiyeli veya sicaklik seklinde olabilmektedir. Bagka bir
deyisle dalga, kati, sivi veya gaz halindeki bir ortamin maruz kaldig1 etkiyi iletmesidir.
Dalgalar, sabit konumlarda meydana gelen titresimlerden olusur ve bir siire¢ boyunca nasil
hareket ettiklerini betimleyen bir dalga denklemi ile tanimlanirlar. Bu denklemlerin cebirsel

ifadesi dalga tipine gore cesitlilik gostermektedir [1].

dalganin grup hizi=frekans x dalga boyu

A: Dalga boyu

Gen%ik(m)

\/ Zaman(s)

AN

—
geniglik

1 tam salinim
(Frekans=1 saniyedeki salinim sayi1s1)

----------- »d: suyun derinligi

Sekil 2.1  Basit bir dalga profili

2.1.1 Titresim Dogrultularina Gore Dalgalar

Titresim dogrultularina bagh olarak enine dalgalar veya boyuna dalgalar meydana gelebilir.
Yayilmaya enerji transferine dik yonde bir titresim meydana gelmesi enine dalgalarin

olugsmasina sebep olur. Isik dalgalar1 mekanik olmamakla birlikte enine dalgalardir. Eger



titresimler yayilma tarafina paralel ise boyuna dalgalar olusur. Gaz icindeki ses dalgalar

boyuna dalgalara bir 6rnektir.
2.1.2 Yayillma Ortamlarma Gore Dalgalar

Mekanik ve elektromanyetik dalgalar bu sinifin icinde yer alir.  Sabit konumlarda
titresimlerden olusan dalgalar, belirli bir siirede nasil ilerledigini tanimlayan denklem-
lerle ifade edilirler. Yayilabilmesi i¢in maddesel ortama ihtiya¢ duyan bu tiir dalgalara,
mekanik dalgalar denir. Elektromanyetik dalgalar ise maddesel ortam olmadig1 durumlarda
da iletilebilirler. Yildizlardan gelen 1s181n bosluga yakin bir ortamdan gecerek yeryiiziine

ulagmasi olay1 ornek olarak verilebilir.
2.1.3 Enerji Yaydiklar1 Boyutlarin Sayisina Gore Dalgalar

Dalgalar siniflandirilirken enerji yaydiklar1 boyutlarin sayisal degerine gore I-boyutlu, 2-
boyutlu ve 3-boyutlu dalgalar olarak isimlendirilirler. [-boyutlu dalgalara sicim ve yay
boyunca hareket eden dalgalar 6rnek olarak gosterilebilir. Belirli bir yerde sabit duran bir su
kiitlesine atilan sert bir cisim su yiizeyinde 2-boyutlu bir dalga olusturur. 3-boyutlu dalgalara
ornek olarak ise kaynagi tek bir nokta olan ve 1sinsal yonde yayilan ses veya 1s1k dalgalar

verilebilir [2].
2.2 Dalga ile Ilgili Temel Kavramlar

* Dalga Yonii (C): Dalganin ilerledigi taraftir.

* Dalga Profili (n7): Su seviyesinden baglayarak dalganin yapti§1 yer degistirme

eylemidir.
* Dalga Tepesi: Dalga profilinin en yiiksek kismudir.
* Dalga Cukuru: Dalga profilinin en dip kismidir.

» Dalga Boyu (4): Ardisik iki dalga tepesi ya da iki ardigik dalga ¢ukuru arasindaki

mesafedir.
* Dalga Sayisi(k =27 /A): Yatay uzunluktaki birim dalga boyunun 27 katidir.

* Dalga Yiiksekligi (7): Art arda gelen dalga tepesi ve dalga ¢ukuru arasindaki diisey

mesafedir.



Dalga genligi (a): Bir dalgay1 olusturan taneciklerin denge noktasiyla, denge

noktasina en uzakta bulunduklar1 noktanin arasindaki mesafedir.

Dalga Periyodu (7): Bir dalga boyunun belirli bir noktadan gecmesi i¢in gecen
siiredir. Yani bir dalgaboyu bir periyot siirede iiretilir. Dalga periyodu genellikle saniye

cinsinden belirtilir. Ornegin; her 6 saniyede bir dalga gibi.

Dalga Frekansi (f = 1/7T): Belirli bir zaman diliminde sabit bir noktadan birim

zamanda gecen dalga sayisidir.

Dalga Yayilma Hizi (c = A/T): Faz hiz1 olarak da adlandirilan dalga yayilma hizi,

ilerleyen bir dalganin hizini ifade eder. Dalga yayilma hizi m/sn cinsinden ifade edilir.

Dalga Dikligi (2/A): Dalga yiiksekliginin dalga boyuna oranidir. Bu deger biiyiidiikge

dalga daha dik ve sivri bir hal alacaktir.

L dalga profili
h = asin [k(x-ct)]
dalga tepesi L /
Z
. m L
X v
NV
d dalga ¢ukuru
z7=- deniz tabani

Sekil 2.2 Siniizoidal bir dalganin karakteristik gosterimi

2.3 Dalga Teorisi

Dalga konusunun tanimlanmasi matematiksel ifadelerle tam olarak miimkiin olmamaktadir

ve bu sorun hala arastirmacilarin 6nemli 6l¢ilide dikkatini ¢ekmektedir. Dalganin matema-

tiksel hesaplamalarda kullanilabilmesi icin birtakim farkli bakis agilariyla dalga formlar

tamimlanmaya calisilmistir. Bir dalgaya ait tiim gruplarda olusan dalgalar cebirsel olarak

tanimlanan dalga denklemi formu ile esdeger olmak zorundadir. Bu esdeger olma durumu

lineer veya lineer olmama seklinde ifade edilebilen sinir sartlarina baghdir.
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Dalga yiiksekligi; dalga boyu ve su derinligi ile kiyaslandiginda oldukga kiigiik ise matem-
atiksel ifadeler lineer formda ifade edilebildiginden literatiirde bu tip dalgalar lineer veya

Airy dalga olarak adlandirilirlar.
2.3.1 Kiiciik Genlikli Dalgalar (Lineer Dalga Teorisi)

Kaynaklarda Airy 1. mertebe dalga teorisi veya siniizoidal dalga teorisi olarak da ifade
edilebilen lineer dalga teorisi, ilk olarak 1845 te ortaya konmustur. Airy dalgasi, iki
boyutlu ideal siv1 akig1 kavramlar1 kullanilarak tiiretilmistir. Bu, viskozite, yiizey gerilimi
veya tiirbiilanstan biiyiik ol¢iide etkilenmeyen okyanus dalgalar1 icin makul bir baglangi¢
noktasidir. Teorinin uygulanmast oldukca basit olmasinin yani sira pek cok problemin
cOziimiinde epey kullanigh ve pratik c¢oziimlemelere sahip oldugundan konu ile ilgili
miihendisler tarafindan tercih sebebi olmustur. Fakat bu, teorinin her durum ve sartta uygu-
lanabilir olacagi anlamina gelmemektedir. Lineer dalga teorisinin en 6nemli avantaji teorinin
siiperpozisyon ilkesine dayali olmasidir. Bu durum, sadece siniizoidal formdaki kii¢iik
genlikli dalgalar icin gecerlidir.

Kiiciik genlikli dalgalarda /A oramnn limiti sifira yaklagmalidir. Bu dalgalarin formu
matematiksel olarak ifade edilirken siniis egrisine karsilik gelmektedir (siniizoidal dalgalar).
Kiiciik genlikli dalga teorisi #/A < 1/20 oldugu durumlarda genellikle dogru sonug veriyor
denilebilir. Kii¢iik genlikli dalgalar matematiksel olarak tanimlanirken sinir sartlarindaki

ikinci veya daha yiiksek mertebeden olan sartlar ihmal edilir.
2.3.2 Biiyiik Genlikli Dalgalar (Lineer Olmayan Dalga Teorisi)

Stokes, Cnoidal ve Solitary dalga teorileri farkli derinlikler i¢in oldukca yaygin sekilde
kullanilan lineer olmayan dalga teorileridir. Stokes dalga teorisi orta derinlikte ve derin
sulardaki dalgalar i¢in pratik bir sekilde kullanilabilir. 5.mertebeden Stokes dalga teorisi
gercek dalga profillerini vakit gectikce tahmin etmeyi bagsarmigtir. Bu dalga teorisi, dalga
kinematigini belirlemek ic¢in kiy1 ve acik deniz yapilarinin tasariminda kullanilir ve dalga
problemleri icin kayda de8er bir analitik ¢oziim sunar. Gercek bir dalga profili, bir siniis

egrisine gore daha kisa, daha yiiksek tepelere; daha uzun ve daha sig ¢ukurlara sahiptir.
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Sekil 2.3 Kiigiik ve biiyiik genlikli dalga tipleri
2.3.2.1 Biiyiik Genlikli Dalga Coziimleri

Lineer Olmayan Dalgalarda Stokes’un Pertiirbasyon yaklasim

Stokes, kendi adi ile anilan teorisini gelistirirken sonlu yiikseklikteki yer ¢ekimi merkezli
dalgalar inceleyebilmek i¢in pertiirbasyon etkisinden yararlanmistir. Stokes Teorisi’nde
hiz potansiyeli, boyutsuz bir parametrenin € = ka seklindeki kuvvet serileri olarak
gosterilmektedir. Bu kuvvet serileri yerlerine konulurken sinir ve siireklilik kosullari
esas alinmistir. Bu sekilde meydana gelen bagintilar € un artan kuvvetleri baz alinarak,
diizenlenip olusan seri katsayilarindan yiiksek mertebeden dalga teorileri olusturulmustur.
Kullanilan boyutsuz parametre pertiirbasyon parametresi ismini alir. Problemin ¢oziimiinii
elde edebilmek i¢in Laplace denklemi ve belirlenen sinir ve siirelilik kosullarini pertiirbasyon

parametresi formunda yazmak gerekir. Bu haliyle, “g” yercekimi ivmesini , “a” dalga

genligini ve “k” ise dalga sayisin1 gOstermek lizere asagidaki boyutsuz parametreler

tanimlanabilir:

X = kx,

Z =k, 2.1
_ ko
T oa/gk

Yeni tamimlanan degiskenlerle Laplace denklemi

*d P

seklini alir.



Kiigiik genlikli dalga teorisinde ise, lineer olmayan kosullar ortalama su seviyesinde Z = 0

civarinda incelenir ve (3%)2 gibi minimal ifadeler ihmal edilir. Sonug olarak, (ka)? terimi ka
ile karsilagtirildiginda ¢ok daha kiigiik oldugu goriiliir. Fakat pertiirbasyon yaklagiminda
sonucun ¢ ile ifade edilen ka ifadesine bagl oldugu diisiiniiliir. Bunun sonucu olarak
lineer ¢oziim € a bagli olmadig1 durumlarda ikinci, ticiincii mertebeden ¢oziimler €2, €

gibi biiyiikliiklere bagli olacaktir.
2.3.2.2 Akim Fonksiyonu Dalga Teorisi

Yiiksek mertebeden problem ¢oziimlerinin hesaplanmasi zor oldugundan, Stokes Teorisi’nin
bilgisayar ortaminda veya daha farkli yollarla hesaplanabilmesi icin daha kolay teorilere
ihtiya¢ duyulmustur. Bu teorilerden biri Dean tarafindan Akim Fonksiyonu Dalga Teorisi
olarak adlandirilmistir [3]. Schwarz [4] tarafindan ortaya konulan ve Cokelet [5] tarafindan
gelistirilen bir metotla ilk olarak tepe noktasindaki dalga yiiksekligini ve daha sonra su
dalgalarinin karakteristiklerini hesaplamak miimkiin olmustur. Bu metot, Fourier serisi ile

kompleks bir ¢oziimii ve pertiirbasyon terimleri seklindeki Fourier carpanlarini igerir.
2.3.2.3 Cnoidal Dalga Teorisi

h/A dalga dikligini gostermek iizere, cnoidal dalga teorisi 1/50 < h/A < 1/10 araliginda
gecerlidir. Bu aralik, baz1 durumlarda hem Stokes hem de solitary dalga teorileri icin de
gecerli olmaktadir. Cnoidal dalga teorisi eliptik fonksiyonlarla ifade edilmekte olup cnoidal

ifadesi “eliptic cosine” fonksiyonunun kisaltmasi olan cn.’den gelmektedir [6].
2.3.2.4 Solitary Dalga Teorisi ve Solitonlar

Solitonlar ve solitary dalgalarin tarihi 1800 lii y1llarin baglarina kadar uzanmaktadir. Solitary
dalgalarin ilk kesfi 1834 yilinda Iskogyali gemi ingaat1 miihendisi olan John Scott Russell
tarafindan yapilmistir. Hermiston’da bulunan Union kanalinda kat kanallarina yonelik mavna
tasarimlarinin verimliliginin nasil artirilacagina dair arastirmalar yapan Russell, hem hizinda
hem de seklinde hi¢bir degisim olmaksizin iki mil civarinda ilerleyen yuvarlak, piiriizsiiz ve
sakin bir su kiitlesi gézlemlemisgtir.

Russell, bu gézlemini “Report on Waves” adli eserinde soyle dile getirmistir [7]:

“Dar bir kanal boyunca bir ¢ift at tarafindan hizla c¢ekilen bir teknenin hareketini
gozlemliyordum, tekne aniden durdugunda kanalda teknenin harekete gecirdigi su kiitlesi
hareket etmeye bagladi; siddetli calkalanma durumunda teknenin burun kismi etrafinda
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birikti ve daha sonra su obegi aniden bulundugu yerden ayrildi; Biiyiik bir tek yiikselti for-
munda, yuvarlak ve piiriizsiiz bir su yigini hizla ileriye dogru yuvarlandi. Hizinda bir azalma
ve seklinde bir degisiklik olmaksizin ilerlemeye devam etti. Saatte sekiz veya dokuz mil hiz
ile otuz fit uzunlugunda ve bir, bir bucuk yart yiiksekliginde seklini koruyarak hala yuvar-
laniyordu. Yiiksekligi kademeli olarak azald: ve bir iki mil onu kovaladiktan sonra kanalin
kavislerinde onu kaybettim. Boylece, 1834 yilimin Agustos aywnda “gevirimli dalga” olarak
adlandirdigim yegane ve giizel olusum ile tanisma sansim oldu.”

1995 yilinda Russell’mn deneyi Iskogya’nin baskenti Edinburgh sehrinde bulunan Heriott-
Watt Universitesi dgrencileri tarafindan yeniden canlandirilmis ve bu canlandirma olay: Sekil

2.3 te gosterilmistir:

3
V/
&

Sekil 2.4  Russell’in yaptig1 deneyin Union Kanalinda tekrar canlandirilmasi

Russell bu tesadiifi gozlemin pesine diigsmiis ve daha sonra bir dalga tanki kullanarak kon-
trollii laboratuvar deneyleri yapmustir. Solitary dalgalar1 elde edebilmek icin su tanklarinin
bir tarafina agirlik koyarak deneyler yapmis ve bunun sonucunda solitary dalgalara dair

asagida belirtilen ispatlar1 yapmustir [7]:

* Gozlemlenen solitary dalgalar hiperbolik sekant fonksiyonu

hsech?(k(x —vt)) seklindedir.



* Baglangicta yeteri kadar biiyiik bir su kiitlesi, artan zaman adimlarinda birbirinden

ayrilabilen iki ya da daha fazla bagimsiz tek dalga iiretebilir.

* Solitary dalgalar carpistiktan sonra, “6zelliklerinde herhangi bir degisiklik olmaksizin™
hareketlerine devam edebilir ve uzun mesafeler boyunca kararli bir gekilde ilerleye-

bilirler.

* hyiiksekligindeki s1g bir su kanalinda, A genligine sahip bir solitary dalga g yercekimi
ivmesi olmak iizere, v = /g(d + h) hizinda hareket eder. Yani, daha biiyiik genlikli

dalgalarin kiiciik genlikli olanlardan daha hizli hareket edebildigi gozlemlenmistir.

Bir solitary dalganin hizi ve genligi birbiriyle orantilidir. Biiyilik genlikli solitary dalga,
kiiciik genlikli solitary dalgaya gore daha hizli hareket eder. Bunun sonucunda solitary
dalgalarin normal dalgalardan farkli oldugu sdylenebilir. Mesela farkli frekanslardan ge-
len ses dalgalarini kulagimiz ayni1 anda duyar. Bu iletim solitary dalgas ile yapilmis olsaydi
yiiksek frekansl ses daha dnce duyulurdu. Yine insan viicudunda bulunan sinirler arasindaki
iletisim normal dalgalar ile gerceklesmez. Sinirler insan beynine gelen bilgileri bir solitary
dalga olusturarak normal dalgalara kiyasla daha kisa ve daha hizl bir sekilde iletirler.
Biiyiik oteleme dalgast adi1 verilen bu ilk kesiften sonra Russell, solitary dalgalarin biiyilik
oneme sahip oldugunu iddia etmis, ancak bir¢ok bilim adami onunla ayni fikirde olmamastir.
George Airy ve George G. Stokes gibi onde gelen bilim adamlart solitary dalgalarin teorik
bir agiklamasin1 yapmaya calismislar, ancak basarili olamamiglardir. Airy, tek bir dal-
ganin dogrusal s1g su teorisinin bir sonucu oldugunu yanlig bir sekilde savunmus, Stokes
ise solitary dalgalarin kalic1 bigiminden siiphe etmistir. Solitary dalgalarin ilk teorik tanimi
1871 yilinda Boussinesq [8] ve 1876 yilinda ise Rayleigh [9] tarafindan yapilmistir. An-
cak, solitary dalgalar iceren tartismalar Korteweg ve de Vries’in 1895 yilinda iinlii KdV
denklemi iizerindeki ¢alismalarina kadar devam etmistir.

Korteweg ile 6grencisi Gustav de Vries dogrusal olmayan bir kismi diferansiyel denklem
olan KdV denkleminin Russell’in caligsmalarin1 destekleyebilecegini de Vries’in doktora
tezinde savunmuslardir. KdV denklemi

Ju ou ’u ou
5”‘&“@“’”&:0 (2.3)

seklinde olup, s1g su dalga hareketini betimleyen bir denklemdir.
Bu denklem, u(x,t) = hsech?(x — vt) biciminde bir tam ¢oziime sahiptir. Korteweg ve

ogrencisi de Vries, Russell’in gozlemledigi dalgaya benzeyen solitary dalga ¢oziimiine ek
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olarak, denklemin periyodik ¢6ziimlerinin pozitif dikey diizlemde yalniz bir tepe formunda
olabilecegini gostermislerdir. Yine doktora tezinde denklemin tirettigi dalgalarin kararl olup
olmadiklar1 ve iki solitary dalganin carpismadan sonra sekillerinde bir degisiklik olup ol-
mayacag1 hakkinda yeterli bir bilgi vermemislerdir. 1950 li yillarin sonlarina dogru Gardner
ve Morikawa, KdV denkleminin ¢arpigsmasiz hidro-magnetik dalgalar iizerine ilgin¢ yeni
bir uygulamasin kesfetmislerdir [10]. Ciinkii o zamana kadar KdV denkleminin genellikle
kiiciik fakat sonlu genlikteki dalgalarin dogrusal olmayan dagitict ortamlardaki tek yonlii
dagilimlarini agikladig: diisiiniilmekteydi. 1965 yilina gelindiginde ise N. J. Kruskal [11]
ve M. D. Zabusky [12], KdV denkleminin ¢oziimlerini sonlu farklar yontemi ile incelerken,
solitary dalgalarin carpismadan sonra da sekillerini muhafaza ettiklerini fark etmisler ve bu
ozelligin proton, ndtron, foton gibi parcaciklarin carpigsmasina benzemesinden hareketle bu
tip dalgalara “’soliton” adin1 vermiglerdir. Bu calisma ile soliton dalgalarin kesfedilmesi,
dalgalar teorisi tarihinde onemli bir doniim noktas1 olmustur. Soyle ki soliton ¢dziimlerin
bulunmasindan 6nce lineer olmayan olusum denklemlerin tam c¢oziimlerinin elde edile-
meyecegi diigiiniiliiyordu. Ancak gelistirilen Ters sacilma doniisiimii, Hirota teknikleri ve
Lax ciftleri gibi metotlar ile integrallenebilen ve dogrusal olmayan denklemlerin ¢oziimleri
elde edilebilmistir. Yine soliton ¢oziimlerin elde edilmesinden Once lineer olmayan denk-
lemlerin ¢oziimlerinin lineer birlesimi bir ¢oziim olarak belirtilemiyordu. Buna ragmen soli-
tonlarin kesfedilmesi ile birlikte soliton tipinde ¢oziimii var olan lineer olmayan dalgalar i¢in
stiperpozisyon prensibi tanimlanmigtir. Nihayet 1967 yilinda Gardner, Kruskal, Greene ve
Miura tarafindan Ters sacilma doniisiim yontemi kesfedilerek KdV denkleminin soliton tipi
analitik ¢oziimleri bulunmustur [13].

Solitary dalgalar, sonlu genlige sahip, sabit hiz ve sekil ile ilerleyen hareketli dalgalardir.
Bir carpismadan sonra dagilirlar ve tek bir dalga paketinde birlesirler. Bir siire sonra bu tek
dalga, carpismadan Onceki ayn1 hiz ve sekle sahip iki solitary dalgaya ayrilir. Dolayisiyla
carpisma, hi¢bir dalga formuna zarar vermez. Lineer olmama durumu, bir solitary dal-
ganin daha uzakta toplanmasina neden olur. Dagilma, bir yerde toplanmis dalganin yayilma

efektidir. Dagilmayan dalgalar olarak bilinen solitonlar ise,

1. Sabit hizla hareket ederken sekillerini koruyan,

2. Baska bir soliton ile etkilesime girdiginde, muhtemelen bir faz kaymasi disinda,
“carpismadan” degismeden ¢ikan,
ve
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3. ”Parcacik” gibi davranan,

solitary dalgalar olarak tanimlanabilir [2].

Literatiirde soliton ve solitary dalga terimleri siklikla birbirinin yerine kullanilmaktadir. Soli-
tary dalgalar ve solitonlar, hem KdV denklemi gibi siirekli sistemlerde hem de Toda kafesi
gibi ayrik sistemlerde bir veya ¢oklu boyutlarda ortaya ¢ikar. Bir¢ok fiziksel sistem, soliton
coziimleri kabul eden denklemler kullanilarak oldukca basarili bir sekilde modellenebilir.
Gercekten de solitonlar ve solitary dalgalar bircok durumlarda gozlemlenmistir ve genellikle
uzun siireli davraniglara hakimdirler. Solitonlar bir¢ok lineer olmayan sistemin teorik ve
bilimsel aragtirmalarda kullanilmasini saglayan yaygin ¢coziimlere sahiptirler.

Solitonlarin 6zellikleri asagidaki gibi siralanabilir:

Integrallenebilirlik: Soliton ¢oziimler bulunmadan 6nce lineer olmayan olusum denk-
lemlerinin analitik ¢oziimlerine ulagilamayacagi diisiiniiliiyordu. Integrallenebilen lineer
olmayan olugum denklemlerin ¢oziimleri i¢in ters sagilma yontemi, Hirota teknikleri ve Lax
ciftleri gibi yontemler kesfedilmistir.

Parcacik tipi davrams: Solitonlarin parcacik seklindeki davranisi ¢ogu lineer olmayan sis-
temlerin uygulama alanlarinin bulunmasi konusunda yol gosterici olmugtur. Solitonlarin
bagka bir soliton ile etkilesime girdiginde seklini korumasi ve dagilmamasi 6zelligi, teorik
fizikcilerin parcaciklari soliton gibi modellemesi adina ikna edici olmustur. Dolayisiyla
parcaciklar1 anlamanin en iyi yolu solitonlardir. Ozellikle kuantum fiziginde parcaciklarin
hareketleri solitonlar seklinde ifade edilebiliyor. Solitonlar yardimi ile okyanustaki i¢ dal-
galar ya da fiber optik kablolardaki 1s1g1n hareketi ifade edilebilir.

Solitary dalgalarin ve solitonlarin kesfinden bu yana, hem tek hem de ¢oklu boyutlarda

yerellestirilmis dalgalarin birkac ¢cesidi asagidaki gibi verilebilir:

1. Siireksiz tiirevli solitary dalgalar: Bu tiir solitary dalgalara 6rnek olarak, sonlu dalga

uzunluguna sahip kompaktonlar (direngli solitonlar) verilebilir.

2. Topolojik solitonlar: Siniis-Gordon denkleminin bazi ¢oziimleri gibi topolojik
kisitlamalar nedeniyle ortaya ¢ikan solitonlardir. En yaygin 6rneklerinden biri genel-
likle saat yoniinde sarilmig eski moda sarmal telefon ahizesi kablolarinda goriiliir.
Ahizeyi yillarca elinize almaniz, kablonun parcalarinin saat yOniiniin tersi yoniinde
sarilmasina neden olabilir ve bu oldugunda, iki sarma yoOniinii ayiran belirgin daha

biiyiik bir halka olacaktir. Ne saat yoniinde ne de saat yoniiniin tersine olan bu tuhaf
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goriiniimlii gecis dongiisii, topolojik solitonun miikemmel bir 6rnegidir.

3. Girdap (Vortex) Solitonlar: Girdap halkalar1 ve girdap ¢izgileri gibi olaylarda

siklikla karsilasilan bir solitondur.

4. Dagitica Solitonlar: Bu solitonlara mekansal olarak genisletilmig enerji tiiketen sis-

temlerde ortaya ¢ikan kararl yerel solitonlar 6rnek verilebilir.

5. Osillonlar: Bu tiir solitonlara 6rnek olarak tanecikli ve enerji tiikketen ortamlarda or-
taya cikan serbest parcacik tabakasiyla kaplanmis bir plakanin dikey titresiminden

kaynaklanan lokalize dalgalar verilebilir.

6. Gap Solitonlar: Siirekli sistemlerin spektrumunda sonlu bogluklarda meydana gelen

solitary dalgalardir [2].

2.4 Lineer Olmayan Olusum Denklemleri

Hem ¢ zamanin1 hem de x = (x1,x2, ...,x,) uzaymni bagimsiz de8iskenler olarak iceren kismi
tiirevli diferansiyel denklemlere olusum denklemleri denir. F [u]; u terimini ve u nun x
degiskenine gore tiirevlerini kapsayan bir fonksiyon olacak bi¢cimde,

5 ="l (2.4)
seklinde ifade edilir. F [u| fonksiyonunun u terimine gére lineer oldugu durumda, lineer
olusum denklemleri adim alir. F [u] nun u terimine gore lineer olmadigi durumda ise
lineer olmayan olugum denklemleri denilmektedir [17].

Lineer olusum denklemlerine 6rnek olarak lineer dalga denklemleri ve bir teldeki titresimi,
1s1 iletimini ifade eden denklemler verilebilir. Lineer olmayan olusum denklemleri fizik,
mekanik ve kimya gibi cesitli alanlardaki problemlerde ortaya ¢ikmaktadir. Ornegin, en

bilinen lineer olmayan difiizyon denklemi asagida verilen Burgers denklemi olarak bilinir:

2
aa—btt + % = ygTL;. (2.5)
Bu denklem, hem lineer olmayan hem de viskoz etkileri birlestiren basitlestirilmis bir
akigkan dinamigi modeli olarak kabul edilebilir. Ikinci mertebeden lineer olmayan olusum
denklemlerine ornek olarak, birim zamanda 1s1 iireten bir 1s1 kaynag ile herhangi bir cisimde

meydana gelen 1s1 transferi incelendiginde

2—? =div(kVu) + F[u] (2.6)
13



bicimindeki lineer olmayan 1s1 denklemine ulagilabilir.

Travelling wave olarak da bilinen ilerleyen dalgalar, bir ortamda (ya da uzayda) hareket eden
herhangi bir sekil olusturmayan sabit titresimli dalgalardir. Bu dalgalarin varlig1 hiperbolik
denklemler ile gosterilen olgularin tanimlanmasiyla ortaya ¢ikmistir. Sinir impulslarin iler-
lemesi, genetigi degistirilmis (veya klonlanmis) organizmalar veya kimyasal yanma olay1 bir

ilerleyen dalga davranis1 gosterir. Tiim bu alanlardaki ortak nokta, dalga ilerleyisi teriminin

en basit bir boyutlu

u  ,0%u

I i 2.7
o2~ o2 &P

seklindeki lineer olmayan dalga denklemi ile modellenmesidir. Burada ¢, denklemin
baslangic kosullar tarafindan belirlenen pozitif keyfi bir sabittir. Dalga denklemi esasinda
bir keman telinin titresimini tanimlamak i¢in gelistirilmistir. Lineer olmayan olusum denk-
lemleri ile Kuantum mekaniginde de karsilasilmaktadir. Ornegin; Klein-Gordon Denklemi,
(Klein-Fock-Gordon Esitligi olarak da bilinir.) O. Klein ve W. Gordon tarafindan bulunan
denklem Schroédinger denkleminin bagil versiyonudur. Atomalt1 fizik alaninda kendi ekseni

etrafinda donmeyen pargaciklari tanimlar. Bu denklem asagidaki gibi tanimlanir:

azu 3
a_tz_A”+a”+B” =0. (2.8)

Kiibik-Kuintik Schrédinger denklemi ilk olarak 2003 yilinda o,y reel degerli sabitler olmak

lzere,
du 0%u )

biciminde verilmistir. Bu denklem, lineer olmayan optikte ve matematiksel fizikte biiyiik bir

Ooneme sahiptir. Yiiksek mertebeden lineer olmayan olusum denklemlerine diger bir 6rnek

ise
Ju ou du
5—1—61454—%:0 (2'10)

formundaki KdV denklemidir [17].
2.4.1 Korunum Kanunlari

Olusum denklemlerinin korunum kanunu, Z[u| ve I[u| sirasiyla, u ve u fonksiyonunun x

degiskenine gore tiirevlerini iceren korunumlu yogunluk ve ilgili aki olmak iizere

Z+1,=0 (2.11)
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bicimindedir. Z;; ¢t ye gore ve I; x e gore tam diferansiyeli gostermek iizere asagidaki gibi

tanimlanirlar:

9Z oz
Z[ = —ul/t[ + a—uxl/ltx—f— ceny

o o 2.12)
Ix = mux-i- ml/lxx-i-

Eger Z ve I, u nun lokal bir fonksiyonu ise, (2.11) ile belirtilen esitlik lokal korunum ka-
nununu ifade eder. Z , u ve u nun x e gore tiirevlerine baglysa, Z polinomsal korunumlu
yogunluk adimi alir. / ifadesi polinom ifadesi ise, (2.11) polinomsal korunum kanunu olur.

(2.11) denkleminin x degigkenine gore, bir (A, B) aralig1 lizerinde integrali alindiginda

B
/ 22dx+1\§:0 (2.13)
A ot

olur. x — +oo ve (A,B) = (—oo,+o0) iken u(x,1) — 0 gibi periyodik sinir gartlar1 g6z 6niine
aliarak (2.13) esitliginden

a B
5//4 Zdx =0 (2.14)

bulunur. r degiskenine gore integrali alindiginda
B
| zdx=six (2.15)
A

seklinde korunum sabiti bulunur [18]. Soliton teoride en fazla bahsi gecen (2.10)
KdV denklemi, sonsuz sayida korunum kanununa sahiptir. Bu ifadeler KdV denklemi i¢in

sirastyla kiitle, momentum ve enerjiyi gosterir:

Zy = u, Iy = —uy — 31"27

Z = %u , I = —uuy + %u)% —2u3, (2.16)

1.2 2 2_9.4
, D = uxltyey — U — 3U Uy + Ouny — 5U°,

seklindedir.
2.5 Sonlu Farklar Yontemi

Bir ¢ok alanda karsilagilan kismi diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimleri mevcut ol-
madiginda veya ¢ok karmasik oldugunda, bu denklemleri ¢6zmek icin niimerik yontemler
kullanilir.  Sonlu farklar yontemi, bu denklemlerin yaklasik coziimlerinde yaygin olarak
kullanilan sayisal yontemlerden biridir. Sonlu farklar yontemi; bir diferansiyel denklemin
¢Oziim bolgesinin sonlu sayida esit veya farkli boyutta kafeslere boliinerek, her bir boliinme

noktasindaki tiirev degerleri yerine, Taylor seri acilimi yardimu ile hesaplanan sonlu fark
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yaklagimlarindan birinin yazilmasi ile elde edilen niimerik yontemdir. Elde edilen sonlu fark
denkleminde ¢oziim bolgesinde yer almayan hayali diigiim noktalarin1 yok etmek amaciyla
problem ile birlikte verilen sinir gartlart yerine sonlu fark yaklasimlari yazilir. Bu sekilde
bilinmeyen sayis1 kadar cebirsel denklemden olusan bir denklem sistemi elde edilir. Bu
cebirsel denklem sistemi direkt ya da cesitli iteratif yontemler ile bilgisayar programlari
yardimiyla ¢oziilebilmektedir. Bu cebirsel denklemlerin ¢6ziimii, baz1 komsu noktalardaki
degerlere baglidir.

Bir diferansiyel denklem sonlu fark formunda asagidaki yontemlerden biri ile ¢oziilebilir:

1. Acik Yontem (Explicit),

2. Kapali Yontem (Implicit),

3. Crank-Nicolson YoOntemi.

2.5.1 Crank-Nicolson Yontemi

Niimerik analizde ikinci mertebeden bir sonlu fark metodu olan Crank-Nicolson
formiilasyonu, 1947 de J. Crank ve P. Nicolson tarafindan ortaya atilmistir [14]. Bu iki
bilim insani, ¢aligmalarinda iki degiskenli bilinmeyen igeren u(x,¢) diferansiyel denklemi-
nin sonlu fark yaklagimi ile sayisal ¢oziimiinii arastirmak amaciyla bilinmeyen fonksiyon ve

onun tiirevlerine, A7 zamani gostermek iizere

— (2.17)

formunda yaklagimlar nermiglerdir. Burada, u(x,#) nin zamana gore tiirevi alinirken ileri
sonlu fark yaklagimi kullanilirken bilinmeyen fonksiyon ve konuma gore ardisik iki ayrik za-
mandaki ortalamalar1 hesaplanir. Zamana gore tiirev alindiginda geri sonlu fark ve merkezi
sonlu fark yaklagimlar1 da kullanilabilir.

Denklemde birden fazla bilinmeyen bulundugundan, Crank-Nicolson semasi da ortiik bir
semadir, dolayisiyla u alan degiskenini elde etmek i¢in her zaman seviyesinde bir li-
neer cebirsel denklem sisteminin ¢oziilmesi gerekir. Crank-Nicolson semasinin taslagi su

sekildedir:
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n+1 -1/2 I1+r -1/2 [ ] bilinmeyen

()  bilinen

zaman = n @ @ r/2
i-1 [ i+1

Sekil 2.5 Crank-Nicolson Semasi

Herhangi bir #"+! zaman seviyesi icin Crank-Nicolson yonteminde iiretilen lineer cebirsel
denklem sistemi seyrektir. Ciinkii herhangi bir uzay diigiim noktasinda, i ve ! zaman
adiminda elde edilen sonlu fark denklemi, uzay1 iceren sadece ii¢ bilinmeyen katsayiya
sahiptir. i— 1, ive i+ 1 diigiimleri #"+! zaman adimindadir, bu nedenle matris notasyonunda

"1 zaman adiminda

bu denklem sistemi AU = B olarak yazilabilir. Burada U; herhangi bir
(N —1). mertebeden bilinmeyen vektordiir. B, n inci zaman adiminda U nun degerlerine
sahip olan (N — 1). mertebeden bilinen bir vektordiir. A matrisi ise (N — 1) x (N — 1) mer-
tebesinde 3 — bant katsay1 matrisidir.

Zamana bagh tek boyutlu 1s1 denklemi; ¢ reel bir deger, 4 konum, ¢t zaman koordinat1 ve u

ise sabit kesitli uzun ince bir ¢ubuk iizerindeki sicaklik dagilimi ve 1s1 ileten malzeme olmak

uzere,
ou 9%u

bicimindeki bir kismi tiirevli diferansiyel denklemdir. Bu denklemdeki zaman tiirevi ter-
imine ileri sonlu fark yaklasimi ve konum tiirev terimi i¢in merkezi fark yaklasimi uygu-
landiginda,

n+l _

U

wp g —2up ug
TR - , (2.19)

elde edilir. Ilgili tiirevler icin Crank-Nicolson semasi ise bu iki semanin ortalamasi olarak

elde edilir:
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n+1 n n+1 n+1 n+1 n n n
oo Uy — 2wty uy —2u g |
Y 3 12 + e Jd=1,2,3,..,n—1,n=0,1,2,..
(2.20)

(2.20) denklemindeki her bir i i¢in birden fazla bilinmeyen oldugundan, Crank-Nicolson

semas1 kapal1 (Ortiik) bir semadir. Dolayisiyla, # de8iskenini elde etmek icin her zaman

adiminda lineer cebirsel denklem sistemini ¢6zmek gerekir.
2.5.2 Thomas Algoritmasi

Sonlu elemanlar yontemi ile diferansiyel denklemlerin sayisal ayristirilmasi esnasinda mey-
dana gelen cebirsel denklem sistemlerinin katsay1 matrisleri bant matrisleri seklindedir. Kat-
say1 matrisleri bant matrisler olan cebirsel sistemlerin ¢oziimlerinde siklikla bagvurulan
metotlardan biri Thomas algoritmasidir. Bu algoritma genellikle katsayr matrisinin ¢cogu
sifir olan elemanlar1 i¢in bilgisayar hafizasinda gereksiz yer isgal etmemek ve gereksiz
islemlerden ka¢inmak amaciyla (N x N) boyutunda bir katsayilar matrisi yerine (N x 3)
boyutlarinda bir katsayilar matrisi kullanacak bi¢imde bir diizenleme ve buna uygun bir
¢Ozilim algoritmasi kullanilmas1 durumunda tercih edilir. Thomas algoritmasi aslinda Gauss
eliminasyon yonteminin {i¢ kolonlu bir dikdortgensel matris kullanilarak yapilan 6zel bir
uygulamasidir. Temel mantigi, Gauss eliminasyon metodunda katsayilart sifir geldiginde
yok etmelerin gerceklestirilmemesidir. Thomas algoritmasi 3 — bant, 5 — bant, 7 — bant, ...
gibi tek bant matrisler icin kullanilmaktadir. Algoritma ¢ift bant genigli§ine sahip olan
matrisler icin modifiye edilmig hali ile kullanilir. Algoritma genellikle iki temel kisimdan
olusur. IIk olarak, katsayr matrisinin kosegeni altindaki elemanlarinin elenmesi islemi,
ikinci kisimda ise ¢oziimiin ortaya konulmasidir.

Thomas algoritmasi, 3 — bant matris sistemlerini ¢6zmenin etkili bir yoludur. Algorit-
madaki yenilik, Gauss eliminasyonunun ileri eleme ve geriye dogru yerine koyma yontemi

ile ¢oziimiin elde edilmesidir.
2.6 Sonlu Elemanlar Yontemi

Diferansiyel denklem seklinde ifade edilen bir fiziksel problemi ¢c6zmenin en 1yi yolu, kapali
bir analitik ¢6ziim elde etmektir. Ne yazik ki, analitik ¢6ziimiin elde edilmesinin zor oldugu
veya analitik bir ¢6ziimiin bulunmadig1 bircok durum vardir. Analitik ¢6ziim elde etmek icin

fiziksel olayin matematiksel formda ifade edilebilmesi gerekir. Bu, uygun sinir kosullarinin
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uygulanmasi i¢in gereklidir. Ancak, matematiksel temsil yapilamiyorsa o zaman problemi
analitik yontemle ¢cozmek imkansiz bir hale gelir. Baz1 durumlarda ise problemin esas dife-
ransiyel denklemi dogrusal olmayabilir. Dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemlerin
¢Ozlimii i¢in genel bir analitik yontem yoktur. Bu gibi durumlarda, problemi ¢ozmek icin
sayisal tekniklere bagvurulur. Miihendislikte ve matematiksel modellerde siklikla kullanilan
sonlu elemanlar yontemi, fiziksel problemlere yaklasik coziim elde etmek i¢in kullanilir.
Ozellikle 1s1 aktarimi, yap statigi, elektrik potansiyeli ve akigkanlar mekanigi problemlerinin
coziimlerinde kullanilmaktadir. Metot, iki boyutlu ve ii¢ boyutlu kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerin ve sinir deger problemlerinin ¢oziimiinde uygulanmaktadir. 1lk defa 1940 Ir
yillarda ortaya ¢ikmis ve 1950 lerde ugak kanatlarini modellemek amaciyla kullanilmaya
baglanmistir. Sonlu elemanlar yaklasimi, karmagik yapidaki problemlerin basit alt bolgelere
ayrilarak her bir alt bolgenin kendi i¢inde ¢coziimlenmesi ve sonra bulunan bu ¢oziimlerin
birlestirilmesi ile sayisal ¢oziimlerin bulundugu bir niimerik yontemdir. Buradaki alt alan-
lara “sonlu eleman (finite element)”, baglanti noktalarina ise “diigiim (node)” veya “diiglim
noktalar1 (nodal points)” ad1 verilir. Yontemde, yaklasik fonksiyonlar, arastirilan bir fiziksel
bolgenin diiglim noktalarindaki degerleri cinsinden belirlenir. Bu sekilde siireklilik arze-
den fiziksel problem, diigiim noktalar1 yardimiyla ayriklastirilmis sonlu eleman problemine
dontistiiriiliir. Bu problemdeki bilinmeyen degerler, diigiim noktalar1 yardimiyla bulunabilir.
Sonlu elemanlar yonteminin diger niimerik yontemlere gore tercih edilmesine sebep olan iki

ozellik vardir:

1. Sonlu elemanlar iizerinde aranan fiziksel bolgelerin parca bazindaki yaklagimlari, basit
yaklagim fonksiyonlarinda dahi iyi bir kesinlik saglar (bir kesinlige ulasabilecegimiz

eleman sayisini artirarak).

2. Yerel (lokal) olarak belirlenen interpolasyon polinomlari, cebirsel denklem sistemine

doniistiiriilen problem matrisinin seyrek matris olmasina sebep olur.

Sonlu elemanlar yontemi sadece geleneksel varyasyonel yontemlerin eksikliklerinin
tistesinden gelmekle kalmaz, ayn1 zamanda oldukga etkin bir hesaplama teknigidir. Bir prob-

lemin sonlu eleman analizinde izlenilen temel adimlar sunlardir:

1. Problemin ¢6ziim bolgesinin ayriklastirllmasi: Sonlu elemanlar yonteminde ilk is,

verilen bolgeyi onceden belirlenmis ”sonlu eleman” denilen alt bolgelere ayirmaktir.
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Bu isleme ayriklagtirma veya diskritizasyon adi verilir. Boylece, 6nceden belirlenmis
elemanlarin sonlu elemanlar ag1 olusturulur. Bu elemanlar ve diiglim noktalar1 nu-
maralandirilir. Burada dikkat edilmesi gereken en 6nemli unsur elemanlarin iist iiste
gelmemesi ve hi¢ bosluk birakilmadan biitiin bolgenin kaplanmasidir. Ayrica eleman-
larin ne oranda kiiciik secilmesi gerektigine ve secilen eleman sayisinin yaklagimi ne

kadar etkileyebilecegine de dikkat edilmesi gerekir.

. Tipik eleman icin eleman denklemlerinin olusturulmasi: Olusturulan sonlu ele-

man ag1 i¢indeki her bir tipik elemana gore eleman denklemleri tiiretilir. “u” bagimlh

degiskeninin
N

uy =y ui®; 2.21)
i=1

biciminde yaklasik ¢oOziimii aranir ve uy sayisal ¢Oziimiiniin varyasyonel formdaki

diferansiyel denklemde yazilmas: ile karakteristik bir “e”” elemani i¢in genel denklem,
[KJ{u’} = {F°} (2.22)

cebirsel formunda yazilabilir. Burada K¢, e inci elemana ait katsayilar matrisi, u®
bilinmeyenleri kapsayan vektordiir. F° ise denklemin kuvvet vektoriinii simgeler.
¢@; eleman sekil fonksiyonlar1 segilir ya da tiiretilir ve sonra eleman matrisleri
hesaplanir. Genellikle tiirev ve integral iglemlerinin kolay yapilabilmesi adina bu
fonksiyonlar basit trigonometrik fonksiyonlar veya diisiik dereceden polinomlar olarak
secilir. Ciinkii yaklagik ¢coziimiin yakinsaklig1 eleman sekil fonksiyonlarinin se¢imine
baghdir. Bolgede bulunan mesh (ag) sayisinin ve eleman sekil fonksiyonlarinin

derecelerinin yiikseltilmesi ise daha iyi sonuglar verir.

. Eleman denklemlerinin birlestirilmesi: Verilen ¢oziim bolgesi iizerinde global
denklemi olusturabilmek i¢in eleman denklemleri birlestirilir ve genel denklemi ifade
eden bir cebirsel denklem sistemi bulunur. Bu global sistemin 6zellikleri, ayriklagtirma
islemi i¢in kullanilan her eleman icin yazilan lokal denklemlerin birlesimi iizerinden

belirlenebilir.

. Problemin siir sartlarinin uygulanmasi: Birlestirilmis eleman denklemlerine prob-
lem ile birlikte verilen siur sartlar1 ve birincil de8iskenler uygulanir. Zay1f formdaki
stnir terimleri iki pargaya ayrilarak problemin birincil ve ikincil degiskenleri saptanir.

Agirlik fonksiyonu ve tiirevleri birinci parcayi; bagimli degisken ve tiirevleri ikinci
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parcay1 temsil eder. Birinci parcada yer alan agirlik fonksiyonu ve bagimli degisken
ayni formda olursa bu parca ‘birincil degigsken’ olarak adlandirilir. Fiziksel niceliklerle
ilgili olan ikinci parca ise ‘ikincil degiskeni’ ifade eder. Birincil ve ikincil degiskenler

tanimlandiktan sonra sinir kogullari belirlenip probleme uygulanir.

5. Denklem sisteminin ¢oziimii: Lokal elemanlarin birlestirilmesi sonucunda
olusturulan cebirsel denklem sistemi ¢oziiliir ve diiglim noktalarinda bulunan bil-
inmeyen parametreler bulunur. Coziim, herhangi bir programlama dilinde yazilan

bilgisayar programi yardimiyla bulunabilir.

6. Sonuclarin degerlendirilmesi: = Hesaplama sonrasinda elde edilen sonuclar
degerlendirilir. Sonuglar tablo ve grafikler halinde verilerek ¢oziime daha somut bir

boyut kazandirilir.

Sonlu elemanlar yonteminin avantajlari su sekilde siralanabilir:

* Sonlu elemanlar yontemi uygulama alan1 bakimindan ¢ok genis bir alanda kul-
lanilabilir. Ornegin 1s1 transferinde, titresim ve gerilme analizleri, manyetik alanlar,

dinamik, 1s1 ve elektrostatik problemler vb.

+ Sonlu elemanlar yonteminin kullanilmasi belirli kolayliklar saglamaktadir. Ozellikle
karmagik geometrili birden fazla delik ve kdsegene sahip bolgelerde calisirken ¢ok
biiyiik kolayliklar saglamaktadir. Calisilan kismin geometrisi istenilen boyutta ve kav-

1sli elemanlar da kullanilarak tam olarak temsil edilebilmektedir.

* Heterojen yapidaki sistem c¢oziimlemelerinde degisik oOzellikteki elemanlarin

kullanilmasiyla hesaplamalarda daha hassas sonuclar elde edilebilir.

* Global denklem sistemine sinir kosullart satir ve siitun igslemleri yardimiyla kolay bir

sekilde uygulanabilir.

* Sonlu elemanlar metodu matematiksel olarak genellestirilebilme 6zelligine sahip-
tir. Esas sistem belirlendikten sonra baglangi¢ ve sinir kosullart degistirilerek farkli

problemlerin tek bir sistemde ¢oziilmesi kolaylig1 saglar [15].
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2.6.1 Agirhkh Kalan Yontemleri

Sonlu elemanlar metodunun integral formlari, varyasyonel ve agirhikli kalan (rezidii)
yontemleri olmak iizere iki sekilde elde edilir. Varyasyonel yontemlerde; analitik ¢6ziim
yerine kullanilan niimerik ¢6ziim, diferansiyel denklemin zayif formundan veya agirlikli in-
tegral ifadesinden bulunur. Zayif form, denklemde bulunan tiirevin bagimli degisken ile
agirlik fonksiyonu arasinda paylastirilan ve verilen problemin dogal sinir sartlarimi kapsayan
agirlikli integral ifadesidir. Bu yontem, her denklemin zayif formu olusturulamayabilecegi
icin sinirlt sayida denkleme uygulanabilir. Geleneksel varyasyonel yontemlerde karsilagilan
bu bir takim zorluklar ile sonlu elemanlar yonteminde genellikle karsilagiimaz. Bunun se-
bebi, problemin ¢oziim bolgesinin alt bolgelerinde, yaklasim fonksiyonlarmin sistematik
bicimde elde edilmesidir. Rayleigh-Ritz yontemi bir varyasyonel yontem iken Galerkin,
Petrov-Galerkin, kollokasyon ve subdomain yontemleri de agirlikli kalan yontemleridir.
Kismi tiirevli bir diferansiyel denklemin analitik ile niimerik ¢oziimii arasindaki farkin bir
agirlik fonksiyonu ile carpilarak toplamlarinin en kiiciik yapilmasi islemine agirlikli kalan
yontemi denir. YoOntemde aranan u ¢Oziim fonksiyonu yerine uy sonlu yaklagim serisi
kullanilir.

L, u nun tiirevlerini iceren bir diferansiyel operator ve g(x) belirli bir fonksiyon olmak iizere,

L[u] = g(x) esitliginde u(x) tam ¢6ziimii yerine j = 1,2,....,N olacak sekilde
N
u(x) ~un(x) =Y a;o; (2.23)
=1

formundaki uy(.) yaklagim serisi yazilir.

Bir Q bolgesinde taniml1 @;(.) interpolasyon fonksiyonlari problem ile birlikte verilen sinir
kosullarini saglamak iizere secilirler fakat genellikle diferansiyel denklemi saglamayabilirler.
Agirlikli kalan yontemleri, uy (x) yaklagik ¢oziimii ile esas denklem arasindaki hata degerini
minimuma indirgemeyi hedefler. Bu sapma miktar1 asagida belirtilen kalan (rezidii) ile

gosterilir:
R(x) = Luy(x) — f(x) = Luy(x) — Lu(x). (2.24)

V; ile gosterilen agirhk fonksiyonlar: integrasyonu minimuma indirgeyecek formda
tamimlanmis 6zel fonksiyonlar olacak sekilde, (2.24) da tanimlanan kalan ifadesi; V;(x)

agirlik fonksiyonlart ile ¢arpilir ve €2 bolgesi lizerinde integrali alinirsa
/ Vi(R(X)dx=0, j=1,...N (2.25)
Q
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biciminde N bilinmeyenli N tane denklemden meydana gelen cebirsel denklem sistemi
bulunur. Denklem sisteminden a; bilinmeyen parametreleri bulunarak (2.23) esitli§inde

yazilirsa uy(x) yaklasik ¢oziimii elde edilir.
2.6.2 Kollokasyon Yontemi

Kollokasyon yontemi, adi ve kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerini elde etmek
icin kullanilan agirlikli kalan yontemlerinden biridir. Kollokasyon yonteminde tanimlanan
yaklagim fonksiyonlari, denklemlerde yerlerine yazilarak boliinme noktalarindaki degerler
cinsinden cebirsel denklemler elde edilir ve bilinmeyenler iceren bu cebirsel denklem-
ler ¢oziiliir. Kollokasyon yonteminde, agirlikli kalan yontemindeki V; agirlik fonksiyonlari

yerine asagida tanimu verilen Dirac Delta fonksiyonlar1 yazilir:

1,
O(x—xj) =

0, diger durumlar

X = Xj
(2.26)

Dirac Delta fonksiyonu, (2.25) ile verilen cebirsel denklem sisteminde yerine yazilirsa,
/S(x—xj)(x)R(x)dxzo,j: 1N (2.27)
Q

esitligi elde edilir. Buradan,

N
/(x—xj)(x)L(ZaJ-q)j — f(x)dx=0, j=1,...N (2.28)
j=1

)

bulunur. Dirac Delta fonksiyonunun 6zelliginden dolay1
R(x;) =0, (2.29)

olur. Yani x; dii§iim noktalarinda kalan (rezidii) sifir olarak kabul edilir. Verilen sinir sartlar

uygulanarak, denklemdeki a; bilinmeyenleri bulunarak uy(x) yaklasik ¢6ziimii hesaplanir.
2.6.3 Spline Fonksiyonlar

Niimerik analizde cogunlukla yaklasim fonksiyonlar1 olarak polinom fonksiyonlar1 ter-
cih edilmektedir. Tanim bolgesi genisledik¢e polinomlar: kullanarak problemlerin 1yi bir
yaklasimina ulasabilmek i¢in pek ¢ok nokta kullanmak gerekebilir. Bununla birlikte, yiiksek
dereceli polinomlar, diizgiin olmayan ve istenen yaklasimi temsil etmeyen yiiksek salinim
davranigina sahiptirler. Ek olarak, lokal anlamda ¢ok kiiciik olan bir hata global olarak ¢cok

biiyiik etkiler yaratabilmektedir. Bu zorluklar, belirli diizgiinliik (smoothing) sartin1 saglayan
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parcal1 polinomlar kullanilarak asilabilir. Bunun i¢in bolge icinde siirekliligi saglamak adina
spline fonksiyonlar1 adi verilen 6zel bir parcali polinom sinifi kullanilir. Spline interpo-
lasyonu; tanimhi aralik iizerinde, birbirlerini 6rtmeyen alt araliklarda, daha kiiciik dereceli
polinom bulma siirecidir.

“Spline” terimi kelime manasi olarak ahsap ya da metal halde bulunan kivrilabilir cita
anlamina gelmektedir. Ucak ve gemi tasarimi ile ugrasan miihendisler kullanabilecek-
leri egri yiizeyleri elde etmek icin ince metal ya da ahsap parcalart kursun agirliklarla
kivirmay1 denemislerdir. Cizim ylizeyindeki belirli noktalara kursun agirliklar yerlestirerek
spline ¢ubufu bu noktalardan gecirmislerdir. Kursun agirliklarin yerleri veya agirliklari
degistirilerek esnek tahta spline cubuklar ile istenilen sekilleri elde etmislerdir. 1946 yilinda
Isaac Jacob Schoenberg ilk olarak kiiciik esneme hareketleriyle fiziksel spline seklinin
parcali polinomlar olabilecegini kesfetmis ve bu sekilde matematiksel spline notasyonunu
tiiretmigtir [19]. Bu kesif matematiksel model tasarim ve Olgiimlerde oldukca kolaylik
saglamistir. Sonraki yillarda bilgisayar sistemlerinin gelismesiyle 6zel programlarda kul-
lanilmaya baslanmistir. Spline fonksiyonlar animasyon teknolojisi, tibbi goriintiilleme, MR,
ucak ve gemi govdelerinin modellenmesi gibi farkli alanlarda ortaya ¢ikmaktadir. Problemin
tanimlandig1 bolgede, biitiin noktalarda siirekli olmas1 adina diizgiin parcali polinomlar
kullanilarak daha verimli bir yaklagim yapilabilir.

Spline fonksiyonlar su sekilde tanimlanir: x; ler —oo =xp < x1 < ... <X, < X,41 = oo gseklinde
gercel sayilarin monoton artan bir dizisi olsun. x;, (i = 1(1)n) diigiim noktalar ile birlikte
m.dereceden bir S(x) spline fonksiyonu reel dogru iizerinde taniml ve agagidaki iki 6zellige

sahip bir fonksiyondur:
1. xp = —oo ve x,41 = oo olarak kabul edilsin. S(x) her bir (x;,xi4+1), i = 0(1)n aralig1
tizerinde m. ya da daha kiiciik dereceden bir polinomdur.
2. S(x) veonun 1.,2.,...,(m—1). mertebeden tiirevleri boliinme noktalar1 dahil her yerde
stireklidir.

Spline fonksiyonlara dair bazi 6zellikler asagida siralanmustir:

* Spline fonksiyonlar yeterli mertebeden tiirevlere sahip olan siirekli fonksiyonlardir.

* Spline fonksiyonlar iizerinde tiirev ve integral islemleri yapildiginda yine bir spline

fonksiyon elde edilir.
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* Spline fonksiyonlar diizgiin (smooth) fonksiyonlardir.

* Spline fonksiyonlar kullanildiginda yakinsakligin ve kararliligin incelenmesi daha ko-

laydir.
* Bilgisayar teknolojisinde hesaplanmaya ve uzun siire depolanmaya uygundur.

* Diisiik dereceden spline fonksiyonlar polinomlarda oldugu gibi keskin bir salinim

sergilemezler, yani kayda deger ol¢iide esnektirler.

* Determinant 6zellikleri bakimindan, spline fonksiyonlar kullanilarak olusturulan ma-

trisler ile kolayca hesaplama yapilabilir.

* Spline fonksiyonlar baz fonksiyonlara sahiptirler ve sonlu boyutlu lineer (dogrusal)

uzaylardir.

* Spline fonksiyonlar yardimiyla sadece fonksiyonlara degil, bununla birlikte onlarin

tiirevlerine de ulasilabilir [20].

S, S6
P SS
S S >3
0 1 Sz
—e ® ® ® ® L ® —r
o =X X, X X; Xy X5  Xg b=x,

Sekil 2.6  Birinci dereceden spline fonksiyon

2.6.4 B-Spline Fonksiyonlar

Spline interpolasyonunu elde etme siireci boyunca bir takim sayisal kararsizliklar ile
karsilasilabilir. Bahsi gecen kararsizlik durumlarinin iistesinden B-spline ad1 verilen spline
fonksiyon simufi ile gelinir. B-spline fonksiyonlar pargali polinom fonksiyonlar olup, biitiin
spline fonksiyon kiimesi i¢in bir baz olustururlar. Bagka bir deyisle, biitiin spline fonksiyon-

lar kendisi ile ayn1 derecede olan B-spline fonksiyonlarin lineer birlesimi olarak yazilabilir.

25



Herhangi taniml1 bir aralikta B-spline baz fonksiyonu biitiin degerler i¢in sifirdan farklidur.
En temel B-spline fonksiyon denilen sifirinci dereceden B-spline interpolasyon fonksiyonu,

adim fonksiyonu bi¢imindedir ve

I, xi<x<ux;
B?(x) _ i i+1 (230)
0, diger durumlar

formundadir.
, O—
| |
I I
1¢ | |
| I
I |
| \ Py I > X
Fi=1 Xi Xil Xi.2

Sekil 2.7  Sifirinci dereceden B-spline Fonksiyonu

[xi,xi+1) yar1 agik arahig1 disindaki biitiin noktalarda sifirdir. B? (x) in siireksiz oldugu agiktir
[21]. Fakat B? (x), sigramanin oldugu tiim diigiim noktalarinda sagdan siireklidir. Biitiin i ve
x; degerleri i¢in
; 0 —1—pRO
l?mx—wcfr B; (()x) =1=B5; (()xi)a 2.31)
hmx—mﬁl B; (x) =0= B; (xi+1)

dir. Buradan B?(x) > 0 ve Y7, BY(x) = 1 oldugu agikardir. Yiiksek dereceli B-spline

i—=—oo

yaklagim fonksiyonlari, k = 1,2, ..., ve i = 0,41,42, ... olmak iizere agsagida verilen
X=X - Xitk+1 =X k-1
B¥(x) = — L Bl (x) 4 L = gl (2.32)
/) Xivk —Xi ®) Xkl —Xig1 T ®)

indirgeme bagintisi ile tiiretilebilir [22]. Ek olarak, B-spline fonksiyonlar geometrik olarak
farkli uzunluklardaki alt araliklar tizerinde de tanimlanabilir. [a,b] araliginin diizgiin bir
parcalanmasi a = xg < x| < .... < X,—1 < X, = b ve x,, ler diiglim noktalar1 olsun.

m=0,1,....N ve h = x;+1 — x;, olmak iizere, (2.31) de verilen indirgeme bagintisi

yardimiyla B (x) lineer B-spline fonksiyon

a_2B7 Xm—1 §x<xm>

B, (x) = Qu(x) = a, Xon < X < X1 (2.33)

1
h
0, diger durumlar
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formunda olup burada ¢ = (x,+1 —x) ve B = (x,, —x) dir. {BJ(x),B](x),....,B}(x) } kiimesi,
[a,b] aralig1 iizerinde tanimli fonksiyonlar igin bir taban olusturur [23]. Lineer B-spline baz
fonksiyonlart [x,,Xp+1) Ve [Xm+1,%mt2) yari acik araliklari diginda sifir degerine kargilik
gelir. @p,(x) ve @1 (x) seklindeki iki lineer B-spline fonksiyonu, tipik bir [x,,;,x,+1] sonlu
elemanini tamamen ortmektedir. h® = x — x,,, (0 < @ < 1) lokal doniigiimii ile bir [x;;, X+ 1]
sonlu elemant [0, 1] kapali arahigina doniistiiriiliir. Bu sekilde lineer B-spline fonksiyonlar

[0, 1] aralig1 iizerinde @ cinsinden

m(x) =1— o,
On(x) (2.34)
(pm-i-l (.X) =,

seklinde yazilabilir.

1

®Om ®m+1
V3 4
0
Sekil 2.8 Lineer B-spline fonksiyon

2.6.4.1 Kuintik B-Spline Fonksiyonlar
la,b] arahigmin diizglin bir pargalanmasi a = xp < x] < .... < X,—1 < X, = b olsun.

m= —2(1)N+2 ve h = x;p+1 — Xy, igin, x, diigiim noktalarinda @,,(x) kuintik B-spline
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fonksiyonlari,

.

\

o,
o’ — 683,
o’ — 687+ 159,

o’ — 67 + 15y —201°,
o’ — 6B + 15y —20nm° + 1567,

o’ — 6B+ 1597 —20m° + 1506° — 6u°,

0,

[tm—3,Xm—2]
[xm—Z y Xm— 1]
1, Xm]
[Pt Xim1]
[om-+1,Xm4-2]

[‘xm+2 ; xm+3]

diger durumlar

(2.35)

seklinde olup burada @ = (x —x,—3), B = (x—Xxp—2), Y= (x—Xp—1), N = (x—Xp), O =

(x—Xm+1) ve U = (x —Xpy2) dir. [a,b] arahig iizerinde tanimli fonksiyonlar i¢in {@,,(x)}

kiimesi bir baz olusturmaktadir.

@m(x) kuintik B-spline baz fonksiyonunun kendisi ve

tiirevlerinin timi [x,,_3,X,+3] arahg1 diginda sifirdir. @,,(x) kuintik B-spline fonksiyonu

[Xm—3,%m+3] arahginda bulunan ardigik alti elemani 6rtmektedir yani her [x,,;, x,,+1] sonlu ele-

mant Q,;—2(X), @p—1(x), Om(x), @mt1(X), @mt2(x), @m+3(x) seklindeki altt kuintik B-spline

fonksiyon tarafindan ortiilmektedir. @,,(x) ve dordiincii mertebeye kadar alinan tiirevlerinin

diigiim noktalarinda aldiklar1 degerler Tablo 2.1 de belirtilmistir.

Tablo 2.1

Kuintik B-spline fonksiyon ve tiirevlerinin x,, diigimlerinde aldiklar1 degerler

X Xm—3 Xm—2 Xm—1 Xm  Xm+1l Xm+2 Xm+3
O 0o 1 26 6 26 1 0
hel, O 5 50 0 5 5 0
Kol 0 20 40 -120 40 20 0O
Be” 0 60 -120 0 120 -60 0
Ko™ 0 120 -480 720 -480 120 O

Tipik [xp,,Xm+1] sonlu elemani, @ = x —x,,;, (0 < @ < 1) seklindeki lokal doniisiim ile [0, 1]

aralifina doniistiiriiliir. Nitekim kuintik B-spline baz fonksiyonlar1 [0, 1] aralig1 {izerinde @
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cinsinden

Op_r=1—-50+ 100> — 100> + 50* — ®°

Om_1 =26 — 500 +200? 4+ 200> — 200* + 50°,

O = 66 — 60w* +300* — 107,

Omr1 = 26+500 +200* — 200° — 200* 4 1007,

Oz =1+50+ 100 + 100° + 50* - 50°,

Om+3 = wS

olarak yazilabilir [15].

(2.36)

Tipik bir [x,x,+1] arahigi (2.35) te tamimlanan kuintik B-spline yaklagim fonksiyon-

lar1 tarafindan ortiilmesi sebebiyle bu araliktaki herhangi bir u(x,?); x;,, noktasindaki baz

fonksiyonu ve x e gore dordiincii mertebeye kadar tiirevleri §,, parametreleri cinsinden]

m+3
xmv Z (Pz xm
i=m—2
esitligi kullanilarak

Uy (xm, 1) =Up=8n—2+268,_1+668,+ 260,11+ Oni2,

(82— 108,14 108,41+ Sni2),

~n
%( 2+ 28,1 — 65m—{—25m+1+5m+2)7
Uy =98 (=8n2+28n1— 2811+ 8ny2),

._.

v __

U,y = 20(5;11 2 =481+ 60, — 4841+ Omy2)

yazilabilir.
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IX’” _‘ Pm-2

X
®Pma+3 ,_ Xm+1

2.6.4.2 Septik B-Spline Fonksiyonlar

Sekil 2.9 Kuintik B-spline Sekil Fonksiyonlari

la,b] arahigmin diizgiin bir pargalanmasi a = xp < x] < .... < X,—1 < X, = b olsun.

m= —3(1)N+3 ve h = x| — X i¢in, x,, diiglim noktalarinda @,,(x) septik B-spline

fonksiyonlart,
.

1

O (x) = n

\

seklinde olup burada @ = (x —xp—4), B = (X —Xpu—3), ¥

a’,
a’ —8B7,

a’ —8B7 +287,

a’ —8B7 +28y" —56m7,
o’ —8u’+28x7 —5617,
o’ —8u’ +28x’,

o’ —8u’,

0,

7

b

diger durumlar

(2.39)

(x—xm_z), n= (x_xm—l),

0 = (Xmra —x), U = (X3 —X), K= (Xpp2 —x) Ve A = (X1 —x)’dir. [a, b] arahi@1 lizerinde

tanimli fonksiyonlar i¢in {@,,(x) } kiimesi bir baz olugturmaktadir. @,,(x) septik B-spline baz

fonksiyonunun kendisi ve tiirevlerinin timii [x,,—4,X;,+4] arali1 diginda sifirdir. @,,(x) septik

B-spline fonksiyonu [x;,—4,X+4] araliginda bulunan ardigik sekiz eleman1 rtmektedir yani
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her [xn, Xp1] sonlu elemant @3 (x),Qm—2(X) @1 (), P (), P11 (X)@m-42(X), P43 (x) ve
QOm+4(x) seklindeki sekiz septik B-spline fonksiyon tarafindan ortiilmektedir. @, (x) ve
altinct mertebeye kadar tiirevlerinin diiglim noktalarinda aldiklar1 degerler Tablo 2.2 de

belirtilmistir.

Tablo 2.2 Septik B-spline fonksiyon ve tiirevlerinin x,, diiglimlerinde aldiklar1 degerler

X Xm—4  Xm-3 Xm—2 Xm—1 Xm Xm+1 Xm+2  Xm+3  Xm+4
Om 0 1 120 1191 2416 1191 120 1 0
he!, 0 7 392  -1715 0 1715 392 7 0
K¢/ 0 42 1008 630 3360 630 1008 42 0
Be 0 210 -1680 3990 0 3990 1680 210 0
o™ 0 840 0 7560 13440 7560 0 840 O
Kol 0 2520 10080 -12600 0 12600 -10080 2520 0
Mool 0 5040 -30240 75600 -100800 75600 -30240 5040 0

Tipik [xp,, Xn+1] sonlu elemant, @ = x — x,,;, (0 < @ < 1) seklindeki lokal doniigiim ile [0, 1]
araligina doniistiiriiliir [16]. Nitekim septik B-spline baz fonksiyonlari [0, 1] aralig1 iizerinde

o cinsinden

O3 =1-T0+210°—-350° +350* - 210° +70° — 0,

Om_2 = 1203920 + 5040 — 280w + 84> — 420° + Tw’,
Op_1=1191—-17150 + 3150 + 6650° —3150* — 105w’ + 105w° — 21w’
O = 2416 — 1680m + 5600* — 1400° + 3507,

Omr1 = 1191+ 17150 +3150% — 6650° — 3150* + 1050° + 1050° — 3507,
O = 12043920 + 5040° + 280> — 84> — 420° + 2107,

(2.40)

O3 =1+70+210° +350° +350* +210° +70° — @',
Qs = 0
olarak yazilabilir.
Tipik bir [x,xp,+1] araligi (2.39) da tanimlanan septik B-spline yaklasim fonksiyonlari
tarafindan ortiildiigii icin bu araliktaki bir u(x,7) degeri igin x,, diigiim noktasindaki interpo-
lasyon fonksiyonu ve x e gore altincit mertebeye kadar tiirevleri 8, parametreleri cinsinden
m+3

tm (Xms1) =Y @ (xm) (1) (2.41)

i=m—2
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esitligi kullanilarak

UN Xy 1) =ty = O3+ 12082+ 11918, 1 +24168,, + 11918, 1 + 120812 + 8y3,
Uy = 1 (—8p—3— 5682 — 2458, 1 + 245811 + 56842 + Oni3),
Uy = 43(8n—3 42482+ 1581 — 808, + 158,11 + 24812+ Sns3),

wy = 2(=8, 3 —88n 2+ 198, 1 — 198,11 + 8842+ 8ur3),
uhy =22 (8n3— 981+ 168, — 9811+ Gur3)

m

(2.42)

yazilabilir.

2418

1191

1 120

Xim \ ons ¥ Xm+1a

Sekil 2.10  Septik B-spline Sekil Fonksiyonlari

2.6.5 Hata Tahmini

Sonlu elemanlar yOnteminin dogrulugunu ve etkinligini test etmek ve wuy niimerik
¢oziimiiniin '™ tam ¢oziimiine yakinligini gostermek amaciyla hata normlari kul-
lanilmaktadir. Genellikle analitik ¢Oziime sahip olan problemlerin yaklagik ¢oziimleri

sicaklik dagilimi, hareketli sinirin hizi ve yeri icin uygun hata normlari hesaplanarak
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degerlendirilir. Bu sebeple

N
L= ||“mm—”NH22 hZ ”tjam_(”N)j)z» (2.43)
j=1
ortalama hata normu ve
Leo = || — uy |, ~ max |u{" — (un) ;| ,j = 1,2,...,N (2.44)
J

maksimum hata normu kullanilir.
2.6.6 Kararhlik Analizi

Sayisal algoritmalar, ayriklastirilan kismi tiirevli diferansiyel denklemler icin kuruldugunda
niimerik halde kararli olmasi gerekir. Kimi zaman sayisal algoritmalarda zaman gectikce yu-
varlama hatalarinin artmasi ya da baglangi¢ verilerinde ihmal edilen kiiciik bir kararsizlikla
karsilagilmast niimerik ¢oziimii analitik ¢oziimden uzaklastirabilir.  Ancak problemin
cOziimiine dahil edilen bu hatalarin kontrol edilemedigi zamanlarda ¢6ziim siiresi boyunca
biiyiiyen hatalar kararsiz ¢oziimlere sebep olabilmektedir. Bir kararlilik analizi ile hata-
larin anlagilmasi ve kontrol edilmesi kismi diferansiyel denklem ¢oziimiiniin basaris1 icin
esastir. Bu sebeplerden dolayi tezde ele alinan problemlere Von neumann kararlilik analizi
uygulanmugtir.

Von Neumann kararlilik teorisi, genellikle sonlu fark denklemlerinin kararlilik gereksinim-
lerinin belirlenmesi adina tercih edilen bir yontemdir. Bu teoride denklemin bir ¢oziimii
Fourier serisine acgilir. Boylece biiyiime faktoriinde goriilen artma ya da azalma, niimerik
algoritmanin kararli olup olmadigin1 gosterir.

Incelenmekte olan kismi tiirevli diferansiyel denklem dogrusal ise Fourier serisindeki
yalnizca bir terimin incelenmesi yeterli olacaktir. Aslinda Von Neumann kararlilik teorisinin
uygulanmasi i¢in temel sart diferansiyel denklemin lineer olmasidir. Bu yontem ile sinir
sartlarinin ¢oziimiin kararlilig iizerinde yaratabilecegi etki dikkate alinmaz. Bu engelleri
asabilmek icin lineer olmayan denklemler lokal olarak lineerlestirilir ve sonrasinda Von Neu-
mann kararlilik analizi uygulanir. Bdoylece nihai kararlilik kosulu lokal olarak saglanmis
olur. Gerekli olan kararlilik kosulu ise Von Neumann yontemi ile elde edilenden daha
kisitlayicidir.  Buna ragmen yapilan kararlhilik analizi calismasi ile elde edilen sonuclar
kararlilik gerekleriyle ilgili oldukca faydali bilgiler verecektir.

Kararlilik analizi siirecini gosterebilmek maksadiyla, T dalga sayisi, i = v/—1,& genlikteki

33



biiyiime faktorii ve Ax eleman biiyiikliigli olmak iizere,
&= EneMAY, (2.45)

sayisal algoritmanin dogrusallastirilmig formundan belirlenir. (2.45) esitligi ile gosterilen

Fourier mod, lineer denklem sisteminde yerine yazilir ve (2.45) deki esitlige
™A% = cos (TAx) +isin (TAx), (2.46)

formundaki Euler formiilii uygulanirsa, £ biiyiime faktorii bulunur. Biiyiime faktoriiniin
modiilii stnirli olmast kararli bir ¢6ziimii de beraberinde getirmektedir. Yani TAx ifadesinin
tiim degerleri i¢in & nin mutlak degerinin sinirli olmasi kararh bir ¢oziim anlamina gelmek-

tedir. Matematiksel olarak bu kosul || < 1 bi¢iminde ifade edilir.
2.7 Dalga Denklemleri

Bu boliimde tezde incelenecek olan dalga denklemleri hakkinda kisa bilgiler verilecek ve

daha sonra denklemlerle ilgili literatiirdeki ¢alismalara deginilecektir.
2.7.1 Gilson-Pickering Denklemi, Baslangic-Simir Kosullar: ve Test Problemleri

Claire Gilson ve Andrew Pickering, 1995 yilinda Gilson—Pickering (GP) denklemi adini
verdikleri bir denklem gelistirdiler. u = u(x,t) yeterli mertebeden tiirevlenebilir bir
fonksiyon, €, x, a, B pozitif reel degerler, x konum ve ¢ indisi ise zamana gore tiirevi

simgelemek iizere Gilson—Pickering (GP) denklemi
th - gux_x[ + 2Kux - uu_xxx - (Xl/tl/lx - ﬁuxuxx = 0 (2.47)

seklinde kismi tiirevli bir diferansiyel denklemdir [24]. GP denklemi, ikinci mertebe-
den lineer olmayan bir olusum denklemidir. GP denklemi, u(x,0) ve u;(x,0) seklindeki
bagslangic sartlari ile incelenir. Bu denklem, asagida belirtilen dogrusal olmayan modelleri

icermektedir:

* £ =1,a = -3 ve B =2 i¢in, Fuchssteiner—-Fokas—Camassa—Holm denklemi [25],
e e=1,aa=—-1,k=0.5ve B =3 i¢in, Fornberg—Whitham denklemi [26],

* £e=0,a=1,k=0ve B =3 i¢in, Rosenau-Hyman denklemi. [27,28].
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Literatiirde Gilson-Pickering denklemi adina yapilan cok az sayida sayisal calisma ile
kargilasilmaktadir. Aslan, birinci integral yonteminin (first integral method) bir parametre
kosulu altinda Gilson-Pickering denklemine uygulanabilirligi incelemistir [29]. A. Chen ve
arkadaglar1 tarafindan polinom diferansiyel sisteminin nitel teorisi kullanilarak GP denklem-
inin nitel davranigi ve tam hareket dalga coziimleri gosterilmistir [30]. G. Ebadi tarafindan
denklemin 1—soliton ¢oziimiinii elde etmek i¢in ansatz yontemi uygulanmistir [28]. Yine
GP denklemi farkli analitik yontemlerle ¢oziilmiistiir. Ornegin, diigiim agsiz yontem [31],
Bernoulli alt denklem fonksiyonu yontemi [32], integral yontemi [26] , G’ /G yontemi [33]

bunlardan bazilaridir. Bu calismada, (2.47) formundaki GP denkleminin sayisal ¢oziimii

arastirilirken
uy(a,t) =0, un(b,t) =0,
(un),(@,t) =0, (un),(b;1) =0, (2.48)

(un),, (a,t) =0, (un),, (b,t) =0,t >0
seklindeki sinir sartlari ve f(x) daha sonra belirlenecek bir fonksiyon olmak iizere
u(x,0)=f(x) a<x<b (2.49)
ile verilen baglangi¢ sart1 kullanilacaktir.
GP denklemi icin korunum kanunlar ise asagidaki formdadir:

Iy = [Judx~hyY

L= ff [% (3u2 + eul — 28uuxx)] dx (2.50)

2

~ hZZJVZI [% (3 <u’;> +& (ux)i —2¢eq’; (uxx)j)} :
(2.50) esitliginde 17 ve I, sirastyla s1g su dalgalarinin kiitlesinin ve enerjisinin korunmasina
karsilik gelir [28].
Belirlenen boliinme noktalari lizerinde problemin analitik ve niimerik degerleri hesaplanir ve

uygulanan sayisal metodun dogrulugu ve etkinligi (2.43) ile verilen L, ortalama hata normu

ve (2.44) ile verilen L., maksimum hata normu yardimiyla gosterilir.
2.7.1.1 Solitary Dalga Coziimii

Gilson-Pickering denkleminin solitary dalga analitik ¢6ziimii

u(x,t) = A (—1+tanh?[B(x—ct)]), (2.51)

bigimindedir. Burada A = 2K yo g 1 [_2K=c §ir 28] ¢, K, ot ve B ise keyfi pozitif

aec—c+2K

parametrelerdir. Bu analitik ¢oziim ¢ nin isaretine bagh olarak x in pozitif ya da negatif
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yoniinde hareket eden solitary dalga hareketlerine karsilik gelir. GP denkleminin solitary

dalga hareketi,
u(x,0) = A (—1+tanh® [B(x)]), (2.52)

seklindeki baslangi¢ sarti ve x — oo icin u(x,¢) — O sinir sartlari ile ele alinmistir. Burada

h=0.1,e =1, At =0.01 ile x € [—10, 10] aralig1 dikkate alinmgtir.

2.7.2 Genellestirilmis Oskolkov Denklemi, Baslangic-Sinir Kosullar: ve Test

Problemleri

x konum ve r zamana gore tiirevi simgelemek iizere tek boyutlu Oskolkov denklemi asagidaki

gibi tanimlanabilir:

Uy — Ay — Oty + utt, = 0. (2.53)
Tek boyutlu diizenlenmis Oskolkov denklemi ise

U — Albxxy — Ottty + U1ty = 0. (2.54)

seklinde tanimlidir. Gergekte, (2.53) ve (2.54) denklemleri Oskolkov denkleminin tek boyutu

analoglaridir.
(1=AVHu = aViu— (uV)u—Vp+f, Vu=0 (2.55)

seklinde belirtilen Oskolkov sistemi ise, sikistirllamaz viskoelastik akigkanlarin Kelvin-Voigt
modelinin dinamik davranigin1 gosterir. u ve A parametreleri sirasiyla sivinin viskoz ve
elastik Ozelliklerini gosterir. A parametresi negatif bir deger olabilir ve bu durum, Oskolkov
denkleminin fiziksel anlamini1 bozmaz [34].

Y, o ve 1 pozitif reel degerler olmak iizere,
ur + ’Y(up)x + Oty + Nty =0 (2.56)

seklinde tanimlanan genellestirilmis Oskolkov denklemi, x — 4o iken u — 0 fiziksel sinir
kosullar1 altinda incelenecektir.

Oskolkov denkleminin ¢esitli tiirlerinin tam ¢oziimleri bir ¢ok farkli yontemle incelenmistir
[35-37]. Oskolkov denkleminin hareketli dalga ¢oziimleri G'/G—agilim yontemi ile elde
edilmigtir [38]. Roshid, MSE (Modified Simple Equation) yontemi ile Oskolkov denklem-
inin tam ¢oziimiinii bulmustur [39]. Faruk ve arkadaglar1 [40], tanh-coth yontemi ile den-

klemin farkli ¢coziimlerini elde etmislerdir.
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Bu calismada, (2.56) formundaki genellestirilmis Oskolkov denkleminin sayisal ¢oziimii

arastirilirken
u a7t - 07 u b7t = O’
e Voo (2.57)
(un), (a,t) =0, (un),(b,t) =0, >0
sinir sartlart ve
u(x,0)=f(x) a<x<b. (2.58)

ile verilen baglangic sart1 kullanilacaktir.
S1§ su dalgalarinin kiitlesinin korunmasina karsilik gelen genellestirilmis Oskolkov denklemi

icin korunum yasas1 asagidaki forma sahiptir:
b N
h=[ udr=nY u. (2.59)
a j:1

Belirlenen boliinme noktalari tizerinde problemin analitik ve niimerik degerleri hesaplanir ve
uygulanan sayisal metodun dogrulugu ve etkinligi (2.43) ile verilen L, ortalama hata normu

ve (2.44) ile verilen L., maksimum hata normu yardimiyla gosterilir.
2.7.2.1 Sok Dalga Coziimii:

Genellestirilmis Oskolkov denkleminin sok dalga analitik ¢oziimii

m au 2/(p=1)
t)=|A+BD(= — 2.60
u(x1) [ * (2 a+ cosh [u(x — kt)] — sinh [ (x — Kt)]) ’ (2.60)
bicimindedir. Bu denklemde
oo
A=_ % P y<g+3> :
rip+3) (22t
B= !
_862(p+1) \’
2
Yc<02—78‘(’pg)+2”> 2n(p+1)
D=oc 277(1’"’1) rl(p_|_3) )
_ V8 [pP=2p+l
H="2V e
= ov2nptl)
— n(p+3)

ve a, K, U, p reel sabitlerdir. Genellestirilmis Oskolkov denkleminin sok dalga ¢6ziimii i¢in
baslangic sart1 ise

2/(p-1)
u(x,0) = {A +Bp(E - i ) . (2.62)

2 a+cosh(ux)—sinh(px)
bi¢imindedir.
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2.7.2.2 Gaussian Baslangi¢c Kosulu

Genellestirilmis Oskolkov denklemi yardimiyla dalgalarin olusumu i¢in

u(x,0) = exp (—x%), (2.63)
Gauss baglangic kosulu ve

u(—10,¢) =u(10,¢) =0 , t >0 (2.64)

seklinde belirtilen sinir kosulu kullanilarak # ve Af nin ¢esitli degerleri i¢in solitonlarin

olusumu iizerinde calisilmistir.
2.7.2.3 Undular Bore Baslangi¢c Kosulu

Genellestirilmis Oskolkov denklemi yardimiyla dalgalarin olusumu i¢in

u(x,0) = %Uo [1 — tanh (W%xo)} , (2.65)

Undular bore baslangi¢ kosulu ve
u(—60,t) =u(60,¢) =0 , t>0 (2.66)

seklinde belirtilen sinir kosulu kullanilarak # ve Af nin ¢esitli degerleri i¢in solitonlarin
olusumu iizerinde calisilmistir. Derinlikler arasindaki gecis sadece hafif bir egime sahipse,
durgun su alanina daha derin bir su akig1 aktifinda bir delik olusur [41]. Genlikteki degisim
x = xq uizerinde merkezlenir ve degisimin dikligi d ile dl¢iiliir. d nin degerleri diklik ile ters

orantilidir.

2.7.3 Kudryashov-Sinelschkov Denklemi, Baslangi¢c-Sinir Sartlar: ve Test

Problemleri

Kudryashov ve Sinelshchikov, ilk kez 2010 yilinda Kudryashov-Sinelshchikov denklemi
(KS) adin1 verdikleri bir dogrusal olmayan olusum denklemini tanitmiglardir. KS denklemi,
u = u(x,t) yeterli mertebeden tiirevlenebilir fonksiyon, a, B, y ve 6 pozitif reel degerler, x

konum ve ¢ zaman degiskeni olmak iizere,
ur + outtty + Pty + (Ut )x + Oyt = 0, (2.67)

formunda lineer olmayan kismi tiirevli bir diferansiyel denklemdir. = Kudryashov-

Sinelshchikov (KS) denklemi, 1s1 transferi ve viskoziteyi hesaba katarak sivi ve gaz
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kabarciklarinin karisitmlarindaki basing dalgalar1 olgusunu a¢iklamaktadir [42].

KS denklemi, ¥y = 6 = 0 oldugunda KdV denkleminin genellestirilmesine indirgenir. KS
denklemi i¢in literatiir incelendiginde pek cok calisma ile karsilagilir. Bunlara ornek olarak,
Bruzon ve arkadaglari, KS denklemi i¢in en basit denklem yontemini (simple equation
method) uygulayarak bazi tam dalga coziimleri elde etmiglerdir [43]. Ryabov, denklemin
tam ¢ozlimiinii elde etmek icin kesilmis genisleme yonteminin (truncated expansion method)
modifikasyonunu kullanmistir [44]. Randriiiit [45] caligmasinda, dalga profillerine ek olarak
denklemle ilgili faz egrilerini sunmustur. Mirzazadeh ve Eslami, birinci integral yontemini
kullanarak KS denkleminin tam ilerleyen dalga (travelling wave) ¢6z timlerini bulmuglardir
[46]. He, dinamik sistemlerin ¢atallanma yOntemini ve faz portreleri analizi yontemini kul-
lanarak KS denklemini arastirmigtir [47]. Seadawy [48], degistirilmis matematiksel yontemi
(modified mathematical method) uygulayarak KS denkleminin tam ilerleyen ve solitary
dalga ¢oziimlerini olusturmustur. ilerleyen dalga sisteminin farkli faz yoriingelerine karsilik
gelen acik bir ilerleyen dalga ¢6ziimii Li ve Chen tarafindan elde edilmistir [49]. Yine beginci
mertebeden dogrusal olmayan KS denklemi i¢in Lie simetri yontemi Nadjafikhah tarafindan
uygulanmugtir [50].

Son yillarda, matematiksel fizikte KS denkleminin tam ¢Oziimlerini bulmak igin F-
genigletme (F —expansion) yontemi, G'/G —polinom agilim yontemi (G'/G —polynomial
expansion method), c¢atallanmalar ve faz portreleri (bifurcation and phase portraits), ¢coklu
genisleme yontemi (multiple expansion method), Jacobi eliptik fonksiyon yontemi gibi
cesitli giiclii yontemler de sunulmustur [51-54]. Ayrica KS denkleminin sayisal olarak
coziildiigii cok az sayida calisma bulunmaktadir.  Gupta, dogrusal olmayan zaman-
fraksiyonel Kudryashov-Sinelshchikov denklemini radyal temel fonksiyon (RBF) yontemini
kullanarak sayisal olarak ¢Ozmiistiir [S5]. KS denkleminin polinom ve rasyonel dalga
cOziimleri ve dinamik hareketler icin sayisal simiilasyonlar [56] da incelenmistir.

Bu calismada, (2.67) formundaki Kudryashov-Sinelshchikov denkleminin sayisal ¢coziimii

arastirilirken
uy(a,t) =0, un(b,t) =0,
(un), (a,t) =0, (un), (b,t) =0, (2.68)

(MN)xx(a7t):Ov (uN)xx(bvt):07t>0

sinir sartlar1 ve

u(x,0)=f(x), a<x<b (2.69)
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baslangic sart1 kullanilacaktir.
Sayisal semanin dalga hareketi boyunca fiziksel durumu korudugunu géstermek i¢in /7 ve I»

ile gosterilen

I = [Z, u(x,t)dx,
b = [ [y (yu+ B)Y0 1 =B+ y 70 dx

seklindeki degismezler hesaplanmustir.

(2.70)

Belirlenen boliinme noktalar iizerinde problemin analitik ve niimerik degerleri hesaplanir ve
uygulanan sayisal metodun dogrulugu ve etkinligi (2.43) ile verilen L, ortalama hata normu

ve (2.44) ile verilen L., maksimum hata normu yardimiyla gosterilir.

2.7.3.1 Solitary Dalga Coziimii

Kudryashov-Sinelshchikov denkleminin solitary dalga ¢oziimii

3 2,2
u(x,t) = ﬁK—'usechz P (x—ct)|, (2.71)
o — yk2u? 2
olup, burada ¢ = B x*u? dalganin yayilma hizini ve "(’2’—;2) ise, dalganin genligini gosterir.

xo sabit reel sayidir. Kudryashov-Sinelshchikov denkleminin tek solitary dalga ¢oziimii

SBKZM2

u(x,0) = msechz [ﬂx} , 2.72)

2

baglangi¢ sart1 ve x — too igin u(x,7) — O sinir sartlari ile ele alinmugtir.
2.7.3.2 1ki Solitary Dalgamin Carpismasi

(2.67) formundaki KS denkleminin (2.71) da belirtilen solitary dalga ¢6ziimiine sahip oldugu
belirtilmisti. Bu durumda KS denklemi, iki pozitif solitary dalganin etkilesimi problemi i¢in
c1,c2,Xx1,Xx2 reel sabit degerler olmak iizere

: 2 [ KHi

,Zi — W sech [ (i cit)] , 2.73)

Bu,

seklinde bir baglangi¢ ¢coziimiine sahiptir. Burada, a—ni? ve ”’ terimleri sirastyla solitary

dalgalarinin genlik ve hizlarina karsilik gelmektedlr.
2.7.3.3 Gaussian Baslangi¢ Kosulu

Kudryashov-Sinelshchikov denklemi yardimiyla dalgalarin olusumu i¢in

u(x,0) = exp (—x%), (2.74)
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Gaussian baglangic kosulu ve
u(—200,¢) =u(100,1) =0 , >0 (2.75)

seklinde belirtilen sinir kosulu kullanilarak 4 ve At nin degisik degerleri icin solitonlarin

olusumu tizerinde ¢aligilmistir.

2.7.3.4 Undular Bore Baslangi¢c Kosulu

Kudryashov-Sinelshchikov denklemi yardimiyla dalgalarin olusumu i¢in

u(x,0) = %Uo {1 — tanh (|x| ;xo)} : (2.76)

bicimindeki Undular bore baglangi¢ kosulu ve

u(—200,7) =u(100,1) =0 , >0 (2.77)

seklinde belirtilen sinir kosulu kullanilarak # ve Ar nin farkli degerleri icin solitonlarin

olusumu iizerinde caligilmistir.
2.7.4 Besinci Dereceden KdV Tipi Denklemler

Giintimiizde modern soliton ¢aligmalarina yon veren ilk solitary dalga kesfi 1834 yilinda
yapilmistir. Gemi ingaat miihendisi J. S. Russell’in daha verimli ¢alisacak kanal teknelerini
tasarlamak i¢in Union kanal sirketi adina bir dizi ¢alismalar yaptig1 sirada ortaya ¢ikmugtir
[57]. Son yillarda optoelektronik ve telekominikasyon alanlarinda solitary dalgalar ile ilgili
bu gozlemin onemi oldukca acik bir sekilde ortaya ¢cikmaktadir. Bu kesiften sonra Russell,
laboratuvarinda sabit hiz ve sekilde ilerleyen solitary dalgalarin1 daha iyi inceleyebilmek icin
su tanklar1 olusturarak bircok deney yapmis ve bu deneyler sonucunda solitary dalgalar ile
ilgili onemli bilgiler elde etmistir [S8]. Yaklasik 50 y1l boyunca Russell’in ¢alismalar1 deney
seviyesinde kalmis ve hi¢bir denklemin ¢oziimii solitary dalga olarak elde edilememistir.
1895 yilinda Hollandali matematik¢i Korteweg ve doktora 6grencisi olan de Vries ile birlikte

genis dalgalarin s1§ suda yayilimin1 modelleyen ve bugiin kendi adlari ile anilan (KdV)
Uy + Ottty + Bty + Kuuy =0 (2.78)

seklinde yeni bir lineer olmayan denklem tanimlamiglardir. Bu denklemde x konum ve
t zaman degiskeni olmak tizere u(x,7) dalganin genligini, o« = \/gd kiigiik genlikli dal-
ganin hizim, B = o(d?/6 — G/2pg) dagilma parametresini, k lineer olmayan parametreyi,
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G su yiizeyinin gerilimini ve p suyun yogunlugunu gostermektedir [59]. Korteweg ve de
Vries arastirmalari sonucunda bu yeni denklemin u(x,t) = hsech?(x — at) biciminde bir
¢Oziime sahip oldugunu kanitlamiglardir. Ayrica KdV denkleminin pozitif dikey diizlemde
periyodik ¢oziimlerinin yalnizca bir tepe formunda olabilecegini gostermiglerdir. Boylece
Russell’1n bahsettigi solitary dalgalarin varligini kanitlamis ve de Vries’in doktora tezinde
yaymlamislardir. Ancak bu doktora tezinde denklemin iirettigi dalgalarin kararli olup ol-
madiklar ve iki solitary dalganin carpigsmadan sonra sekillerinde bir degisiklik olup olmadig1
hakkinda bir bilgi yer almamistir. Ciinkii o zamana kadar KdV denkleminin genellikle,
kiiciik fakat sonlu genlikteki dalgalarin dogrusal olmayan dagitict ortamlardaki tek yonlii
dagilimlarini agikladigr diisiiniilmekteydi. Fakat Kruskal ve Zabusky, Fermi-Pasta-Ulam
problemi olarak adlandirilan KdV denkleminin esit kiitlelerle birlestirilmis dogrusal olmayan
yaylarda ve tek boyutlu kafesteki uzunlamasina dagilimini yénlendirdigini gostermiglerdir
[60]. Daha sonra denklemin yine bir¢cok farkli alanda yeni uygulamalar kesfedilmistir.
Ornegin KdV denkleminin plazma fizigindeki uygulamalarim soguk plazmadaki iyon
akustik dalgalar tizerine yaptiklar1 calismalartyla Washimi ile Taniuti gostermislerdir [61].
KdV denkleminin soliton ¢oziimlerinin niimerik ve analitik olarak elde edilmesi ile soli-
ton dalgalar iizerinde yapilan caligmalar oldukca hizlanmigtir. Soliton dalgalar gliniimiizde
genellikle miihendislik, kimya, akigkanlar mekanigi, kuantum mekanigi, fiber optik, hidro-
dinamik, siiper iletkenlik fizigi, biyofizik gibi fizigin farkli alanlarinda oldukc¢a yogun
bir sekilde kullanilmaktadir. Ornegin fiber optikte normal dalganin yerine solitonlar kul-
lanildiginda iletilen verilerde higbir kayip olmaksizin bircok veri yiliksek hizda ¢ok uzun
mesafeler boyunca taginabilecektir. Buna ek olarak solitonlar elektronlari lazer 1sinlari ile
hasarli dokuya ulastirip hiicreye yeterli besinin ulagtirilmasi adina DNA’y1 uyarir ve bunun
sonucunda hiicrenin onarimi saglamir [62]. 2013 yilinda Tsukuba Universitesinde gorev ya-
pan bilim adami1 H. Kuwayama baz1 hiicrelerde soliton dalga hareketlerini gozlemlemistir.
Andrea Blanco-Redondo ve bir grup fizik¢iden olusan arastirmaci 2016 yilinda Sydney
Universitesi’nde optik solitonlarin iletisim teknolojileri ve hassas lazer cerrahisi goriintiileme
cihazlart gibi pek ¢ok alandaki uygulamalar icin yol gosterici olacak “saf-kuartik soliton-
lar” ad1 verilen yeni bir soliton tiiriinii kesfetmiglerdir. Bu tip solitonlarin en 6nemli 6zelligi
mevcut solitonlardan giiclii ve farkl bir sekle sahip olmalaridir [63].

Bu tezde ¢oziimlerini inceledigimiz besinci mertebeden KdV denkleminin genel sekli

U+ auzux + ﬁuxuxx + Yutttyyx + Uyyxnx = 0, (2.79)
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biciminde olup burada u(x,t) yeterince tiiretilebilen bir fonksiyondur. Genellestirilmig
KdV olarak da adlandirilan besinci mertebeden KdV denklemi, kuantum mekanigi ve
dogrusal olmayan optikteki ¢ok sayida fiziksel olay icin vazgecilmez bir modeldir. Besinci
mertebeden KdV denkleminin soliton dalgalarinin 6zel durumu i¢in tam ¢6ziim bilinmekle
beraber, genel ¢Oziimii tam olarak bilinmemektedir. Bu denklemin sayisal ¢coziimleri i¢in
cesitli yontemler kullanilmistir. Ornegin tanh ve sine-cosine yontemi [84] , sonlu fark
semalar1, Exp fonksiyon yontemi, homojen denge yo ntemi gibi [64]. Yine Abbasbandy
ve Zakaria denklemin soliton ¢6zlimii i¢in homotopi analiz yo ntemini [57], Goswami ve
arkadaglart homotopi pert lirbasyon doniisiim yontemini (HPTM) [57]; Kaya, Adomian
ayristirma yontemini kullanmigtir [103].

Denklemdeki parametreler denklemin ozelliklerini giiclii bir sekilde degistirir.  Bu
parametrelerin  farkli degerleri kullanilarak fKdV denkleminin bir¢ok versiyonu

olusturulabilir, ancak bu versiyonlardan asagida belirtilenler ozellikle ilgi ¢ekicidir:

a. a =45, B =15, ve y= 15 i¢in, Sawada-Kotera (SK) denklemi [65],

b. a =180, B = 30, ve ¥ = 30 i¢in, Caudrey-Dodd-Gibbon (CDG) denklemi [66],
c. o =30, B =20, ve y= 10 i¢in, Lax denklemi [67],

d. a =20, B =25, ve y= 10 i¢in, Kaup-Kuperschmidt (KK) denklemi [68, 69] ve

e. =2, =6, vey=3icin, Ito denklemi [70].

2.7.4.1 Sawada-Kotera Denklemi, Baslangic-Simir Kosullar: ve Test Problemleri

Sawada-Kotera (SK) denklemi, u = u(x,7) yeterince tiirevlenebilir bir fonksiyon, x konum

ve t zaman degiskenini simgelemek iizere,
Uy —|—45u2ux + 15uy sty + 15Uty + Uiy =0, a<x<b, 0<tr<1, (2.80)

formunda lineer olmayan kismi tiirevli bir diferansiyel denklemdir [65]. Sawada-Kotera
denklemi i¢in literatiir aragtirmasi yapildiginda bir¢ok sayisal ¢alisma ile karsilagilir: Gupta
ve Ray, zaman-kesirli SK denklemini ¢6zmek i¢in iki boyutlu Chebyshev dalgacik yontemini
uygulamiglardir [71]. Kumar ve arkadaglari, sivilarda meydana gelen iki modlu Sawada-
Kotera (tmSK) denklemi i¢in degistirilmis Kudryashov ve yeni yardimci denklem (new aux-

iliary equation methods) yontemlerini ve yeni ¢ift dalga soliton ¢coziimlerini incelemiglerdir
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[72]. Manafian ve Lakestani, ¢ift yonlii Sawada-Kotera (bSK) denkleminin tam ¢oziimlerini
Hirota bilinear yontemi ile bulmuslardir [73]. Liu ve Dai, Hirota bilinear yontemini kul-
lanarak besinci dereceden SK denklemi i¢in tam soliton ¢oziimleri belirlemiglerdir [74].
Ozkan ve Uyhan, SK denklemini radyal temel fonksiyonlar yardimiyla agsiz cizgiler
metodu ile ¢cozmiislerdir [75]. Durur ve Yokus, SK denkleminin hiperbolik hareketli dalga
¢oziimlerini, 1/G’—genisleme yontemini kullanarak elde etmiglerdir [76]. Adem, matem-
atiksel fizikteki cesitli problemlerde ortaya ¢ikan iki boyutlu genellestirilmis bir SK den-
klemi iizerinde Lie simetri analizi gerceklestirmistir [77]. Ray ve Sahoo, kesirli karmagik
doniistim aracilifiyla tanh-sech yontemini kullanarak zaman-fraksiyonel besinci dereceden
SK denkleminin analitik olarak tam ¢ziimlerini bulmuslardir [78].

Belirlenen boliinme noktalari lizerinde problemin analitik ve niimerik degerleri hesaplanir ve
uygulanan sayisal metodun dogrulugu ve etkinligi (2.43) ile verilen L, ortalama hata normu
ve (2.44) ile verilen L., maksimum hata normu yardimiyla gosterilir.

Solitary Dalga Coziimii

Sawada-Kotera denkleminin solitary dalga analitik ¢6ziimii
u(x,t) = 2k* (—1+sech? [k (x — 16k*t —x0)]) , (2.81)

bicimindedir [79]. Bu analitik ¢6ziim k nin isaretine bagh olarak x in pozitif ya da negatif
yoniinde hareket eden solitary dalga hareketlerine karsilik gelir.

Sawada-Kotera denkleminin solitary dalga hareketi i¢in baglangic sarti
u(x,0) = 2k*(—1+sech? [k(x — x)]), (2.82)

olup, x — oo i¢in u(x,¢) — 0 smr sartlari ile ele alinmigtir.

2.74.2 Caudrey-Dodd-Gibbon (CDG) Denklemi, Baslangi¢c-Sinir Sartlar: ve Test

Problemleri

u = u(x,1) yeteri kadar mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon, x konum ve ¢ ise zamana

gore tiirevi belirtmek iizere, Caudrey-Dodd-Gibbon (CDG) denklemi,
Uy + 180u2ux 4+ 30u sty + 30Uty + Uy = 0, (2.83)

formunda lineer olmayan bir kismi diferansiyel denklemdir.
Bu denklemin tamamen integrallenebilir oldugu bilinmektedir. Bu, denklemin ¢oklu soli-
ton ¢oziimlerine sahip oldugu anlamina gelmektedir [80]. Weiss tarafindan CDG denklem-

inin Painleve 6zelligine sahip oldugu kanitlanmistir [81]. Literatiirde, CDG denkleminin
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birka¢ yontemle ¢oziildiigli goriilmektedir: Hirota’nin ¢ift dogrusal yontemi [82], Hirota’nin
dogrudan yontemi [80], Riccati denklem yontemi [83], tanh yontemi [84], exp-fonksiyon
yontemi [85, 86], sonlu eleman yaklagiminda kollokasyon yontemi [87].

Belirlenen boliinme noktalari lizerinde problemin analitik ve niimerik degerleri hesaplanir ve
uygulanan sayisal metodun dogrulugu ve etkinligi L, ortalama hata normu ve L., maksimum
hata normu yardimiyla gosterilir.

Solitary Dalga Coziimii

Caudrey-Dodd-Gibbon (CDG) denkleminin solitary dalga analitik ¢oziimii

k2 exp(k(x — k*))
(1 +exp(k(x—k*)))?’

u(x,t) = (2.84)

bicimindedir. Bu analitik ¢oziim k nin isaretine bagli olarak x in pozitif ya da negatif yoniinde
hareket eden solitary dalga hareketlerine karsilik gelir. CDG denkleminin solitary dalga
hareketi i¢in baglangi¢ sarti

k? exp (kx)

u(x,0) = f(x) = M +exp(k0) 2’

(2.85)
olup, x — oo igin u(x,t) — 0 sinir sartlari ile ele alinmustir.
2.7.4.3 Lax Denklemi, Baslangic-Sinir Sartlar: ve Test Problemleri

Lax Denklemi, u = u(x,t) tiirevlenebilir bir fonksiyon, x konum ve ¢ ise zaman degiskenini

belirtmek iizere,
uy 4 30Uty + 30Uty + 10Uty + Uoex = 0, (2.86)

formunda lineer olmayan bir kismi diferansiyel denklemdir.

Lax denklemi iyon akustik, uzun i¢ ve s1g su dalgalarini igeren fiziksel olaylarda uzun
bir boyutlu dalgalarin olusumunu belirler. Literatiirde, denklemin farkli yontemlerle
coziildiigii goriilebilir: Adomian yontemi [103], genisletilmis tanh yontemi [104], Haar dal-
gacik siralama yontemi [105], Hirota’nin bilinear yontemi [106], auto-Bédcklund ve Hirota
doniistimii [107], ters sacilma doniisiimii [108]. Yedinci mertebeden Lax denklemi Darvishi
tarafindan psodospektral yontemle analiz edilmistir [109].

Belirlenen boliinme noktalar1 iizerinde problemin analitik ve niimerik degerlerin hesaplan-
mast1 yapilir ve uygulanan sayisal metodun dogrulugu ve ne kadar etkili oldugu L, ortalama

hata normu ve L., maksimum hata normu yardimiyla incelenir.
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Solitary Dalga Coziimii

Lax denkleminin solitary dalga analitik ¢oztimii
u(x,t) = 2k* (2 — 3tanh? [k (x — 56k*t —x0)]) , (2.87)

bicimindedir. Bu analitik ¢oziim k nin isaretine bagli olarak x in pozitif ya da negatif yoniinde
hareket eden solitary dalga hareketlerine karsilik gelir.

Lax denkleminin solitary dalga hareketi i¢in baglangic sarti
u(x,0) = 2k*(2 — 3tanh? [k(x — x0)]), (2.88)
olup, x — oo i¢in u(x,t) — 0 sinir sartlari ile ele alinmustir.

2.7.44 Kaup—Kuperschmidt (KK) Denklemi, Baslangic-Simir Sartlar: ve Test

Problemleri

u = u(x,t) yeteri kadar mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon, x konum ve ¢ ise zamana

gore tiirevi belirtmek tizere, Kaup—Kuperschmidt (KK) denklemi,
g + 20Uty + 25Uty + 10ty + Upery = 0, (2.89)

formunda lineer olmayan kismi tiirevli bir diferansiyel denklemdir.

Integrallenebilir oldugu bilinen ve c¢ift dogrusal gosterimleri olan ancak N-—soliton
cOzlimlerinin ag¢ik bi¢imi bilinmeyen Kaup—Kuperschmidt (KK) denklemi i¢in literatiir
arastirildiginda bir takim sayisal ¢alismalar yapildig1 goriilmektedir [68, 69]. KK denklemi
ilk olarak 1980 yilinda Kaup tarafindan tanitilmistir [68]. Calismada, Kaup tarafindan
solitary dalga ¢oziimleri elde etmek i¢in ters sagcilma teknikleri kullanilmig, ancak daha
once N—soliton analitik ¢ozlimleri arastirllmamistir. Zaman-kesirli KK denklemi icin Lie
simetri analizi ve grup siniflandirmasi Jafari ve calisma arkadaglar1 tarafindan yapilmigtir
[88]. 1997 yilinda Hirota bilinear yontemi kullanilarak KK denkleminin iki soliton ve
tic soliton analitik ¢Ozlimleri Hereman ve Nuseir tarafindan sunulmustur [89]. Musette
ve Zait, Painlevé-Gambier simiflandirmasina dayal tekillik analizini kullanarak KK den-
kleminin Backlund doniisiimiinii tiiretmistir [90,91]. Parker, KK denkleminin ¢ift dogrusal
bicimine doniistiiriilmesi icin dogrudan yaklasimi tanitmis ve genel N—soliton ¢oziimlerini
sunmustur [92, 93]. Ablowitz ve Clarkson, soliton ¢oziimlerinin gelistirildigi fiziksel
Ooneme sahip dogrusal olmayan denklemleri islemek i¢in ters sa¢ilma doniisiimii yontemini
uygulamigtir [94]. Sahoo, gelismis G'/G—genisletme ve genisletilmis G’'/G—genigletme
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yontemleri gibi yeni teknikler kullanarak zaman-kesirli KK denklemi i¢in yeni analitik
cozlimler olusturmusgtur [95]. Lokal olmayan simetri, KK denklemi i¢in Reyes tarafindan
tanitilmistir [96,97].

Belirlenen boliinme noktalar1 {izerinde problemin analitik ve niimerik degerlerin hesaplan-
mas1 yapilir ve uygulanan sayisal metodun dogrulugu ve etkinligi L, ortalama hata normu
ve L., maksimum hata normu yardimiyla incelenir.

Solitary Dalga Coziimii

Kaup-Kupershmidt denkleminin solitary dalga analitik ¢6ziimii

242 o (kx—K1) (4e(kxfk51)) _|_e2(kxfk5t) +16)
- (16e(ke=k>1) 1 g2(kx—k1) 4 16)2

u(x,t) , (2.90)

bicimindedir. Bu analitik ¢6ziim k nin pozitif ya da negatif olmasina bagli olarak x in pozitif
ya da negatif yonde hareket eden solitary dalga hareketlerine karsilik gelir.
Kaup-Kupershmidt denkleminin solitary dalga hareketi icin baslangi¢ sarti

 24k%ek (4€) + e 1 16)

u(x,0) = 65+ T T67 (2.91)

olup, x — £eo i¢in u(x,t) — O sinir sartlart ile ele alinmistir [98].
2.7.4.5 Ito Denklemi, Baslangic-Simir Sartlar: ve Test Problemleri

Ito denklemi, u = u(x,t) yeteri kadar mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon, x konum ve ¢

zaman degiskeni olmak iizere,
U+ 2’”2“)6 + Ouylty + Uty + Uprr = 0, (2.92)

formunda lineer olmayan kismi tiirevli bir diferansiyel denklemdir.

Ito denklemi kesinlikle integrallenemez, ancak sinirli sayida korunum yasasina sahiptir
[99]. Son zamanlarda, bircok integrallenebilir 6zellik ve (2.92) denkleminin tam ¢oziimleri
farkli bakis acilarindan genis capta arastirilmaktadir [70]. Wang ve arkadaglari tarafindan
zaman-kesirli Ito denklemini ¢6zmek icin Bernstein polinomlarini kullanarak Chebyshev
dalgaciklart yontemi onerilmistir [100]. Xu ve arkadas1 2006 yilinda Ito tipi birlestirilmis
KdV denklemlerini ¢c6zmek icin yerel siireksiz bir Galerkin yontemi gelistirmiglerdir [101].
Projektif Riccati denklem yontemini kullanarak standart Ito denklemi i¢in ilerleyen dalga
coziimleri Gomez’in ¢alismasinda elde edilmis ve denklemin tam ¢oziimleri tiiretilmigtir
[102].

Belirlenen boliinme noktalar1 iizerinde problemin analitik ve niimerik degerlerin hesaplan-

mast1 yapilir ve uygulanan sayisal metodun dogrulugu ve ne kadar etkili oldugu L, ortalama
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hata normu ve L., maksimum hata normu yardimiyla incelenir.
Solitary Dalga Coziimii

Ito denkleminin solitary dalga analitik ¢oztimii

u(x, 1) = 20k% — 30k* tanh? (kx —96k5t + kxo) , (2.93)
bicimindedir. Ito denkleminin solitary dalga hareketi i¢in baslangic sarti

u(x,0) = 20k* — 30k> tanh? (kx + kxp) . (2.94)

olup, x — £eo igin u(x,t) — 0 sinir sartlart ile ele alinmustir.
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3. BOLUM
GILSON PICKERING DENKLEMININ KOLLOKASYON SONLU ELEMANLAR
YONTEMI ILE NUMERIK COZUMU

Bu boliimde, dogrusal olmayan Gilson-Pickering denkleminin septik B-spline kollokasyon
metodu kullanilarak niimerik ¢oziimleri arastirilmistir. Bilinmeyen fonksiyonun zaman
ayristirmasit Crank-Nicolson metodu ile yapilmistir. Zaman ayristirmasi ile denklemdeki li-
neer olmayan terimler lineerlestirilir ve septik B-spline bazlarin yardimiyla tamamen zaman-
konum ayrismis olan bir cebirsel denklem elde edilir. Bilinmeyen sayisi ile denklem
sayilari, baslangi¢ ve sinir kosullart kullanilarak esitlenip ¢oziilebilir hale getirildikten sonra
(N+1) x (N+ 1) boyutlu matris sistemi ile ifade edilebilen denklem sistemi Thomas algorit-
masi ile ¢oziilmiistiir. Von Neumann teknigi uygulanarak yontemin kararlilig1 arastirilmagtir.
Sayisal algoritma tek solitary dalga hareketini iceren test problemi {izerinden hata miktarlari

ile korunum sabitleri hesaplanmis ve grafikler ¢izilerek yorumlanmustir.
3.1 Denklemin Gelisimi ve Septik B-Spline Fonksiyonlar

Bu kisimda, birinci boliimde verilen septik B-spline kollokasyon yontemi ile Gilson-
Pickering denkleminin niimerik ¢6ziimii i¢in ¢oziim adimlar verilmistir. €, x, o ve 8 pozitif
reel sabitler, x indisi konum ve 7 indisi zaman degiskenini belirtmek iizere x — oo iken

u — 0 sinir sartlari ile Gilson-Pickering (GP) denklemi
Uy — Ellyyy + 2Ky — Ullyyy — QU — Byt = 0. (3.1

iizerinde durulmustur. Bu denklem,

uN(a,t):O, uN(b,t):O,
(un), (a,t) =0, (un), (b,r) =0, (3.2)
(MN)xx(a7t):Ov (uN>xx(b7t):07t>O

seklindeki sinir sartlar1 ve
u(x,0)=f(x), a<x<b (3.3)

baslangic sarti ile ele alinmistir.
[k olarak problemin ¢oziim bolgesi; [a,b] kapal araligina kisitlanir. [a, b] kapali aralig1, x,,
diigtim noktalarim kullanarak a = xg < x; < ... < xy = b seklinde N adet birbirine esit alt

araliklara boliiniir. m = 1,2, ..., N i¢in bu alt araliklarin uzunluklar1 4 = bN;“ = (Xmt1— Xm)
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formundadir. a < x < b arahiginda x,, diigiim noktalari ile @,,(x) septik B-spline interpo-

lasyon fonksiyonlari

(7

a, [em—a, Xm—3]

o —8B7, Xm—3,Xm—2]

a’ —8B7 4287, [Xm—2,Xm—1]

a’ —8B7 428y —56n7, [Xm_1,%m]

O (x) = h% o7 —8u7 +28x7 — 5617, X, Ximi1] (3.4)

o’ —8u’ +28x7, [Xmt1sXm+2]

o’ —8u’, [imt25%m+3]

o, [Xmt3, X4

0, diger durumlar

0
seklinde olup burada ot = (x —x;p—4), B = (X —xm—3), Y= (X —xpm—2), N = (X —Xp—1), 0 =
(Xmta —x), L = (43 —x), K= (X2 —x) ve L = (X417 —x) dir [15]. [a,b] aralig1 iizerinde
tanimli fonksiyonlar i¢in {@_3(x),®_2(x),...,@n+3(x)} kiimesi bir baz olusturmaktadir.
Problemin tam ¢6ziimii olan u(x,) fonksiyonuna yaklasan uy (x,#) niimerik ¢oztimii
N+3
un () =}, Qn(x)dn(0), (3.5)
m=-3
seklinde verilir. Bu ifadede sinir sartlari ile elde edilecek olan §,,(¢) ler zamana bagh parame-
trelerdir. 0 < o < 1 i¢in hw = x — x,,, seklindeki lokal doniigiim ile [x,,,x,,+1] aralig1 [0, 1] ka-
pali araligina doniistiiriiliir. Nitekim septik B-spline baz fonksiyonlar1 [0, 1] aralig1 iizerinde

o cinsinden asagidaki sekilde tanimlanabilir:

Pn3=1-T0+210°—-350°+350* —210° + 70’ — 0,

P> = 120 — 3920 + 504> — 280> + 84> — 420° + 7’

Om_1 = 1191 = 17150 + 3150° + 6650° — 3150* — 1050° + 1050° —21@’,

O = 2416 — 16800 + 5600* — 1400° + 35w,

Omi1 = 1191 +17150 + 31507 — 6650° — 3150* + 1050° + 1050° — 3507,

Omi2 = 12043920 + 504> 4 280> — 84’ — 420° + 21w’

Omiz =1 +70+210* +350° +350* + 210° +70° — @’

Opis =@

Om—4y Om—3, Om—2, Om_1, Om Omrl, Omi2 Ve Opr3 eleman parametreleri ile

Om—3, Om—2, Om—1, Omy Pm+1, Pm+2, Pm+3 Ve P14 yaklasim fonksiyonlari olacak sekilde,
u(x,t) fonksiyonuna
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un(x,0) =Y Qu(x)8u(1), (3.6)

m=-3
deneme fonksiyonu ile yaklasim yapilir.
(3.4) te verilen septik B-spline baz fonksiyonlar1 ve (3.5) te tanimlanan esitlikten yararla-

/ " I r s .o . . e\ e . ~ .
narak, u, u ,u , u", u’ ve u” nun x e gore tiirevlerinin diigiim noktalarindaki degerleri &,

parametreleri cinsinden

uN(xm,t) = Uy, = 8341208, 2+ 11918, 1 + 24168, + 11918, 1 + 1208, 2 + 813,
= T(—8pn_3 — 568—2 — 24581 + 245841 + 568,42 + Ont3),

Uy, = 25 (8- 3+245m 24 158,_1 — 808, + 158,11 + 248,42 + 8nis3),

Uy =20 (=83 = 88n—2+ 1981 — 198,41+ 88ms2+ Sny3),

why = 5283 =981+ 168, — 9811+ 6 13),

wy, = 230 (—8 34482 — 58145811 —48n 12+ Gur3),

vi— S080(§ 568, 24158, 1 —208,+ 158,41 — 6812+ Oni3)

u 16

(3.7)
olarak elde edilir.
3.1.1 Kollokasyon Sonlu Elemanlar Yontemi

(3.7) ile verilen esitlikler, (3.1) ile tanimlanan Gilson-Pickering denkleminde yerlerine

yazildiginda

83412082+ 11918, 1 +24168,, + 1191841 + 120842 + Sns3
— 42 (803 + 2482+ 158,—1 — 808, + 158,11 + 24812+ Ss3)

+ 13K (83 — 568,-2 — 24581 + 245811 + 56812 + Sns3)
2071 (83— 88n-2+ 1981 — 198,41+ 8812+ y3)

— 227,01 (—8n—3 — 568,—2 — 24581 + 245811 + 56812 + Oni3)

~BIZu>(— O3 — 5682 — 24581 + 245841 + 56812 + Sni3) =0,

(3.8)

seklindeki cebirsel denklem elde edilir. Lineerlestirme teknigini uygulayabilmek icin, (3.1)

denkleminde lineer olmayan uu,., ve uu, teriminde u terimi
Uy = Zm1 = O3+ 1200, + 11916,,_1 + 24160, + 11918, 1 + 1208, 2 + Ot 3,
Ve Uy lly, teriminde u,, terimi

Upy = Ly = 32 (5 -3 +245 -2+ 155m—1 - 805m+ 155m—|—l +245m+2 + 5m+3)7

2
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seklinde alinarak lokal sabit olarak kabul edilmistir. (3.8) denkleminde §,, ve 5, eleman

parametreleri yerine ayri ayri

n+1 n n+1 n
A St
2 At

3.9

olacak sekilde Crank-Nicolson formiilasyonu ve ileri sonlu fark yaklagimi yazilirsa, n ve
n+1 olarak ifade edilen iki zaman kademesi arasindaki iliski 6" ve 8"*! parametreleri

cinsinden

NS+ 18t + 1B+ 1S + 58 + St + 6t

(3.10)

= V10, 3+ %60 o+ V50, | + V0 + 136, 1 + 128, 5+ V6,5
seklinde yazilabilir. Burada
A — —h—2
B= 1At

105 (3.11)
C: h_3At’
D= J.BAt

ve At zaman adimim belirtmek tizere, (3.10) denkleminde & zaman parametrelerinin

carpanlari

1—-A—BQ2x—aZyu)+CZy +DZyp],
120 — 24A — 56B (2K — 0Zp1) + 8CZpm1 + 56DZyr) ,

[
[
[1191 — 154 — 245B (2K — 0Zy1 ) — 19CZ1 + 245D Z,5] |

[2416+ 804], (3.12)
[

[

[

1191 — 15A 4 245B (2K — QZp1 ) + 19CZyy1 — 245D 73],
120 — 24A + 56B (2K — 0 Zy1 ) — 8CZy1 — 56D Zps] |
1—A+B (2K — aZp1) — CZm1 — DZp)]

seklinde alinir. (3.10) denklem sistemi, 8 3,8 2,0 1,0v+1,0ny12 Ve Oy.3 olmak iizere
(N +7) adet bilinmeyen parametre ve (N + 1) tane lineer denklem icermektedir. Bu denklem
sisteminin ¢oziilebilmesi i¢in (3.2) ile verilen sinir sartlarini kullanarak elde edilebilecek alti
adet ek kosula daha ihtiyac¢ oldugu goriiliir. Ek kosullar yardimi ile (3.10) denklem siste-
mindeki 8 3,8 2,8 1, Ov11,0v12 Ve 8y 3 parametreleri yok edilir ve d" = (&, 51,...,6n)7

gibi (N + 1) adet bilinmeyen parametreden olusan
Ad"*! = Bd" (3.13)

(N+1) x (N+1) formunda diagonal matris sistemi bulunur ve bu sistem Thomas algoritmasi

kullanilarak ¢oziiliir. Coziim yapilirken lineer olmama etkisini en aza indirgemek icin her bir
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zaman adiminda iki veya ii¢ kez

8" = 5" 4 (8"~ 5") (3.14)

seklinde bir ic iterasyon islemi uygulanir. (3.10) denklem sisteminde iterasyon islemine
baslayabilmek icin, ilk olarak basglangi¢ ve sinir sartlari yardimiyla d° = (8, &y,. .., 8y)° ile

gosterilen baglangi¢ vektorii hesaplanir. Bu yiizden 1 = 0 zamaninda [a, b] araligindaki
N+3

un(x,0) =Y Pu(x)5), (3.15)

m=-3

yaklagimi ile

un(x,0) = u(xy,,0); m=0,1,2,....N

u a,O == 0, u b70 = 07
(un)x(a,0) (un)x(b,0) (3.16)
(MN)xx(a;O) = 07 (uN)xx(bvo) — O;
(MN)xxx(aao) = O, (MN)xxx(b7 O) =0
sartlar1 kullanilirsa,
wd® = b, (3.17)

seklinde elde edilen matris sistemi icin Thomas algoritmasi uygulamr ve 89 baslangig

vektorii hesaplanir. Burada

1536 2712 768 24
82731  210568.5 104796  10063.5 |

81 81 81 81
9600 96597 195768 96474
81 81 81 81 120 1

1 120 1191 2416 1191 120 1
1 120 96474 195768 96597 9600

81 81 81 81
1 10063.5 104796  210568.5 82731
81 81 81 81

24 768 2712 1536 |

d’ = (80,61,8,....,08_2,0n_1,0n)" ve b= (u(x0,0),u(x1,0),...,u(xy_1,0),u(xy,0))T dir.
3.1.2 Kararhhk Analizi

Lineerlestirilmis sayisal algoritmanin kararhilik analizi i¢cin Von Neumann teorisi
uygulanmugtir. 7 dalga sayisi ve Ax eleman biiyiikliigiinii gostermek iizere, genlikteki &

ile ifade edilen biiylime faktorii

81 = EneimAx. (3.18)
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seklindeki sayisal semanin lineerlestirilmis formundan belirlenir.  (3.18) esitliginde

tanimlanan Fourier modu, (3.10) lineer denklem sisteminde yazildiginda

énJrl ('}/1 ei(mf3)TAx + yzei(mfZ)TAx + y3ei(mfl)TAx + ,}/4eim’L'Ax

+ 5¢€

gn(,ﬁei(m—3)’mx + ,Y6ei(m—2)TAx + ,},Sei(m—l)TAx + }/4€imTAx

+ Yee'

(m+1)TAx + )/761

(m+2)TAx (m+3)TAx> _

(3.19)
+ y3ei(m+1)mx + ,},zei(m—O—Z)rAx + 7 ei(m+3)TAX).
esitligi ortaya c¢ikar. (3.19) esitligine
™A% = cos (TAx) +isin (TAx), (3.20)

formundaki Euler formiilii uygulanip gereken islemler yapilirsa, & biiyiime faktorii

gzpl_iPZ

3.21
p1+ip2’ (21

olarak elde edilir. Burada

p1 =2416+2382cos (TAx) +240cos (2TAx) +2cos (37Ax),
P2 = [~490B(2K — 0Zy1 ) — 38CZy1 +490DZ,] sin (TAx)
+[—112B (2K — QZ1) + 16CZyn1 + 112DZ,0] sin (27 Ax)
+[-2B (2K — 0Zy1) +2CZy1 +2DZyp] sin (3TAx) ,

(3.22)

olup, |£] = 1 kosulu saglanir. Boylece lineerlestirilmis sonlu eleman semasi sartsiz kararl

olarak bulunur.
3.1.3 Niimerik Ornekler ve Sonuclar

Bu kisimda, belirlenen boliinme noktalar: iizerinde tek solitary dalga problemi i¢in GP
denkleminin niimerik ¢oziimleri elde edilmistir. Uygulanan sayisal metodun dogrulugu ve

etkinligi secilen zaman adimlarinda tam ve yaklagik ¢oziim arasindaki farkin hesaplanmasini

saglayan
N 2

Ly = [ —uy||, th utjam_(uN)j’ : (3.23)
j:

L, ortalama hata normu ve

Leo = [u'" —un]|, ~ max uff" = (u) |, j=1,2,.N (3.24)
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L., sonsuz hata normu yardimiyla incelenmistir. (3.1) ile verilen GP denklemi kiitle ve

momentuma karsilik gelen
b N n
I = [ udx~hY; uf,
L=/’ (2 (3u? + eu? — 2€uuy,) | dx (3.25)
2
2

= hZ]JY:I |:é (3 (ul}) +E& (ux)j - 286]7’ (”xx)j)} )

seklinde ifade edilen iki korunum sabitine sahiptir. Korunan biiyiikliikler 7; ve I, sayisal

semanin dalga hareketi sirasinda fiziksel durumu korudugunu kaydetmek icin arastirilir.

3.1.3.1 Tek Solitary Dalga Hareketi

Bu dalga problemi i¢in GP denkleminin x — =4-co iken u — O sinir sart1 ve t = 0 olmak iizere
u(x,0) = A (—1+tanh* [B(x)]), (3.26)

baslangi¢ kosulu ile solitary dalga ¢oziimleri elde edilmistir. €, k, o ve B keyfi sabitler

olacak sekilde GP denkleminin analitik ¢oziimii

u(x,t) = A (—1+tanh? [B(x —ct)]), (3.27)
. . A _ 3(c—2x)ec _ 1 2K—c ; ;
seklindedir. Bu ¢oziimde A = o-——5,, B = 54/ —=; ve c ifadeleri sirayla dalganin

genli8ini, degerini ve hizin1 temsil etmektedir.
Birinci Durum
Solitary dalga ¢6ziimii i¢in, [—10, 10| aralig1 iizerinde e = 1, k = —0.5, x = -3, B = —1.5,
c=0.5, At =0.01 ve h = 0.1 parametreleri belirlenmistir. Bu parametreler ile ulagilan
solitary dalga A = —0.75 genligindedir. Buna ek olarak, + = 1 anina kadar secili zaman
adimlarinda 77 ve I, korunum sabitleri ile L, ve L. hata norm degerleri hesaplanarak bu-
lunan degerler Tablo 3.1 de listelenmistir. L, ve L., hata normlarinin yeterince kiiciik ve
korunum sabitlerinin ise neredeyse sabit kaldig1r Tablo 3.1 den agik¢a goriilebilir. Burada
t = 1 de hata normu degerinin At = 0.01 i¢in sirasiyla 0.1115790714 ve 0.0665106554
oldugu goriiliir. Sekil 3.1, + = 0 ile t = 1 arasinda secilen zamanlarda ¢izilmigtir. Sekil
3.2 de ise dalga hareketi, t =0, t =5 ve t = 10 zaman adimlarinda gosterilmistir. Onerilen
semalar kullanilarak A = —0.75 genligine sahip olan tek bir dalganin sayisal ¢oziimii r = 1
aninda ayn1 diyagramda cizildiginde egriler ayirt edilemez. Sekilden maksimum hatalarin
—8 x 1072 ila 8 x 1072 arasinda oldugu ve maksimum hatalarin solitary dalganin merkezi
konumu etrafinda kaldig1 agiktir. Problemin ¢6ziim bolgesinde # = 1 zamaninda analitik ve
niimerik sonuglar arasindaki hata farkin1 gorebilmek icin, hata dagilimi grafigi Sekil 3.3 de
gosterilmistir.
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Tablo 3.1

At =0.01 ve h = 0.1 degerleri icin hesaplanan korunum sabiti ve hata normu degerleri

t I b L, Lo
0.0 1.7320506923 .6928203409 .0000000000 .0000000000
0.1 1.7320539139 6922972521 0102526817 0063523550
0.2 1.7320559682 6907326639 0205660540 0127017392
0.3 1.7320570436 .6881405274 0309994467 .0190989473
0.4 1.7320573095 6845438026 0416095452 0255739130
0.5 1.7320569166 6799740306 .0524492501 0320755635
0.6 1.7320559975 6744707513 0635667332 0385876322
0.7 1.7320546674 .6680807859 0750047221 0454235307
0.8 1.7320530251 6608574018 0868000289 0523507186
0.9 1.7320511534 6528593872 0989833149 0593493612
1.0 1.7320491200 .6441500580 1115790714 0665106554
u(x,t)
Sekil 3.1 GP denkleminin birinci durum igin tek solitary dalga hareketi(3D)
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0,8 4

0,6

0,4

u(x,t)

0,2

0,0

-10 -5 0 5 10

Sekil 3.2 GP denkleminin birinci durum i¢in tek solitary dalga hareketi(2D)

Hata

8,0x1073
6,0x107
4,0x10®
2,0x10°®

0,0
-2,0x1073
-4,0x1073

-6,0x10°®

-8,0x10°
-15 -10 -5 0 5 10

Sekil 3.3  Birinci durum i¢in = 1 zamaninda hata dagilimi
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Ikinci Durum

Solitary dalga probleminin ¢6ziimii igin, [—10, 10] arahgindae =1, k=1, 0 = —4, = —1,
h=0.1,c = —0.5 ve At = 0.01 parametreleri alinmistir. Bu degerler ile elde edilen solitary
dalga A = 0.83 genligindedir. Buna ek olarak, ¢t = 1 anina kadar secili zaman kademelerinde
I ve I korunum sabitleri ile L, ve L. hata normlar1 hesaplanarak bulunan degerler Tablo
3.2 te verilmi stir. L ve L. hata normlarimin yeterince kiiciik ve korunum sabitlerinin ise
neredeyse sabit kaldig1 Tablo 3.2 ten agikca goriilebilir. Burada t = 1 de hata norm degerinin
At = 0.01 i¢in sirastyla 0.2347163210 ve 0.1603806847 oldugu goriiliir. Sekil 3.4 de tek
solitary dalganin yayilimi, bu durum i¢cin —10 < x < 10 konumsal aralig1 ve 0 < < 1 zaman
aralig1 icinde gosterilmektedir. Ayrica Sekil 3.4, kullanilan yontemin tek bir solitary dal-
ganin yayilma hareketini istenilen dlciide gerceklestirdigini, sabit bir hizla hareket ettigini
ve artan bir siire boyunca seklini ve genligini korudugunu gostermektedir. Problemin ¢6ziim
bolgesinde t = 1 zamaninda analitik ve niimerik sonuglar arasindaki hata farki, hata dagilim

grafigi Sekil 3.5 te gosterilmistir.

Tablo 3.2 At =0.01 ve h = 0.1 degerleri i¢in hesaplanan korunum sabiti ve hata normu degerleri

t I L Ly Lo
0.0 -1.4907119030 8281733851 .000000000 .000000000
0.1 -1.4907112084 8261877045 0192209295 .0128570987
0.2 -1.4907090396 8202778182 0387697276 0260406734
0.3 -1.4907051404 .8105829002 .0589552705 0396119351
0.4 -1.4906990801 1973274456 .0800511183 0537768219
0.5 -1.4906902479 7808106929 1022837858 0688809698
0.6 -1.4906778456 7613929741 1258263864 0848775401
0.7 -1.4906608774 1394799982 1507973202 1018775502
0.8 -1.4906381394 7155061610 1772629349 1199785118
0.9 -1.4906082057 .6899179608 .2052428023 1392565064
1.0 -1.4905694141 .6631584850 2347163210 1603806847
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Sekil 3.4  GP denkleminin ikinci durum igin tek solitary dalga hareketi

HATA

2.0x10" 7

1.5x10™" -

1.0x10™" -

5.0x107

0.0

-5.0x107%

-1.0x10"

-1.5x10" T

Sekil 3.5 Ikinci durum icin = 1 zamaninda hata dagilin
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4. BOLUM
GENELLESTIRILMIS OSKOLKOV DENKLEMININ KOLLOKASYON SONLU
ELEMANLAR YONTEMI iLE NUMERIK COZUMU

Bu boliimde, lineer olmayan genellestirilmis Oskolkov denkleminin kuintik B-
spline yaklasim fonksiyonlar1 ile kollokasyon metodu kullanilarak niimerik c¢o6ziimleri
aragtirilmisti.  Bilinmeyen fonksiyonun zaman ayrisimi Crank-Nicolson metodu ile
yapilmistir. Zaman ayrigimi ile denklemdeki lineer olmayan terimler lineerlestirilir ve kuin-
tik B-spline bazlar yardimiyla tamamen zaman-konum ayrismis olan bir cebirsel denklem
sistemi elde edilir. Bu sistemde de bilinmeyen sayisi ile denklem sayilari, baglangic ve sinir
kosullar1 kullanilarak esitlenip ¢oziilebilir hale getirildikten sonra (N + 1) x (N + 1) boyutlu
matris sistemi ile ifade edilebilen denklem sisteminin ¢6ziimii Thomas algoritmasi ile
yapilmistir. Von Neumann kararlilik teorisi uygulanarak semanin kararhiligi arastirilmistir.
Sayisal algoritma, tek solitary dalga hareketi, Gaussian baglangi¢ kosulu ve Undular Bore
baslangi¢c kosulu ile solitonlarin gelisimini kapsayan test problemleri ¢alisilmigtir. Test
problemleri iizerinden hata normlar1 ve korunum sabiti hesaplanmis ve grafikler cizilerek

yorumlanmuistir.
4.1 Denklemin Gelisimi ve Kuintik B-Spline Fonksiyonlar

Bu kisimda, birinci boliimde verilen kuintik B-spline kollokasyon yOntemi ile
genellestirilmig Oskolkov denkleminin niimerik ¢6ziimii i¢in ¢6ziim adimlar1 verilmistir. €,
K, oo ve 3 porzitif reel sabitler, x indisi konum ve 7 indisi zaman degigkenini simgelemek

lizere x — 4o iken u — O sinir sartlari ile genellestirilmis Oskolkov denklemi
ur + Y (uP )y 4+ Oty + Nityy =0 4.1)

incelenmistir. Bu denklem,

uy(a,t) =0, un(b,t) =0,
n(a1) N (b;1) 42)
(un),(a,0) =0, (un), (b,1) =0, >0
sinir sartlari ve
u(x,0)=f(x), a<x<b (4.3)

baslangic sart1 ile ele alinmistir.

[lk olarak problemin ¢oziim bolgesi; [a, b] kapali araligina kisitlanir. [a,b] kapali aralig1, x,,
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diiglim noktalarimi kullanarak a = xo < x; < ... < xy = b seklinde N adet birbirine esit alt
araliklara boliiniir. m = 1,2, ..., N i¢in bu alt araliklarin uzunluklar1 4 = bN;“ = (X1 — Xm)
formunda yazilabilir. a < x < b aralifinda x,, diigiim noktalar ile @,,(x) kuintik B-spline

interpolasyon fonksiyonlar1

.

5

o, [Xm—3,Xm—2]
o’ — 68, [Xm—2,Xm—1]
o’ — 687+ 159, (X1, Xm]
On(x) =554 @ —6B°+15 —201°, Do, 1] 4.4)
a’ —6B+ 159 —20n° + 1567, [t 1, %m2]
o’ —6B° + 159 —20n° +156° — 61>, [Xmi2,Xmi3)
\ 0, diger durumlar

seklinde olup burada o = (x—x,;-3), B = (x—xp—2), Y= (x—xpm—1), N = (x—2x),
6 = (Xx—Xpt1) Ve U = (x—xpy2) dir. [a,b] arahig1 iizerinde tanimhi fonksiyonlar igin
{@_2(x), @_1(x),..., On42(x)} kiimesi bir baz olusturmaktadir. Problemin tam ¢6ziimii olan
u(x,t) fonksiyonuna yaklasan uy(x,) niimerik ¢6ziimii

N+2

un(x,t) = Z P (X) 8 (),

m=—2

4.5)

seklinde verilir. Bu ifadede sinir sartlari ile elde edilecek olan &, (7) ler zamana bagh
parametrelerdir. 0 < @ < 1 i¢in h® = x — x,,, seklindeki lokal doniigiim ile [x,;, X, 1] aralig
[0,1] kapali arahigina doniistiirilir.  8u—3, On—2, Om—1-0m:0m+1> Omt2 Ve Opy3 parame-

treleri ile @2, Om—1, Omy, Pm+1, Om+2 Ve @m3 baz fonksiyonlari olacak sekilde, u(x,r)

fonksiyonuna
N+3

un (1) =}, Om(x)3n(t), (4.6)
m=-—3

deneme fonksiyonu ile yaklagim yapilir. x, diigiim degerleri tizerindeki @y, (x) kuintik B-

spline fonksiyonlar ve tiirevleri Tablo 4.1 de verilmistir. /, 7, "’

ve !V simgeleri sirasiyla x e
gore dordiincii mertebeye kadar tiirevleri ifade etmesi kaydiyla, (4.4) ile tanimlanan kuintik

B-spline fonksiyonlar1 ve (4.6) da verilen esitlikten yararlanilarak, u/, u//, W ve u nun x e
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Tablo 4.1 Kuintik B-spline fonksiyon ve tiirevlerinin degerleri

X Xm—3 Xm—2 Xm—1 Xm  Xmtl Xmg2 Xm43
Om o 1 26 66 26 1 0
he!, 0O 5 5 0 50 -5 0
e/ 0 20 40 -120 40 20 0O
o 0 60 -120 0 120 -60 0O
Kel™ 0 120 -480 720 -480 120 0O

gore diigiim noktalarindaki degerleri &, parametreleri cinsinden

un (Xmyt) = Up = Op—2 +268—1 + 668, + 268,11 + Snt2,
ufn = %(—5,71,2 — 105m,1 + 105m+1 + 5m+2),
2

Uy, = 29 (8n—2+28n1— 6842811+ Gur2), D
= (-0 1420012148012,

uf/"; = @(Emfz — 45WI*1 + 66m r— 45m+1 + 6m+2)

=

olarak elde edilir.
4.1.1 Kollokasyon Sonlu Elemanlar Yontemi

(4.7) ile verilen esitlikler (4.1) ile tanimlanan genellestirilmis Oskolkov denkleminde

yerlerine yazildiginda

(sm,z 268, 1+ 668+ 2681 + 3m+2)
_1_57% (_Sm—Z - 106m—] + 106m+l + 6m+2)
+2;(l)_26<6m—2 + 26m—1 - 66m + 26m+1 + 6m_|_2>

(4.8)

seklindeki cebirsel denklem elde edilir. Lineerlestirme teknigini uygulayabilmek icin, (4.8)

denkleminde lineer olmayan pu”~'u, teriminde pu”~! terimi
Zm = pithy " = P (8242681 +668,+268,41+ 8ni2)” (4.9)

seklinde lokal sabit kabul edilmigtir. (4.8) denkleminde 9, ve Sm parametreleri yerine
strastyla (3.9) da verilen Crank-Nicolson formiilasyonu ve ileri sonlu fark yaklagimi kul-

lanilirsa, n ve n+ 1 olarak ifade edilen iki zaman seviyesi arasindaki iliski 8" ve 8"*! eleman
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parametreleri cinsinden

N+ RO+ 1o o + ot =

m—

(4.10)
VsOm_o+ Wby |+ B+ 126, N6,
olarak yazilabilir. Burada
_ Sy
E = 5} At,
K =121, 4.11)
M =21 At

ve O parametrelerinin carpanlari

n=[1—Ezn+K+M],

Y = [26 — 10Ez,, + 2K +2M] ,

v = [66 — 6K —6M], (4.12)

Y = [26 + 10Ez,, + 2K +2M],

s =[1+Ezn+K+M|,
seklinde alimir. (4.10) denklem sistemi, 8_5,0_1 ve Oy+1,0n+2 olmak iizere (N 4 5) adet
bilinmeyen parametre ve (N + 1) tane lineer denklem icermektedir. Bu denklem sisteminin
¢Ozilimil icin (4.2) ile verilen sinir sartlarin1 kullanarak elde edilebilecek dort adet ek kosula
daha ihtiya¢ oldugu goriiliir. Ek kosullar yardimu ile (4.10) denklem sistemindeki 8_5,0_1,
Ov+1,0v42 parametreleri yok edilir ve d" = (8),d;,...,0v)” seklinde (N + 1) adet bilin-

meyen parametreden olusan
Ad"T! = B4 (4.13)

(N+1) x (N + 1) formunda matris sistemi bulunur [34]. Bu sistem ise Thomas algoritmasi
kullanilarak ¢oziiliir. Coziim islemlerinde lineer olmama etkisini en aza indirgemek i¢in her
bir zaman kademesinde iki veya li¢ kez (3.14) de verilen bir i¢ iterasyon iglemi uygulanir.
(4.10) denklem sisteminde iterasyon islemine baglayabilmek icin, ilk olarak baglangi¢c ve
stnir sartlari yardimiyla d° = (80, 1, ., 8y)? ile gosterilen baslangic vektorii hesaplanir. Bu

yiizden t = 0 zamaninda [a, b| arahigindaki

N+4-2

un(x,0) =Y. Pu(x)5), (4.14)

m=-—2
yaklagimi ile
un(x,0) = u(x,,0); m=0,1,2,...,.N
(MN)X(CZ,O) = 07 (MN)x(b,O) = O7

(un)xx(a,0) =0, (un)xx(b,0) =0,
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sartlart kullanilirsa,

wd® = b,

(4.15)

seklinde elde edilen matris sistemi i¢cin Thomas algoritmast uygulanir ve 5,91 baslangi¢

vektori bulunur. Burada

54 60 6
o) u(x0,0)
25.25 67.50 2625 1
51 u(xl,O)
1 26 66 26 1 .
1 26 66 26 1
1 26 66 26 1
ON—1 u(xy-1,0)
1 26.25 67.50 25.25
81\/ M(XN,O)
6 60 54

(4.16)

dO - (60761762a--~76N—276N—175N)T ve b = (M(XO,O),M(Xl,O),...,M(XN_l,O),M(XN,O))T
seklindedir.

4.1.2 Kararhlik Analizi

Lineerlestirilmis sayisal algoritmanin kararlilik analizi i¢in Von Neumann teorisi
uygulanmistir. T dalga sayisi ve Ax eleman biiyiikliigiinii gostermek iizere, genlikteki &

ile ifade edilen biiylime carpani

(4.17)

5’;11 — gneimTAx,
say1sal semanin lineerlestirilmis formundan belirlenir. (4.17) esitliginde tanimlanan Fourier
modu, (4.10) lineer denklem sisteminde yazildiginda

7 §n+lei(m72)‘mx + w§n+lei(m71)‘mx + y3én+leim‘mx

_|_,y4§n+lei(m+l)TAx + Y5é”+lei(m+2)TAx

4.18
— ,},Sénei(m—Z)rAx + ,},4€nei(m—1)’mx + ,},3§neimTAx ( )
_H,Zgnei(m+1)mx +7 5nei(m+2)mx
esitligi ortaya ¢ikar. (4.18) daki esitlige
™A% = cos (TAx) +isin (TAx), (4.19)
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formundaki Euler formiilii uygulanip gereken islemler yapilirsa, & biiyiime faktorii

£ = p1—ip2
p1+ip2

olarak elde edilir. Burada

(4.20)

p1 = (2A +2C+2D) cos(2TAx) + (48A +4C + 4D) cos(TAx) + 66A — 6C — 6D,
p2 = 2Bsin (2tAx) +20Bsin (TAx),

veE

olup, |£] = 1 kosulu saglanir. Boylece lineerlestirilmis sonlu eleman semasi sartsiz kararl

olarak bulunur.
4.1.3 Niimerik Ornekler ve Sonuclar

Bu kisimda, belirlenen boliinme noktalart iizerinde tek solitary dalga problemi igin
genellestirilmis Oskolkov denkleminin niimerik ¢oziimleri elde edilmistir. Uygulanan
say1sal metodun dogrulugu ve etkinligi secilen zaman adimlarinda tam ve yaklasik ¢6ziim

arasindaki farkin hesaplanmasini saglayan

N
Ly = ||u"" —un|[,~ | h ) utf’m—(uzv)j)z, @.21)
j=1
ortalama hata normu ve
Lo = |[u'™ — uy||, ~ max uf" — (uy),;{, j=1,2,....N (4.22)
J

maksimum hata normu kullanilmistir. Genellestirilmis Oskolkov denklemi kiitleye karsilik

gelen
1= f: udx ~ h):]}]:] u', (4.23)

seklinde bir korunum sabitine sahiptir. Korunan biiyiikliik 7, sayisal semanin dalga hareketi

strasinda fiziksel durumu korudugunu kaydetmek i¢in arastirilir.

4.1.3.1 Sok Dalga Coziimii

Bu boliimde, x — d-o0 i¢in u — O sinir sart1 ve t = 0 olmak iizere,

" apt 2/(p-1)
u(x,0) = |A+BD(3 — — ) —sh G ) (4.24)
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baglangi¢c kosulu ile (4.1) de tanimu verilen genellestirilmis Oskolkov denkleminin sok
dalga coziimii lizerinde calisilmistir. ¥, o ve N keyfi secilmis reel degerler olmak iizere

genellestirilmig Oskolkov denkleminin analitik ¢oziimii

" » 2/(p-1)
M%ﬂ:P+Bm§_a+wﬂm@—mﬂ—mmm@—mw ! (4.25)

seklindedir. Bu ifadede

2
Yo 627780- (p+1) 21n(p+1)
G(p—l)\/ < (p+3)2 )

A= _% Y(p+3)
> 802(p+1) ’
Y(p+3) (G (p+3)2 )
B= L
) 862(p+1) )’

02_802(P+1>> 2n(p+])

Yo 5
D:va@+D¢ ( gz ’
o ﬁ p2—2p+1
B="2V e+
)

c— o+/2n(p+1

n(p+3)

olup, a, k, U, p keyfi pozitif sabitlerdir.

Birinci Durum

Sok dalga ¢oziimiinii yapabilmek amaciyla, [—10,10] araliinda p =2, y = 0.5, 6 = 0.1,
n=7,h=0.1,a=0.3 ve At = 0.1 parametreleri secilmistir. Se¢ilen bu degerler ile ulasilan
sok dalga A = —0.096 genligine sahiptir. Buna ek olarak, + = 5 anina kadar kadar secili
zaman kademelerinde I degismezi ile L, ve L. hata norm degerleri hesaplanarak bulunan
degerler Tablo 4.2 de listelenmistir. L, ve L. hata normlarinin biiyiikliigiiniin beklendigi
gibi artan zaman ve hiza ragmen yeterince kii¢iik kaldig1 Tablo 4.2 den agikca goriilmektedir.
Sekil 4.1, t = 0 ile t = 10 arasinda secilen zamanlarda ¢izilmistir. Sok dalgasinin farkli
zaman seviyelerindeki davranisi Sekil 4.1 de gOsterilmektedir. Problemin ¢oziim bolgesinde
t = 1 zamaninda —10 < x < 10 araliginda analitik ve nlimerik sonuglar arasindaki hatayi
gorebilmek icin hata dagilimi Sekil 4.2 de gosterilmistir. Maksimum hatalarin 2 x 1073 ile
4 x 1073 arasinda oldugu ve maksimum hatalarin solitary dalganin merkezi konumu etrafinda

kaldig1 agiktir. Hata sapmasi, p = 2 icin —2 x 1073 ile 2 x 1073 arasinda degismektedir.
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Tablo 4.2  Sok dalga hareketinin birinci durumda korunum sabiti ve hata normu degerleri

t 1 Ly L
0.0 0.0705095703 0.00000000 0.00000000
1.0 0.0688729173 0.00219512 0.00450895
2.0 0.0684210594 0.00262091 0.00462410
3.0 0.0679864368 0.00307562 0.00473738
4.0 0.0675684286 0.00354994 0.00484890
5.0 0.0671664551 0.00403901 0.00495867

Ikinci Durum

Ikinci durum olarak, simiilasyonu —10 < x < 10 araliginda gostermek igin, p = 3 igin
Yy=033,0=0.1,n=7 a=0.5, h=0.1 ve At = 0.1 parametreleri secilmistir. Bu-
rada sok dalgasinin genligi A = —0.116 olarak hesaplanmistir. Hesaplanan hata normlar1 ve
koruma sabitinin degerleri Tablo 4.3 de listelenmistir. Tablodan sonlu eleman yaklagimi ile
bulunan hata norm degerlerinin istenilen seviyede minimum oldugu netlikle goriilmektedir.
Ayrica Tablo 4.3 den yaklasik ¢oziimiin analitik ¢6zlimle oldukca tutarli oldugu anlagilabilir,
bu da sayisal yontemin dogru uygulandidini gostermektedir. Bu durumda, x € [—10, 10] kon-
umsal aralik ve 0 <¢ <5 zaman araliindaki dalga ¢oziimleri i¢in Sekil 4.1 incelenmigtir.
Goriildiigii gibi sok dalgalar beklendigi gibi artan zamanla sekillenmektedir. ¢+ = 10 daki
hata dagilimi, sirasiyla p =2 ve p = 3 icin Sekil 4.2 de gosterilmektedir. Hata sapmasi,

p =3icin —4 x 1072 ve 4 x 1072 arasinda degismektedir.

Tablo 4.3 Sok dalga hareketinin ikinci durumda korunum sabiti ve hata normu degerleri

t 1 Ly Lo
0.0 -2.33523963 0.00000000 0.00000000
1.0 -2.32880100 0.00679857 0.00204288
2.0 -2.32274406 0.01338439 0.00406700
3.0 -2.31704365 0.01977795 0.00607621
4.0 -2.31167526 0.02599985 0.02599985
5.0 -2.30661498 0.03207079 0.01006373
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Sekil 4.1 a)p=2,y=05,06=01,n1=7 h=0.1,a=03 ve At =0.1, b)p =3, y=0.33,
c=0.1,1=7,h=0.1,a=0.5 ve At = 0.1 icin sok dalga hareketi.
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2,0x10°°
1,5x107°
1,0x107°

5,0x10™

Hata

0,0
-5,0x10™
-1,0x10°°

-1,5x10°°

-2,0x10°°

4,0x107?
3,0x107?
2,0x10%

1,0x1072

Hata

0,0
-1,0x107?
-2,0x107?

-3,0x107?

-4,0x107?
-10 -5 0 5 10

Sekil4.2 a)p=2,y=0.5,06=0.1,1=Tvea=03, b)p=3,y=033,06=0.1,1=7vea=0.5

icin r = 10'da hata dagilim1
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4.1.3.2 Solitonlarin Olusumu

Gaussian Baslangi¢c Sarti

Genellestirilmis Oskolkov denklemi ic¢in,

u(x,0) = exp (—x%), (4.26)
Gaussian baglangi¢ kosulu ve

u(—10,¢) =u(10,¢) =0 , t >0 (4.27)

seklindeki smir kosulu uygulanarak, bir dizi solitonun olugumu incelenmis ve
yorumlanmustir.

Birinci durumda; p = 2 i¢in —10 < x < 10 aralig1 iizerinde y = 0.5, 0 = 0.1, n =7,
a=03, h=Ar =0.1 ve h = At = 0.01 degerleri secilmistir. Algoritma / degismez
degerlerini hesaplamak icin t = 5 anina kadar calistirilmistir. Iki farkli Az ve i degeri icin
degismezin degerleri Tablo 4.4 da gosterilmektedir. Sekil 4.3, Gauss baglangi¢ kosulunun x €
[—10, 10] aralig1 boyunca dalgalara doniismesini gostermektedir. Gaussian baglangi¢ kosulu
uygulandiginda herhangi bir soliton olusumu gozlenmemekle birlikte ilerleyen zamanlarda
giderek artan sayida diizensiz salinimli dalgalarin olustugunu ispatlamistir.

Ikinci durumda; p=31iny=033,0=0.1,1=7,a=05,h=Atr=0.1ve h= At =0.01
degerleri kullanilmistir. Hesaplamalar # = 0 anindan ¢t = 5 anina kadar yapilmis ve korunan
degismezin degerleri, farkli zaman ve konum adimlari i¢in Tablo 4.4 te verilmistir. Tablo-
dan zaman arttikca degismezin degerlerini birbirine ¢ok yakin oldugu goriilmektedir. Bu
nedenle, yontemimizin makul 6lciide tutarli oldugu sdylenebilir. Gauss baglangi¢c kosuluna
sahip bir dalga dizisinin olusumu Sekil 4.3 de p = 3 icin gosterilmektedir. Sekilden bir dalga

ve ardindan salinan bir kuyrugun olustugu goriilmektedir.
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Tablo 4.4  Gaussian basglangi¢ kosulu i¢in korunum sabiti degerleri

p=2

p=3

h=At=0.1

h=At=0.01

h=At=0.1

h=At=0.01

I

I

I

I

0.0 1.7724537283 1.7724549574 1.7724537283 1.7724549574

1.0 1.8025375281 1.8025515254 1.8022592747 1.8024322019

2.0 1.8315838133 1.8316063645 1.8310659550 1.8314024588

3.0 1.8590051123 1.8590509111 1.8586491384 1.8591428539

4.0 1.8842829125 1.8843701948 1.8848031508 1.8854496139

5.0 1.9065605329 1.9071105522 1.9093419082 1.9101386384
05 ulx, 1
05 uix 1l

-10 -5 <
Sekil43 a)p=2,y=0506=01,1=7vea=03, b)p=3,7y=033,06=0.1,n1=7ve

a = 0.5 i¢in Gaussian baglangi¢ sarti i¢in solitonlarin olusumu
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Undular Bore Baslangic Sarti

Son olarak, genellestirilmis Oskolkov denklemi denklemi i¢in,

u(x,0) = %Uo [1 —tanh (M ;x‘))} : (4.28)

undular bore baglangic kosulu ve
u(—60,1) =u(60,1) =0, t >0 (4.29)

sinir sartt kullanilarak, solitonlarin olusumu iizerinde calisilmistir. Undular bore sart1, t = 0
zaman adimindaki denge ylizeyi iizerinde suyun yiiksekligini ifade eder. Genlikteki degisim
x = xo lzerinde merkezlenir ve degisimin dikligi d ile olgiiliir. d degerleri diklik ile ters
orantilidir. d nin aldig1 degerler kiiciildiikce degisim daha dik olmaya meyilli bir hale gelir.
Niimerik hesaplamalarda, (4.28) denkleminde parametreler ¢ = 0.1, n = 7, Uy = 0.25,
xo = 25 ve d = 5 olarak belirlenmistir.

[k durumda; parametreler p =2 icin y=0.5;6 =0.1;1 =7; h = At = 0.1,0.02 ve a = 0.3
olarak secilmistir. Sayisal ¢calisma ¢ = 5 e kadar hesaplanmistir. Korunan degismezin elde
edilen degerleri Tablo 4.5 de listelenmistir. Sekil 4.4, t = 5 teki dalgalarin simiilasyonunu
gosterir. Sekil 4.4 de t = 0 dan ¢ = 100 e kadar goriilebilen dalgalanma deliinin ¢alisma
sirasinda sabit durumu korudugu acgik¢a sdylenebilir.

Ikinci durumda; onceki durumla karsilastirma yapabilmek icin p = 3; y = 0.33; 0 = 0.1;
n =7 h=At=0.1,0.02 ve a = 0.5 alinmistir. Algoritmanin ¢aligmasina —60 < x < 60
problem bolgesi lizerinde ¢+ = 5 zamanina kadar devam edilmistir. Mevcut yontemden elde
edilen degismezin degerleri Tablo 4.5 te gosterilmistir. Sekil 4.4 te, dalgalarin olusumu # = 0

dan r = 100 zaman adimina kadar ¢izilmistir.
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Tablo 4.5 Undular bore baglangi¢ kosulu i¢in korunum sabiti degerleri

t p=2 p=3
h=At=0.1 h=At=0.02 h=At=0.1 h=At=0.02
I I I I
0.0 12.5000275676 12.4998649440 12.5000275676 12.4998649440
1.0 12.4968960273 12.4967407712 12.4986970475 12.4985477436
2.0 12.4870227201 12.4869144654 12.4947142014 12.4945965316
3.0 12.4687265050 12.4687427378 12.4873844225 12.4873318673
4.0 12.4396450182 12.4399136353 12.4757710379 12.4758377388
5.0 12.3966116239 12.3973296490 12.4586439575 12.4589122926

ufx, t]

ux, 4

Sekil 4.4  Undular bore baglangi¢ sartiile a)y=0.5,6 =0.1,1=7 vea=0.3, b) y=0.33,6 =0.1,

n =7 vea=0.5hand At’nin farkli degerleri i¢in solitonlarin olusumu
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5. BOLUM
KUDRYASHOV-SINELSCHKOV DENKLEMININ KOLLOKASYON SONLU
ELEMANLAR YONTEMI iLE NUMERIK COZUMU

Bu boliimde, lineer olmayan Kudryashov-Sinelschkov (KS) denkleminin septik B-spline
kollokasyon metodu kullanilarak niimerik ¢oziimleri arastirilmistir. Bilinmeyen fonksiyo-
nun zaman ayristirmasi Crank-Nicolson metodu ile yapilmistir. Zaman ayristirmasi ile
denklemdeki lineer olmayan terimler lineerlestirilir ve septik B-spline bazlarin yardimiyla
tamamen zaman-konum ayrismis olan bir cebirsel denklem elde edilir. Bu denklem sis-
teminde bilinmeyen sayisi ile denklem sayilari, baslangic ve smir kosullari kullanilarak
esitlenip ¢oziilebilir hale getirildikten sonra (N 4 1) x (N + 1) boyutlu matris sistemi ile
ifade edilebilen denklem sisteminin Thomas algoritmasi ile ¢oziimii yapilmistir. Von Neu-
mann kararlilik teorisi uygulanarak semanin kararlilig1 arastirilmistir. Sayisal algoritma, tek
solitary dalga hareketi, iki solitary dalganin etkilesimi, Gaussian baglangi¢ kosulu ve Un-
dular bore baglangi¢ kosulu ile soliton olusumu ve gelisimini kapsayan test problemleri
calisilmistir. Test problemleri iizerinden hata normlar1 ve korunum sabiti hesaplanmis ve

grafikler cizilerek yorumlanmisgtir.
5.1 Denklemin Gelisimi ve Septik B-Spline Fonksiyonlar

Bu kisimda, birinci boliimde verilen septik B-spline kollokasyon yontemi ile Kudryashov-
Sinelschkov (KS) denkleminin sayisal ¢6ziimii i¢in ¢6ziim adimlar verilmistir. ¢, 8, ¥ ve 0
pozitif reel degerler, x indisi konum ve ¢ indisi zamana gore tiirevi simgelemek iizere x — £oo

iken u — O sin1r sartlari ile KS denklemi
up + Qutty + Pty + YUty ) x + Oty = 0, (5.1)

seklindedir. Burada KS denklemi

un(a,t) =0, un(b,t) =0,
(un), (a,t) =0, (un), (b,t) =0, (5.2)
(MN)xx(avt):Oa (”N)xx(bat):07t>0

sinir sartlari ve f(x) sonradan belirlenmek tizere
u(x,0)=f(x), a<x<b (5.3)

baglangic sart1 ile ele alinmistir.

Ilk olarak problemin ¢oziim bolgesi; [a, b] kapali araligina kisitlanir. [a,b] kapali aralig1, x,,
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diiglim noktalarimi kullanarak a = xo < x; < ... < xy = b seklinde N adet birbirine esit alt
araliklara boliiniir. m = 1,2, ..., N i¢in bu alt araliklarin uzunluklar1 4 = bN;“ = (X1 — Xm)
formundadir. a < x < b aralifinda x,, diigiim noktalari ile @,,(x) septik B-spline interpo-

lasyon fonksiyonlari

(7

o, [ —a5 Xm—3]

o —8B7, Xm—3,Xm—2]

o’ —8B7+28y, 2 Xm—1]

a —8B7 +28y" —56n7,  [Xm_1,%m]

O (x) = h—17 o7 —8u7 +28x7 — 5647, X Ximi1] (5.4)

o’ —8u’ +28k7, [t 1, Xm2]

o’ —8u’, X2, X 3]

o, [om+35 Xim-+4]

0, diger durumlar

\
seklinde olup burada o = (x—x—4), B = (x—Xm=3), Y= (x—Xm—2), N = (X —Xm—1),
0= (Xmta—x), U = (Xm+3 —X), K= (X2 —x) ve L = (Xp41 —x) dir. [a,b] aralif1 lizerinde
tanimli fonksiyonlar i¢in {@_3(x),@_2(x),...,@n+3(x)} kiimesi bir baz olusturmaktadir.

Problemin tam ¢6ziimii olan u(x,7) fonksiyonuna yaklasan uy(x,z) niimerik ¢oziimii

N+3

uy(x,t) = Z @ (x) 6 (1), (5.5)

m=—3
seklinde verilir. Bu ifadede sinir sartlari ile elde edilecek olan §,,(¢) ler zamana bagh parame-
trelerdir. 0 < @ <1 i¢in h® = x — x;, seklindeki lokal doniigiim ile [x,,,X,,+1] araligi [0, 1]
arahigina doniistiirilir. 6,-4, Om—3, Ou—2> Om—1> Oms Omil> Omi2, Omi3 V€ Opi3 eleman
parametreleri ve Q©p—3, Om—2, Om—1, Oms Pm+1> Pm+2, Om+3 Ve QOpr4 yaklasim fonksiyonlari
olacak sekilde, u(x,#) fonksiyonuna

N+3
un(x,1) =), om(x)dnl1),
m=—3
deneme fonksiyonu ile yaklasim yapilir.

1TV ve Y simgeleri x e gore altinc1 mertebeye kadar olan tiirevleri ifade edecek sekilde,

(5.4) de verilen septik B-spline baz fonksiyonlar1 ve (5.5) de tanimlanan sayisal fonksiyonun-

n

/ " ;- i . .s . . PRV .
dan yararlanarak, u, u , u , u", v’ ve u” nun x e gore tiirevlerinin diiglim noktalarindaki
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degerleri 0,, zaman parametreleri cinsinden

un (Xm,t) = Uy = 82+ 2681 + 668, + 268,11 + Ons2,

Uy = >(—8n—2 — 108,_1 + 108,11 + 8ni2),

Uy = 23 (8n—2+28n—1—68m + 2841+ Gur2),

W =908, 2428, 1—28mi1+Omi2), -0

M;‘;q = %(_Sm—.’) +48n-2—56u-1 +55m+1 - 46m+2 + 6m+3)7
=290 (8 3 — 682+ 1581 — 208, + 158,11 — 68512+ Sn13)

olarak elde edilir.
5.1.1 Kollokasyon Sonlu Elemanlar Yontemi

(5.6) ile verilen esitlikler, (5.1) ile tanimlanan Kudryashov-Sinelschkov (KS) denkleminde

yerlerine yazildiginda

Sm—3+ 1208, 4+ 11918,,_1 + 24168, + 1191841 + 1208112 + Sny3

+Zm1 T (=83 — 5682 — 24581 + 245841 + 56812 + Sny3)
+(B+YZm )3 (—8n—3 —88m 2+ 1981 — 198,11+ 88m 12+ Gu13)
+(y+0)Zm 2230( Omn—3+46u—2—56u_1+58n11—40n12+ Ony3) =0,

5.7

seklindeki cebirsel denklem bulunur. Lineerlestirme teknigini uygulayabilmek icin, KS

denkleminde lineer olmayan uu,., ve uu, teriminde yer alan u terimi
Ll = Up,

Ve Uyl teriminde yer alan u,, terimi
Ly = Uy,

olacak sekilde lokal sabit kabul edilmistir. (5.7) esitliginde yer alan &, ve &, eleman
parametreleri yerine sirastyla (3.9) ta verilen Crank-Nicolson formiilasyonu ve ileri sonlu
fark yaklasimi uygulandiginda, n ve n+ 1 olarak secilen iki zaman seviyesi arasindaki iliski

8" ve 8" ! terimleri cinsinden

=W%4+%%4+%%4+m%+%ﬁﬂ+m%ﬂ+mﬁﬂ
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olarak yazilabilir. Burada

A= oAt
105
At,
WP (5.9
C= IOS,YAt

D= 147 (74 0)At
ve At zaman adimini belirtecek sekilde olup & parametrelerinin ¢arpanlari

n=1[1-AZy —B—CZy —DZ,;],

v = [120 — 56AZ,,; — 8B — 8CZ,,; — 56DZ,],

13 = [1191 —245AZ,,1 + 19B+19CZ,,; —245DZ,;5],

1 = [2416], (5.10)

¥s = [1191+245AZ,,1 — 19B—19CZ,,1 +245DZ,,5] ,

Y6 = [120+ 56AZ,,1 + 8B + 8CZ,,1 +56DZ,],

¥ = [1 +AZy +B+CZy1 +DZyp),
seklindedir. (5.8) denklem sistemi, 6_3,0_2,0_1,0n+1,0N+2 Ve Oy+3 olmak iizere (N + 7)
adet bilinmeyen parametre ve (N + 1) tane lineer denklem icermektedir. Bu denklem
sisteminin ¢Oziimii i¢in (5.2) ile verilen sinir sartlart kullanilarak elde edilebilecek alti
adet ek kosula daha ihtiya¢ oldugu goriiliir. Ek kosullar yardimi ile (5.9) denklem siste-
mindeki 8_3,8_ 2,8 1, Oy 1,0v+2 ve Oy 3 parametreleri yok edilir ve d" = (&, 81,...,6v)7

formunda (N + 1) adet bilinmeyen parametreden olugan
Ad"! = Bd". (5.11)

(N+1) x (N+1) tipinde diagonal matris sistemi bulunur. Bu ise Thomas algoritmasi kul-
lanilarak ¢oziiliir. Coziim islemi yapilirken lineer olmama etkisini en aza indirgemek icin
her bir zaman kademesinde iki veya ii¢c kez (3.14) ile gosterilen i¢ iterasyon islemi uygu-
lanir. (5.8) denklem sisteminde iterasyon islemine baglayabilmek i¢in, ilk olarak baslangi¢
ve sinir sartlart yardimiyla d° = (8, 81, ..., 6y)? ile gosterilen baglangi¢ vektorii hesaplanir.

Bu yiizden r = 0 zamaninda [a, b] araligindaki
N+3

0) = Z (pm(“x)sl’?l

m=-3

yaklagimu ile

un(x,0) = u(x,,0); m=0,1,2,...,N

(un)x(a,0) =0, (un)«(b,0) =0, (5.12)
(un)xx(a,0) =0, (un)xx(b,0) =0,
(1) e (@,0) = 0, (13 ) (B,0) = 0.
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sartlar1 kullanilirsa,
wd’ = b,

seklinde elde edilen matris sistemi icin Thomas algoritmasi uygulamr ve 89 baslangig

vektori bulunur. Burada

1536 2712 768 24
82731  210568.5 104796 100635 |

81 81 81 81
9600 96597 195768 96474
81 81 81 81 120 1

1 120 1191 2416 1191 120 1
1 120 96474 195768 96597 9600

81 81 81 81
1 10063.5 104796  210568.5 82731
81 81 81 81

24 768 2712 1536 |

d® = (8,81,8,....,08_2,0nv_1,08)T ve b = (u(x0,0),u(x1,0),...,u(xy_1,0),u(xyn,0))T dir.
5.1.2 Kararhhk Analizi

Lineerlestirilmis sayisal algoritmanin kararlilik analizi icin Von Neumann teorisi
uygulanmustir. T dalga sayisi ve Ax eleman biiyiikliigiinii gostermek iizere, genlikteki &
ile ifade edilen biiylime carpani

6;11 — éneimTAx7 (513)
sayisal semanin lineerlestirilmis formundan belirlenir. (5.13) esitliginde tanimlanan Fourier
modu, (5.8) lineer denklem sisteminde yazildiginda

én—i-l (,},] ei(m—3)TAx + yzei(m—Z)TAx + ,y3ei(m—l)TAx + ,},4eimTAx

+ ,}/Sei(m+l)‘L'Ax + ,},6ei(m+2)TAx + Wei(m—l—?))TAx) _

(5.14)
&n(%ei(mfﬂ‘mx + y6ei(m72)1:Ax + ,}/Sei(mfl)‘L'Ax + ,}/4eimTAx

+ ,},3ei(m+1)fo + yzei(m+2)rAx +7 ei(m+3)rAx).
esitligi ortaya c¢ikar. (5.14) esitligine
™A% = cos (TAx) +isin (TAx), (5.15)

formundaki Euler formiilii uygulanip gereken islemler yapilirsa, & biiyiime faktorii

£ = pP1—ip2
p1tip2

(5.16)
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olarak elde edilir. Burada

p1 = 2416+ 2382cos (TAx) +240cos (2TAx) +2cos (31Ax),
P2 = [—490(AZ1 + DZy2) +38(B + CZy1 )] sin (TAx)
+[112(AZn1 + DZy2) — 16(B 4 CZy1)] sin (27Ax)
+[=2(AZ1 + DZy2) — 2(B+ CZ,1 )] sin (37Ax),

olup, |£] = 1 kosulu saglanir. Boylece lineerlestirilmis sonlu eleman semasi sartsiz kararl

olarak bulunur.
5.1.3 Niimerik Ornekler ve Sonuclar

Bu kisimda, belirlenen béliinme noktalari iizerinde tek solitary dalga problemi icin
Kudryashov-Sinelschkov denkleminin niimerik ¢oziimleri elde edilmistir. Uygulanan sayisal
metodun dogrulugu ve etkinligi se¢ilen zaman adimlarinda tam ve yaklasik ¢oziim arasindaki

farkin hesaplanmasini saglayan

N
Ly = ||u'" —uy[, = | R} MZ-‘””—(uN)j)z, (5.17)
j=1
ortalama hata normu ve
Loo = ||u ™" —up ||, =~ max |uf" — (uy);|, j=1,2,...N (5.18)
J

maksimum hata normu yardimiyla incelenmistir. (5.1) ile tanimlanan KS denklemi sirasiyla

kiitle ve momentuma karsilik gelen

L = 7 u(x,t)dx,

L= ff[ﬁ((ywrp)yeﬂ_ﬁy9+1y,y9]dx

seklinde iki korunum sabitine sahiptir. Korunan biiyiikliikler /; ve I, sayisal semanin dalga

hareketi sirasinda fiziksel durumu korudugunu kaydetmek icin arastirilir.
5.1.3.1 Tek Solitary Dalga Hareketi

Burada x — 4-oo iken u — 0 sin1r sart1 ile # = 0 olarak kabul edilmek iizere

3 2,2
u(x,0) = ﬁK—‘gzsechz [ﬂx} )
o — YK“U 2
baslangi¢ kosulu ile KS denkleminin solitary dalga ¢oziimleri bulunmustur. o, 8, k, i ve ¥
reel degerler olmak iizere KS denkleminin analitik ¢oziimii

3[31(2“2

u(x,t) = oy

sech? [% (x— ct)} , (5.19)
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bicimindedir. Burada 1)(;29_;2) ifadesi dalga genligini ve ¢ = Bx”u? dalga hizim1 simgele-

mektedir. Tek solitary dalga ¢oziimii i¢in, sayisal algoritma [—60,40] hesaplama aralig
tizerinde + = 20 ye kadar hesaplanmisti. o =1.5, 3 =17, y=038, 0 = 24 k=1,
c = 0.425, u = 0.5 parametreleri secilmistir. Simii lasyon hesaplamalarinda Az; = 0.1,
Aty =0.025, h1 = 0.1 ve hp =0.025 olarak alinmistir. Bu degerler ile elde edilen solitary dal-
ganin x = 0 konumunda ve ¢t = 0 aninda A = 0.98077 genligine sahip oldugu goriilmiistiir.
Diger yandan ¢ = 20 zaman adimina kadar se¢ilmis zamanlarda /; ve I, korunum sabit-
leri, L ve L. hata norm de gerleri hesaplanarak, bulunan sonuclar Tablo 5.1 de verilmi
stir. Tablo 5.1, iki korunan miktarin zaman icinde neredeyse sabit kaldigim ve miktarlar-
daki degisikliklerin analitik degerleriyle iyi bir uyum i¢inde oldugunu gostermektedir. Hesa-
planan L; ve L., hata normlar1 tatmin edici derecede kii¢iik bulunmustur. Bu hatalarin zaman
ilerledikce degismedigi goriilmektedir. Ek olarak, Tablo 5.1, bulunan degismezlerin ve hata
norm deg erlerinin, # = 20 aninda [56] referansinda elde edilen deg erlerle karsilagtirilmasini
gostermektedir. Kollokasyon metodu ile bulunan hata normlarinin [56] calismasinda yer
alan yontemlerden daha kiiciik oldugu, analitik ve sayisal cOziimler arasindaki uyumun
miikemmel oldugu tablodan agikca goriilmektedir. Sekil 5.1, = 0 dan ¢ = 20 ye kadar
tiretilen can seklindeki soliter dalga ¢oziimlerinin iki boyutlu halini gostermektedir. Ek
olarak, tek dalganin hareketi i¢in kontur ¢izgisi ile {i¢ boyutlu dalga hareketi Sekil 5.3 ve
Sekil 5.4 te verilmektedir. Sekillerden, incelenen semanin tek bir dalganin yayilma hareke-
tini gerceklestirdigi, genlik ve seklin korundugu goriilmektedir. Ote yandan, Sekil 5.2 de

farkli h ve At degerleri i¢in t = 20 aninda sayisal hata dagilimi ¢izilmistir.
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Tablo 5.1 Tek solitary dalga hareketi i¢in korunum sabiti ve hata normu degerleri
At=h=0.1

t L L Ly L
0.0 7.8461558037 -12.3622484349 .0000000000 .0000000000
2.5 7.8461557509 -12.3622484790 .0000136334 .0000057199
5.0 7.8461557630 -12.3622484940 0000219328 .0000100722
7.5 7.8461556690 -12.3622485121 0000308925 .0000140065
10.0 7.8461557968 -12.3622484879 .0000400526 .0000180416
12.5 7.8461541918 -12.3622487491 .0000488115 .0000212898
15.0 7.8461557286 -12.3622484900 .0000574197 0000244747
17.5 7.8461522685 -12.3622490603 .0000656080 .0000270435
20.0 7.8461528682 -12.3622489534 .0000736396 0000286451
20.0 [56] 7.8461511588 -12.3622507074 .0000741380 0000295908

At =h =0.025

t L L Ly L
0.0 7.8461455100 -12.3522244940 .0000000000 .0000000000
2.5 7.8461454585 -12.3522245046 .0000024114 .0000010779
5.0 7.8461454889 -12.3522244910 .0000031100 .0000013154
7.5 7.8461453248 -12.3522245104 .0000042124 .0000017679
10.0 7.8461452763 -12.3522245133 .0000057796 .0000020899
12.5 7.8461445220 -12.3522246352 .0000082685 .0000034587
15.0 7.8461447008 -12.3522246037 .0000120139 .0000054335
17.5 7.8461430323 -12.3522248797 .0000170331 .0000081227
20.0 7.8461421379 -12.3522250263 0000226732 .0000108488
20.0 [56] 7.8461418312 -12.3522265463 0000226579 .0000106351
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ufx, t]

100 i
08l ]
I —t=0
06 ]
I —t=10
L 74 0)
04 ]
02 ]
0.0
| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |
-10 0 10 20 30 40

Sekil 5.1 KS denkleminin t = 0, 10,20 zamaninda tek solitary dalga hareketi

Hata

1,0 1

0,5

0,0

0,5

_110_

. T . . .
-60 -40 -20 0 20 40

Sekil 5.2 At = h = 0.1 i¢in t = 20 zamaninda hata dagilimi
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Sekil 5.3 KS denkleminin r = 0 dan ¢ = 20 ye kadar tek solitary dalga hareketi

Sekil 5.4 Tek solitary dalga hareketinin kontur grafigi
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5.1.3.2 ki Solitary Dalgamn Etkilesimi

Bu kisimda aym yonde ilerleyen pozitif iki solitary dalganin etkilesimi, x; (i = 1,2) degerleri
keyfi sabitler ve r = 0 icin

u(x,0) = g %smh? [% (xi — cit)] , (5.20)
bicimindeki baslangic kosulu kullanilarak, farkli biiyiikliiklere sahip ayni tarafa dogru il-
erleyen iki solitary dalganin etkilesimi aragtirilmigtir.

Simiilasyon hesaplamalarinda —100 < x < 100 bolgesi lizerinde kullanilan tipik degerler
Aty = h; = 0.1 and A, = 0.01, hy = 0.025 seklindedir. Sayisal hesaplamalar i¢cin o = 1.5,
B=17,vy=08,0=-24k=1,c;1 =0.833, ¢, =0.425, u; =0.7, up = 0.5, x; = —35,
xp = 10 parametreleri secilmistir. Parametreler, merkezleri x; = —35 ve xp = 10 olan iki
farkli genlige sahip solitary dalgalar iiretir. Iki solitary dalganin etkilesimi sirasinda ko-
runan degismez degerler, farkli 42 ve At degerleri icin Tablo 5.2 da listelenmistir. Hesaplama
verileri, + = 80 anindaki degismez miktarlarinin mantiksal olarak sabit kaldigin1 ve [56]
calismasinda bulunan degerler ile uyumlu oldugunu gostermistir. Iki solitary dalganin
etkilesimi Sekil 5.5 te + = 0 ile # = 80 arasinda gosterilmistir. Bu sekilden goriilebilecegi
gibi, t = 0 zamaninda daha yiiksek enerjili solitary dalga, daha kiiciik enerjili ikinci dalganin
gerisinde kalmaktadir. Her iki dalga da boyutlarina gore saga dogru hareket etmektedir. Soli-
tary dalga teorisine gore daha fazla enerji, daha fazla hiz1 ifade etmektedir. Boylece zamanla
daha biiyiik olan dalga daha kiiciik olana ulasir ve etkilesim meydana gelir. Sonrasinda daha
biiyiik enerjiye sahip dalga, ikinci dalgay1 daha az enerjiyle terk eder ve bu boyle devam eder.
Bu islemin sonunda solitary dalgalar orijinal genliklerini ve sekillerini korurlar. Ayrica, iki

solitary dalganin etkilesimi i¢in kontur ¢izgisi de yine Sekil 5.6 da gosterilmisgtir.
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Tablo 5.2 ki solitary dalganmn etkilegimi igin korunum sabiti degerleri ve diger yontemlerle
Kargilagtirilmast
At=0.1,h=0.1 At =0.01,h=0.025
t I )53 I 15)
0 20.7343904244 -24.4006256585 .0003587404 -6.6868049607
10 20.7344063542 -24.4006260021 .0001356449 -6.6868420105
20 20.7344055097 -24.4006258771 .0001132442 -6.6868457307
30 20.7344153509 -24.4006241598 .0000214651 -6.6868609726
40 20.7343865445 -24.4006265804 0000435684 -6.6868573018
50 20.7344190100 -24.4006055123 .0001315385 -6.6868426925
60 20.7343583263 -24.4004975009 .0000616997 -6.6868542907
70 20.7343580040 -24.3996662836 .0000517916 -6.6868559362
80 20.7344096755 -24.3947688982 0000449051 -6.6868570798
80 [56] 20.7343755930 -24.4007677831 0000338496 -6.6868596667
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Sekil 5.5 KS denklemi i¢in iki solitary dalganin etkilesimi

80 F

.

60 - 8
| 05
.40 1B 04
03

20 f
| 0.2
01

-100 -50 0 50 100

Sekil 5.6 Iki solitary dalga etkilesimi i¢in kontur grafigi
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5.1.3.3 Solitonlarin Olusumu

Gaussian Baslangi¢c Sarti

Bir soliton dizisinin olusumunu incelemek i¢in,

u(x,0) = exp (—x%),

Gaussian baglangi¢ kosulu ve

u(—200,¢) =u(100,1) =0 , >0

formundaki sinir kosulu uygulanmistir.

Dalga olusumunu incelemek igin, [—200,100]

(5.21)

(5.22)

arahgmmda o« = 1.5, B = 1.7, y = 0.8,

0=-24 k=1,c=0.425 u=0.5, k =1 degerleri secilmistir. Algoritmanin ¢aligmasi,

degismezlerin degerlerini elde etmek icin + = 60 zamanina kadar caligtirtlir. h=Ar = 0.1

icin degismezlerin degerleri Tablo 5.3 te gosterilmistir. Burada ozellikle I, degismezi, h

ve At nin kiigiik degerleri icin daha iyi korunur. Hesaplama verileri, degismezlerin mik-

tarlarinin ilk degerlerden ¢ok az degistigini ve bunlarin [56] calismasi ile uyumlu oldugunu

gosterir. Sekil 5.7, Gaussian baglangi¢ kosulunun x € [—20,10] aralig1 boyunca dalgalar

halinde gelisimini gostermektedir. Ayrica, Gaussian baslangi¢ kosuluyla solitary dalgalarin

olusumu i¢in kontur ¢izgisi Sekil 5.8 de gosterilmistir.

Tablo 5.3 Gaussian baslangi¢ sart1 i¢in korunum sabiti degerleri

At=0.1,h=0.1 At =0.05,h=0.08

t I b Il 14)
0 1.7724537283 -39.8889700118 1.7724537633 -39.8862965986
10 1.7724538764 -39.8832761702 1.7613889237 -39.8822598689
20 1.7528601543 -39.8864239546 1.7206085400 -39.8890190286
30 1.8141115219 -39.8762288511 1.8014002402 -39.8754990028
40 1.7534279381 -39.8862071517 1.7728849421 -39.8804324692
50 1.6501981380 -39.9035615128 1.7128751190 -39.8905335893
60 1.7910174161 -39.8797764293 1.8108387814 -39.8739125552
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Sekil 5.7 Gaussian baglangi¢ kosulu icin solitonlarin olusumu
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Sekil 5.8  Gaussian baglangi¢ kosulu i¢in kontur grafigi
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Undular Bore Baslangic Sarti

Son olarak, KS denklemi ile

1 —

u(x,0) = ~Up | 1 — tanh M=) | (5.23)
2 d

undular bore baglangi¢ kosulu ve

u(—200,7) = u(100,¢) =0 , t >0 (5.24)

sinir sart1 kullanilarak, solitonlarin olusumu iizerinde calisilmistir. Undular bore baglangi¢
sartt, t = 0 zaman adimindaki denge yiizeyi iizerinde suyun yiiksekligini ifade eder. Gen-
likteki degisim x = x¢ lizerinde merkezlenir ve degisimin dikligi d ile olciiliir. d degerleri
diklik ile ters orantilidir. d nin aldig1 degerler kiiciildiikge degisim daha dik olmaya egimli
bir hale gelir. Sayisal hesaplamalar i¢in, (5.23) denkleminde parametreler c = 0.1, n =7,
Uy = 0.25, xo = 25 ve d = 5 olarak alinmigtir. Burada o = 1.5, B = 1.7, v = 0.8,
0=-24 k=1, ¢c=0425 pu =05, At =h =0.1 ve At = h = 0.025 parametreleri
kullanilmigtir. Degismezlerin elde edilen degerleri Tablo 5.4 da sunulmustur. Bu tablo-
dan, degismezlerin degerlerindeki degisimin oldukca kiigiik oldugu gozlemlenir. Sekil 5.9
da dalga deliginin t = 0 dan r = 60 anina kadar kararli durumunu korudugu goriilmektedir.
Undular bore baglangi¢ kosuluyla solitary dalgalarin olusumu i¢in kontur ¢izgisi ise Sekil

5.10 da gosterilmistir.

Tablo 5.4 Undular bore baglangi¢ sart1 i¢in korunum sabiti degerleri

Ar=h=0.1 At=h=025
1 I L I b
0  50.0001143463  -34.1735891453  50.0002271836  -34.1936262616
10 50.0001143460  -34.1802028975  50.0002271810  -34.2002208329
20 50.0001134509  -34.1998801798  50.0002273214  -34.2198395753
30 50.0000927379  -34.2188518043  50.0002633112  -34.2387621127
40 50.0003021467  -34.2302125686  50.0003913890  -34.2501269880
50 50.0009309940  -34.2358207444  50.0006735889  -34.2557906661
60  50.0002530719  -34.2386700079  50.0003564708  -34.2585855993
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ufx, 0]

Sekil 5.9  Undular bore baglangi¢ kosulu icin solitonlarin olugumu
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Sekil 5.10 Undular bore baglangi¢ kosulu i¢in kontur grafigi
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6. BOLUM
fKdV DENKLEMININ KOLLOKASYON SONLU ELEMANLAR YONTEMI iLE
NUMERIK COZUMU

Bu kisimda, birinci boliimde verilen septik B-spline kollokasyon metodu ile besinci derece-
den KdV (fKdV) denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in ¢oziim adimlari verilmistir. @, B ve ¥
keyfi pozitif reel sabitler, x indisi konum ve ¢ indisi zamana gore tiirevi simgelemek iizere

x — oo iken u — O sinir sartlar ile
ur + auzux + ﬁuxuxx + Vit + Uyrx = 0, (6.1)

seklinde tanimlanan fKdV denklemi incelenmistir.

uy(a,t) =0, un(b,t) =0,
(un),(a,t) =0,  (un),(b,t) =0, (6.2)
(MN)xx(avt)zoa (”N>xx(b7t):07t>0

sinir sartlar1 ve f(x) daha sonra belirlenmek tizere
u(x,0)=f(x), a<x<b (6.3)

baslangic sart1 ile ele alinmistir.
[k olarak problemin ¢oziim bolgesi; [a, b] kapali araligina kisitlanir. [a, b] kapali aralig1, x,,

diigiim noktalarini kullanarak a = xp < x1 < ... < xy = b seklinde N adet birbirine esit alt

araliklara boliintir. m = 1,2, ..., N i¢in bu alt araliklarin uzunluklar1 2 = b%“ = (Xpmt1 — Xm)

formundadir. a < x < b arahiginda x,, diigiim noktalari ile @,,(x) septik B-spline interpo-

lasyon fonksiyonlari

O‘77 [xm—4>xm—3]

a’ —8p7, [m—35%m—2]

o’ —8B7+28Y/, -2, Xm—1]

a’ —8B7 +28y" —56n7, [Xm_1,Xm]

Pm(x) = hi7 o7 —8u7 +28%7 —S6A7, [y Xmr1] (6.4)

o’ —8u’ +28x’, [Xm+1sXm+2]

o’ —8u’, [omt25%m+3]

o’ [Xm43, Xm+4]

0, diger durumlar
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seklinde olup burada @ = (x —xp—4), B = (X —xp-3), Y= (x—xm—2), T = (x—Xpm_1),
0= (Xmta —x), L = (Xmt3 —X), K= (X2 —x) ve A = (xpy41 —x) dir. [a,b] aralid1 lizerinde
tanimli fonksiyonlar i¢in {@_3(x),®_2(x),...,@n+3(x)} kiimesi bir baz olusturmaktadir.
Problemin tam ¢6ziimii olan u(x,#) fonksiyonuna yaklasan uy(x,?) niimerik ¢oztiimii
N+3
un(x,t) =}, On(x)8n(t), (6.5)
m=—3
seklinde verilir. Bu ifadede sinir sartlari ile elde edilecek olan &,,(¢) ler zamana bagh parame-
trelerdir. 0 < @ < 1 i¢in h®w = x — x,,, seklindeki lokal doniigiim ile [x,,,x,,+1] aralig1 [0, 1] ka-
pali araligina doniistiiriiliir. Nitekim septik B-spline baz fonksiyonlar1 [0, 1] aralig1 iizerinde

o cinsinden asagidaki sekilde tanimlanabilir:

Opz=1-T0+210>-350°+350* —210° +70° — &’
Qo = 120 — 392w + 504m? — 280> + 84> — 420 + 7w,

Q-1 = 1191 —=17150 +3150% + 6650 —3150* — 1050° + 1050° — 210",
O = 2416 — 1680w + 5600* — 1400° + 35w,

Omi1 = 1191+ 17150 + 3150 — 6650° — 3150 + 1050° + 1050° — 350,
Omi2 = 120 +3920 + 504@? +2800° — 84w° — 220 421w,

O3 =1 +70+210%+350° +350* + 2107 + T0° — @,

Omia= 0.

Om—4> Om—3» Om—2, Om—1» Om» Om+l,» Omi2 Ve Op+3 eleman parametreleri ve

Om—3s Om—2, Om—1> Pm> Pm+1> Pm+2, Om+3 Ve P14 yaklagim fonksiyonlart olacak sekilde,

u(x,t) fonksiyonuna

N+3
un(x,0) =Y Q@u(x)8u (1),
m=-—3
deneme fonksiyonu ile yaklasilir. /, 7, """,V .V ve ¥ simgeleri x e gore altinc1 mertebeye kadar

olan tiirevleri ifade edecek sekilde, (6.4) te verilen septik B-spline baz fonksiyonlar1 ve (6.5)

" n

. ! o 7 .
te tanimlanan sayisal fonksiyonundan yararlanarak u, v, u , u , u", u” ve u"" nun x e gore
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tiirevlerinin diigiim noktalarindaki degerleri §,, zaman parametreleri cinsinden

un Xy 1) = thyy = 83+ 1208, 2 + 11918, 1 +24168,, + 119184 1 + 120812 + 83,
Wy = (=83 — 5682 — 24581 + 245841 + 568+ + Gt
Uy, =25 (83246 2+ 1561 — 808, + 158,11 + 24812 + Sn13),
wy = 20(—8,_3—88u—2+ 1981 — 198,11 + 8842 + Sns3),
uly =808, 3—98,_1 + 168, — 9811 + Sns3),
u), = %(—5141—3 +460-—2—50u—1+50m+1 — 4012+ Omi3),
i =308, 3 68,2+ 1581 — 208, + 158,11 — 682+ Si3)
(6.6)

seklinde ifade edilir.

6.1 Sawada-Kotera Denkleminin Kollokasyon Sonlu Elemanlar Yontemi ile

Niimerik Coziimii

(6.1) ile verilen fKdV denkleminde o = 45, B = 15 ve ¥ = 15 degerleri alindiginda Sawada-
Kotera Denklemi, u = u(x,t) tiirevlenebilir fonksiyon, x konum ve ¢ zamana gore tiirevi

simgelemek lizere,
Uy +45u2ux + 15uy sty + 15Uty + Uy =0, a<x<b, 0<t<1, (6.7)

formunda lineer olmayan kismi tiirevli bir diferansiyel denklem olarak elde edilir [65]. (6.6)

denklemindeki ifadeler, (6.7) ile verilen denklemde yerlerine yazildiginda

On—3+ 12082+ 11918,,_1 + 24168, + 1191841 + 120842 + O3
+(45Zm1 +15Z2) 1(— 83 — 568m—2 — 24581 + 245811 + 56812 + Sn+3)
+15Z3 2 (— 83 — 88w 2+ 1981 — 198,11 + 8812 + Sur3)

D0 (8 3+48n-2—58n1+58n11 — 4812+ Guy3) =0,

(6.8)

cebirsel denklem sistemi olusturulur. Lineerlestirme teknigini uygulayabilmek icin, (6.7)

denkleminde lineer olmayan wluy, UxUyy, V€ Ullyyy terimlerinde sirasiyla u2, Uy, Ve u terimleri

Zmt = u* = (83 + 12082 + 11918,,_1 + 24168y, + 1191841 + 120842 + 8ns3)?,
Ziny = e = 15(8n—3 + 248, 2+ 158, 1 — 808, + 158,11 + 24812 + Gui3),
Zyz =u= 6m—3 + 1205171—2 + 11915m—1 +24166n1 + 11915m—i—l + 1205m—0—2 + 6m+37

seklinde lokal sabitler olarak kabul edilmistir. (6.8) esitlifinde yer alan §,, ve J,, eleman

parametreleri yerine sirasiyla (3.9) esitligi ile verilen Crank-Nicolson formiilasyonu ve ileri
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sonlu fark yaklagimi uygulandiginda, n ve n+ 1 seklinde ifade edilen iki zaman seviyesi

arasindaki iliski 6" ve 6" cinsinden

TR S, SR, o VY, I IV, (o PR L

(6.9)
= 1103+ 160 2+ 50 WO+ B 1O NG,
olarak yazilabilir. Burada
E = 3At,
=2 At,
2520
M =504, (6.10)
a= [452,"1 + 152,"2]7
b= 5723

ve At zaman adimim gosterecek sekilde, & parametrelerinin ¢arpanlari

n=[1-E-T-M],

% = [120 — 56E — 8T +4M], ,

% = [1191 — 245E + 19T — 5M],

n = [2416], 6.11)
¥ = [1191+245E — 19T +5M],

Y = [120+ 56E + 8T — 4M],

B=[+E+T+M,

seklindedir. (6.9) denklem sistemi, 8_3,0_2,0_1,0y+1,0n+2 Ve Oy+3 olmak iizere (N +7)
adet bilinmeyen parametre ve (N + 1) tane lineer denklem i¢ermektedir. Bu denklem sis-
teminin ¢oziimii i¢in (6.2) ile verilen sinir sartlarini kullanarak elde edilebilecek alti adet
ek kosula daha ihtiya¢ oldugu goriiliir. Ek kosullar yardimi ile (6.9) denklem sistemindeki
83,862,801, Oyv+1,6n12 Ve 8y3 parametreleri yok edilir ve d" = (&, 81, . ..,8y)T seklinde

(N + 1) adet bilinmeyen parametreden olusan

(N+1) x (N+1) tipinde diagonal matris sistemi bulunur. Bu sistem ise Thomas algoritmasi
kullanilarak ¢oziiliir. Coziim iglemi yapilirken lineer olmama etkisini en aza indirgemek i¢in
her bir zaman adiminda (3.14) seklinde bir i¢ iterasyon iglemi uygulanir. (6.9) denklem siste-
minde iterasyon iglemine baglayabilmek i¢in, ilk olarak baslangi¢ ve sinir sartlar1 yardimiyla

=(80,81,...,0y)" ile gosterilen baslangi¢ vektorii hesaplanir. Bu yiizden t = 0 zamaninda
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la,b] araligindaki

N+3

0) = Z (pm(x)5,2

m=-3

yaklagimindan

un (x,0) = u(xy,0);
(un)x(a,0) =0,
(un)xx(a,0) =0,
(un)xxx(a,0) =0,

sartlar1 kullanilirsa,

wd® = b,

m=0,1,2,..,
(un)x(b,0)

(un)xx(b,0) =

(MN)xxx(b;

N

:O,
0,
=0.

0)

(6.13)

seklinde elde edilen matris sistemi icin Thomas algoritmasi uygulamir ve 80 baslangig

vektorii bulunur. Burada

1536 2712 768 24
82731 210568.5 104796 10063.5 1
81 81 81 81
9600 96597 195768 96474
81 81 81 81 120 1
W =
1 120 1191
1 120
1
- (507 51; 527 ey 6N727 5N7175N)T ve b= (M(X0,0),

6.1.1 Kararhlik Analizi

2416 120 1
96474 96597 9600
81 81 81
10063.5 210568.5 82731
81 81 81
24 2712 1536
u(xl,O), vy u(fol,O), u(xN, 0))T dir.

Lineerlestirilmis sayisal algoritmanin kararlilik analizi i¢in Von Neumann teorisi

uygulanmustir. 7 dalga sayis1 ve Ax eleman biiyiikliigiinii gostermek iizere, genlikteki &

ile ifade edilen biiyiime faktorii

_ 5 neimTAx

Y
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sayisal semanin lineerlestirilmis formundan belirlenir. (6.14) esitliginde tanimlanan Fourier

modu, (6.9) lineer denklem sisteminde yazildiginda

§n+1 (,},1 ei(mf3)‘L'Ax + ,yzei(m72)‘mx + ,)/3ei(m71)TAx + ,}/4eimTAx

+ ,ysei(m—i—l)’l:Ax + ,},6ei(m+2)’ch + %ei(m+3)TAx) _ 615
én(Wei(m—S)rAx + y6ei(m—2)TAx + ,},Sei(m—l)TAx + ,},4eimTAx .

4+ y3ei(m+l)rAx + yzei(m+2)'mx +7 ei(m+3)1:Ax).

esitligi ortaya ¢ikar. (6.15) esitligine

™A% = cos (TAx) +isin (TAx), (6.16)

formundaki Euler formiilii uygulanip gereken iglemler yapilirsa, & biiyiime faktorii

£ = pP1—ip2
p1+ip2

olarak elde edilir. Burada
p1 = 2cos (3TAx) +240cos (2tAx) + 2382 cos (TAx) + 2416,
p2 = (2M + 2T +2E) sin (37Ax)

olup, |&| = 1 kosulu saglanir. Boylece lineerlestirilmis sonlu eleman gemasi sartsiz kararli
olarak bulunur.
6.1.2 Niimerik Ornekler ve Sonuclar

6.1.2.1 Tek Solitary Dalga Hareketi

Bu kisimda, belirlenen boliinme noktalart iizerinde tek solitary dalga problemi i¢in SK
denkleminin niimerik ¢oziimleri elde edilmistir. Uygulanan sayisal metodun dogrulugu ve
etkinligi, secilen zaman adimlarinda tam ve yaklasik ¢6ziim arasindaki farkin hesaplanmasini

saglayan

N
Lo = [t~ = | [ [ ) | 617
j=1
ortalama hata normu ve
L= Humm —uNHoo ~ max u’j“m — (uN)j , j=12,...N (6.18)
J

maksimum hata normu yardimiyla incelenmigtir. x — 4o iken u — O sinir sart1 ve t = 0 igin

u(x,0) = 2k*sech?® [k(x —xo)] , (6.19)
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baslangi¢ kosulu kullanilarak SK denkleminin tek solitary dalga ¢oziimleri arastirilmistir. &

ve xq keyfi reel degerler olacak sekilde, SK denkleminin analitik ¢oziimii
u(x,t) = 2k* (—1+sech? [k (x — 16kt —x0)]) , (6.20)

bicimindedir. SK denkleminin tek solitary dalga ¢6ziimii igin, x € [—15,15] hesaplama
aralig1 lizerinde xo = 0 ve k = 0.01 parametreleri ile sayisal algoritma ¢ = 1 zamanina
kadar caligtirilir. Solitary dalganin x = 0 da ve ¢t = 0 1n ilk aninda A = 0.0002 genligine
sahip oldugu kaydedilmistir. Simiilasyon hesaplamalarinda At = 0.0004; 0.0002; 0.0001 ile
0.00005 ve h = 0.5; 0.05; 0.025; 0.075 ve 1 degerleri kullanilmistir. Tablo 6.1, Tablo 6.2,
Tablo 6.3 ve Tablo 6.4 te hata normlarinin degerleri sunulmustur. Boylece boliinme nok-
talarinin sayisal yontem iizerindeki etkilerini daha kolay goriilebilir. Hesaplanan L, ve Lo
hata norm degerleri yeterince kiigiik bulunmustur. Az = 0.0004 ve h = 0.05 parametreleri
ile hesaplanan minimum L., hata normu 1.952867 x 10~* olarak bulunmustur. Bu hatalarin
zaman ilerledikce hemen hemen degismedigi gozlenmektedir. Ayrica verilen tablolardan
hata normlarinin degerlerine bakilarak analitik ve sayisal ¢oziimlerin uyum i¢inde oldug
u ve yontemin etkili oldugu gozlemlenmistir. Sekil 6.1 ve Sekil 6.3 incelendiginde, ¢an
seklindeki tek solitary dalga ¢ 6ziimlerinin iki ve ii¢ boyutlu hallerinin # = 0 anindan ¢ = 1
anina kadar tiretildigi acikca goriilebilir. Ek olarak, tek solitary dalganin hareketi i¢in kontur
cizgisi ise Sekil 6.4 de goriilebilir. Sekillerden, incelenen semanin tek bir dalganin yayilma
hareketini gergeklestirdigi, genlik ve seklin korundugu goriilmektedir. Sekil, dalganin yavas
hareket ederken ve seklini degistirmeden davranisim ortaya koymaktadir. Ote yandan, Sekil

6.5 te h ve At nin aldig1 ¢esitli degerler i¢in # = 1 zamaninda sayisal hata dagilimi ¢izilmistir.
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Tablo 6.1

k=0.01, At = 0.0004 ve h nin farkl1 degerleri icin hesaplanan hata normu degerleri

At =0.0004,h=0.5

At =0.0004,h = 0.05

t L Lo Ly Lo
0.1 0003897280 .0001963318 0003058283 .0001952867
0.2 0004199834 .0001993970 0003481541 0002018881
0.3 .0004200863 .0002034935 0003734871 0002236170
0.4 .0004238960 0001965485 .0003842107 0002127314
0.5 .0004296385 .0002019456 0004137712 .0002246730
0.6 0004589187 0001964568 0003786667 0002193855
0.7 0004443475 0001964073 .0004130480 .0002419442
0.8 0004361081 0001963227 0004328883 .0002287259
0.9 0004410263 .0002024476 0004571366 .0002882061
1.0 .0004630430 .0002026032 0004334676 .0002940639
At =0.0004,h=1.0 At =0.0004,h = 0.025
t Ly Lo Ly Lo
0.1 .0004120889 0001964902 0003123659 0002732523
0.2 0004434713 .0001967970 0003556654 0002661242
0.3 0004530678 0001967384 .0003793715 .0002635280
0.4 0004501468 0001967637 .0003802906 0002501869
0.5 .0004900659 0001966680 0004185681 .0002785621
0.6 0004911857 0001965993 0003786123 .0002458203
0.7 0004806675 0001966740 .0003949258 .0002282299
0.8 0004762369 0001967189 0004184658 .0002254764
0.9 .0004903186 .0002026213 0004358981 .0002388241
1.0 .0005285952 0001993651 .0004553100 .0003073716
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Tablo 6.2 &k =0.01, At = 0.0002 ve A nin farkli degerleri icin hesaplanan hata normu degerleri

At =0.0002,h = 0.5

At =0.0002,h = 0.05

t Ly Lo Ly Lo
0.1 .0003921206 .0001963918 0003213598 0002028188
0.2 .0004211019 0001996477 0003583082 .0002257130
0.3 .0004212967 .0002009204 .0003856881 0002357532
0.4 0004243411 0001962768 0003859955 0002016646
0.5 .0004295068 .0002007955 0004223828 0002661426
0.6 .0004595302 .0001963019 0003953679 .0002402624
0.7 .0004453736 .0001961864 .0004191496 0002144172
0.8 .0004375435 .0001962753 .0004459888 .0002208510
0.9 .0004412608 .0002029458 0004589295 .0002843700
1.0 0004641926 .0002025728 0004696933 0002783798
At =0.0002,h=1.0 At =0.0002,h = 0.025
t Ly Lo Ly Lo
0.1 .0004113887 0001965496 .0003245690 0002515219
0.2 .0004433501 0001967244 0003561999 0002323548
0.3 .0004529720 .0001966955 .0003841843 0002491443
0.4 .0004501177 .0001967117 .0003829335 .0002250044
0.5 .0004898604 .0001966571 .0004250210 0002743170
0.6 0004911122 0001966236 .0003715594 0002131929
0.7 0004806774 .0001966633 .0004020995 0002155670
0.8 .0004762010 .0001966879 0004296452 0002368535
0.9 .0004904130 .0002030155 0004523098 0002816025
1.0 .0005287098 0001996320 .0004358698 .0002590057
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Tablo 6.3 &k =0.01, At = 0.0001 ve A nin farkli degerleri icin hesaplanan hata normu degerleri

At =0.0001,~=0.5

At =0.0001,h =0.05

t Ly Lo Ly Lo
0.1 .0003926211 0001962774 0003265343 0002125448
0.2 .0004198083 .0001994069 0003664168 0001966571
0.3 .0004209236 .0002021619 0003916621 0002134395
0.4 .0004245712 .0001961008 0004392917 .0002388329
0.5 0004308756 .0002006042 .0004873988 0002657225
0.6 .0004619205 .0001961641 .0004940887 .0003446806
0.7 .0004456845 .0001961078 0005602560 0006052958
0.8 .0004389422 0001962864 .0007508712 0014398061
0.9 0004427242 .0002029987 0013047290 0038713052
1.0 0004668532 .0002038084 0032477767 0112212137
At =0.0001,h=1.0 At =0.0001,~ = 0.025
t Ly Lo Ly Lo
0.1 0004110276 .0001965810 0003213651 0002136187
0.2 .0004432869 .0001966881 0003559211 .0002292736
0.3 0004529218 0001966742 .0003788928 .0002324356
0.4 .0004501060 .0001966855 .0003838614 0002150487
0.5 0004897548 .0001966519 0004204813 0002661475
0.6 0004910746 0001966360 .0003808861 0002168998
0.7 .0004806818 .0001966581 .0004124385 0002641821
0.8 0004761789 .0001966725 .0004350348 .0002400273
0.9 .0004904130 .0002032179 0004353742 0002739368
1.0 .0005287739 .0001997693 0004422661 0002786564
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Tablo 6.4 &k =0.01, At = 0.0002 ve A’nin farkli degerleri icin hesaplanan hata normu degerleri

At =0.00005,~=0.5

At =0.00005,h =0.75

t Ly Lo Ly Lo
0.1 .0003924963 0001961487 .0004164312 0001964215
0.2 .0004222374 0001989456 .0004445533 .0002022589
0.3 .0004225752 .0002040583 0004465732 .0002022391
0.4 .0004259622 .0001961158 0004412326 0001964122
0.5 .0004310519 .0002023106 0004645575 0001994408
0.6 0004631192 .0001966913 0004856543 0001964041
0.7 .0004471402 0001961600 0004591653 0001963933
0.8 .0004402354 .0001963438 0004552334 0001964366
0.9 .0004446504 0002037541 0004694588 .0002000873
1.0 0004691530 .0002048498 .0005000673 0001979467
At =0.00005,~=1.0 At =0.00005,h = 0.025
t Ly Lo Ly Lo
0.1 0004108442 0001965972 0003156026 .0002032268
0.2 .0004432545 0001966701 0003580826 0002389803
0.3 0004528961 0001966636 .0003764621 0002125420
0.4 .0004501009 0001966724 0003928999 0002271285
0.5 .0004897011 0001966494 .0004219305 .0002299891
0.6 .0004910557 0001966423 .0003858070 0002335514
0.7 .0004806838 .0001966555 .0004079689 0002294114
0.8 0004761668 0001966648 .0004459103 0002457748
0.9 .0004904885 .0002033204 0004555991 .0002644993
1.0 .0005288076 .0001998389 0004459714 0002361445
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Sekil 6.1 SK denkleminin # = 0,0.5, 1 de tek solitary dalga hareketi

000000 ¢ T T g
ufx, 0] ey
-0.00005}" &7
~0.00010} i

~0.00015\;

Sekil 6.2 SK denkleminin u(x,0) baslangi¢ sart1 ile A# = 0.0004 ve h = 0.5 i¢in tek solitary dalga

hareketi
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Sekil 6.3 SK denkleminin Az = 0.0004 ve & = 0.5 icin tek solitary dalga hareketi
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-0.00006

-0.00008

-0.00010
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-0.00014

-0.00016

Sekil 6.4 Tek solitary dalga hareketinin kontur grafigi
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1,0x10* 1,0x10*
5,0x10°° 5,0x10°°
0,0 0,0
s £
< 5 <
T 50x10 I -50x10°
. 4
T 1,010
-1,5x10*
-1,5x10*
-2,0x10*
-2,0x10*
-10 5 0 5 10 -10 5 0 5 10
X X
3,010 4 3,010
2,0x10 o 2,0x10%
1,0x10% 1,0x10*
£ £
< 0,0 < 0,0
-1,0x10 -1,0x10*
-2,0x10* -2,0x10*
-3,0x10* T T T ! -3,0x10%
-10 5 0 5 10 -10 5 0 5 10
X X

Sekil 6.5 Tek solitary dalganin a)Ar = 0.0004 ve h = 0.5, b)At =0.0002 ve h =0.5, c)Ar =0.0001
ve h = 0.025, d)Az =0.00005 ve h = 0.025 degerleri i¢in r = 1 de hata dagilim1
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6.2 Caudrey-Dodd-Gibbon Denkleminin Septik B-Spline Kollokasyon Yontemi ile

Niimerik Coziimii

(6.1) ile belirtilen denklemde o = 180, B = 30, ve ¥ = 30 degerleri alindiginda Caudrey-
Dodd-Gibbon (CDG) Denklemi, u = u(x,t) tiirevlenebilir fonksiyon, x konum ve ¢ zaman

degiskenini simgelemek iizere,
us + 180u2ux + 30wty + 30uUttyrx + Uy = 0, (6.21)

formunda lineer olmayan kismi tiirevli bir diferansiyel denklem olarak elde edilir [66]. (6.6)

denklemindeki ifadeler, (6.21) ile verilen denklemde yerlerine yazildiginda

O3+ 12082+ 11918, 1 +24168,, + 11918, 1 + 120842 + Os3
+(180Zy1 +30Zy2) 7 (— 83 — 5682 — 24581 + 2458111 + 568,42 + Sns3)
+30Z33 (— 83 — 88m—2+ 198,—1 — 198,11 + 8812 + 8i3)

+B20(— 8, 3+ 48m2—58n—1 4+ 58ms1 — 48pni2 + Ouy3) =0,

(6.22)

cebirsel denklem sistemi bulunur. Lineerlestirme teknigini uygulayabilmek i¢in, (6.21)

denkleminde lineer olmayan uluy, UyUyy, V€ Ullyy, terimlerinde sirasiyla u?, uy, ve u terimleri

Zml - uza
Znd = Uy, (6.23)
Zm3 =1Uu,

seklinde lokal sabitler olarak kabul edilmigtir. (6.22) esitliginde yer alan 6,, ve S eleman
parametreleri yerine sirasiyla (3.9) da verilen Crank-Nicolson formiilasyonu ve ileri sonlu
fark yaklagimi uygulandiginda, n ve n+ 1 seklinde ifade edilen iki zaman seviyesi arasindaki

iliski 6" ve 8"*! parametreleri cinsinden

AR AR L R R LA TR RERS (A
—7’76’1 3""}’65 2+'}’55n 1+'}’45n+’)/35n+1+3/23 2+’}’15m+3,

(6.24)

olarak yazilabilir. Burada

At,
At,

2207, (6.25)
[180Zy01 +30Z0),

[%Zmih

IS NI&

E=
T
M =

a
b
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ve At ifadeleri zaman adimlarini ifade edecek sekilde, & terimlerinin katsayilart

n=[1-£-T-M],

1 = [120 — 56E — 8T +4M] , ,

vs = [1191 — 245E + 19T — 5M],

1 = [2416], (6.26)
¥ = [1191 +245E — 19T + 5M]

Y6 = [120+ S6E + 8T — 4M],

¥=[+E+T+M),

seklindedir. (6.24) denklem sistemi, 0_3,8_7,8_1,05+1,0n+2 Ve Oy3 olmak iizere (N +7)
adet bilinmeyen parametre ve (N + 1) tane lineer denklem i¢ermektedir. Bu denklem sis-
teminin ¢oziimii icin (6.2) ile verilen sinir sartlarini kullanarak elde edilebilecek alti adet ek

kosullar yardimu ile (6.24) denklem sistemindeki 6_3,6_2,8_1, Oy+1,Onv12 Ve Oy 3 parame-

treleri yok edilir ve d" = (8y,9d1,...,0y)" seklinde (N + 1) adet bilinmeyen parametreden
olusan
Ad"' = Bd", (6.27)

(N+1) x (N+1) tipinde diagonal matris sistemi bulunur. Bu sistem ise Thomas algorit-
masi kullanilarak ¢oziiliir. Coziim islemi yapilirken (3.14) teki i¢ iterasyon islemi uygulanir.
(6.24) denklem sisteminde iterasyon islemine baslayabilmek i¢in, ilk olarak baglangi¢c ve
stir sartlar yardimiyla d® = (8, 1, .., 6y)? ile gosterilen baslangic vektorii hesaplanir. Bu
yiizden t = 0 zamaninda [a, b] aralifindaki
N+3
=), ou(0)3,

m=-—3

yaklagimu ile

un(x,0) = u(x,,0); m=0,1,2,....N
(un)x(a,0) =0, (un)x(b,0) =0,
(un)xx(a,0) =0, (un)xx(b,0) =0,
(un)xxx(a,0) =0, (N )xxx (D, 0) = 0.

sartlar1 kullanilirsa,

wd’ = b,
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seklinde elde edilen matris sistemi icin Thomas algoritmasi uygulamr ve 89 baslangig

vektori bulunur. Burada

1536 2712 768 24
82731  210568.5 104796 100635 |

81 81 81 81
9600 96597 195768 96474
81 81 81 81 120 1

1 120 1191 2416 1191 120 1
1 120 96474 195768 96597 9600

81 81 81 81
1 10063.5 104796  210568.5 82731
81 81 81 81

24 768 2712 1536 |

d° = (80,01, 62, ...,5N_2,5N_1,6N)T ve b = (u(xO,O),u(xl,O),...,u(xN_l,O),u(xN,()))T dir.

6.2.1 Kararhlik Analizi

Lineerlestirilmis sayisal algoritmanin kararliik analizi icin Von Neumann teorisi
uygulanmustir. T dalga sayisi1 ve Ax eleman biiyiikliigiinii gostermek iizere, genlikteki &

ile ifade edilen biiylime carpani
&= EneMTAY, (6.28)

sayisal semanin lineerlestirilmis formundan belirlenir. (6.28) esitliginde tanimlanan Fourier

modu, (6.24) lineer denklem sisteminde yazildiginda

€n+l (’}’1 ei(mf3)‘EAx + yzei(mfZ)’CAx + y3ei(mfl)rAx + ,},4eim’CAx

+ 5¢€

én(,ﬁei(m—3)’mx + 76ei(’n_2)TAx + ,},Sei(m—l)’ch + y4eimTAx

(m+1)TAx + ,},6ei(m+2)TAx + j/7ez'(m+3)‘mx) _

(6.29)

+ ,y3ei(m+l)rAx + yzei(m—O—Z)TAx + ei(m—l—?a)TAx).
esitligi ortaya ¢ikar. (6.29) esitligine
™A% = cos (TAx) +isin (TAx), (6.30)

formundaki Euler formiilii uygulanip gereken islemler yapilirsa, & biiyiime faktorii

g _ p1 _ip2
p1+ip2

olarak elde edilir. Burada

(6.31)

p1 =2cos (3tAx) +240cos (2tAx) + 2382 cos (TAx) + 2416,
p2 = (2M + 2T + 2E) sin (37Ax)
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olup, |&| = 1 kosulu saglanir. Boylece lineerlestirilmis sonlu eleman gemasi sartsiz kararli

olarak bulunur.
6.2.2 Niimerik Ornekler ve Sonuclar
6.2.2.1 Tek Solitary Dalga Hareketi

Bu kisimda, belirlenen boliinme noktalar iizerinde tek solitary dalga problemi icin CDG
denkleminin niimerik ¢oziimleri elde edilmistir. Uygulanan sayisal metodun dogrulugu ve
etkinligi, secilen zaman adimlarinda tam ve yaklagik ¢oziim arasindaki farkin hesaplanmasini
saglayan (6.17) ve (6.18) esitliginde verilen L, ve L. hata normlar1 yardimiyla aragtirilmasgtir.
x — £ooiken u — O sinir sart1 ve ¢t = 0 i¢in

k? exp (kx)

u(x,0) = f(x) = M+ exp(kn) 2’

(6.32)

baslangic kosulu ile birlikte CDG denkleminin solitary dalga ¢oziimleri hesaplanmistir. k ve
xo reel degerler olmak iizere, CDG denkleminin analitik ¢6ziimii

k2 exp(k(x — k*))
(1 +exp(k(x—k*)))?’

u(x, 1) = (6.33)

seklindedir.

Sayisal semanin gegerliligini gostermek i¢in, algoritma x € [—15,15] hesaplama araliginda
ve t = 1 zamanmna kadar calistirtlir. Solitary dalganin x = 0 konumunda ve # = 0 1 ilk
aninda A = 0.0001 genligine sahip oldug u kaydedilmistir. Simiilasyon hesaplamalarinda
h = 0.5 ve 0.05 ile Az = 0.0004 ve 0.0001 degerleri kullanmilmigtir. Tablo 6.5 te, farkh
zaman seviyeleri ve farkli adim boyutlar i¢in Ly, ve L., hata normu degerleri listelenmistir.
At =0.0001 ve h = 0.05 parametreleri ile hesaplanan minimum L., hata normunun 2.4892 x
107 olarak bulunmustur. Bu hatalarin zaman ilerledikge pek degismedigi gozlenmektedir.
Ayrica tablolardan hata normlarinin degerlerine bakilarak analitik ve sayisal ¢oziimlerin
iyl bir uyum i¢inde oldugu ve yontemin verimli oldugu goriilmektedir. Sekil 6.6 ince-
lendiginde, can seklindeki solitary dalga ¢oziimlerinin # = O anindan f = 1 anina kadar
dretildigi acikca goriilebilir. Ek olarak, tek solitary dalganin hareketi i¢in kontur ¢izgisi
Sekil 6.7 da goriilebilir. Sekillerden, incelenen semanin tek bir dalganin yayilma hareketini
gerceklestirdigi, genlik ve seklin korundugu goriilmektedir. Sekil, dalganin yavas hareket
ederken ve seklini degistirmeden davranisini ortaya koymaktadir. Ote yandan, Sekil 6.8 de

h ve At ye verilen cesitli degerler i¢in = 1 zamaninda sayisal hata dagilimi ¢izilmistir.
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Tablo 6.5 k=0.01, At = 0.0004 ve A nin farkli degerleri icin hesaplanan hata normu degerleri

At =0.0004,h = 0.5

At =0.0001,~ = 0.05

t Ly Lo Ly Lo
0.1 .0000494593 .0000249293 .0000414945 .0000270235
0.2 0000532876 .0000252706 .0000465528 .0000248927
0.3 .0000532946 .0000257885 .0000497414 0000271132
0.4 .0000537765 .0000249308 .0000557418 0000303556
0.5 .0000544981 .0000255910 .0000617223 0000337686
0.6 .0000582073 .0000249191 .0000619409 0000441115
0.7 0000563601 .0000249129 .0000679581 0000468114
0.8 0000553124 .0000249021 .0000803376 0000475394
0.9 0000559314 .0000256542 .0000912949 0000595731
1.0 .0000587193 .0000256739 .0001058028 0000597128
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Sekil 6.6 CDG denkleminin ¢ = 0 dan ¢ = 1 e tek solitary dalga hareketi

1.0 e
0.8+ 0.0024
06 i - 0.0022
t L - 0.0020
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0.2+
0.0016
00 I S S NN |
-15 -10 -5 0 5 10 15

Sekil 6.7 Tek solitary dalga hareketinin kontur grafigi
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1,5x107°
1,0x10°
5,0x10°8

0,0

-5,0x10°°

HATA

-1,0x10°
-1,5x10°
-2,0x10°

-2,5x10°°

-3,0x10°°
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1,5x10™

1,0x10™

5,0x107°

0,0

HATA

-5,0x10°°

-1,0x10

-1,5x10

-15 -10 -5 0 5 10 15

Sekil 6.8 a) At = 0.0004 ve h = 0.5 degerleri icin t = 1 de hata dagilimi, b) Ar = 0.00001 ve

h = 0.05 degerleri i¢cin t = 1 de hata dagilimi
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6.3 Lax Denkleminin Septik B-Spline Kollokasyon Yontemi Ile Niimerik Coziimii

(6.1) ile belirtilen fKdV denkleminde a = 30, B = 30, ve ¥ = 10 degerleri alindiginda Lax
Denklemi, u = u(x,?) istenilen mertebeye kadar tiirevlenebilen fonksiyon, x konum ve ¢ alt

indisi ise zaman degiskenini simgelemek {iizere,
uy + 30Uty + 30utty + 10Uty + Uoex = O, (6.34)

formunda lineer olmayan kismi tiirevli bir diferansiyel denklem olarak elde edilir [67]. (6.6)

denklemindeki ifadeler, (6.34) ile verilen denklemde yerlerine yazildiginda

Sm_3+ 12082+ 11918,,_1 + 24168, + 11918, 1 + 120812 + Sns3
+(30Zyn1 +30Zy2) 7 (—8n—3 — 568m—2 — 24581 + 245841 + 56812 + S 3)
+10Zy3 2 (— 83 — 88m—2 + 1981 — 198,11 + 8812 + Snr3)

2%0( Om—3+46m—2—50u—1+56n+1 —40m+2+ Ons3) =0,

(6.35)

cebirsel denklem sistemi olusturulur. Lineerlestirme teknigini uygulayabilmek icin, (6.34)

denkleminde lineer olmayan ulu,, UxUyy, V€ Ullyy, terimlerinde sirasiyla uz, Uy, Ve u terimleri

Zinl = Mzu
I = Uy, (6.36)
Zm3z = u,

alinarak lokal sabit kabul edilmistir. (6.34) denkleminde &, ve S eleman parametreleri
yerine sirastyla (3.9) ile verilen Crank-Nicolson formiilasyonu ve ileri sonlu fark yaklagimi
uygulandiginda, n ve n+ 1 seklinde ifade edilen iki zaman seviyesi arasindaki iligski 6" ve

"1 cinsinden

AR B L T B L AR SR R S D T (637)

=110, 3+ %062+ V50,1 + M6+ 130, 1 + 18, 5+ 110, 5,

olarak yazilabilir. Burada

E = 3At,

T = %At
2520

M =207z,

a = [300Zy1 +30Za),
b= [%Znﬁ]?
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ve At zaman adimlarim belirttigi halde, 0 terimlerinin ¢arpanlari

n=[1-£-T-M],

1 = [120 — 56E — 8T +4M] , |

vs = [1191 — 245E + 19T — 5M],

1 = [2416], (6.38)
¥ = [1191 +245E — 19T + 5M]

Y6 = [120+ S6E + 8T — 4M],

¥=[+E+T+M),

seklindedir.
Sinir kosullar1 yardimi ile (6.37) denklem sistemindeki 03,0 2,0 1, Oyi1,0n12 V€
Oy, 3 parametreleri yok edilir ve d" = (&, 81,...,8y)" seklinde (N 4 1) adet bilinmeyen

parametreden olusan
Ad"*! = Bd" (6.39)

(N+1) x (N+1) tipinde diagonal matris sistemi bulunur.Bu sistem ise Thomas algorit-
mas1 kullanilarak ¢oziiliir. Coziim yapilirken (3.14) seklinde bir ic iterasyon islemi uygu-
lanir. (6.37) denklem sisteminde iterasyon islemine baglayabilmek i¢in, ilk olarak baglangi¢
ve sinir sartlar1 yardimiyla d° = (80, 8y,...,6y)" ile gosterilen baslangig vektorii hesaplan-
malidir. Bu yiizden t = 0 zamaninda [q, b] araligindaki
N+3
= Y o8,

m=-—3

yaklagimi ile

un(x,0) = u(x,,0); m=0,1,2,....N
(un)x(a,0) =0, (un)x(b,0) =0,
(un)xx(a,0) =0, (un)xx(b,0) =0,
(un)xxx(a,0) =0, (N ) xxx(b,0) = 0.

sartlar1 kullanilirsa,

wd’ = b,
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seklinde elde edilen matris sistemi icin Thomas algoritmasi uygulamr ve 82 baslangig

vektOri bulunur. Burada

1536 2712 768 24
82731  210568.5 104796  10063.5 |

81 81 81 81
9600 96597 195768 96474
81 81 81 81 120 1

1 120 1191 2416 1191 120 1
1 120 96474 195768 96597 9600

81 81 81 81
1 10063.5 104796  210568.5 82731
81 81 81 81

24 768 2712 1536 |

d® = (8,81,82,....,68_2,0nv_1,08)T ve b = (u(x0,0),u(x1,0),...,u(xy_1,0),u(xy,0))T dir.
6.3.1 Kararhhk Analizi

Lineerlestirilmis sayisal algoritmanin kararlilik analizi i¢in Von Neumann teorisi
uygulanmustir. 7 dalga sayis1 ve Ax eleman biiyiikliigiinii gostermek iizere, genlikteki &

ile ifade edilen biiylime faktorii
6,:11 — gneimTAx, (640)

say1sal semanin lineerlestirilmis formundan belirlenir. (6.40) esitliginde tanimlanan Fourier

modu, (6.37) lineer denklem sisteminde yazildiginda

én—i-l (,},] ei(m—3)TAx + yzei(m—Z)TAx + ,y3ei(m—l)TAx + ,},4eimTAx

+ ,}/Sei(m+l)‘L'Ax + ,},6ei(m+2)TAx + Wei(m—i—?))TAx) _

(6.41)
&n(%ei(mfﬂ‘mx + y6ei(m72)1:Ax + ,}/Sei(mfl)‘L'Ax + ,}/4eimTAx

m+1)TAx m+2)TAx m+3)TAX)

+pell + el +nell

esitligi ortaya cikar. (6.41) esitligine
™A% = cos (TAx) +isin (tAx),

formundaki Euler formiilii uygulanip gereken islemler yapilirsa, & biiyiime faktorii

gzm—mz
p1+ip2

seklinde elde edilir. Burada
p1 =2cos (3tAx) +240cos (2tAx) + 2382 cos (TAx) + 2416,
p2 = (2M + 2T + 2E) sin (31Ax)
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olup, |&| = 1 kosulu saglanir. Boylece lineerlestirilmis sonlu eleman gemasi sartsiz kararli

olarak bulunur.
6.3.2 Niimerik Ornekler ve Sonuclar
6.3.2.1 Tek Solitary Dalga Hareketi

Bu kisimda, belirlenen boliinme noktalar: iizerinde tek solitary dalga problemi i¢in Lax
denkleminin niimerik ¢oziimleri elde edilmistir. Uygulanan sayisal metodun dogrulugu ve
etkinligi, secilen zaman adimlarinda tam ve yaklagik ¢oziim arasindaki farkin hesaplanmasini
saglayan (6.17) ve (6.18) de tanimlanan L, ve L. hata normlar1 yardimiyla arastirilmistir.

x — £ooiken u — O sinir sart1 ve t = 0 i¢in
u(x,0) = 2k*tanh? [k(x — xo)], (6.42)

baslangic kosulunu kullanarak Lax denkleminin solitary dalga c¢oziimleri {izerinde

calisilmistir. k ve xq reel degerler olacak sekilde, Lax denkleminin analitik ¢oziimii
u(x,t) = 2k* (2 — 3tanh? [k (x — 56k* —x0)]) , (6.43)

seklindedir.

Sayisal ¢oziimler sunmak icin, algoritma x € [—20,20] aralifinda xo = 0 ve k = 0.01 ol-
mak iizere + = 1 zamanina kadar calistirilmigtir. Solitary dalganin x =0 da ve t = 0 1n
ilk aninda A = 0.0002 genligine sahip oldugu goriilmiistiir. Simiilasyon hesaplamalarinda
h = 0.5 ve 0.05 ile Ar = 0.0004 ve 0.0001 degerleri kullamlmistir. L, ve L. hata
degerleri Tablo 6.6 da gosterilmektedir. Hata normlarinin hesaplanan degerlerinin yeter-
ince kiigiik oldugu goriilmiistiir. A¢ = 0.0004 ve h = 0.5 parametreleriyle hesaplanan min-
imum L., hata normu 3.786723 x 10~* olarak bulunmustur. Bu hatalarin zaman ilerledikge
hemen hemen de8ismedigi gozlenmektedir. Ayrica tablodan hata normlarinin degerlerine
bakildiginda analitik ve sayisal ¢oziimlerin uyum icinde oldugu ve yontemin verimli oldugu
goriilmektedir. Sekil 6.9 incelenirse, t = 0 anindan ¢ = 1 anina kadar iiretilen ¢an seklindeki
solitary dalga ¢Ozlimlerinin tic boyutlu halleri acik¢a goriilebilir. Buna ek olarak, sekilden
genlik ve seklin zaman gectikce korundugu soylenebilir. Ote yandan, Sekil 6.10 da & ve At

nin farkli degerleri i¢in # = 1 zamaninda sayisal hata dagilimi da ¢izilmistir.
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Tablo 6.6 k =0.01, At = 0.0004 ve A nin farkli degerleri icin hesaplanan hata normu degerleri

At =0.0004,h = 0.5

At =0.0001,~ = 0.05

t Ly Lo Ly Lo
0.1 .0007476185 .0003786723 0006605026 0003870472
0.2 .0008112957 .0003797258 0006965400 0004162210
0.3 .0008167458 .0003793303 .0007209887 .0003999905
0.4 .0008542324 .0003784037 .0007876002 0004253867
0.5 .0008354053 0003899616 .0008298723 0005542919
0.6 .0008850945 .0003787136 .0009135698 0009698522
0.7 .0008491875 .0003800426 .0011118805 .0022608287
0.8 .0008693723 .0003949290 .0019634349 .0059890208
0.9 0009128289 0003794148 0048874414 0170258202
1.0 .0008974475 .0003791528 .0140005587 .0499546306
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0.000390% " .
0.000385% " .~ A
0.000380%. "/

20 0.0

Sekil 6.9 Lax denkleminin A = 0.0004 ve & = 0.5 i¢in tek solitary dalga hareketi

2,0x10

1,0x10™

0,0

-1,0x10

HATA

-2,0x10

-3,0x10

-4,0x10

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Sekil 6.10 At =0.0004 ve h = 0.5 i¢in = 1 zamaninda hata dagilimi
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6.4 Kaup-Kuperschmidt (KK) Denkleminin Septik B-Spline Kollokasyon Yontemi

Tle Niimerik Coziimii

(6.1) ile belirtilen fKdV denkleminde o = 20, B =25, ve Y= 10 degerleri alindiginda Kaup—
Kuperschmidt (KK) Denklemi, u = u(x,t) tiirevlenebilir fonksiyon, x konum ve 7 alt indisi

ise zaman degiskenini simgelemek tizere,
;4 200”1y + 25utty + 10Uty + Uy = 0, (6.44)

formunda lineer olmayan kismi tiirevli bir diferansiyel denklem olarak elde edilir [68]. (6.6)

denklemindeki ifadeler, (6.44) ile verilen denklemde yerlerine yazildiginda

O3+ 1208, + 11918, 1 + 24168, + 1191841 + 120812 + Ons3
+(20Z1 +25Z2) (— 83 — 5682 — 24581 + 245811 + 56812 + S 3)
+10Z3 35 (=63 — 88m 2+ 198, 1 — 198,11 4 8812+ Sn13)

%(—5;71—3 +482—56u—1+50m11 — 4612+ 6ui3) =0,

(6.45)

cebirsel denklem sistemi olusturulur. Lineerlestirme teknigi i¢in, (6.44) denkleminde lineer

olmayan wluy, UyUyy, V€ Ullyy, terimlerinde sirasiyla u?, uy, ve u terimleri

2
Zml =u-,
L2 = Uyy,
Zm3 =u,

seklinde lokal sabitler olarak kabul edilmistir. (6.45) denkleminde &, ve Sm parametreleri
yerine sirayla (3.9) ta tantmlanan Crank-Nicolson formiilasyonu ve ileri sonlu fark yaklagimi
uygulandiginda, n ve n+ 1 geklinde ifade edilen iki zaman kademesi arasindaki iliskiyi 6"

ve 8! parametreleri cinsinden

N+ 18t + 1B + 1St + s 8 + w8ty + 6t

(6.46)
R Ry (R L (TR LA TR LA TE S (AR
olarak yazilabilir. Burada
E = 3At,
T = %At
_ 2520
M =204, (647)
a= [202,"1 + ZSZmz],
b= [%Znﬁ]v
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ve 0 eleman parametrelerinin ¢carpanlari

n=[1-£-T-M],

1 = [120 — 56E — 8T +4M] , ,

vs = [1191 — 245E + 19T — 5M],

1 = [2416], (6.48)
¥ = [1191 +245E — 19T + 5M]

Y6 = [120+ S6E + 8T — 4M],

¥=[+E+T+M),

seklindedir.
Sinir kogullar1 yardimu ile (6.46) denklem sistemindeki 6 3,0 2,0_1, Ov11,0n12 V€ Oni3
parametreleri yok edilebilir ve d" = (8, 81,...,0y)! formunda (N + 1) adet bilinmeyen

parametreden olusan
Ad"*' = Bd", (6.49)

ile gosterilen (N + 1) x (N + 1) formunda diagonal matris sistemi bulunur. Bu sistem ise
Thomas algoritmasi kullanilarak ¢oziiliir. Coziim islemleri yapilirken (3.14) seklinde bir i¢
iterasyon iglemi uygulanir. (6.46) denklem sisteminde iterasyon islemine baglayabilmek icin,
ilk olarak baglangig ve simir sartlar1 yardimiyla d° = (8, &1, .., 8v)" ile gosterilen baglangic

vektorii hesaplanmalidir. Bu yiizden # = 0 zamaninda [a, b] araligindaki

N+3

= Y 08

m=-—3

yaklagimi ile

un(x,0) = u(x,,0); m=0,1,2,...,N
(un)x(a,0) =0, (un)x(b,0) =0,
(un)xx(a,0) =0, (un)xx(b,0) =0,
(un)xxx(a,0) =0, (N ) xxx(b,0) = 0.

sartlar1 kullanilirsa,

wd’ = b,

119



seklinde elde edilen matris sistemi icin Thomas algoritmasi uygulamr ve 89 baslangig

vektori bulunur. Burada

1536 2712 768 24
82731  210568.5 104796  10063.5 |

81 81 81 81
9600 96597 195768 96474
81 81 81 81 120 1

1 120 1191 2416 1191 120 1
1 120 96474 195768 96597 9600

81 81 81 81
1 10063.5 104796  210568.5 82731
81 81 81 81

24 768 2712 1536 |

d? = (8),81,82,....,0n_2,0nv_1,08)T ve b = (u(x0,0),u(x1,0),...,u(xy_1,0),u(xy,0))T dir.
6.4.1 Kararhhk Analizi

Lineerlestirilmis sayisal algoritmanin kararlilik analizi i¢in Von Neumann teorisi
uygulanmustir. 7 dalga sayis1 ve Ax eleman biiyiikliigiinii gostermek iizere, genlikteki &

ile ifade edilen biiylime faktorii
6,:11 — gneimTAx, (650)

say1sal semanin lineerlestirilmis formundan belirlenir. (6.50) esitliginde tanimlanan Fourier

modu, (6.46) lineer denklem sisteminde yazildiginda

én—i-l (,},] ei(m—3)TAx + yzei(m—Z)TAx + ,y3ei(m—l)TAx + ,},4eimTAx

+ ,ysei(m—l—l)‘L'Ax + ,},6ei(m+2)'L'Ax + Wei(m—i—?))‘L'Ax) _

EN (1l mITAX Ly im=2)TAY |y pilm=1)TAY | jimTAX (6.5
el TAY | it 2)TAX |y fi(m3)TAY).

esitligi ortaya cikar. Bu esitlige

™A% = cos (TAx) +isin (tAx), (6.52)

formundaki Euler formiilii uygulanip gereken islemler yapilirsa, & biiyiime faktorii

gzm—mz
p1+ip2

seklinde elde edilir. Burada
p1 =2cos (31Ax) +240cos (2tAx) + 2382 cos (TAx) + 2416,
p2 = (2M + 2T + 2E) sin (31Ax)
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olup, |&| = 1 kosulu saglanir. Boylece lineerlestirilmis sonlu eleman gemasi sartsiz kararli

olarak bulunur.
6.4.2 Niimerik Ornekler ve Sonuclar
6.4.2.1 Tek Solitary Dalga Hareketi

Bu kisimda, belirlenen boliinme noktalart iizerinde tek solitary dalga problemi icin KK
denkleminin niimerik ¢oziimleri elde edilmistir. Uygulanan sayisal metodun dogrulugu ve
etkinligi, secilen zaman adimlarinda tam ve yaklagik ¢oziim arasindaki farkin hesaplanmasini
saglayan (6.17) ve (6.18) de tanimlanan L, ve L. hata normlar1 yardimiyla arastirilmistir.

x — £ooiken u — O sinir sart1 ve ¢t = 0 i¢in

(x.0) 24k (4€") 4 €2 1+ 16)
uix =
’ (16€F* + ek 4+-16)2 '

(6.53)

baslangi¢ kosulu ile KK denkleminin solitary dalga ¢coziimleri calisilmistir. k ve xo keyfi reel

sabitler olacak sekilde, KK denkleminin analitik ¢6zlimii

24k26(kx—k5t)(4e(kx—k5t))+62(kx—k5t)+16)
o (16e(kx—k5t)+62(kx—k5t)+16)2

u(x,r) ) (6.54)

seklindedir.

Sayisal semanin gegerliligini gostermek igin, algoritma [—15,15] hesaplama aralifinda ve
t = 1 zamanma kadar caligtirilmigtir.  Solitary dalga, x = 0 da ve r = 0 1 ilk aninda
A = 0.0002 genligine sahiptir. Simiilasyon hesaplamalarinda At = 0.0004; 0.0001, » = 0.5
ve 0.05 degerleri kullanilmigtir. Tablo 6.7 de, farkli zaman seviyeleri ve farkli adim boyut-
lart i¢in Ly ve L. hata normlarinin degerleri verilmektedir. Boylece siralama noktalarinin
miktarinin sayisal yontem {izerindeki etkilerini daha kolay goriilebilir. Hesaplanan L, ve
Lo hatalar tatmin edici derecede kiiciik bulunmustur. Az = 0.0001 ve & = 0.05 parame-
treleri ile hesaplanan minimum L., hata normunun 4.47 x 10~ olarak bulunmustur. Bu
hatalarin zaman ilerledik¢ce hemen hemen degismedigi gozlenmektedir. Program, onceki
caligmalar ile karsilagtirma yapabilmek icin # = 1 zamanina kadar ¢alistirilmigtir. Elde edilen
sonuglar [111] ve [105] calismalar1 ile karsilastirilmis ve Tablo 6.8 de listelenmistir. Tablo
6.8, tez calismasinda elde edilen hata norm degerlerinin [111] caligmasinda elde edilenlerden
daha kiiciik oldugunu ve [105] calismasi ile uyum icinde oldugunu agik¢a gostermektedir.
Sekil 6.11 incelendiginde, ¢t = 0 dan r = 1 e kadar iiretilen ¢can seklindeki solitary dalga

cOzlimlerinin ii¢ boyutlu hali acikca goriilebilir. Sekil, dalganin yavas hareket ederken ve
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seklini degistirmeden davranisini ortaya koymaktadir. Ayrica, Sekil 6.12 de h ve At nin

cesitli degerleri icin + = 1 zamaninda sayisal hata dagilimi ¢izilmistir.

Tablo 6.7 k =0.01, At ve h nin farkli degerleri i¢in hesaplanan hata normu degerleri

dr =0.0004,h = 0.5 dr =0.0001,h = 0.05
t Lyx107>  Lox107  Lyx107°  Lox107°
0.1 9.08 4.49 7.22 4.47
0.2 9.79 4.58 8.21 4.64
0.3 9.79 4.67 8.81 5.16
0.4 9.88 4.60 9.06 5.11
0.5 10.01 4.63 9.76 5.42
0.6 10.71 4.67 8.93 5.05
0.7 10.36 4.64 9.75 5.84
0.8 10.16 4.50 10.21 5.46
0.9 10.28 4.64 10.78 6.68
1.0 10.80 4.64 10.22 6.85
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Tablo 6.8 k = 0.01, Afr ve h nin farkli degerleri i¢in hesaplanan hata normu degerleri ve diger

yontemlerle karsilagtirilmast

t Lyx1070 Lox107°
0.1 8.00 6.60
0.2 9.00 7.30
0.3 9.20 6.80
0.4 9.00 6.60
0.5 9.50 6.60
0.6 9.30 7.30
0.7 9.50 6.80
0.8 10.70 7.50
0.9 11.20 7.40
1.0 9.80 6.80
[111]t=0.5 36.40 -
[105]¢ =1 - 0.50
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urx, t]

0.000048f
0.000046%:

0.000044}; " .
0.000042}:"

50

~0.0

Sekil 6.11

KK denkleminin Az = 0.0004 ve & = 0.5 icin Tek solitary dalga hareketi

HATA

0,00004

0,00002

0,00000

-0,00002

-0,00004

-0,00006

-0,00008

-0,00010

-15

-10

10

15

Sekil 6.12 At =0.0004 ve h = 0.5 i¢in = 1 zamaninda hata dagilimi
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6.5 Ito Denkleminin Septik B-Spline Kollokasyon Yontemi Ile Niimerik Coziimii

(6.1) ile belirtilen denklemde o = 2, B = 6, ve ¥ = 3 degerleri alindiginda Ito Denklemi,

u = u(x,1) tiirevlenebilir fonksiyon, x konum ve ¢ zaman degiskenini simgelemek iizere,
ur + 2u2ux + Ottty + Sttty + Uprr = 0, (6.55)

formunda lineer olmayan kismi tiirevli bir diferansiyel denklem olarak elde edilir [70]. (6.6)

denklemindeki ifadeler, (6.55) ile verilen denklemde yerlerine yazildiginda

Sz +1208,_2 + 11918,,_1 + 24168, + 11918, 1 + 120812 + Sss
+(2Zm1 +6Zp2) % (— 83 — 568m—2 — 24581 + 245811 + 56812 + Oni3)
+3Z3 2 (=83 — 882+ 1981 — 198,11 + 8812 + Suy3)

%(—Sm% +40n—2 —56u—1+ 561 — 4812+ Ony3) =0,

(6.56)

cebirsel denklem sistemi olusturulur. Lineerlestirme teknigi i¢in, (6.55) denkleminde lineer

olmayan wluy, Uylyy, V€ Ullyyy, terimlerinde sirasiyla uz, Uy, VE u terimleri

il = u2,
Zmy = Uy, (6.57)
Zm3 =1Uu,

seklinde lokal sabitler olarak kabul edilmistir. (6.56) denkleminde &, ve Sm parametreleri
yerine sirasiyla (3.9) ile verilen Crank-Nicolson formiilasyonu ve ileri fark yaklagimi kul-
lanilirsa, 7 ve n+ 1 seklinde ifade edilen iki zaman kademesi arasindaki iliski 6" ve §"+!

cinsinden

%6’”3 + 08, 5+ 18, T 18T+ %6, + 18,1, (6.58)
RS AP LR AR S T S PL AP (LS

olarak yazilabilir. Burada

At
At

I
NS

7

l\)lw‘

7

[\)

E
T =
M = At

2h
a= [2Zm1 + 6Zm2],

b= [%Zm:’)]v
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ve O eleman parametrelerinin ¢carpanlari

n=[1-£-T-M],

1 = [120 — 56E — 8T +4M] , |

vs = [1191 — 245E + 19T — 5M],

1 = [2416], (6.59)
¥ = [1191 +245E — 19T + 5M]

Y6 = [120+ S6E + 8T — 4M],

v=[+E+T+M),

seklindedir.
Sinir kogullar1 yardimu ile (6.58) denklem sistemindeki 8 3,0 2,0_1, Oy11,0n12 V€ Oni3
parametreleri yok edilir ve d" = (&, 81,...,8v)" seklinde (N + 1) adet bilinmeyen parame-

treden olusan
Ad"*! = Bd", (6.60)

(N+1) x (N+1) tipinde diagonal matris sistemi bulunur. Bu sistem ise Thomas algoritmasi
kullanilarak ¢oziiliir. Coziim yapilirken her bir zaman kademesinde iki veya ii¢ kez (3.14)
seklinde bir i¢ iterasyon islemi uygulanir. (6.58) denklem sisteminde iterasyon iglemine
baslayabilmek igin, ilk olarak baglangi¢ ve simir sartlar1 yardimiyla d° = (&, 81, ..., 8y)" ile
gosterilen baglangi¢ vektorii hesaplanmalidir. Bu yiizden t = 0 zamaninda [a, b] arahgindaki
N+3
=), )5,

m=-3

yaklagimi ile

un(x,0) = u(x,,0); m=0,1,2,....N
(un)x(a,0) =0, (un)x(b,0) =0,
(un)xx(a,0) =0, (un)xx(b,0) =0,
(un)xxx(a,0) =0, (N ) xxx(b,0) = 0.

sartlar1 kullanilirsa,

wd’ = b,
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matris sistemine Thomas algoritmasi uygulanarak 89 baslangic vektorii hesaplanir. Burada

1536 2712 768 24
82731  210568.5 104796  10063.5 |

81 81 81 81
9600 96597 195768 96474
81 81 81 81 120 1

1 120 1191 2416 1191 120 1
1 120 96474 195768 96597 9600

81 81 81 81
1 10063.5 104796  210568.5 82731
81 81 81 81

24 768 2712 1536

d°® = (8,81,8,....,08_2,0v_1,88)T ve b = (u(x0,0),u(x1,0),...,u(xy_1,0),u(xy,0))T dir.

6.5.1 Kararhlik Analizi

Lineerlestirilmis sayisal algoritmanin kararlilik analizi icin Von Neumann teorisi
uygulanmustir. T dalga sayisi ve Ax eleman biiyiikliigiinii gostermek iizere, genlikteki &

ile ifade edilen biiylime faktorii
&y = E"e™A, (6.61)

sayisal semanin dogrusallastirilmis formundan belirlenir. (6.61) esitliginde tanimlanan

Fourier modu, (6.58) lineer denklem sisteminde yazildiginda

én—i-l (,},] ei(m—?))TAx + yzei(m—Z)TAx + ,y3ei(m—l)TAx + ,},4eimTAx

m+1)TAx m+2)TAx

+ e + e

+ ,},Sei( m+3)‘EAx) _

(6.62)
én(%ei(m73)‘mx + y6ei(m72)TAx + ,},Sei(mfl)‘L'Ax + ,},4eimTAx

m+1)TAx m+2)TAx m+3)TAx)

+ el + el +nel

esitligi ortaya cikar. (6.62) esitligine
™A% = cos (TAx) +isin (TAx),

formundaki Euler formiilii uygulanip gereken islemler yapilirsa, & biiyiime faktorii

=B
p1+1p2
olarak elde edilir. Burada
p1 =2cos (3tAx) +240cos (2tAx) + 2382 cos (TAx) + 2416,
p2 = (2M +2T +2E)sin (37Ax)
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ve |£] = 1 kosulu saglanir. Boylece lineerlestirilmis sonlu eleman semasi sartsiz kararli

olarak bulunur.
6.5.2 Niimerik Ornekler ve Sonuclar
6.5.2.1 Tek Solitary Dalga Hareketi

Bu kisimda, belirlenen boliinme noktalar lizerinde tek solitary dalga problemi icin Ito den-
kleminin niimerik ¢oziimleri elde edilmistir. Uygulanan sayisal metodun dogrulugu ve
etkinli8i, secilen zaman adimlarinda tam ve yaklagik ¢oziim arasindaki farkin hesaplanmasini
saglayan (6.17) ve (6.18) de tanimlanan L, ve L. hata normlar1 yardimiyla arastirilmistir.

x — £oo iken u — O sinir sart1 ve £ = 0 zamani icin
u(x,0) = 20k* — 30k> tanh? (kx + kxo) (6.63)

baslangi¢ kosulu ile Ito denkleminin solitary dalga ¢oziimleri lizerinde ¢alisilmistir. k ve xg

pozitif degerleri icin, Ito denkleminin analitik ¢oziimii
u(x,1) = 20> — 30k tanh? (kx 96kt + kx0> (6.64)

seklindedir.

Sayisal semanin gegerliligini gostermek igin, algoritma [—15,15] hesaplama aralifinda ve
t = 1 zamanina kadar calistinlmigtir. Solitary dalga, x = 0 konumunda ve t = 0 1n ilk
aninda A = 0.0002 genligine sahiptir. Simiilasyon hesaplamalarinda kullanilan degerler
At = 0.0004, Ar = 0.0001, » = 0.5 ve h = 0.05 olarak belirlenmistir. Tablo 6.9 da, Ito
denklemi i¢in farkli zaman seviyeleri ve farkli adim boyutlar i¢in L, ve L. hata norm-
larinin degerleri gosterilmektedir. Boylece siralama noktalarinin miktarinin sayisal yontem
iizerindeki etkileri daha kolay goriilebilir. Program, onceki ¢alismalarla karsilagtirma ya-
pabilmek icin # = 1 anina kadar calistinlmistir. Elde edilen sonuglar [105] calismasi ile
karsilastirmalar yapilarak Tablo 6.10 da listelenmistir. Bu yontemle hesaplanan L., hata norm
degerinin [105] calismasinda elde edilenden daha kii¢iik oldugu tablodan goriilebilir. Sekil
6.13 incelenirse, t = 0 dan ¢t = 1 e kadar iiretilen can seklindeki solitary dalga ¢6ziimlerinin
lic boyutlu hali agik¢a goriilebilir. Ayrica, Sekil 6.14 te & ve At nin ¢esitli degerleri i¢int = 1

zamaninda sayisal hata dagilimi ¢izilmistir.
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Tablo 6.9 k =0.01, At ve h nin farkli degerleri i¢in hesaplanan hata normu degerleri

At =0.0004,h = 0.5 At =0.0001,~ = 0.05

¢ L, x 1073 Lo x 1073 L, x 1073 Loox 1073

0.1 3.85 1.94 3.02 1.93
0.2 4.15 1.97 3.44 1.99
0.3 4.15 2.01 3.69 2.21
0.4 4.19 1.94 3.79 2.10
0.5 4.25 2.00 4.09 2.22
0.6 4.54 1.94 3.74 2.17
0.7 4.39 1.94 4.08 2.39
0.8 4.31 1.94 4.28 2.26
0.9 4.36 2.00 4.52 2.84
1.0 4.58 2.00 4.28 2.90

Tablo 6.10 k& =0.01, At ve h nin farkli degerleri i¢in hesaplanan hata normu degerleri

t Ly x 1077 Loo x 1077
0.1 431 3.69
0.2 3.18 1.93
0.3 5.01 3.72
0.4 3.65 1.82
0.5 5.53 3.76
0.6 4.05 1.73
0.7 5.96 3.79
0.8 4.38 2.16
0.9 6.34 3.82
1.0 4.88 2.64

[105]¢t =1 - 44.56
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Sekil 6.13  Ito denkleminin At = 0.0004 ve & = 0.5 i¢in Tek solitary dalga hareketi

0,0010

0,0005

0,0000

-0,0005

HATA

-0,0010

-0,0015

-0,0020

-15 -10 -5 0 5 10 15

Sekil 6.14 At =0.0004 ve h = 0.5 i¢in = 1 zamaninda hata dagilimi
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SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde Gilson-Pickering (GP) denklemi, genellestirilmis Oskolkov denklemi, Kudryashov-
Sinelschkov (KS) denklemi, besinci dereceden fKdV denklemlerinden Sawada-Kotera (SK)
denklemi, Caudrey-Dodd-Gibbon (CDG) denklemi, Lax denklemi, Kaup-Kuperschmit (KK)
denklemi ve Ito kismi diferansiyel denklemlerinin kuintik B-spline ve septik B-spline inter-
polasyon fonksiyonlarina dayali kollokasyon sonlu elemanlar yaklasim metodu ile niimerik
coziimleri bulunmusg ve ¢oziimlerin dogrulugu test problemleri yardimiyla incelenmistir.
Birinci boliimde, kullanilan yontem hakkinda genis bir giris yapilarak tezin amag¢ ve kap-
sam1 ortaya konulmustur. Sonlu farklar, sonlu elemanlar, Crank-Nicolson ve kollokasyon
yontemleri tanitilmigtir. B-spline interpolasyon fonksiyonlarini tanitmak icin Oncelikle
spline fonksiyonlarin tanim ve 6zelliklerine ve ardindan tezde kullanilacak olan kuintik ve
septik B-spline baz fonksiyonlarinin 6zelliklerine yer verilmistir. Sayisal ¢oziimii aragtirilan
model problemler baslangi¢ ve sinir kosullar ile iizerinde calisilan test problemleri ile bir-
likte verilmigtir. Test problemleri i¢in hesaplanan /1, /> ve I3 korunum kanunlarindan ve L;
ve L., hata normlarindan bahsedilmistir.

Ikinci, iiiincii, dordiincii ve besinci boliimlerde, ilgili denklemler icin kollokasyon sonlu el-
eman modelleri olusturulmustur. Her bir denklem icin farkli test problemleri ele alinmis ve
sayisal ¢oziimlerin hatalar1 L, ortalama hata normu ve L. maksimum hata normu elde edil-
erek analitik ¢Oziim ile sayisal yontemin ne kadar uyum i¢inde oldugu gosterilmistir. Ayrica
her bolim sonunda yapilan von Neumann teknigine dayali kararlilik analizi ile sunulan
yontemin kosulsuz olarak kararli oldugu gosterilmistir. Onemli olgiide yiiksek dereceden
secilen kuintik B-spline ve septik B-spline yaklagim fonksiyonlarinin kullanilmasi ile den-
klemlerin sayisal ¢oziimlerinde iyilesmeler gozlemlenmistir. Literatiirde daha 6nce niimerik
¢cOziimii verilen bazi1 denklemlerin sonuclari, tezde elde edilen sonuglarla karsilastirilmis ve
tablolar halinde verilmistir.

Boliim sonlarinda ¢izilen sayisal grafiklerden de goriildiig t1 gibi, biiyilik genlikli ve kiiciik
genlikli dalgalarin sekillerinin ¢arpigsma Oncesi ve sonrasi tiim durumlar i¢in korundugu
goriilmektedir. Bu, soliton ve solitary dalgalarinin 6nemli bir 6zelligidir.

Sonug olarak kollokasyon yontemi, uygulama kolaylig1 ve her bir denklem sisteminin sayisal
cozlimlerinde oldukga 1yi sonucglar vermesi nedeniyle benzer tiirdeki kismi tiirevli diferan-

siyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerinin bulunmasi i¢in 6nerilmektedir.
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