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BOLUM 1

1.1. B-Spline Fonksiyonlar

Spline fonksiyonlarin hesaplanmasi sonucunda hem lineer sistemler, hem de lineer
olmayan sistemler elde edilebilir. Bu sistemler bazen istenilen parametrelerin
hesaplanmasina izin vermeyebilir. Spline yaklagimlarin elde edilmesi siirecinde sayisal
kararsizliklar ile de karsilasilabilir. Karsilasilan zorluklar Basis Spline (B-spline) adi
verilen fonksiyon ile asilabilir. Sayisal hesaplamalar i¢cin B-Spline fonksiyonlar oldukca

kullanighdir [1].

B-spline fonksiyonlar parcali polinom fonksiyonlardir. Belirli bir derece ve
diizgiinliikteki her spline fonksiyon, ayni derece ve diizgilinliikteki B-spline
fonksiyonlarin bir lineer birlesimi ile temsil edilebilir. Dolayisiyla B-spline fonksiyonlar
ayn1 dereceye sahip spline fonksiyonlar i¢in bir taban olusturur. Bu nedenle bu

fonksiyonlara B-spline (basis spline) denir [1].
Sifirct dereceden B-spline fonksiyonlar1 S ile gosterilir ve

Xi <X < Xijyq
diger durumlar

1,

5200 =1

seklinde tanimlanir. k > 1 ve i = 0,+1,+2, ... olmak lizere sifirinct dereceden SiO B-
spline fonksiyonlar1 kullanilarak daha yiiksek dereceden B-spline fonksiyonlar

Xitk+1 —

X
k-1
— — S ()
i+k i Xitk+1 — Xi+1

X — X;
SKG) = s +

indirgeme bagintis1 yardimuyla tiiretilebilir.

Bu tezde B-spline fonksiyonlarin [a, b] araliginda tanimli oldugu ve bu araligin diizgiin

bir pargalanisi, alt aralik uzunlugu h olmak iizere

a=x0<x1<"‘<xN_1<xN=b
1



olarak alinacaktir. Bu durumda konum araligindaki boliinme noktalart i¢in

Xy = Xm—1 + h, m=1,..,N

olacaktir. Dolayisiyla pargcalanma diizglin oldugu i¢in konum aralifi iizerindeki tim

araliklarin uzunlugu esit ve h olacaktir.

1.2. Soliton ve Solitary Dalgalar

Dalga, uzayda ve maddede yayilan enerjinin iletilmesine yol agan bir titresimdir. Dalga
hareketi ¢cok az ya da hig kiitle tasinimi olmadan enerjinin taginmasidir. Dalgalar titresim
dogrultusuna gdre enine ve boyuna dalgalar olmak iizere ikiye ayrilir. Titresim dogrultusu
ile yayilma dogrultusu birbirine dik ise bu dalgalara enine dalgalar, titresim dogrultusu
ile yayilma dogrultusu birbirine paralel ise bu dalgalara da boyuna dalgalar denir.
Elektromanyetik dalgalar enine dalgalar iken ses dalgalari boyuna dalgalardir. Yay

dalgalari, deprem dalgalar1 ve su dalgalari ise hem enine hem de boyuna dalgalardir [2].

Dalgalar tagidig1 enerjiye gore ikiye ayrilir. Bunlar mekanik dalga ve elektromanyetik

dalgadir. Bu dalgalar maddesel bir ortamda yayilabilen dalgalardir.

Sekil 1.2.1 Basit bir dalga profili

Dalgalar, ilerleyen dalgalar ve duran dalgalar olarak da smiflandirilabilir. Duran
dalgalarin pozisyonu sabit olup ortamin dalgaya zit yonde hareket etmesi ile ya da ortam
duragan iken iki dalganin birbirine zit yonde hareket etmesi sonucu olusur. Ilerleyen

dalgalar ise madde tasinimi olmaksizin enerjinin yayilmasi ile meydana gelen dalgalardir.



Solitonlar sekilleri, hizlar1 ve genlikleri sabit olup diger solitonlarla etkilesebilen ve
etkilesme sonrasinda ozelliklerini muhafaza edebilen 6zel tipten dalgalardir. Soliton

ifadesi ilk olarak John Scott Russell tarafindan 1834 yilinda kullanilmistir [2].

Carpisma sonrasi 6zelliklerini ( sekil, genlik, hiz ) muhafaza etmeye ¢alisan ve bu 6zelligi
nedeniyle soliton dalgalarina benzeyen dalgalara solitary dalgalar1 denir. Yaptigi
calismalar sonucunda Russell solitary dalgalarin 6zellikleri ile ilgili asagidaki sonuglara

ulagmustir.

i) Solitary dalgalar (sinh?(k — (x — vt)) seklindedir.

ii ) Iki veya daha fazla bagimsiz solitary dalgas: yeterince bilyiik miktardaki su kiitlesi
tarafindan tretilir.

11 ) Diger dalgalardan farkli olarak solitary dalgalar birlesmezler. Bu 6zellikten dolay1
genligi kiiciik olan bir solitary dalga ile genligi biiylik olan bir solitary dalga carpistiktan

sonra sekillerinde herhangi bir degisiklik olmaksizin hareketlerine devam ederler [3].

O donemde Russell’in caligmalar1 deneysel olarak kalmis ve herhangi bir denklemin
¢Ozlimii olacak sekilde solitary dalgalar elde edilememistir. Fakat bir denklemin ¢oziimii
olan solitary dalga problemleri uzun bir siire bilim adamlar1 tarafindan arastirilmis. 1895

yilinda Hollandali matematik¢i Korteweg ve doktora dgrencisi de Vries [4]

ou(x,t) ou(x,t)  93(x,t) ou(x,t)

T + c. o + € 523 + yu(x,t) o 0

denkleminin;
u(x, t) =y(x —vt)

formunda sekli degismeyen bir hareketli dalga ¢6zlimiine sahip oldugunu gostermisler.

Denklemde u(x, t) dalganin genligini; ¢ = \/gd kiiclik genlikli dalganin hizini; y lineer
2
olmayan parametreyi ; € = c(% - %) dagilma parametresini, T ylizey gerilimini, p ise

suyun yogunlugunu gostermektedir.



1.3. Sonlu Elemanlar Metodu

Sonlu elemanlar yontemi miihendislik alaninda farkli problemlerin ¢oziimii icin
kullanilmistir. Karmasik fiziksel ozelliklere sahip olan bu problemleri basit forma

indirgeyerek probleme ¢6zliim arayan bir yontemdir.

Sonlu elemanlar yonteminin diger yontemlere gore bazi avantajlar1 asagidaki gibidir;

e Diizensiz sekildeki yapilar1 ve diger yontemlerle modellenemeyen degisik
karmasik bolgeleri daha kolay bir sekilde modelleyebilmesi.

e FEleman denklemleri ayr1 ayr1 olusturuldugundan degisik malzemeden olusan
yapilart modelleyebilmesi.

e Farkli sinir sartlar1 ile kullanilabilmesi.

¢ FElemanlarin biiytlikliiklerinin degistirilebilmesi.

e Sonlu eleman modelinin ihtiya¢ duyuldugunda kolaylikla degistirilmesi.

¢ Bilgisayar programlama diline uygun olmasi.

Sonlu elemanlar yonteminin bu avantajlarinin yaninda ¢oziim bdlgesinin alt bolgelere
ayrilmasi iglemin belirli bir tecriibeyi gerektirmesi, siireklilik sartlarinin alt bolgelere
uygulanmasinda bazi zorluklarla karsilasilmasi, bilgisayara veri girisi sirasinda bazi

hatalar yapilmasi gibi dezavantajlar1 da vardir. Yontemin baslica adimlari;

e Problemin ¢6ziim bélgesinin ayriklagtirilmasi.

e Problemin denklemlerini elde etmek igin eleman denklemlerinin birlestirilmesi.
e Siir sartlarinin uygulanmasi.

e Birlestirilmis denklemlerin ¢éziimiiniin yapilmasi.

e (oziim sonunda elde edilen sonuglarin degerlendirilmesi [1].



BOLUM 2

Bu boliimde fizikteki 6nemli denklemlerden biri olan Rosenau-KdV denkleminin sayisal
¢Oziimleri incelenmistir. Bunun i¢in denkleme kuintik B-spline baz fonksiyonlari
kullanilarak kollokasyon sonlu elemanlar yontemi uygulanmistir. Yontemin kararlilik
analizi, Von-Neumann yontemine dayanan sayisal semanin lineer kararlilik analizi ile
gosterilmistir. Onerilen yontemin dogrulugunu ve verimlili§ini gdstermek icgin solitary
dalganin hareketi, L, ve L, hata normlar1 hesaplanarak incelenmistir. Simiilasyonun

degismeyen ozelliklerini tanimlamak i¢in I; ve I, degismezleri hesaplanmistir.

Bircok fiziksel olay Korteweg-de-Vries (KdV) denklemi ile tanimlanabilir. Korteweg-de-
Vries denklemi agagidaki gibidir.

U, + UUy + Uyyy = 0. (2.1)

Bu denklem dogrusal olmayan dagilimli s1§ su dalgalarinin incelenmesinde 6nemli bir rol
oynamaktadir. Bu tlir denklemler fiziksel olaylarda sayisal simiilasyonlar ile dogrusal
olmayan denklemlerin 6nemli bir sinifin1 olusturur. Yogun ayrik dinamik sistemlerde

dalga-dalga ve dalga-duvar etkilesimleri KdV denklemi ile tanimlanamaz. KdV

denkleminin bu eksikligini gidermek i¢in;

U + Upyxxt T Uy +UU, =0 (2.2)
seklindeki Rosenau denklemi tiiretilmistir.

Denklemin sayisal ¢oziimleri i¢in bilim adamlar tarafindan bir¢cok ¢alisma yapilmistir.
(2.2) ile verilen denklemin ¢dzlimiiniin varligi ve tekligi ile ilgili teorik sonuglar [6] ile
verilen referansta kanitlanmistir. Jin-Ming-Zuo [7], denklemin solitary dalga ve periyodik
¢Oziimlerini elde etmistir.

Rosenau-KdV denklemi;

Ut +Upyxt T Uy +UU, + Uy =0 (2.3)



seklinde bir forma sahiptir.

Burada U,,, viskoz terimdir ve bagimsiz degiskenler x ve t konumsal ve zamansal
degiskenleri gosterir. Yine genellestirilmis Rosenau-KdV denkleminin solitary dalga
¢coziimleri Esfahani [8] tarafindan elde edilmistir. Denklemin ansatz ve exp fonksiyon
yontemleri ile elde edilen ¢oziimleri [9] ile verilen referansta gosterilmistir. Rosenau-
KdV denkleminin bir baglangig-sinir de§er problemi igin sayisal ¢dziimler tigiinci
mertebeden dogrusal sonlu fark semas1 kullanilarak [10] nolu referansta elde edilmistir.
Rosenau-KdV denkleminin sayisal ¢oziimleri gesitli yontemlerle elde edilmistir. Zuo,
Rosenau-KdV denklemini ¢6zmek i¢in siniis-kosiniis ve tanh yontemlerini kullanmistir
[7]. Rosenau-KdV denkleminin baglangig-sinir deger probleminin sayisal ¢ozliimii i¢in
Hu {igiincii mertebeden lineer sonlu fark yontemini gelistirmistir [10]. Bu denklemin
topolojik soliton ¢ozlimleri veya sok dalga ¢oziimleri G. Ebadi tarafindan incelenmistir
[11].[12,13] referanslarinda yazarlar denklemin sayisal ¢oziimlerini sirastyla septik B-
spline baz fonksiyonlar1 kullanarak subdomain yontemi ile ve yine septik B-spline

kollokasyon sonlu elemanlar yontemiyle elde etmislerdir.

Us +aU, — VRLWUxxt + BKdVUxxx + bUsxxxt + a(Un)x =0, (2.4)

Razborova ve arkadaslar1 [14,15] Rosenau-KdV-RLW denkleminin pertiirbe edilmis
soliton ¢oziimlerini ve denklemin degismezlerini Lie simetri analizi kullanarak
gostermiglerdir. Ayrica denklem ansatz metodu ve yari ters varyasyon prensibi ile
Razborova ve arkadaslar tarafindan ¢oziilmiistiir [16]. Genellestirilmis Rosenau-KdV-
RLW denkleminin sayisal ¢oziimleri homojen sinir kosullar1 ve baglangi¢c Gauss sartlari
kullanilarak Fernandez ve Ramos tarafindan elde edilmistir [17]. Rosenau-KdV-RLW
denklemini ¢6zmek i¢in 3. mertebeden kapali sonlu fark algoritmasi Wang ve Dai

tarafindan sunulmustur [18].



BOLUM 3

Bu bolimde S.B.G.Karako¢ ve T.Ak’in [5] nolu referans ile belirtilen makaleleri

incelenmistir.

3.1. Rosenau KdV Denkleminin Kuintik B-Spline Fonksiyonlar ile Sayisal

Coziimleri
Bu boliimde (2.3) ile verilen Rosenau-KdV denklemi;

U(a,t) =0,U(b,t) =0,
Uy(a,t) =0,U,(b,t) =0, t>0 (3.1.1)

sayisal yontemi uygulayabilmek icin problemin ¢6ziim bolgesi a < x < b aralig ile

sinirlandirilmistir. Aralik uzunlugu esit biiytikliikte sonlu elemanlar halinde boliiniir.
Ux,0) =f(x),a<x<bh (3.1.2)

baslangi¢ sart1 ile ele alimmustir. [a, b] ¢oziim aralig1 boyunca, sayisal ¢oziim Uy (x, t)

kuintik B-spline baz fonksiyonlar1 cinsinden asagidaki gibi temsil edilir.

N+2

UnGet) = ) 9,00 6(0) (3.13)

j=—2
Aralik uzunlugu esit biiyiikliikte sonlu elemanlar halinde boliiniir.

Kuintik B-spline fonksiyonlar a < x; < b ¢6zlim araliginda bir baz olusturur. Kuintik B-
spline  fonksiyonlar  ¢,,(x), m =—-2(1)N + 2, x,,  digim  noktalarinda
[a, b] araliginda asagidaki gibi verilir [18];



(Dm(x) =

(X - xm—S)sr [xm—3, xm—Z]
(X - xm—3)5_6(x - xm—Z)S ’ [xm—Z, xm—l]
(x - xm—3)5_6(x - xm—z)s + 15(x - xm—l)5 [xm—lﬂxm]
1 (x— xm—3)5_6(x - xm—z)s +15(x — xm—l)s —20(x - xm)s [Xm, Xme1l (3.1.4)

h? (x— xm—3)5_6(x - xm—Z)5 +15(x — Xm—l)5 - 20(x — xm)5 +15(x — xm+1)5 [xm+1,, Xm+2]
(X - xm—3)5_6(x - xm—Z)s + 15(X - xm—l)s - ZO(X - xm)s +

15(x = Xm11)® = 6(X — Xpn42)® [m+2, Xm+3]
0 diger durumlarda.

Her kuintik B-spline alt1 elemant kapsar, boylece her [x,,,, X;,41] , elemani alt1 kuintik B-
spline fonksiyon ile ortiiliir. Tipik bir sonlu aralik olan [x,,, X;41] , B = x — x,, bir
yerel koordinat doniigiimii ile [0,1] araligina doniisiir. Boylece [0,1] aralig1 iizerinde

kuintik B-spline fonksiyonlar1 ¢ cinsinden asagidaki gibi verilebilir.

Gy =1 —5& + 1082 — 1083 + 58* — &5,

@1 = 26 — 508 + 2082 + 2083 + 20&* + 5&°,

®,, = 66 + 6082 4+ 30&* — 1083, (3.1.5)
®@ppyq = 26 + 508 4+ 2082 — 2083 — 208* + 105,

®Ppiz = 1+ 58+ 1082 + 1083 + 5&* — 5¢°,

Pz = 55-

X, digim noktalarmda U,U’,U"”,U""ve U degerleri &, eleman parametreleri

cinsinden

Uyt ) = Upy = Sz + 2681 + 668, + 268m41 + Omsas

Upp = > (=g + 1081 + Saa),

Up = 23 Bz + 28m_1 + 68 + 2601 + Smaa). (3.1.6)
Up = % (—0m—2 + 26m-1 — 2641 + Omy2),

120
U1I7‘1/ e (Om—2 — 461 + 66, — 4641 + Ons2),

seklinde verilir.
Burada U’,U",U""ve UV x e gore tiirevi gdstermektedir. Kuintik B-spline fonksiyonlar

olan ¢,,(x) ve dordiincii mertebeden tirevleri [x,,_3, Xpy43] araligt disinda sifirdir.
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(3.1.3) ve (3.1.6) ile verilen esitlikler (2.3) ile verilen Rosenau-KdV denkleminde yerine

yazilirsa ;

Oz + 2681 + 668, + 268,11 + 2642
120 o Oz = 481 + 68 — 481 + Sni2)

+—(—5m_2 — 1081 + 108,41 + Smiz) (3.1.7)
5Zm( Sy — 108, 1 + 108,41 + Smaz)

+ﬁ (_Sm—z + 2é‘m—l - 25m+1 + 6m+2) =0

cebirsel denklem sistemi elde edilir ve burada Z,,, = U,,, = ,,_, + 266,,,_1 + 666,, +
268,41 + Sz Olup ve 8, t ye gore tiirevi gostermektedir. (3.1.7) denklemindeki &; ve
bunun zamana bagl tiirevleri olan &, yerlerine sirastyla asagida verilen Crank Nicolson

formiilii ve sonlu fark yaklagimi yazilirsa;

é-n+1 sn

— _(611 + 6n+1)

— (3.1.8)

(n) ve (n + 1) ile gosterilen iki zaman seviyesi arasinda agagidaki tekrarlama bagintisi

Vibmth + V200t + 30t + yaOpt + VsOmts = VsOmis + Vabriq + V360 +
Y20m+1 T V1042 (3.1.9)

seklinde bulunur.

Burada;

vn=[1-EQ+Z,) —M+K],

=[26 —10E(1 + Z,;)) + 2M — 4K],

= [66 + 6K],
Ya = [26 + 10E(1 + Z,,,) — 2M — 4K], (3.1.10)
ye=[1+E1+Z,)+M+K],



m=01,.. N, E=%At, M=2At, k=2 dqr.

h3 h*
Lineerlestirme teknigi igin, lineer olmayan UU,, terimindeki U terimi
Zyp = Uy =655+ 2601+ 660, +260,,41 + Omir (3.1.11)
seklinde alinmustir.

(3.1.9) ile verilen sistem (N + 1) tane lineer denklem (N + 5) tane (8_5, &_4, ..., On42)
bilinmeyenden olusur. Sistemin bir tek ¢oziimiinii elde etmek i¢in dort tane ek sarta
ihtiyag vardir. Sinir kosullar1 uygulanarak (6_,, 8_1 ve 8,41, Om+2) parametreleri yok

edilerek asagidaki (N + 1) X (N + 1) tipindeki bir matris elde edilir.
Ad™1 = Bd" (3.1.12)

A ve B matrisleri (N +1) X (N + 1) tipinde pentagonal matrisler olup bu matris

pentodiyagonal algoritmas1 ile c¢oziilebilir. Z,, den kaynaklanan lineer olmama
durumunun istesinden gelmek igin iki veya ii¢ defa 8™ = " +%(6” -6 ig

iterasyon uygulanir. Coziime baslamadan 6nce d° = (8,84, ..., 0y_1, Oy) baslangic

vektorii asagidaki baslangi¢ ve siir sartlarinin tiirevlerinden elde edilir.

Uy(x,0) = U(x,,, 0), m=012,.. N

(Uy)x(a,0) =0, (Uyn)x(b,0) =0, (3.1.13)
(UN)xx(a' O) =0, (UN)xx(b: 0) = 0.

Boylelikle d° vektorii;

Wd° =B (3.1.14)

sisteminden kolaylikla bulunur. Burada
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54 60 6
25.25 67.50 26.25 1
1 26 66 26 1
1 26 66 26 1

1 26 66 26 1
1 26.25 67.50 25.25
6 60 54

dO = (60, 61, ey 61\/—1' 61\/) ve B = [U(xo, O), U(xl, 0), ey U(xN_l, 0), U(xN, 0)]T dir.

3.2. Kararhlik Analizi

Von-Neumann kararlilik analizini uygulamak i¢in Rosenau-KdV denkleminde lineer
olmayan UU,, terimindeki U teriminin sabit oldugu varsayilarak lineerlestirilebilir. (3.1.9)

ile verilen denklemde k mod numarasi ve h eleman boyutu olmak iizere;

_ 8 ijkh
P = §nel (3.2.1)

seklindeki Fourier formiiliiniin kullanilmas: ile biiyiime faktori asagidaki gibi elde edilir;

r=ah (3.2.2)

a+ib ’

Burada,

a =y3 + (y2 +va) cos[hk] + (y; + vs) cos[2hk],
b = (y, —y2) sin[hk] + (ys — y1) sin[2hk], (3.2.3)

dir.

|| =1 oldugundan lineerlestirilmis denklem kosulsuz olarak kararhdir.
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3.3. Sayisal Hesaplamalar ve Sonuclar

Bu bolimde Rosenau—KdV denklemi ile daginik s1§ su dalgalarinin  sayisal
simiilasyonunun dogrulugunu goéstermek ve elde edilen sonuglar1 hem tam degerler hem
de literatiirde verilen diger sonuglarla karsilastirmak icin kullanilan L, ve L, hata

normlar1 agagidaki gibidir.

Ly = U™ — Uyl = R [0 — (33.1)
Lo, = Ut — Uy |lo = m“’]‘,|ufam —Ww|, j=12,..,N-1 (3.3.2)
Rosenau-KdV denklemi,

I =[] Udx = h3), U,

I = [[U? + Up)?ldx =R ENL (U] + (U] (333)

seklindeki gibi tanimlanan sadece iki korunum yasasina sahiptir [20]. Tek dalga
hareketinin simiilasyonunda sayisal algoritmanin dogrulugunu gostermek i¢in yukarida

verilen I; ve I, degismezleri hesaplanmistir.

3.4. Tek Solitary Dalganin Hareketi

Bu problem igin (2.3) ile verilen Rosenau—KdV denklemi U — 0 i¢in x — *oo alinarak

incelenmistir. Baslangi¢ kosulu;

U(x,0) = (‘z—f + 22 /313) sec h* (i\/—ze +2 313x) (3.4.1)

312

olup denklemin tam ¢6ziimii ise;

U(x,t) = (- =+ 2= V313) sech? [i\/—zs + 2313 (x - (% + 2—16\/313) t)] (3.4.2)

seklindedir.
12



Bu béliimde sayisal yontemi uygulamak icin ii¢ parametre ailesi ele alinmistir. Oncelikle
[—70,100] aralig1 tizerinde h = 0.1 ve t = 0.1 parametreleri [18] ile verilen referans ile
ortiismesi icin secilmistir. Bu parametreler kullanildiginda solitary dalga 0.52632
genligine sahip olup ¢esitli zamanlarda L, ve L, hata normlarim1 elde etmek igin
hesaplamalar ¢ = 40 zamanina kadar yapilmistir. Rosenau—KdV denkleminin L, ve L,
hata normlarinin ve iki degigsmezinin degerleri Tablo 3.4.1 de listelenmistir. Tablodan
hata normlariin yeterince kii¢lik oldugu goriilmektedir. I; ve I, biiyiikliikklerinin bagil
hata yiizdesi, korunan biiyiikliiklere gore t = 0 da hesaplanmistir. I; ve I[,nin bagil
degisimlerinin yiizdesi 1.177 X107 % 9.86x1078 % olarak bulunur. Sekil 3.4.1 , gesitli
zaman seviyelerinde h = 0.1 , t = 0.1 secilmesi ile elde edilen solitary dalganin
hareketini gostermektedir. Hatalarin ¢ = 0 anindaki dagilimlar1 Sekil 3.4.2 de gosterilmis

olup solitary dalga 0.5263 genligine sahiptir.

Tablo 3.4.1 Tek solitary dalganin —70 < x < 100 araliginda h = At = 0.1 i¢in elde edilen hata

normlart ve degismezleri

t 0 10 20 30 40
I Mevcut | 5.4981750556 | 5.4981750556 | 5.4981750556 | 5.4981750555 | 5.4981750621
Yontem | 5.4977225480 | 5.4977249365 | 5.4977287449 | 5.4977319638 | 5.4977342352
(18]
I, Mevcut | 1.9897841615 | 1.9897841624 | 1.9897841629 | 1.9897841633 | 1.9897841635
Yontem | 1.9845533653 | 1.9845950759 | 1.9846459641 | 1.9846798272 | 1.9847015013
[18]
L,x10* | Mevcut 0.000000 0.370348 0.665684 0.924741 1.187411
Yontem 0.000000 1.641934 3.045414 4.241827 5.297873
[18]
Lo,x10* | Meveut 0.000000 0.149073 0.253418 0.336342 0.422656
Yontem 0.000000 0.631419 1.131442 1.533771 1.878952
[18]
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U (xb

T 1
-60 -40 -20 0 20 40 60 80 100

Sekil 3.4.1. Tek dalganin —70 < x < 100 araliginda h = At = 0.1 ve t = 0,20 ve 40 icin hareketi

0.0005 -

0.0003

0.0002

0.0000
-0.0001 4
-0.0002

-0.0003 4

-0.0004 4

Sekil 3.4.2. Tek dalganin —70 < x < 100 aralifinda h = At = 0.1 ve t = 40 zaman adimindaki hata

dagilimi

Ikinci durum i¢in [—70, —100] aralig1 ile h = 0.05 ve t = 0.05 parametreleri alinmustir.
Bu durumda tek dalganin genligi 0.52632 olup program degismezleri ve hatalar1 elde
etmek i¢cin t =40 siiresine kadar calistirilmistir. L, ve L, hata normlart ile
degismezlerin elde edilen degerleri [ 18] ile verilen referanstaki sonuglar ile birlikte Tablo
3.4.2 de verilmistir. Tablodan kolayca goriilebildigi gibi mevcut yontem ile elde edilen
sonuclarin daha iyi oldugu sdylenebilir. Ayrica sayisal ¢éziim ve tam ¢dziim arasindaki
uyumun oldukga iyi oldugu goriiliir. I; ve I, degismezlerinin goreceli degisikliklerinin

yiizdesi sirastyla 3.30x1078 ve 6.7x107° dur.
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Tablo 3.4.2 Tek dalganin —70 < x < 100 araliginda h = At = 0.05 i¢in elde edilen hata normlar ve

degismezleri
t 0 10 20 30 40
I Mevcut Yontem 5.4981692134| 5.4981692136| 5.4981692136| 5.4981692134| 5.4981692116
[18] 5.4980606845| 5.4980608372| 5.4980610805| 5.4980612870| 5.4980613985
I, Mevcut Yontem 1.9897831853 | 1.9897831855| 1.9897831855| 1.9897831854| 1.9897831852
[18] 1.9843901753| 1.9844010295| 1.9844143675| 1.9844232703| 1.9844289740
L,x10* Mevcut Yontem 0.000000 0.888297 1.823510 2.862236 3.842086
[18] 0.000000 4113510 7.631169 10.62971 13.27645
Loox10* Mevcut Yontem 0.000000 0.362314 0.649564 1.000742 1.320897
[18] 0.000000 1.582641 2.835874 3.843906 4.709118
064
t=0 t=20 t=40
0.5+
044
EERER
2
024
014
0.0
g 4o o 2 & & 100

Sekil 3.4.3 Tek dalganin —70 < x < 100 araliginda h = At = 0.05 ve t = 0,20 ve 40 igin hareketi

0.00015 -

0.00010

0.00005 -

0.00000 -

-0.00005

-0.00010

-0.00015

Sekil 3.4.4 Tek dalganin —70 < x < 100 araliginda h = At = 0.05 ve t = 40 zaman adimindaki hata

dagilimi




Solitary dalganin ¢esitli zaman seviyelerindeki hareketleri Sekil 3.4.3 te gosterilmis olup

t = 40 anindaki hatalarin dagilimlar ise Sekil 3.4.4 te verilmistir.

Son olarak ii¢lincii durum ig¢in [—70,100] araliginda h = 0.025 ve t = 0.025

parametreleri se¢ilmistir. Bu durumda solitary dalganin genligi 0.52632 olup
hesaplamalar t = 0 zamanindan t = 40 zamanina kadar yapilmistir. L, ve L, hata
normlar1 ile degismezlerin elde edilen degerleri [18] ile verilen referanstaki sonuglar ile
birlikte Tablo 3.4.3 de verilmistir. Tablodan kolayca goriilebildigi gibi mevcut yontem ile

elde edilen sonuclarin daha iyi oldugu sdylenebilir.

L,ve L, hata normlarinin bagil degisim yiizdeleri sirasiyla 2.812 X 1077%,

4.369 X 1077% olarak bulunmustur.

Tablo 3.4.3 Tek solitary dalga i¢in degismezler ve hata normlar1 h = 0.025,At = 0.025,-70 < x <

100
t 0 10 20 30 40
I Mevcut Yontem | 5.4981698357 | 5.4981698365| 5.4981698322| 5.1981698290| 5.4981698203
[18] 5.4981454184 | 5.4981454791| 5.4981455454| 5.4981456095| 5.4981456591
I Mevcut Yontem | 1.9897809062 | 1.9897809077| 1.9897809038| 1.9897809019| 1.9897808975
[18] 1.9843493353 | 1.9843521098| 1.9843555206| 1.9843578113| 1.9843592922
L, X 10* | Mevcut Yontem 0.000000 0.357060 0.925408 1.057023 1.183710
[18] 0.000000 1.028173 1.905450 2.650990 3.306738
Lo, X 10% | Mevcut Yontem 0.000000 1.421479 3.264848 4.742297 4.846861
[18] 0.000000 3.965867 7.097948 9.610332 11.76011

Solitary dalganin farkli zaman seviyelerindeki profilleri, Sekil 3.4.5 de ¢ = 40 anindaki

hata dagilimlart Sekil 3.4.6 da verilmistir.

16




U (xb
L

T 1
60 -40 =20 o 20 40 60 80 100

Sekil 3.4.5 Tek dalganin —70 < x < 100 araliginda h = At = 0.025 ve t = 0,20 ve 40 igin hareketi

0.00005
0.00004
0.00003
0.00002
0.00001 -
0.00000 -}

-0.00001

-0.00002

Sekil 3.4.6 Tek dalganin —70 < x < 100 araliginda h = At = 0.025 ve t = 40 zaman adimindaki

hata dagilimi

Sonug olarak li¢ durumdan da goriildiigli gibi degismezlerin degisiklikleri kabul edilebilir
derecede kiiciik ve elde edilen hata normlarinin degerleri dnceki sayisal yontemlerle

uyumlu ve bazen daha iyi oldugu goriilmektedir.
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BOLUM 4

Bu boliimde S.B.G.Karakog, F.Gao ve S.K.Bhowmik’ in [21] numarali referansi ile

belirtilen ¢aligmalar1 incelenmistir.

S1g su dalgalar teorisi, plazma, kat1 hal fizigi, uygulamali matematik, akiskan ve su
dalgas1 mekanigi ve lineer olmayan optiklerin ¢ok ©Onemli bir arastirma
alamdir. Korteweg-de Vries (KdV),

U, + aUU, + bU,,, = 0 (4.1)

ve diizenli uzun dalga (RLW) denklemi

U, + Uy + aUU, — bU,y, = 0 (4.2)

s1ig su dalgalarinin dinamiklerini tanimlamak i¢in iki O©nemli matematiksel
modeldir. RLW denklemi, 6zellikle Undular bore davranigini1 tanimlamak i¢in Peregrine

tarafindan onerilmistir [22].

Birgok fiziksel olay, Ornegin sig su dalgalarinda uzun dalgalarin yayilmasi,
kabarcik-sivi karigimlari, iyon akustik plazma dalgalar1 ve dalga olaylarindaki
enharmonik kristaller, KdV denklemi ile tanimlanabilir [23]. Ancak KdV denkleminin
birtakim eksiklikleri vardir. Mesela, dalgalarin sadece tek yonli yayilimini tanimlar. Bu
nedenle dalga-dalga ve dalga-duvar etkilesimlerini tanimlayamaz. Yine, zayif
anharmoniklik varsayimi altinda elde edildiginden, yiiksek genlikli dalgalarin olusumu

KdV denklemi ile tam olarak tahmin edilemez [24].

(4.1) denkleminin eksikliklerinin listesinden gelmek i¢in asagidaki denklem;

Ut + Uy + Usxxexr + (Uz)x =0, (4.3)

Rosenau tarafindan tamitilmistir [25,26]. M. A. Park, Rosenau denkleminin ¢oziimlerinin

varligint ve tekligini gostermistir. Ayn1 zamanda dalgalarin farkli dogrusal olmayan
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davraniglarin1 kesfetmek i¢in (4.3) denklemine U,,, terimi eklenerek Rosenau-KdV

denklemi olarak bilinen agagidaki denklem elde edilmistir.

Ug + Uy + Usxx + Upxxexe + (Uz)x = 0. (4.4)

Rosenau-KdV denkleminin sayisal ¢oziimleri ¢esitli yontemlerle elde edilmistir. Zuo,
Rosenau-KdV denklemini ¢6zmek i¢in siniis-kosiniis ve tanh yontemlerini kullanmistir
[10]. Rosenau-KdV denkleminin baglangi¢-sinir deger probleminin sayisal ¢oziimii i¢in
Hu iiglincii mertebeden lineer sonlu fark yontemini gelistirmistir [7]. Bu denklemin
topolojik soliton ¢ézlimleri veya sok dalga ¢oziimleri G. Ebadi tarafindan incelenmistir
[10]. [13, 14] referanslarinda yazarlar denklemin sayisal ¢ozlimlerini sirasiyla septik B-
spline baz fonksiyonlar1 kullanarak subdomain yontemi ile ve yine septik B-spline
kollokasyon sonlu elemanlar yontemiyle elde etmislerdir. Ayn1 zamanda, dalgalarin
farkli dogrusal olmayan davranislarini kesfetmek icin (4.3) denklemine —U,,,; terimi

eklendiginde,

Us + Uy = Usxt + Upxexr + (Uz)x =0 4.5)

seklindeki Rosenau-RLW denklemi elde edilmistir. Rosenau-RLW denkleminin sayisal
¢Oziimleri son yillarda bazi bilim adamlari tarafindan elde edilmistir. Pan ve Zhang [27],
genel Rosenau-RLW denklemi i¢in bir baslangig-sinir deger problemini, sonlu fark
semastyla elde etmislerdir. Pan ve arkadaglar1 [28] Crank-Nicolson sonlu fark yontemini
kullanarak Rosenau-RLW denkleminin sayisal ¢oziimlerini gelistirmisler ve Brouwer
sabit nokta teoremi ile sayisal ¢oziimlerin varligin1 gostermislerdir. Yeni bir fark semasi
Zuo ve arkadaglar tarafindan gelistirilmistir [29]. Yar1 ayrik Galerkin yontemi ile
denklemin ¢o6ziimlerinin yakinsakligit Atouani ve Omrani tarafindan incelenmistir
[30]. Ayrica, Yagmurlu ve arkadaglar1 kiibik B-spline baz fonksiyonlar1 kullanilarak
Rosenau-RLW denklemine Galerkin sonlu elemanlar yontemini uygulamislardir [31].
Rosenau-KdV ve Rosenau-RLW denklemlerini birlestirerek lineer olmayan dalganin
¢oziimiinii elde etmek i¢in matematiksel bir form Wongsaijai ve Poochinapan tarafindan
Onerilmistir [32]. (4.4) ve (4.5) denklemlerinin birlestirilmesi ile agagida verilen Rosenau-

KdV-RLW denklemi;
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Ut + aUx - VRLWUxxt + ﬂKdVUxxx + mbxxxt + a(Un)x = Or (4-6)

elde edilmistir. Bu kisimda (4.6) ile verilen Rosenau-KdV-RLW denklemi;

U(a,t) =U(b,t) =0,U,(a,t) = U,(b,t) =0,
Uxx(a,t) = Uy (b, t) =0,t >0, 4.7)

siir kosullart ve

Ux,0)=f(x),a<x<bh (4.8)

baslangic kosulu ile ele alinmistir.

(4.6) denkleminde, ilk terim dogrusallig1 temsil ederken, a parametresi adveksiyon terimi
ve a ve f dagitict terimlerdir. Yiiksek mertebeden dagitici ve dogrusal olmamay1 temsil
eden parametreler a ve f3 ile temsil edilir. Eger parametre f5%ve y =™ Kdv sifir alir
ise, (4.6) denklemi sirasiyla Rosenau-RLW ve Rosenau-KdV denklemlerine doniisiir.
Razborova ve arkadaslar1 [13,14] Rosenau-KdV-RLW denkleminin pertiirbe edilmis
soliton ¢oziimlerini ve denklemin degismezlerini Lie simetri analizi kullanarak
gostermiglerdir. Ayrica denklem ansatz metodu ve yar1 ters varyasyon prensibi ile
Razborova ve arkadaslari tarafindan ¢oziilmiistiir [15]. Genellestirilmis Rosenau-KdV-
RLW denkleminin sayisal ¢oziimleri homojen sinir kosullar1 ve baslangic Gauss sartlari
kullanilarak Fernandez ve Ramos tarafindan elde edilmistir [16]. Rosenau-KdV-RLW
denklemini ¢6zmek icin 3. mertebeden kapali sonlu fark algoritmasi Wang ve Dai

tarafindan sunulmustur [17].

4.1. Rosenau KdV-Rlw Denkleminin Septik B-spline Fonksiyonlar ile Sayisal

Coziimleri

Sayisal hesaplamalara uygun olarak problemin ¢6ziim bolgesi a < x < b olarak alinmig
ve h = (b —a)/N olmak iizere [a,b] araligi a = xy < x; < :-* < xy = b seklinde N
araliga  bolinmustir. @,(x) (m=-3,-2,..,N+2,N+3) septik b-spline

fonksiyonlar1 diigiim noktalarinda
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(X — Xp_s)” [Xm—4, Xm-3]

(x - xm—4)7 —8(x — xm—3)7 [Xm-3, Xm—2]
(x = Xm-a)” — 8(x — xpm—3)7 + 28(x — xpm_)7 [(Xm-2, Xm-1]
(x - xm—4)7 —8(x - xm—3)7 +28(x — xm—2)7 —56(x — xm—1)7 [Xm-1, Xm]
Pm(®) = 151 Ctmes = )7 = 8Ctmas = 107 + 28@mez = 1) =56 gz =) [Xyn, X (4.1.1)
(tmsa — X)7 +8(xm4s — %)’ + 28(xpmip — x)’ [Xms Xm1]
(xm+4 - X)7 + 8(xm+3 - X)7 [xm' xm+1]
(xm+4 - X)7 [xm' xm+1]
0 diger durumlarda

seklinde tanimlanir.

Yaklasik ¢oziim Uy (x,t), ¢, (x) septik B-spline fonksiyonlar ve &,,(t) zamana baglh

katsayilar olmak iizere;

N+3

Un( 0= D on()8n(®) (412)

m=-3

seklinde verilir.

Her septik B-spline sekiz elemani kapsar. Dolayisiyla her eleman [x,,, x,,+1] araligi sekiz
B-spline ile ortiliir. [x,,, X;41] sonlu araligts , h§ =x—x,, 0<¢& <1 olarak
tanimlanan yerel bir koordinat doniisiimii ile [0,1] bolgesine doniisiir. (4.1.1) ile verilen

septik B-Spline fonksiyonlar [0,1] kapal1 araliginda ¢ cinsinden asagidaki gibi verilir:

Pz =1—7& + 2182 — 3583 + 358* — 2185+ 786 - &7,

Doy = 120 — 392& + 50482 — 28083 + 848> — 4286 + 7¢&7,

®,,_1 = 1191 — 1715 + 31582 + 66563 — 315¢* — 10585 + 10566 — 21¢7,

@, = 2416 — 1680¢ + 560&* — 140£° + 35¢7,

@y = 1191 + 17158 + 31582 — 66583 — 315&* + 1058° + 1058¢ — 35¢7,

®pppp = 120 + 392& + 50482 4 28083 — 8585 — 4286 + 21¢7 ,

Pppyz =1+ 78 + 2182 + 3583 + 358* + 2185 + 786 — &7,

Pppya = &7 (4.1.3)

(4.1.1) ve (4.1.2) denklemleri kullanilarak, U,,, U,,,, U}, Uy, ve UL terimleri &,,eleman

parametreleri cinsinden;
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Uy t) = Upy = 8z + 12085 + 11916,,_; + 24168, + 11918,,,, +
1205m+2 + 6m+3 ’

U = = (=83 — 560 — 24581 + 245841 + 56042 + Smas) »

Up = 12 (s + 2483 + 1581 — 808y + 15641 + 24600 +8ms3)
" 210
Un' =35 (=0m-3 = 88m—2 +196m_1 = 198p41 + 8842 + Ss3)

840
U-,Ir‘l/ == F(é‘m_:; - 967?1—1 + 166m - 96m+1 + 6m+3). (4.14)

seklinde elde edilir ve U nun [x,,, X;,4+1] eleman1 iizerindeki degigimi

U= Z . 5, (4.1.5)

olarak gosterilebilir. (3.4) ile verilen esitlikler (2.6) denkleminde yerine yazilirsa;

Zm = Up = (83412085 — 11918, + 24168, + 1191841 + 120845 +

Sm+3)P 1

olmak {izere ;

O3z +1208,_, + 11918,,_1 + 24168,, + 119168,,,1 + 120847 + Spis
+%(—6m_3—566m_2 — 2458, 1 + 2458, 1 + 568,49 + 6imas)

_fTi (6mes + 248, + 158,,_1 — 808, + 158,41 + 24842 + Smas)

+ 22 (~Bmms = B8z + 1981 — 19811 + 88 msz + Oimsa)

+%°(8m_3 — 98,1 + 168, — 98,41 + Smas

+D - Zn (~ O3 =568 — 24561 + 245841 + 56812 + Saz) =0 (4.1.6)

adi diferansiyel denklem sistemi elde edilir.
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Eger §; konum parametreleri ve (4.2.6) denklemindeki 8; zaman tiirevleri yerine sirasiyla

Crank-Nicolson

n+1y gn
§ =" (4.1.7)
ve sonlu fark yaklagimi
o artioar
6 = ——F— (4.1.8)

yazilirsa (n + 1) inci ve (n) inci zaman adimlarinda (i =m—-3,m—2,...m+2,m+

3) 8! ve 87 bilinmeyenleri igin;

Vibmts + V200t + V30t s + valmtt + vsOmti + VeOmis + V70mts = V70m_3 +

Y6Om—2tVsOm—_1 + Vabp + V3041 + V2042 + V10m43 (4.1.9)

tekrarlama bagintis1 elde edilir.

Burada

vi=[1—-E(Q1+pZ,)-M+K+T],

v, = [-120 — 56E(1 + pZ,,) — 24M — 8K],

s = [1191 — 245E(1 + pZ,,) — 15M + 19K — 9T],

V4 = [2416 + 80M + 16T],

s = [1191 + 245E(1 + pZ,,) — 15M — 19K — 9T,

Ye = [120 + 56E(1 + pZ,,) — 24M + 8K],

v, =[1+EQ+pZ,)—M+K+T].

m=01,..,N, E=—LAt, M= fl—iAt, K= %At,T = %‘) dir. (4.1.10)

(4.2.9) sistemi (8_3,8_2,8_1, On+1, On+2,On+3)T seklinde (N + 7) tane bilinmeyen ve
(N +1) tane linecer denklem igerir. Dolayisiyla sistemin bir tek ¢oziimiinii elde

edebilmek i¢in alt1 tane ek sarta ihtiyag vardir. (2.7) ile verilen sinir sartlar1 kullanilarak
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8_3,6_2,8_1 Ve 8y41,On42, Oy43 bilinmeyenleri yok edilerek d™ = (8, ..., 6y)T olmak

tizere (N + 1) bilinmeyenli
Rd™*1 = Sd" (4.1.11)

sistemi elde edilir. Burada R ve S (N + 1) X (N + 1) matrislerdir. Z,, den kaynaklanan

lineer olmama durumunun tistesinden gelebilmek i¢in her bir zaman adiminda
S =48"+ % (6™ — 8™ 1) iki veya ii¢ defa ig iterasyon uygulanir. C6ziime basglamadan
once d° baslangigc parametreleri asagidaki baslangic ve smnir sartlar1 uygulanarak elde

edilir.

Un(x,0) = U(xy,, 0); m=0,12,..,N
(Un)x(a,0) =0 (Uy)(b,0) =0
(Un)xx(a,0) =0 (Up)xx(b,0) =0
(Un)xxx(a,0) =0 (Un) xxx(b,0) = 0

Dolayisiyla d° i¢in baslangi¢ degerleri;

vd® =w

matrisinin ¢oziimiinden elde edilir. Burada ;

1536 2712 768 24

82731 210568.5 104796 10063.5 1
81 81 81 81

9600 96597 195768 96474
81 81 81 81 120 1

2416 1911 120 1

1201191

96474 195768 96597 9600
8 81 81 81

120 10063.5 104796 210568.5 82731
81 81 81 81

1 24 768 2712 1536

d°’ = (69,061,602, .., On—2,0n_1, 5N)T ve W = (U(xy,0),U(xq,0), .., U(XN—LO); U(xy, 0))T

dir.
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4.2. Kararhlik Analizi

Onerilen ydntemin kararlilik analizini gostermek i¢in Fourier metoduna dayanan Von-
Neumann teorisi kullanilmistir. Bunun ig¢in denklemdeki lineer olmayan UPU,
terimindeki UP yerel olarak sabit alinir. §7, = £"e'®™", (i = v/—1) bicimindeki Fourier
esitligi (3.2.9) denklem sisteminde kullanilirsa ¢ mod numarasi, h ise eleman biiytikligi

ve 8 = oh olmak tlizere;

€n+1(nlei(m—3)9 + 772ei(m—Z)Q + 7,,Sei(m—l)B + 774‘eimé’ + 775ei(m+1)49 + 776ei(m+2)t9 +

777ei(m+3)9) — gn(n7ei(m—3)9 + 776ei(m_2)0 1+ 775ei(m—l)@ + n4eim9 + n3ei(m+1)9 +

nzei(m+2)9 + 7,’1ei(m+3)9) (4,2,1)
denklem sistemi elde edilir.

Burada;

N =1—=Pp1—B2—PFz+Ps
n, = 120 — 566, — 245, — 803,
nsy = 1191 — 2450, — 156, + 1965 — 94,,
n, = 2416 — 80pB, + 16p0,,
ng = 1191 + 2456, — 156, — 1965 — 904,
ne = 120 + 564, — 240, + 803,

ny =14+ — B+ B3+ Ba

7At 42 105 840
m = 0,1,...,N,81 :ﬁ(l +Zm),ﬂ2 :ﬁ,ﬂ3 :?At,[i} = F

dir. (4.2.1) denklemi sadelestirilirse

A = (2382 — 308, — 18B,) cos(8) + (240
— 48B,) cos(20) + (2 — 2B, + 2B,) cos(36) + (2416 + 80B, + 168,),
B = (490E(1 + Z,;) — 38PB5) sin(0) + (112E(1 + Z,,) + 16B5) sin(20) + (2E(1 + Z,,) +

2p5) sin(36)

olmak iizere biliylime faktorii; & = % seklinde bulunur.
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Biiytime faktoriiniin modiilii 1 olarak bulunur ki bu ise lineerlestirilen semanin sartsiz

kararli oldugunu gosterir.

4.3. Sayisal Sonuclar

Bu boliimde sayisal algoritmanin dogrulugunu gostermek igin tek ve sok dalgalarin

hareketleri incelenmistir. Her iki problem i¢in yontemin etkinligi,

N
Ly = 0 = Uyll, = [h ) [Upe = ),
j=0
Ve
Loy = [IU = Uy |y = " |UFt — (Uy),]

J
hata normlar1 hesaplanarak gosterilmistir. Rosenau-KdV-RLW denkleminin

Iy =J" U(x, t)dx

Ip = [ [U%(x,t) + yUZ(x,t) + bUZ(x, t)]dx (4.3.1)

seklinde sirasiyla dalganin momentum ve enerjisine karsilik gelen iki adet degismezi

vardir [33].

4.3.1. Solitary dalgalar

[lk olarak (1.6) denklemi U — 0 iken x ¥ oo sinir sartlar1 ve
U(x,0) = Asec h*" 1[B(x — x;)]

baslangig sart1 ile ele alinmistir.
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Denklemin tam ¢6zimii
U(x,t) = Asech*" 1B (x — vt — x,)]
seklinde olup burada A4;

. 8(n+ 1)(n +3)(3n + 1)BbB*
B [k(n — 1D2[(n — 1)2y + 4(n? + 2n + 5)bB?]

]4/n—1

dalganin genligi,

_n—=1D-®m*+2n+5)ab 1/2
T n+1 32b

B ters genislik,

D =./a?b%2(n? + 2n + 5)2 + 16(n + 1)28b(B — ay)

pn—1)?
(n—1)?y +4bB?(n?> + 2n+5)

v=] ]

v solitonun hiz1 ve x,, solitary dalganin merkezidir.

[15, 23] referanslari ile karsilastirma yapabilmek i¢in [—40,100] araliginda a = 1,y =
1,8 =1,b=1a=1/2,n=3 parametreleri se¢ilmistir. Hata normlarin1 ve
degismezleri hesaplayabilmek i¢in program t = 30 zamanina kadar ¢alistirilmis, h ve At
nin farkl degerleri i¢in elde edilen degerler Tablo 4.3.1.1 de verilmistir. Tablo 4.3.1.1
den degismezlerin zaman ilerledikge neredeyse sabit kaldigi goriilmektedir. Yine
tablodan h nin farkli degerleri i¢in degismezler olan I,,, ve I lerin baslangi¢c degerlerine
gore 1x107° den daha az degistigi goriilmektedir. Ayn1 zamanda L, ve L, hata
normlarinin da programin ¢aligmasit boyunca yeterince kiiciik kaldigir sodylenebilir.

Dolayisiyla yontemimizin denklem i¢in uygun oldugu sdylenebilir. Elde edilen hata

normlarmin degerleri [15,23] referanslartyla karsilastirllmis ve Tablo 4.3.1.2 de
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verilmigtir. Tablodan agik¢a goriildiigli gibi yontemimiz ile elde edilen sonuglar diger
sonuglardan daha kiigiiktiir. h = At = 0.25 ve 0.5 ve t = 10,30 zamanlarindaki sayisal
sonuglara iliskin sekiller Sekil 4.3.1.1 de gosterilmistir. Sayisal ¢oziimlerin tam
¢oziimlerle 1yi bir uyum ic¢inde oldugu Sekil 4.3.1.1 den gozlemlenebilir. Ayrica bu sekil
tek solitonun sabit bir hizla saga dogru hareket ettigini ve beklenen bir sekilde artan
zamanla genligini ve seklini korudugunu gostermektedir. 0.25 ve 0.5 i¢in tam ve sayisal
coziimler arasindaki hata degerleri sirasiyla Sekil 4.3.1.2 de gosterilmistir. Goriildiigi

gibi maksimum hata solitary dalganin merkezi konumu etrafinda meydana gelmektedir.

Tablo 4.3.1.1 [-40,100] araligindaa =1,y =1, =1,b =1, = 1/2,n = 3 parametreleri i¢in

solitary dalganin invariant ve hata normlari

h=At =025 Im I L, Lo,
t
0 21.6792588 43.7172029 0 0
10 21.6683535 43.6837260 9.586739E — 0.2 | 3.788153E — 02
20 21.6575653 43.6506230 1.789812E — 01 6.803490F — 02
30 21.6468150 43.6176305 2.669906E — 01 1.001786E — 01
h = At = 0.125
t
0 21.6792588 43.7172029 0 0
10 21.6778511 43.7128691 2.376454E — 02 9.470963E — 03
20 21.6764468 43.7085460 4.357827E — 02 1.674689E — 02
30 21.6750448 43.7042252 6.392907E — 02 2.424693E — 02
h = At = 0.0625
t
0 21.6792588 43.7172029 0 0
10 21.6790815 43.7166564 5.895794E — 03 2.360596E — 03
20 21.6789042 43.7161102 1.069907E — 02 4.134279E — 03
30 21.6787273 43.7155640 1.553975E — 02 5.925496E — 03
h = At = 0.03125
t
0 21.6792588 437172029 0 0
10 21.6792366 43.7171345 1.466514E — 03 5.885398E — 04
20 21.6792144 43.7170660 2.646387E — 03 1.025324E — 03
30 21.6791923 43.7169976 3.823146E — 03 1.462069E — 03
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Ufx,t)

054

0.0+

t=0__, t=10

t=30

-40 -20

o 20 40

60

80 100

U(x.t)

(b)
<t =10

=30

-40

T T T r T r 1
20 o 20 40 60 80 100

Sekil 4.3.1.1 [-40,100] arahginda a =1,y =1,=1,b=1,a =1/2,n = 3, olmak iizere @) h =

At = 0.25, b) h = At = 0.5 igin soliton dalganin hareketi

Tablo 4.3.1.2t = 30 ve [-40,100] araligmdaa=1,y=1,=1,b=1,a=1/2,n=3

parametreleri i¢in hata normlarinin kargilastiriimasi

Meveut [15] [18] Meveut [15] [18]
h=At =025 2.66E —01 | 5.56E-01 1.86E-00 1.00E-01 2.14E-01 6.99E-01
h=At = 0.125 6.39E — 02 | 1.34E-01 5.18E-01 2.42E-02 5.19E-02 1.97E-01
h = At = 0.625 155E — 02 | 3.34E-02 1.33E-01 5.92E-03 1.28E-02 5.06E-02
h = At = 0.03125 | 3.82E-03 - 3.35E-02 1.46E-03 - 1.27E-02

(b)

(a)

40 20 ] 20 40 60 80 100 120 -40 20 0 20 a0 60 80 100 120
* X

Sekil4.3.12 t=40vea=1,y=1,=1,b=1,a =1/2,n = 3, olmak lizere @) h = At = 0.25,
b) h = At = 0.5 i¢in hata dagilimlar1
4.3.2. Sok dalgalan

Bu bolimde yontemin etkinligini ve dogrulugunu gostermek icin farkli sayisal
hesaplamalar yapilmistir. Daha 6nce tam ¢6ziimleri verilmis olan sok dalgasinin sayisal

simiilasyonlar1 i¢in iki parametre ailesi kullanilmistir. Problemin tam ¢éziimii
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U(x,t) = Atan h*" 1 [B(x — vt — x,)],

oldugundan baslangi¢ kosulu;

U(x,0) = Atan h*/™" 1 [B(x — x,)]

olur. Burada A solitonun genligi, B genisligi, v de hizidir.

Durum 1 : Ik sayisal hesaplama i¢in problem [—200,250] araligi boyuncaa = 1, y =
0.04,8 = 0.025,b = 1,a = 1/2,n = 3 parametreleriyle ele alinmigtir. Bu durumda;

30bv a — 8(B?
A=2B—]"2,v=
1= gm0
ve
_ 10ab - \/100a2b? + 46b(f — ay)]l/2
92yb
olur.

Solitary dalganin genligi ve hizi sirasiyla 0.00184,v = 1.00000 olarak bulunur.
Program t = 0 dan t = 40 a kadar calistirilarak elde edilen degerler Tablo 4.3.2.1 de
verilmigtir. Tablo 4.3.2.1 L, ve L, hata normlarinin yeterince kii¢ilk oldugunu
gostermektedir. Bu nedenle sayisal yontemin makul olgiide kabul edilebilir oldugu
sOylenebilir. t = 0,10,20,30 ve 40 zamanlarinda h = At = 0.1,0.2 parametreleri i¢in
solitary dalganin hareketi Sekil 4.3.2.1 de gosterilmistir. Sekilden anlagildig1 gibi solitary
dalga zaman ilerledik¢e hizini, genligini ve seklini koruyarak saga dogru ilerlemektedir.
Sekil 4.3.2.2 de t =40 ve h=At =0.1,0.2 parametreleri i¢in elde edilen hata
dagilimlar1 gosterilmistir. Sekil 4.3.2.2 den goriildiigi gibi maksimum hata solitary

dalganin merkezinde olusmaktadir.
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Tablo 4.3.2.1 [—-200,250] araligindavea =1,y = 0.04,8 =0.025,b=1,a=1/2,n = 3,

parametreleri i¢in sok solitary dalganin hata normlari

h=At=0.1 h=At=0.2
t L, Lo L, Lo
0 0 0 0 0
10 7.61502E 3.21635 — 04 8.97653E 3.77313E
— 04 — 04 — 04
20 1.64258E 5.21024 — 04 1.89156F 5.92167E
—03 - 03 — 04
30 2.56864E 6.77248E 2.90744E 7.53014E
—03 — 04 - 03 — 04
40 3.52276E 8.10797E 3.93320EF 8.87275E
- 03 — 04 - 03 — 04
250107 “ 2.5x10° *
/i — o

1.5x107 4

U(x.b)

1.0x107

5.0x10" o

004

-200

Sekil 4.3.2.1 t = 40 ve [—200,250] araliginda belirli zamanlarda A = 0.00184,v =1, a=1,y =
0.04,4=0.025,b=1,a=5n=3,(a)h=At =0.1,(b)h = At = 0.2 igin sok
dalgasmin hareketi

T
-150

T
-100

T T T
-50 0 50

X

T
100

T T 1
150 200 250
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(a)

(b)
2.5x10° 2.5x107 o

2.0x10° - 2.0x10°
1.5x10” 1.5x10° o
1.0x10° 4 1.0¢10° 4

5.0x10" 4 5.0x10™

0.0 0.0+

T T T T T T T T 1 T T T T T T T T 1
-200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200 250 -200 -150 -100 -50 o 50 100 150 200 250

X X

Sekil 4.3.2.2 t = 40 ve [-200, 250] araliginda belirli zamanlarda 4 = 0.00184,v =1,a =1,y =
0.04,4=0.025,b=1,a =5n = 3, olmak izerea) h=At =0.1,b) h = At =
0.2 i¢in hata dagilimlar1

Durum 2: Ikinci niimerik hesaplamalar i¢in [—100,100] arahgindan = 5,

h = At = 0.05 ve 0.1 parametreleri se¢ilmistir. Bu durumda

_ 2
A:B[w]l/‘l"v:[—a 2BB ]

a 16bB*-2yB2%+1

_ 5ab—y25a2b2+6Bb(B-ay) 1/2
B=] 12yb ]

dir.

Solitary dalganin genligi ve hizi sirasiyla 0.02641,v = 0.12500 olarak bulunur.
Program t = 0 dan t = 40 a kadar calistirilarak elde edilen degerler Tablo 4.3.2.2 de
verilmigtir. Tablo 4.3.2.2 L, ve L, hata normlarinin yeterince kii¢ilk oldugunu
gostermektedir. Bu nedenle sayisal yontemin makul olgiide kabul edilebilir oldugu
sOylenebilir. t = 0,10,20,30 ve 40 zamanlarinda h = At = 0.1, 0.05 parametreleri i¢in
solitary dalganin hareketi Sekil 4.3.2.3 de gosterilmistir. Sekilden anlagildig1 gibi solitary
dalga zaman ilerledik¢e hizini, genligini ve seklini koruyarak saga dogru ilerlemektedir.
Sekil 4.3.2.3 de t =40 ve h = At =0.1,0.05 parametreleri i¢in elde edilen hata
dagilimlar1 gosterilmistir. Sekil 4.3.2.4 den goriildiigii gibi maksimum hata solitary

dalganin u¢ kisminda olusmaktadir.
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Tablo 4.3.2.2 [—100,100] araligindaa = 0.125,y = 0.5, $ =0.04, b =20, a = 25,n = 5,

parametreleri i¢in solitary dalganin hata normlar1

h=At=0.1 h = At = 0.05
t L, Lo L, Lo
0 0 0 0 0
10 2.15972E 8.34524E 2.19797E 8.50263E
- 03 — 04 - 03 — 04
20 4.32163E 1.63917E 4.39753E 1.67045E
- 03 — 03 - 03 - 03
30 6.50620F 2.41090E 6.61959E 2.45838E
- 03 — 03 - 03 - 03
40 8.73147E 3.19204E 8.88257F 3.24193E
- 03 — 03 - 03 - 03
i (@) o (®)
- o o
= “he

Sekil 4.3.2.3 [-100,100] araliginda A = 0.02641, v = 0.12500, a = 0.125,y = 0.5, B =
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0.04,b =1, = 25,n =5 olmak iizerea) h=At =0.1, b) h= At =
0. 05 parametreleri i¢in sok dalgasinin hareketi




3.5¢10” 4 (@) caod (b)
Ly 3.0x10°
2810 25¢10” -
2.0x10° 4 2.0x10”
1.5%10” 4 1.5x10° o
1.0x10° 1.0x10” 4
5.0010" 4 5.0x10™

004 0.0 4
-5.0x10% 4 -5.0x10"

100 50 ° 50 100 -100 50 0 50 100

x X

Sekil 4.3.2.4 t = 0 ve [-100,100] araliginda A = 0.02641, v = 0.12500, a = 0.125,y = 0.5,
L= 0.04,b=1,a=25n=5,olmakiizerea) h = At = 0.1, b) h = At = 0.05 sok
dalgasmin hata dagilimlari
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BOLUM 5
SONUC VE ONERILER

Bu tezde daginik s1g su dalgalarinin sayisal simiilasyonlarini géstermek i¢in ilk olarak [5]
referansinda oldugu gibi Rosenau-KdV denkleminin sayisal ¢oziimleri elde edilmis olup
daha sonra [21] referansinda yapildigi gibi Rosenau-KdV-RLW denkleminin sayisal
¢Oziimleri elde edilmistir. Bunun i¢in denklemlere sirasiyla kuintik ve septik B-spline
kollokasyon sonlu elemanlar yontemi uygulanmistir. Rosenau-KdV denkleminin tek
solitary dalga hareketi incelenirken Rosenau-KdV-RLW denkleminin tek ve sok dalga
hareketleri incelenmistir. Her iki denklem ig¢in kararlilik analizi yapilarak yontemin
sartsiz kararli oldugu gosterilmistir. Sayisal ¢dziimlerin etkinligini ve dogrulugunu
gostermek icin L, ve L., hata normlari ile degismezlerin degerleri hesaplanmistir. Elde
edilen degerlere ait tablolar yapilmis ve bu degerlere gore sekiller ¢izilmistir. Tablolar
incelendiginde hata norm degerlerinin yeterince kiigiik ve degismezlerin ise hesaplamalar
boyunca neredeyse sabit kaldig1 goriilmektedir. Sekillerden de goriildiigii gibi solitary
dalganin baglangi¢c zamanindan bitis zamanina kadar genligini, hizin1 ve seklini hemen

hemen muhafaza ettigi goriilmektedir.

Sonug olarak Rosenau-KdV ve Rosenau-KdV-RLW denklemleri ile temsil edilen ve
oldukg¢a genis uygulamalari olan problemler i¢in kollokasyon sonlu elemanlar yonteminin
etkili, pratik ve giiclii bir yontem oldugu sdylenebilir. Ayn1 zamanda bu yontem bagka

alanlardaki lineer olmayan problemlere de basari ile uygulanabilir.
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