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OZET
Bu tez ¢alismas1 dort boliimden olusmaktadir.

Tezin ilk boliimiinde, konu ile ilgili detayli bir literatiir taramasi yapilmis olup temel

tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Ikinci boliimde, genellestirilmis (iki periyotlu) Fibonacci matris hibrinomiyalinin
tamimi, Binet formiilli, tireteg fonksiyonu ve bazi 6nemli toplam formiilleri ele

alinmustr.

Tezin tglinci bolimiinde, ilk olarak genellestirilmis (iki periyotlu) Lucas matris
polinomu tanimlanmistir ve bu matris polinomun Binet formiild, tirete¢ fonksiyonu ve
bazi toplam formiilleri elde edilmistir. Daha sonra, genellestirilmis (iki periyotlu) Lucas
matris hibrinomiyali tanimlanmistir. Ayrica, bu matris hibrinomiyalinin Binet formiild,

iirete¢ fonksiyonu ve bazi toplam formiilleri verilmistir.
Dordiincii ve son boliimde ise sonug ve 6neriler bolimii yer almaktadir.

Anahtar Kelimeler: Fibonacci matris polinomu, Lucas matris polinomu, Fibonacci matris
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ABSTRACT
This thesis consists of four chapters.
In the first chapter, the literature review, basic definitions and theorems are given.

In the second chapter, the definition of generalized Fibonacci matrix hybrinomial, Binet

formula, generating function and some summation formulas are examined.

In the third chapter, firstly, the generalized Lucas matrix polynomial is defined and the
Binet formula, generating function, some summation formulas of this matrix
polynomial is obtained. Later, the generalized Lucas matrix hybrinomial is defined.
Also, The Binet formula, generating function and some summation formulas of this

matrix hybrinomial is investigated.

In the fourth and final chapter, the conclusions and suggestions section is given.
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BOLUM 1
GIRIS
Karmasik sayilar, hiperbolik sayilar ve dual sayilar literatiirde var olan ve iyi bilinen iki
boyutlu say1 sistemleridir. Reel, kompleks, dual ve hiperbolik sayilarin birlikte ele
aliarak olusturulan say1 sistemine ise hibrit sayilar1 denmektedir. Bugiine kadar pek
cok arastirmaci tarafindan c¢alisilan hibrit sayilarinin  geometrik ve fiziksel

uygulamalarina siklikla rastlanilmasinin yani sira, hibrit sayilarinin 6zel bir uygulamasi

olan Fibonacci ve Lucas hibrit sayilari tizerine de pek ¢ok ¢alisma mevcuttur.

Matematik, geometri, ekonomi, fizik gibi birgok alanda ortaya ¢ikan Fibonacci ve Lucas
sayilari, kesfedilmeye ve arastirilmaya uygun olmasindan dolay1r gegmisten giiniimiize
en c¢ok ilgi duyulan konularin basinda gelir. Fibonacci sayilarma bu kadar ilgi
duyulmasmin bir diger sebebi ise bu sayilarin, sayilar teorisinde farkli birgok

kullaniminin bulunmasidir.

Fibonacci say1r dizisini bir tavsan probleminin ¢dziimiinden elde eden Italyan
matematik¢i Leonardo Fibonacci’ nin en inlii kitab1 “Liber Abaci” dir. Bahsedilen
tavsan problemi, ergin bir tavsan ¢iftinin her ay yeni bir yavru ¢ifti verdikleri ve yeni
dogan bu tavsan ciftinin bir ay boyunca tam erginlige eristikleri kabuliiyle, yavru olan
bir tavsan ¢iftinden baslayarak bir yilda elde edilen tavsan ciftlerinin aylara gore
sayi1sint arastiran bir problemdir. Bu problemin ¢Ozimul ise
"1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, ..." seklinde devam eden bir say1 dizisini verir. Bu
say1 dizisine “Fibonacci say1 dizisi” adi verilir. Fibonacci say1 dizisinin ardigik iki
degerinden biiyiik olan sayinin kii¢iik olan sayiya orani, sayilar biiyiidiikge “Altin oran”
a (1,618...) yaklasir. Bu altin oran dogada, giinliik hayatta karsilasilan birgok olayda ve
bilimsel gerceklerde karsimiza ¢ikmaktadir. Altin oran’ 1 eski Misirlilar ve Yunanlilar
daha ¢ok mimaride kullanmiglardir. Ayrica insan viicudunun birgok bdliimiinde bulunan
altin oran, resim ve heykellerde denge ve giizelligi 6n plana ¢ikarmak amaciyla da

kullanilmustir.



1.1.Amac¢ ve Kapsam

Bu tez ¢alismasindaki amag dncelikle literatiirde var olan iki periyotlu Fibonacci matris
polinomlarin1 kullanarak iki periyotlu Fibonacci matris hibrinomiyallerinin nasil elde
edildigini incelemektir. Buna ek olarak bilinen iki periyotlu Lucas polinomlar1 kavrami
yardimiyla iki periyotlu Lucas matris polinomlart tanimlanip, bu polinomlarin iirete¢
fonksiyonu, Binet formiilii ve bazi toplam formiilleri elde edilecektir. Son olarak elde
edilen bu veriler kullanilarak iki periyotlu Lucas matris hibrinomiyalleri elde

edilecektir.

1.2 Kaynak Arastirmasi

Literatiirde bu zamana kadar say1 dizileri, Fibonacci ve Lucas polinomlari, hibrit
sayilar1 vb. hakkinda bir¢ok uygulama ve genellemeye yer verilmistir. Bu béliimde tezin

olusum asamasinda yararlanilan ¢alismalar hakkinda bilgiler verilecektir.

Fibonacci, “Liber Abaci” adli kitabinda bir tavsan problemi tizerinde durarak, bu tavsan
probleminin ¢6ziimiinden elde edilen sayilarin Ozellikleri ve uygulamalarina yer

vermistir [1].

Hoggart ve Bicknell, “Roots of Fibonacci polynomials” isimli ¢alismasinda, genellikle
n dereceli polinom denklemlerinin koklerini bulmanin n arttikca zor hale geldigini,
ancak belirli polinom siniflar1 i¢in koklerin, hiperbolik trigonometrik fonksiyonlar
kullanilarak tiiretilebilecegini ifade etmislerdir. Ayrica burada, n dereceli Fibonacci ve

Lucas polinomlarinin koklerini bulmuslardir [2].

Koshy, “Fibonacci and Lucas numbers with applications, Volume 2 adli ¢alismasinda
Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas, Jacobsthal, Jacobsthal-Lucas vb. sayilarinin bazi

ozdeslikleri ve 6nemli uygulamalarini elde etmistir [3].

Falcon ve Plaza, “On the Fibonacci k —numbers” isimli ¢alismalarinda yeni
genellestirilmis k —Fibonacci dizilerini tanitmiglar ve ¢alismiglardir. Bu dizilerin

ozelliklerinin birgogunu basit matris cebiri ile ispatlamislardir [4].



Falcon ve Plaza, “The k —Fibonacci sequence and the Pascal 2 —triangle” isimli
calismalarinda hem klasik Fibonacci dizisinin hem de Pell dizisinin genellemesi olan
k —Fibonacci dizisi hakkinda farkli detayli bilgiler sunmuslardir. Ayrica, bu dizilerin
Binet formiild, tirete¢ fonksiyonu, Catalan 6zdesligi ve bazi 6nemli toplam formiillerini

ispatlamislar ve Pascal 2 —tiggeni ile iligkilendirmislerdir [5].

Civciv ve Tirkmen, “On the (s,t) —Fibonacci and Fibonacci matrix sequences” adli
caligmalarinda Fibonacci sayilarinin yeni bir matris genellestirilmesini tanimlamislardir.
Ayrica matris yaklagimlarini kullanarak bu matris dizisinin baz1  6zelliklerini

gostermiglerdir [6].

Edson ve Yayenie, “A New Generalization of Fibonacci Sequence & Extended Binet's
Formula™ isimli ¢alismasinda yeni bir genellestirme olan, iki periyotlu Fibonacci dizisi
{q,} tanimlamiglardir. Ayrica bu yeni dizinin Binet formiilii, Cassini, Catalan, d'Ocagne

vs. gibi 6zdesliklerini tiretmislerdir [7]

Nalli ve Haukkanen, “On generalized Fibonacci and Lucas polynomials” isimli
calismalarinda h(x) reel katsayili bir polinom olmak iizere, Fibonacci ve Lucas
polinomlarinin bir genellestirmesi olan h(x) —Fibonacci ve h(x) —Lucas polinomlarini

tanitmiglardir [8].

Yayenie, “A note on generalized Fibonacci sequences” adli ¢alismasinda iki periyotlu
Fibonacci dizileri ile iligkili yeni bir genelleme olan modifiye edilmis genellestirilmis

Fibonacci dizisini sunmus ve bu dizinin pek ¢ok 6nemli 6zelligini ele almistir [9].

Yazlik ve calisma arkadaslari, “The Generalized (s,t)-Sequence and its Matrix
Sequence” isimli c¢aligmalarinda (s,t) —Fibonacci ve (s,t) —Lucas dizilerini
genellestiren yeni bir dizi tanimlamiglardir. Daha sonra bu diziyi kullanarak
genellestirilmis (s,t) —matris dizileri kurmuslar ve son olarak, (s,t) —Fibonacci ve
(s,t) —Lucas dizileri ve bunlarin matris dizileri arasindaki bazi 6nemli iliskileri

sunmuslardir [10].

Giileg¢ ve Taskara, “On the (s,t) —Pell and (s,t) —Pell-Lucas sequences and their

matrix representations” adli ¢alismalarinda (s,t) —Pell ve (s,t) —Pell-Lucas dizilerini


https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0096300310012403

tanimlamiglardir. Bu diziler i¢in matris dizilerini elde etmisler ve bazi 6zelliklerini

incelemislerdir [11].

Uslu ve Uygun, “The (s, t) Jacobsthal and (s, t) Jacobsthal-Lucas Matrix Sequences”
isimli ¢alismalarinda (s,t) Jacobsthal ve (s,t) Jacobsthal-Lucas dizileri olarak
adlandirilan yeni diziler tamimlamiglardir. Daha sonra bu dizileri kullanarak (s,t)
Jacobsthal ve (s,t) Jacobsthal-Lucas matris dizilerini kurmuslar ve son olarak, bu

matris dizileri arasindaki bazi 6nemli iligkileri sunmuslardir [12].

Bilgici, “Two generalizations of Lucas sequence” isimli ¢aligmasinda yeni bir
genellestirme olan, iki periyotlu Lucas dizisi {l,,} tanimlamistir. Ayrica bu yeni dizinin
Binet formdilii, Cassini, Catalan, d'Ocagne vs. gibi 6zdesliklerini sunmustur. Bunun yani
sira iki periyotlu Lucas dizileri ile iligkili yeni bir genelleme olan modifiye edilmis
genellestirilmis Lucas dizisini sunmus ve bu dizinin pek ¢ok Onemli ozelligini ele

almistir [13].

Bilgici, “New generalizations of Fibonacci and Lucas sequences” isimli ¢alismasinda
{fn () o Ve {L, (X))}, tarafindan iiretilen, Fibonacci ve Lucas dizilerinin farkli bir
genellestirmesini sunmustur. Bu iki dizi i¢in Binet formiilleri ve baz1 6zdeslikleri de

elde etmistir [14].

Coskun ve Taskara, “Bi-periodic Fibonacci matrix polynomial and its binomial
transforms” isimli ¢alismalarinda, iKi periyotlu Fibonacci matris polinomu kullanilarak
elde edilen matris polinomunu ele almislardir. Buna ek olarak, bu yeni matris
polinomlarinin Binet formiilii, lirete¢ fonksiyonu, bazi 6zellikleri ve binom toplamlarini

vermislerdir [15].

Yilmaz ve calisma arkadaslari, “On properties of bi-periodic Fibonacci and Lucas
polynomials” adli g¢aligmalarinda iki periyotlu Fibonacci ve Lucas polinomlarini
tamimlamuslardir. Iki periyotlu Fibonacci ve Lucas sayilarmin genellestirilmesi olan bu

polinomlarin 6zelliklerini arastirmiglardir [16].

Coskun ve Taskara, “A note on the bi-periodic Fibonacci and Lucas matrix sequences”
isimli ¢aligmalarinda Oncelikle iki periyotlu Lucas matris dizisini tanitmislar ve bu

genellestirilmis matris dizisinin baz1 temel o6zelliklerini sunmuslardir. Ayrica iki



periyotlu Fibonacci ve Lucas matris dizileri arasindaki 6nemli iliskileri arastirmiglardir
[17].

Ozdemir, “Introduction to hybrid numbers” isimli ¢alismada hibrit sayilar adi verilen
degismeli olmayan yeni bir say1 sistemini tanimlamistir. Ayrica, bu say1 kiimesinin bazi
cebirsel ve geometrik Ozelliklerini vermis ve hibrit bir saymin koklerini tiiriine ve

karakterine gore incelemistir [18].

Szynal-Liana, “The Horadam hybrid numbers” adli ¢alismasinda Horadam sayilari ile
hibrit sayilari kavramlarini birlestirerek Horadam hibrit sayilar1 tanimimi sunmustur.
Ayrica bu sayilarin Binet formiiliinii ve lirete¢ fonksiyonunu elde etmis ve baz1 6nemli

Ozdesliklerini ispatlamistir [19].

Szynal-Liana ve Wtoch, “The Fibonacci hybrid numbers” isimli ¢alismada Fibonacci
hibrit sayilarin1 ele almislar ve klasik Fibonacci 6zdesliklerini kullanarak bazi

ozelliklerini elde etmislerdir [20].

Ozkan ve Altun, "Generalized Lucas polynomials and relationships between the
Fibonacci polynomials and Lucas polynomials™ adli ¢alismasinda, iki matris kullanarak
Lucas polinomlarinin elemanlarini bulmuslar ve n —adimhi Lucas polinomlarina kadar
genisletmislerdir. Ayrica, Fibonacci polinomlart ile Lucas polinomlar1 arasindaki

iliskileri vermislerdir [21].

Coskun, “Bi-periyodik Fibonacci ve Lucas Matris Dizileri” isimli tez ¢alismasinda
baslangi¢ sartlar1 2 boyutlu matrisler olan bi-periyodik Fibonacci ve Lucas matris
dizilerini tanimlayarak gesitli 6zelliklerini vermistir. Ayn1 zamanda bu matris dizileri

arasindaki iliskileri de incelemistir [22].

Kizilates, “A new generalization of Fibonacci hybrid and Lucas hybrid numbers” isimli
calismasinda g —Fibonacci hibrit ve ¢ —Lucas hibrit sayilar1 olarak adlandirilan hibrit
sayilarinin yeni bir genellestirilmesini sunmustur. Ayrica bu sayilarin bazi cebirsel

ozelliklerini de elde etmistir [23].

Szynal-Liana ve Wioch, “Introduction to Fibonacci and Lucas hybrinomials™ isimli

caligmalarinda Fibonacci hibrit ve Lucas hibrit sayilarinin bir genellestirilmesi olan



Fibonacci hibrinomiyalleri ve Lucas hibrinomiyallerini ele almislardir. Ayrica Binet

formiilleri, iireteg¢ fonksiyonlar1 ve bazi dnemli 6zdesliklerini de sunmuslardir [24].

Verma ve Bala, “On Properties of Generalized Bi-Variate Bi-Periodic Fibonacci
Polynomials” adli ¢aligmalarinda iki degiskenli iki periyotlu Fibonacci polinomlarini
tanimlamislardir. Buna ek olarak, bu polinomlarm Catalan, Cassini, d’Ocagne, Gelin
Cesaro oOzdesliklerini elde etmisler ve iirete¢ fonksiyonu ile Binet formiiliini

sunmuslardir [25].

Szynal-Liana ve Wtoch, “Generalized Fibonacci-Pell Hybrinomials” adli ¢alismalarinda
Fibonacci-Pell hibrinomiyalleri olarak adlandirilan Fibonacci-Pell hibrit polinomlarini
tanimlamis ve Binet formiilii, iirete¢ fonksiyonu ve bazi Onemli 6zdesliklerini

ispatlamislardir [26].

Sentiirk ve c¢alisma arkadaslari, “A study on Horadam hybrid numbers” isimli
calismalarinda, Horadam hibrit sayilarmi incelemisler ve bu sayilar igin dstel lireteg
fonksiyonu, Poisson iirete¢ fonksiyonu, Vajda, Catalan, Cassini ve d'Ocagne
Ozdesliklerini vermislerdir. Ek olarak, bu sayilar i¢in Honsberger formiilii ve bazi

toplam formiillerini de incelemislerdir [27].

Sevgi, “The Generalized Lucas Hybrinomials With Two Variables” isimli ¢alismasinda
iki degiskenli genellestirilmis Lucas hibrinomiyallerini tanitarak, bu hibrinomiyallerin
Binet formiilii, lirete¢ fonksiyonu ve bazi 6nemli 6zdesliklerini sunmustur. Ayrica
matris teorisi yardimiyla, genellesirilmis Lucas hibrinomiyallerinin matris gosterimini

elde etmistir [28].

Bala ve Verma, “Some Properties of Bi-Variate Bi-Periodic Lucas Polynomials” adli
caligmalarinda iki degiskenli iki periyotlu Lucas polinomlarini tanimlamislardir. Ayrica,

bu polinomlarin en bilinen 6zelliklerden olan Catalan, Cassini, d’Ocagne, 6zdesliklerini

elde etmislerdir [29].

Kizilates, “A Note on Horadam Hybrinomials” adli ¢alismasinda Horadam
polinomlarini kullanarak, Horadam hibrinomiyalleri olarak adlandirilan Horadam hibrit

polinomlarini tanimlamistir. Buna ek olarak Horadam hibrinomiyallerinin sirasiyla



rekiirans bagintisi, lirete¢ fonksiyonu, istel tirete¢ fonksiyonu, Binet formiilii, toplam
formiilleri, Catalan 6zdesligi, Cassini 0zdesligi ve d'Ocagne 6zdesligi gibi baz1 6zel
durumlart ve cebirsel Ozelliklerini elde etmistir. Ayrica matrislerde Horadam

hibrinomiyalleri ile ilgili bazi uygulamalara da yer vermistir [30].

1.3.Temel Kavramlar

Bu boliimde tez konusunu daha detayli bir sekilde anlayabilmek igin gereken ve tezin

diger boliimlerinde karsimiza ¢ikabilecek temel tanim ve teoremlere yer verilecektir.
Tanim 1.3.1: Fibonacci ve Lucas sayilari sirastyla asagidaki sekilde tanimlanir.

F(0)=0, F1) =1, Fn, = F,., +F,, neN, (1.1)
L(0)=2 L) =1 Ly, =Lyy+L,, neN, (1.2)

Fibonacci ve Lucas dizilerinin iirete¢ fonksiyonlar1 sirasiyla,

Yn=o B x™ = " (1:3)

1-x—x2

2—x

Yin=o Ln X" (1.4)

1-x—x2

seklinde elde edilmistir. Ayrica Fibonacci ve Lucas dizilerinin Binet formiilleri ise

sirastyla,
Fo =2 (L5)
L, =a™+p" (1.6)

14+/5

seklindedir. Burada a = ve = 1_2—‘@ degerleri 22 — 1 —1 =0 Kkarakteristik

polinomunun kokleridir. Ayni zamanda «a pozitif kokii, matematikte oldukc¢a dnemli bir

yeri olan “altin oran” dir [3].

Tammm 1.3.2: Herhangi bir x degiskeni i¢in, Catalan tarafindan ¢alisilan F,(x)

Fibonacci polinomu, Fy(x) = 0 ve F;(x) = 1 baslangig sartlar1 olmak tizere,



E,(x) = xFp_1(x) + F_,(x), n>2 (1.7)

ve Bicknell tarafindan ¢alisilan L,(x) Lucas polinomu, Ly(x) =2 ve L(x)=x

baslangi¢ sartlar1 olmak iizere,
Ln(X) = XLn_l(X) + Ln_z(X), n=?2 (18)

seklindedir. Burada x = 1 igin Fibonacci ve Lucas polinomlar1 sirasiyla Fibonacci ve
Lucas sayilarin1 vermektedir. Daha sonra Fibonacci ve Lucas polinomlar1 i¢in Binet

formiilleri sirasiyla,

_ a"0-p )
X = esm (19)
Lp(x) = a™(x) + " (x) (1.10)

seklinde elde edilmistir. Burada a(x) = %(x +VxZ+4)ve B(x) = %(x —VxZ+4)
A? — x4 — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleridir [8].

Tammm 1.3.3: a ve b sifirdan farkli herhangi iki reel say1 olmak {izere, iki periyotlu

Fibonacci polinomlari {q, (a, b, x) };—, asagidaki sekilde tanimlanir;

axqn,_,(a,b,x) + qo_,(a,b,x), nciftise

bxqn-1(a,b,x) + qn_(a,b,x), ntekise =~ 2, (1.11)

qn(a, b,x) = {

burada q,(a, b,x) = 0,q,(a, b, x) = 1 baslangig sartlaridir [16].

Teorem 1.3.1: iki periyotlu Fibonacci polinomu {g,(a,b,x)}o~, ‘nin iireteg

fonksiyonu,

t+axt?—t3
1—-(abx?2+2)t2+t*

Yn=0qn(a, b, x)t" = (1.12)

seklindedir [16].



Teorem 1.3.2: Iki periyotlu Fibonacci polinomu {g,(a, b, x)}7-, ‘nin Binet formiilii

asagidaki gibi elde edilir.

(ax)l—f(n) an_ﬁn]

D 1.13
(abxz)[fJ a=p ( )

qn(a, b, x) =

Burada a ve 8, 22 — (abx?)A — abx? = 0 karakteristik denkleminin kokleridir. Burada
En)y=n-2 BJ oldugu bilinmektedir. Yani n ¢ift ise é(n) =0, n tek ise é(n) =1

olarak bulunur [25].

Tanmim 1.3.4: n € N ve a ve b sifirdan farkli herhangi iki reel say1 olmak fiizere, iki

periyotlu Fibonacci matris polinomu (%, (a, b, x));

axFp_1(a,b,x) +F,_,(a,b,x), nciftise

bxF,_i(a,b,x) + F,_,(a,b,x), ntekise (1.14)

Fo.(a,b,x) = {

b

baslangi¢ sartlar1 Fy(a, b, x) = ((1) (1)) ve Tl(a,b,x)=<bx Z) ile yukaridaki
1 0

sekilde tanimlanir. Buna ek olarak iki periyotlu Fibonacci matris polinomu (%, (a, b, x))

(2)5(71) Gn+1(a, b, x) (Z) qn(a, b, x)

Tn(a; b, X) = ¢
&(n)
an (a’ b’ x) (S) qn-1 (a, bl x)

(1.15)

olarak ifade edilebilir. Burada é(n) =n — 2 BJ dir. Ayrica g,(a, b, x), iki periyotlu

Fibonacci polinomudur [15].
Teorem 1.3.3: Iki periyotlu Fibonacci matris polinomlari igin iirete¢ fonksiyonu

b b
. 1+ bxt — t? —t + bxt? —=1¢3
Yizo Fi(a, b, x)t" = 1 < a ’

1—(abx2+2)t2+t* t+axt?—t3 1-— (abxz + 1)t2 + bxt3

) (1.16)

seklindedir [15].



Teorem 1.3.4: Her n € N i¢in, iki periyotlu Fibonacci matris polinomlarinin Binet

formiilii asagidaki sekildedir;
Fal@ b, x) = Agy (@™ = B) + By (7172 - p2Lil2), (117)

Burada a ve pB degerleri A% — (abx?)A —abx? = 0 Kkarakteristik denkleminin

kokleridir. Ayrica,

1

Agm) = —m 7z % Fala, b,x) — bxFo(a, b, x)} ™
(ab)l2l(a—-B)x"12
x {axF,(a, b,x) — Fo(a, b, x) — abx?Fy(a, b, x)}1 =5,
&)
Bey = : X Fo(a, b, x),

(ab)lgj+1(a_ﬁ)xn+zf(n+1)
seklindedir. Burada £ (n) = n — 2 |2] dir [15].

Asagidaki sonugta, iKi periyotlu Fibonacci matris polinomlari i¢in bazi toplamlarin elde

edilisleri gosterilmektedir.

Sonug 1.3.1: [15] k > 0 i¢in asagidaki esitlikler saglanir.

)

Em)p1-¢(n) 1-§(M)pé(m) — _
. _ a b Fnt+a b Fn—1—aF1+abxFy—bF,
i Yo1F, (0, b, x) = [ n noa—aFy +abaFo by (1.18)

abx

1

H n -k - -
i, Y=o Frla, b, x)t™" = 1—(abx2+2)t2+t*

(1.19)

x [t — Tae T sy g4F 4637, — 2 [(abx? + DF — axFy] — t(F; — bafFy)|

tn—1 tn—3 tn—2

Burada esitliklerin sag taraflarinda F,(a, b, x) = F, olarak ele alinmustir.

Sonu¢ 1.3.2: [15] k = 0 icin (1.19) esitliginin bir sonucu olarak asagidaki esitlik

saglanir.

Z}io:o Fr (a: b, x)t_k =

t3 + bxt? —t be2 4 pxt =2
t < +bx e R )

1@+ DA 42 L ogxt — 1 2 — (abx® + 1)t + bx

10



Tamim 1.3.5: a ve b sifirdan farkli herhangi iki reel say1 olmak iizere, iki periyotlu

Lucas polinomlari {,(a, b, x) }5=, asagidaki sekilde tanimlanir;

bxl,_(a,b,x) +1,,_,(a,b,x), n¢iftise

>
axl,_1(a,b,x) + l,_,(a,b,x), ntekise =~ 2, (1.21)

l,(a,b,x) = {

burada [y(a, b, x) = 2 ve l,(a, b, x) = ax baslangig sartlaridir [16].
Teorem 1.3.5: Iki periyotlu Lucas polinomu {,,(a, b, x)}7~, ‘nin iirete¢ fonksiyonu,

2+axt—(abx?+2)t?+axt3
1—(abx2+2)t2+t* (1'22)

Z)?:O ln(al b' x)tn =

seklindedir [16].

Teorem 1.3.6: Iki periyotlu Lucas polinomu {l,(a, b,x)}r_, ‘nin Binet formiilii

asagidaki gibi elde edilir.

Em) g pn
L.(ab,x) = (ax)> ™ (@"+p") (1.23)

(abxz)lnTHJ

Burada a ve 8, 12 — (abx?)A — abx? = 0 karakteristik denkleminin kokleridir. Burada

£(n) =n — 2|2 dir [29].

Son olarak hibrit sayilarinin tanimindan bahsedilecektir.

Tanim 1.3.6: Z hibrit sayilarinin bir kiimesi K olsun. Bu durumda Z hibrit sayisi,
Z=a+bi+ce+dh (1.24)

seklinde verilmistir. Burada ise a, b, c,d € R ve ayrica i, & h operatorlerinin kendileri

ile ¢arpilmasi sonucu i? = —1, €2 = 0, h? = 1 oldugu bilinmektedir [18].
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BOLUM 2
GENELLESTIRILMIiS FIBONACCI MATRIS HIBRINOMIYALLERI

Bu bolimde genellestirilmis (iki periyotlu) Fibonacci matris hibrinomiyalleri ve bu
matris hibrinomiyallerinin Binet formiili, tirete¢ fonksiyonu ve bazi toplam formiilleri
ele alinacaktir. Bu boliimde elde edilen tiim veriler “On the Generalized Fibonacci and
Lucas Matrix Hybrinomials” isimli ¢alismada verilmis olup bu makale heniiz hakem
incelemesindedir [32].

Asagidaki tanim iki periyotlu Fibonacci matris hibrinomiyallerini ifade etmektedir.

Tammm 2.1: x herhangi bir degisken, a ve b sayilari R — {0} a ait herhangi iki say1

olmak tizere, iki periyotlu Fibonacci matris hibrinomiyali;
HF,(a,b,x) = F,(a,b,x) + iFps1(a,b,x) + €Fpyr(a, b, x) + hF,,5(a,b,x),n €Ny (2.1)
seklinde tanimlanir. Burada F,(a, b, x), iki periyotlu Fibonacci matris polinomudur [32].

Teorem 2.1: (2.1) bagintisinda verilen HF,(a,b,x), tim pozitif tamsayilar igin

asagidaki esitligi saglar.

Fii(m;a,b,x) Fi,(n;a,b,x
H:Fn(a; b; x) = ~1’1( ) ~1'2( ) (22)

Fri(m;a,b,x) Fp,(n;a,b,x)
Burada,
= p\s(M @D
T]_’]_(n; a, b’ X) = (Z) qn+1(a: b, x) +1 (5) qn+2(a, b;x)

p\5 ™ p\E(M+1D)
+e (Z) An+3(a,b,x) + h (g) qn+4(a b, x)

fﬁ'l,z (n;a,b,x) = S(Qn(a; b, x) + iqni1(a, b, x) + €qpi2(a, b, x) + hqn,3(a, b,x))

ﬁZ,l(n; a, b' X) = qn(a: b,X) + iqn+1(a' b,X) + sqn+2(a, b,X) + hqn+3(a, b,X)

12



Fro(n;a, b, x) = (B)E(n)

a

b)f(n+1)

Qn—1(a; b,X) + i( qn(a, b,X)

a
) p\ E(+1)

+& (Z) qn+1(a,b,x) + h (Z) Qn+2(a, b, x)

seklindedir. Burada £(n) = n — 2 |2 dir [32].

Ispat: Tki periyotlu Fibonacci matris hibrinomiyallerinin tanimindan,

HF,(a,b,x) = F,(a,b,x) + iF,.1(a,b,x) + €F,,,(a,b,x) + hF,,3(a, b, x)

oldugu agiktir. Bu tanimda (1.15) esitligi yerlerine yazilirsa,

)
(S) qn+1(a, b, x) an (a,b,x)
HTTl(al blx) = b E(n)
Qn(al b, X) (;) qn_l(a, b, X)
p\s(n+1) b
. (Z) qn+2(a, b, x) ~n+1 (a,b,x)
i p\E(+1)
qn+1(al b, X) (E) qn(a, b, X)
p\§(+2) b
(E) Qn+3(a; b) x) an+2(a, b, X)
e b &(n+2)
Qn+2(a; b) x) (Z) Qn+1(a’ bl x)
p\$(n+3) b
h (Z) An+4 (al b) x) Z dn+3 (a, b, x)
+ p\s(M+3)
qn+3(a, b, X) (Z) An+2 (a, b, X)

elde edilir. Sonug olarak basit cebirsel islemler yapilarak ispat tamamlanir. m

Asagidaki teorem iki periyotlu Fibonacci matris hibrinomiyalleri i¢in {ireteg

fonksiyonunu ifade etmektedir.

13



Teorem 2.2: iki periyotlu Fibonacci matris hibrinomiyali i¢in iireteg fonksiyonu;

1rittesrhl (14 bxt — t? % (t + axt? — t*
Z?f:o H:Fn(a' b' x)tn = i ( a( )

1-(abx?+2)e2+¢% \ | +axt?—t3 1- (abx?+ 1)t + bxt3
—i%ﬂ’-‘o(a, b,x) — etizTO(a, b,x) — S%ﬂ(a:b:x)
—h2Fy(a,b,x) — h3 Fy(a,b,x) — hiF;(a,b,x) (2.3)

seklindedir [32].

Ispat: 11k olarak ispat boyunca F,(a,b,x) = F, almacaktir. Oncelikle iki periyotlu

Fibonacci matris hibrinomiyalinin tanim1 kullanilarak,

Yoo HF, (a, b, x)t" = Yo o (Fy + iFpyqr + €Fpyy + hF )"
= Yn=o Tt + i X0 Frart" + X0 Fraat™ + R X5 o Fryst™
= T Fat" + = T Fut™ — i3 F

1 1 1
+£t_zzslo=0:7:ntn - St—TO — 8;7:1

2

1 woo 1 1 1
+h= T o Fut" — h=Fo — hFy — hoF,

elde edilir. (1.16) bagintis1 yerine yazilirsa,

b
1+ bxt —t* =(t+ axt? —¢3
Lni=o HFn (@, b, x)t" = 1—(ab 212 t2+t4< a( )
R t+axt®—t*> 1-(abx®+ 1)t* + bxt?
b
: 1+ bxt — t? ~(t +axt*—1t3 ]
+lt(1—(abx21+2)t2+t4)< a( ) - l%To
t+axt®—¢> 1—(abx®+1)t* + bxt?
b
1+ bxt —t* ~(t +axt* —1t3
t+axt?—t> 1—(abx?+ 1Dt?+ bxt?

42 b 2 .3
ih 1 <1+bxt t ~(t +axt? — t) >

COA-@ DD\ 4 axt? — 21— (abx? + 1)t2 + bt

14



1 1 1
_ht_Sj:'O_ht_Z:Fl_h??'Z

bulunur. Sonug olarak F, = F,(a, b, x) yazilirsa asagidaki bagint1 elde edilir.

Yo HF,(a, b, x)t" =

1—(abx2+2)t%2+t*

—i%TO(a, b,x) — stizTo(a, b,x) — S%ﬂ(a:b:x)

—h=Fo(a,b,x) — h Fi(a,b,x) — h=F,(a,b,x)

Boylece ispat tamamlanir. m

Leibrednl ( 1+ bxt — t2 2(t + axt? — t*) )
t+axt?—t3 1—(abx*®+ 1)t* + bxt?

Asagidaki teorem iki periyotlu Fibonacci matris hibrinomiyalleri i¢in Binet formiiliinii

ifade etmektedir.

Teorem 2.3: Her n € N i¢in, iki periyotlu Fibonacci matris hibrinomiyalinin Binet

formiilii asagidaki sekildedir;

HF,(a,b,x) = As (ang - ﬁnﬁ) + Ben) ((XZEJ-'—ZQ - ﬁZEJ"'ZE)

n+1

n+1

(2.4)

Burada a ve B degerleri A° — (abx?)A —abx? = 0 karakteristik denkleminin kokleridir.

Ayrica,
Aé’(n) = T - Ay X {:]:1(61, b,X) — beO(a, b,x)}f(n)
(ab)lfl(a-ﬁ)lezl
x {axF; (a, b, x) — Fo(a, b,x) — abx?Fy(a, b, x)}1 5™,
psM
Bg(n) = X ‘7:0 (al bl x):

(ab)l%J+1(a_B)xn+2$(n+1)

a=1+c¢ca? B=1+¢B% a=i+ha? B =i+hp? seklindedir. Burada

En)y=n-2 EJ dir [32].
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Ispat: Binet formiiliiniin ispati igin n ‘in ¢ift ve tek olmasi durumlari ayr1 ayri
incelenecektir. Bunun i¢in (1.17) ile verilen iki periyotlu Fibonacci matris polinomunun

Binet formili kullanilacaktir.

n = 2k (cift) olmas: durumu:

k € Ny icin,

H:FZk (a; b; X) = Tzk(a; b; X) + iT2k+1(a, b, x) + £T2k+2(a, b, x) + hT2k+3(a, b’ x)
HF, (a, b, x) = Ag(a®* — B?¢) + By(a?*+? — p2k+2)

+i(A1(a2k+1 — BZRH1) 4 B (q2K+2 — ﬁ2k+2))
+£(A0(a2k+2 — B2R+2) 4 B (a?k+4 — ﬁ2k+4))

+h(A1(a2k+3 — B2K43) 4 B, (a2k+4 — 52k+4))

HF,,(a,b,x) = Aga®* (1 + ea?) — A, (1 + €B?) + Bya?**2(1 + ea?)
—BoB***?(1 + €B?) + A;a®** (i + ha?) — A f**1(i + hp?)

+B,a?**2(i + ha?) — B, f?**2(i + hpB?)

Burada a, 3, a ve B ifadeleri asagidaki gibi segilirse,

a=1+¢ea? B=1+¢ep% a=i+ha? B=i+hp?

olur. Buradan sonug olarak

HF 3. (a,b,x) = Ag(a®*a — B**B) + By(a?*2a — B2+2p)
_|_A1(a2k+1 a-— ,82k+1£+ Bl(a2k+2 a— ﬁZk+2E) (25)

elde edilir. Benzer sekilde HF ;. (a, b, x) ifadesi de elde edilmelidir.

n =2k + 1 (tek) olmas: durumau.:

k € Ny igin,

HT2k+1(ar by x) = T2k+1(ar br x) + i?2k+2(al b' x) + £?Zk+3 (al b, x) + h?2k+4(a’l bl x)
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HFz41(a, b, x) = Ay (a®*t — B2*1) + B, (a2 — p2+2)

+i(A0(a2k+2 — B2H+2) 4 B (a?Ht — '32k+4))
+£(A1(a,2k+3 — B2R+3) 4 B, (a?k+4 — '32k+4))

+h(A0(a2k+4 — B2R+4) 4 B (a6 — ﬁ2k+6))

HF 5 11(a, b, x) = A;ja?**1(1 + ga?) — A B***1(1 + £62) + Bya?*2(1 + £a?)
—B, B7**2(1 + £B?) + Aga®**2(i + ha?) — Agf****(i + hpB?)
+Boa?**(i + ha?) — Byf?***(i + hB?)

Burada a, ﬁ, ave E ifadeleri asagidaki gibi segilirse,

a=1+¢ea? B=1+¢ep% a=i+ha? B=i+hp?

olur. Buradan sonug olarak
HF 5 41(a, b, x) = Ay (a2k+1g— ’32k+1£) + B, (aZk"'Zg _ .82k+2ﬁ)

+A0(a2k+2 g _ B2k+2£) + Bo(a2k+4 % _ B2k+4ﬁ)' (26)

elde edilir.

Sonug olarak elde edilen Denklem (2.5) ve Denklem (2.6) ‘daki esitlikler tek bir esitlik

ile ifade edilmek istenirse,

H?‘n(a, b, X) = Af(n) (a”g — ,Bnﬁ) + Bf(n) (azlgl-i-zg — ﬁZEJ+ZE)

n+1 n+1

HAgmn) (a”“g - ﬁ"“g) + Ben+1) (az TJ”g - ﬁleJ”E)

olarak elde edilir ki bu da ispati tamamlar. m
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Asagidaki sonugcta, iki periyotlu Fibonacci matris hibrinomiyalleri i¢in bazi toplamlarin

elde edilisleri gosterilmektedir.
Sonug 2.1: [32] k > 0 i¢in asagidaki esitlikler saglanir.

. _ , Ep1=EF, +a1=¢MpEMF, _ —aF, +abxFy—bF,
i. YR IHF(a,b,x)=(1+i+e+h)| n? — e e Ml

—(i+e+h)(Fy—F) - (e+h)(Fy — Fpy1) — h(F, — Fryp),

B n _k _ (1+it+et?+ht?)
i Xk=o HFi(a,b,)t™" = 1-(abx?+2)t2+t4

o~ o o s H U F + ©OF; — t?[(abx? + DF, — axFy] — t(F, - be-O)]

—(it + &t? + ht3)(Fy — Frpat ") — (et? + ht®)(Fy — Fpyat =)
—ht3(Fy — Fpyst~ @),

[?n—i Fnyr1 | Fn _ Fnio

b b
] 2. pt3) [t3 + bxt? — t —t% + bxt ——
i Xilo HFy(a, b, x)t ™% = ISJr:J;Tz)J;Zit)‘*( ‘1 .
abx t2+axt—1 t3— (abx? + 1t + bx

—(it + et? + ht3)F, — (et + ht*)F, — htF,.

Ispat: Oncelikle (i) maddesinin ispat1 ile baslanacaktir. Ispat boyunca Fy (a, b, x) = F,

almacaktir. ki periyotlu Fibonacci matris hibrinomiyallerin tanimindan faydalanarak ve

bazi cebirsel islemler yardimiyla,

koHF(a,b,x) = ¥RooFy + iXk=0Fkr1 + €XkzoFrrz + AYRZ5Fes
= Y=o Fr + IR0 Fre — Fo + F)
+&(TRz0Fi — Fo = Fr + Fy + Fria)
+h(TRsoFk — Fo — F1 — Fo + Fy + Frpq + Fio)
=A+i+e+hYiF—({+e+M)(F,—F)

—(e+ h)(F, — Fpi1) — h(F, — Fryz)
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adMWp1=EMF, 4q1-¢MWpEMF, | —aF; +abxFy—bF,
abx

elde edilir. Sonu¢ olarak YRZ1F, = ifadesi

yerine yazilirsa (i) maddesinin saglandig1 agik¢a goriiliir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi (ii)) maddesinin ispati ele alinacaktir. Yine (i) maddesine benzer sekilde, iki
periyotlu Fibonacci matris hibrinomiyallerin tanimindan faydalanarak ve bazi cebirsel

islemler yardimyla,
Y=o HFi (@, b, x)t™ = ¥ o Fut ™ + i¥R_ 0 Frrrt ™ + €Xjmo Fraat ™™
+hY R Frest™
= Yoo Frt ™ + it¥ R Frpat "D + et2F0_( Freypt ~**2
+ht3Y o Fiepzt~ k)
= ThooFit ™ + it (Too Fiet ™ = Fo + Frpat ")
+et?(TpooFrt ™8 = Fo = Fy + Fppg t ™D + F ot (042))
+ht3 QR Frt ™ —Fy — Fy — Fp)
FREP (Frat™0D 4 Fr oyt 4 Fy 57 9)
= (14 it + &t? + ht®) (TR o Fit ™*) — (it + &2 + ht®)(Fy — Fppp D)
—(&t? + ht®)(Fy — Fpyot D) — ht3(F, — Fppst~ @),
1

- Fn-1 _ Fne1 | Fn _ Fnsz 4 3
Sonug olarak Y}_,Fjt™* = [" - 4in_Int2 4 gdp 43 p
(5: Zk—o k 1—(abx2+2)t2+t4 tn—l tn—3 tn tTl—Z 0 1

t?[(abx? + 1)Fy — axF;] — t(F; — beO)] ifadesi yerine yazilirsa (ii) maddesinin

saglandig1 acikga goriiliir. Boylece ispat tamamlanir.

Son olarak (iii) maddesinin ispati verilecektir. Iki periyotlu Fibonacci matris

hibrinomiyallerin tanimindan faydalanarak ve bazi cebirsel islemler yardimiyla,
Yie=o HFy (a, b, x)t ™" = T o (Fy + iFypq + €Fpyp + hFp )t ™™

= Yk=0 Tkt_k +iYo Tk+1t_k + 821?:0Tk+2t_k
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+h X0 Frest™
= Yoo Fiet ™ + it X Frepat ™D + 62 P2 Frey ot ~KF2)
+ht3 Yo Frepgt 3
= Yo Frt ™+ it(Cpio Frt ™ —Fp)
+et?(Uizo Fit ™ —Fo — Fit™)
+ht3 (X Fet ™ = Fy — Fit ™t = Fpt™2)

= (1 + it + &t? + ht3) Y3 Fxt ™% — (it + €t? + ht®)F, — (et + ht?)F; — htF,.

Sonug olarak

3 4+ bxt? —t Zt2+bxt—§
T 1—(abx2+2)t2+t*

R el
t?+axt—1 t3— (abx?+ 1)t + bx

ifadesi yerine yazilirsa ispat tamamlanir. m
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BOLUM 3
GENELLESTIRILMIiS LUCAS MATRIS HIBRINOMIiYALLERI

Bu boliimde genellestirilmis (iki periyotlu) Lucas matris hibrinomiyalleri ve bu matris
hibrinomiyallerinin Binet formiilii, {irete¢ fonksiyonu ve bazi 6nemli toplam formiilleri
ele alinacaktir. Fakat bu matris hibrinomiyallerini tanimlayabilmek i¢in oncelikle iki
periyotlu Lucas matris polinomlarin1 tanimlamak gerekmektedir. Bu boliimde elde
edilen tiim veriler “On the Generalized Fibonacci and Lucas Matrix Hybrinomials”

isimli ¢aligmada verilmis olup bu makale heniiz hakem incelemesindedir [32].

Bu boliimde asil incelecek olan iki periyotlu Lucas matris hibrinomiyalleri tanimina
gecmeden Once genellestirilmis (iki periyotlu) Lucas matris polinomlar1 hakkinda bilgi

verilmelidir.
3.1. Genellestirilmis Lucas Matris Polinomlari
Ilk olarak iki periyotlu Lucas matris polinomunun tanim1 verilecektir.

Tamim 3.1.1: n € N ve a ve b sifirdan farkli herhangi iki reel say1 olmak iizere, iki

periyotlu Lucas matris polinomu (£,,(a, b, x));

bxL,_i(a,b,x)+ L,_,(a,b,x), nciftise

Ln(a,b,x) = {aan_l(a, b,x) + L,,_,(a,b,x), nickise (3.1)
ax 2 (ax)* + 2% ax

baslangi¢ sartlar1 Ly(a, b, x) = <2g —ax> ve L;(a,b,x) = 2%y . | ile
b — 2=
b b

yukaridaki sekilde tamimlanir. Buna ek olarak iki periyotlu Lucas matris

polinomu (£, (a, b, x))

&)
(%) lar1(a, b, x) l,(a,b,x)

L, (ab,x)=
' @O t@bn (O @b

(3.2)
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olarak ifade edilebilir. Burada [,,(a, b, x) ile gosterilen ifade (1.21) bagmtisinda verilen
iki periyotlu Lucas polinomudur. Burada é(n) = n — 2 EJ dir [32].

Teorem 3.1.1: iki periyotlu Lucas matris polinomlar: igin Binet formiilii asagidaki

gibidir.

a "t Agmy+ B Beny

L,(a,b,x) = 2 (3.3)
(abxz)[fl
Burada
Ay = R (%):r)l) %’; (ai’;z)f(n) a{( )
" n

(%) (aZiZ) a (ax)f(nﬂ) (%)
ve
Ben = (ax)§+D) (%)f(n) aﬁ; (a(;iz)f(n) 4

(%) (a(;iz){(n) B (ax)f(n+1) (%)f(n)

olarak verilmistir. Ayrica a ve B, A% — (abx?)A — abx? = 0 karakteristik denkleminin

kokleridir. Burada ¢ (n) = n — 2 |2 dir [32].

Ispat: Binet formiiliiniin ispat1 i¢in n ‘in ¢ift ve tek olmasi durumlari ayri ayr
incelenecektir. Bunun i¢in denklem (3.1)’de verilen iki periyotlu Lucas polinomunun

Binet formili kullanilacaktir.

n = 2k (cift) olmas: durumu:

k € Ny i¢in,
$(2k)
I ( b ) _ (%) l2k+1(al blx) lzk(a, b, x)
2D 2= o o\ E@2K)
(g) l2k(al bl x) (;) lzk_l(a, b, x)
a\ (ax)$@k+1)(g2k+1, p2k+1y (ax)f(zk)(azk_'_ﬁzk)
_ (abx?)l 2 (abx2)l 2
- a (ax)f(Zk)(O_er_FBZk) a (ax)f(Zk—l)(‘XZk—l_l_ﬁZk—l)
(_ = (E) [E
(abx?)l 2 (abx?)2
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(g) (ax)(a2k+1+32k+1)
b

(a2k+ﬁ2k)

_ (abx2)k+1 (abx2)k
- (2) (a’2k+ﬁ2k) (E) (ax)(aZk_1+ﬁ2k_1)
b/) (abx?)k b (abx?)k
(ax)a? (ax)p?
— a?k—1 abx? a + pk—t abx? B
(abx?)k\| (a (abx?)k\ (a
(—) a ax (—) B ax
b b
(ax)a? a (ax)B? B
bulunur. Burada A4, = a;xz ve By = a:xz olarak segilirse
(e ax ()p ax

(XZk—lx‘To+ﬁ2k_1EO

sz (a; b' x) =

(abx?)k

elde edilir.

n =2k + 1 (tek) olmas: durumu:

k € Ny i¢in,

L2k+1 (a, b, X) =

a (ax).‘;’(zk+2)(a2k+2+ﬁzk+2)

(%)E(2k+1) l

(%) Lok+1(a, b, x)

l2k+1(a' b,X)

(%)f(2k+1) lzk (a’ b’ x)

2k+2(a; b: X)

b

(ax)§(2k+1)(a2k+1+ﬂzk+1)\

/ l2k+3J l2k+2J
| (abx?) (abx?2) |
a (ax).‘;’(zk+1)(a2k+1+ﬁzk+1) a (ax)f(zk)(azk_l_ﬂzk)
\ b l2k+2J (;) l2k+1J /
(abx?) (abx?)
2k+2+B2k+2) (ax)(a2k+1+ﬂ2k+1)
(abe)k+1 (abe)k+1
( (ax)(a2k+1+[i’2k+1) (g) (a2k+ﬁ2k)
(abx?)k+1 b/ (abx?)k

o (e

a? (ax)a (g) B (ax)B
abx?  abx? + B2k b/ abx?  abx?
e (@) )| (@)@ (o
abx? (b) b/ abx? b

T
b
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(E) a? (ax)a g) B (ax)B

b/ abx? abx? abx? abx?
B ae ) (e ()
b/ abx? b b/ abx? b

a’2k51+ﬁ2k§1
(abx?)k

bulunur. Burada A; = olarak segilirse

L2k+1(a, b, X) = (35)

elde edilir.

Sonug olarak elde edilen Denklem (3.4) ve Denklem (3.5) “deki esitlikler tek bir esitlik

ile ifade edilmek istenirse, iki periyotlu Lucas matris polinomlari i¢in Binet formiili,

a ™t Agy+ BT Ben

L’)’l(al b; x) = lﬂ] '
(abx?)l2

seklinde elde edilir. Burada

Ao = (ax)En+D) (%)f ™ a:; (az;)f(n) .
(%) (a(;iz)f(n) a (ax)é@+D) (%)f(")

ve

B = (ax)En+D (%)f ) aﬁ; (az;)f(n) 5
(%) (azzz)f(n) B (ax)§m+D) (%)f(")

olarak verilmistir. Boylece ispat tamamlanmistir. m

Teorem 3.1.2: Iki periyotlu Lucas matris polinomlar i¢in iirete¢ fonksiyonu

1
1—-(abx?2+2)t2+t4

YiZoLi(a b, x)t" =

(ax + (azx2 + 2%) t + axt? — 2%t3 2 + axt — (abx? + 2)t? + axt?
X

22 4 Lxy (a2x2 + 25) 2+ _ax +2%¢ + Bax + a?bx®)t? — t3 (a2x2 + 25)> 39
b b b b b b

seklindedir [32].
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Ispat: Iki periyotlu Lucas matris polinomlari igin iirete¢ fonksiyonu F(t) olsun. Bu
durumda

(1 —axt —t>)F(t) = Ly(a,b,x)+t(Ly(a,b,x)—axLy(a,b,x))

+ z (L;(a,b,x) —axL;_1(a,b,x) — L;_5(a,b,x))t!
i=2

elde edilir. £,;,1(a, b,x) = axL,;(a, b,x) + L,;_1(a, b, x) bagintisindan
(1—axt —t>)F(t) = Ly(a,b,x)+t(Ly(a,b,x)—axLy(a,b,x))
£ (L@, h,x) = axLys(a,b,x) = Lyyp(a,b, 1)

i=1

= Ly(a,b,x)+t(Ly(a,b,x)—axLy(a,b,x))

+(b— a)xtz Lys_a(a, b, x)e%1,
i=1

elde edilir. Simdi
f(©) =X2, Lyioq(a, b,x)t?1
ifadesini ele alalim.

Lyiv1(a,b,x) = axLy(a b,x)+ Lyi—1(ab,x)
= ax(bxLy;_1(a,b,x) + L;;_,(a,b,x)) + L;_1(a,b,x)
= (abx?® + 1)Ly;_1(a,b,x) + axLy;_,(a, b, x)
= (abx? + 1)Ly;_1(a,b,x) + Ly;_1(a,b,x) — Ly;_3(a, b, x)
= (abx? +2)Lyi_1(a, b, x) — Ly;_3(a, b, x),

elde edilir.
(1 — (abx? + 2)t% + t*)f(t) = L1(a,b,x)t + L3(a, b, x)t3 — (abx? + 2)L,(a, b, x)t3
Buradan,

£ = Li(abx)t+Lz(abx)t3—(abx?+2)Li(ab,x)t3
- 1—(abx2+2)t2+t*

_ Ly(abx)t+(axLo(abx)—L1(abx))t3
- 1—(abx2+2)t2+t*

olur. Sonug olarak elde edilen tiim veriler yerlerine yazilirsa;
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Lo(a,bx)+tLy(a,b,x)+t? (be1 (a,b,x)—Lo(a,b,x)—abx?L, (a,b,x))+t3 (axLo(a,b,x)—Lq(a,bx))
1—(abx2+2)t% +t*

F(t) =

(ax)? + 2% ax

ax 2
bulunur. Ly(a,b,x) = (25 —ax> ve L,(a,b,x) = degerleri
b

2
a“x a
- 2=

b b

yerlerine yazilirsa ispat tamamlanir. m

Asagidaki sonugcta, iki periyotlu Fibonacci matris polinomlari i¢in bazi toplamlarin elde

edilisleri gosterilmektedir.

Sonu¢ 3.1.1: [32] k = 0 i¢in asagidaki esitlikler saglanir. Burada esitliklerin sag

taraflarinda £,,(a, b, x) = L,, olarak alinmistir. Ayrica é(n) = n — 2 BJ dir.

afWp1=$Mig,  +al=$WpSM L _br +abxLo—aly
abx ! (37)

i YriLi(a,b,x) = [

ii. X, Lelabx)t™h = ———— (3.8)

1—(abx2+2)t2+t*

x [fact - S Sn S g 4632 — ¢2[(abx? + 1)Lo — bxLy] - €L, — axLy)|

tn—1 tn—3 tn—2

Ispat: Oncelikle (i) maddesinin ispat1 ile baslanacaktir. Iki periyotlu Lucas matris

polinomlarinin tanimindan faydalanarak ve bazi cebirsel islemler yardimiyla,

Z;(l;(%[’k(al b,X) = LO(aJ b,X) + Ll(a' b,X) + LZ(a' b,X) +t Ln—z(a; b; x) + Ln—l(albl x)

LZ(a' b,X) - LO(a' b,X) +L3(a; b;x) _Ll(aﬂbﬂ x) +

= Ly(a, b,
o(a b,x) + bx ax

Ln—l(a: b, X) - Ln—3(a' b' X) Ln(a' b' x) - Ln—z(a! b! x)
+ 2T pEm + prITRE e

Lyo(a,b,x) Ly(a,b,x) L,_,(ab,x) L,(a,b,x)
bx Bl ax al=$MpEm)y ~ S p1-E(n)

= LO(al blx) -

_afWp=Emg, 4@t WM L — pLy 4+ abxLy — aL
Bl abx
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elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. Benzer sekilde, iki periyotlu Lucas matris

dizilerinin Binet formiilii yardimiyla (ii) maddesinin ispat1 kolaylikla yapilabilir. m

Sonu¢ 3.1.2: [32] kK =0 icin (3.8) esitliginin bir sonucu olarak asagidaki esitlik
saglanir.

Yo Li(a, b, x)t™* = ‘

T 1—(abx2+2)t2+t*
<ax1:3 + (azx2 + 2%) t? + axt — 2% 2t3 + axt? — (abx® + 2)t — ax >
) .(3.9)

2 2
2%1:3+%t2—(azx2+22)t—u —axt? +2§t2 +(3ax+asz3)t—(a2x2 +2%

b b

Asagidaki teoremde iki periyotlu Fibonacci matris polinomu ile iki periyotlu Lucas

polinomu arasindaki bagintilar verilecektir.

Teorem 3.1.3: iki periyotlu Fibonacci matris polinomu F,(a, b, x) ile iki periyotlu
Lucas matris polinomu £, (a, b, x) arasinda asagidaki bagntilar saglanir [32].
&(n)
i. Lo(a,b,x)F,(ab,x)= (2)

a

Ly(a,b,x)

a

é(n+1)
- (5) (Fn-1(a,b,x) + Fny1(a, b, x)),

y p\E)
ii. F,(a,b,x)Ly(a,b,x) = Ly(a,b,x)F,(a,b,x)= (—) L, (a,b,x),

a

iii.  Fy(a,b,x)L,(a,b,x) =L, (a,b,x)F,(a,b,x)
&)
= (%) (Tn+2(a, b,x) + F,(a, b,x))

= (E)E(nﬂ) Lni1(a, b, x).

a

Ispat: Teoremin ispati, (1.15), (3.2) denklemleri ve

2(a,b,X) = Gn_1(a, b, %) + Gns1(a, b, %)

ile  (abx?+ 4)q,(a,b,x) = l,_1(a,b,x) + l,41(a,b,x) Ozdeslikleri  yardimiyla
kolaylikla yapilabilir. m
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3.2. Genellestirilmis Lucas Matris Hibrinomiyalleri

Bu alt bolimde iki periyotlu Lucas matris hibrinomiyallerinin tanimi, Binet formiilii,
iirete¢ fonksiyonu ve bazi toplam formiilleri sunulacaktir. Ilk olarak, iki periyotlu Lucas

matris hibrinomiyalinin tanimi verilecektir.

Tamm 3.2.1: x herhangi bir degisken, a ve b sayilari R — {0} a ait herhangi iki say1

olmak tizere, iki periyotlu Lucas matris hibrinomiyali;
HL,(a,b,x) = Ly(a,b,x) +iL,,1(a,b,x) + €L,,,(a,b,x) + hL,,3(a, b, x),n € N, (3.10)
seklinde tanimlanir. Burada £,,(a, b, x), iki periyotlu Lucas matris polinomudur [32].

Teorem 3.2.1: (3.10) bagintisinda verilen HL,(a, b, x), tim pozitif tamsayilar icin
asagidaki esitligi saglar.

Lii(mab,x) Li,(n;ab,x

HE,(ab,x) = L1 ( ) Laa( ) (3.11)
Ly (n;a,b,x) Ly,(n;a,b,x)

Burada,

~ &(n) §(n+1)

Ly1(n;a,b,x) = (%) Ls1(a,b,x) +1i (%) ly+2(a, b, x)

&(n+2) &(n+3)
+£(2) nss(a,b, %) + R (%) L.a(a b, x)

[:1,2 (n;a,b,x) =1,(a,b,x) +il,.1(a b,x)+ €l,,,(a, b,x) + hl,,5(a,b,x)
[22,1 (n;a,b,x) = %(ln(a, b,x) +il,1(a b, x) + €l (a,b,x) + hl, 5(a,b,x))

Ez,z (n;a,b,x) = (E)E(n)

b a)f(n+1

)
l,_1(a,b,x)+ i(; l,,(a,b,x)

()

(n+3)

lhaa (@b, ) + 1 (5) T Lyaa(a,b,x)

seklindedir. Burada ¢é(n) =n—2[§] dir ve [,(a,b,x) iki periyotlu Lucas matris

polinomudur [32].
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Ispat: Iki periyotlu Lucas matris hibrinomiyallerinin tanimindan,
HL,(a,b,x) = L,(a,b,x)+iL,,,(a, b,x)+ &L,,,(a b,x)+ hL,,5(ab,x)

oldugu agiktir. Bu tanimda (3.2) esitligi yerlerine yazilirsa,

&(n)
(%) l‘l’l+1(a; b,X) ln(al b,x)

HL,(a,b,x) =
§(m)
S@bx) (%) lea(abx)

Tl+2(al blx) ln+1(a, b,x)

&(n+1)
n+1(a b, x) (%) l,,(a,b,x)

E(n+2)
l,42(a, b, x) (%) l,+1(a, b, x)

f(n+3)
n+4(a: b,X) ln+3(a, b,X)

f(n+ )
< l,+3(a, b, x) l+2(a, b, x)

&(n+3)
l,4+3(a, b, x) (%) l,+2(a, b, x)

elde edilir. Sonug olarak basit cebirsel islemler yapilarak ispat tamamlanir. m

Asagidaki teorem iki periyotlu Lucas matris hibrinomiyalleri i¢in iirete¢ fonksiyonunu

ifade etmektedir.
Teorem 3.2.2: Iki periyotlu Lucas matris hibrinomiyali i¢in iirete¢ fonksiyonu;

11 1
1+l +&5 2+ht3

Yoo HL,(a, b, x)t™ =

1- (abx2+2)t2+t4

ax + (azx2 + 2%) t + axt? — 2;t3 2 + axt — (abx? + 2)t? + axt?

X 2 2

20+t (a2x2 + 2%) t2 4+ 263 —ax + 27t + (Bax + a?bx®)t? — 3 (a2x2 +2 )

b

—i%Lo(a; b,x) — stiZLo(a, b, x) — S%Ll(a’ b, x)

—ht%lio(a, b,x) — htizﬁl(a, b,x) — h%Lz (a,b,x) (3.12)
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seklindedir. [32].

Ispat: 1lk olarak ispat boyunca L,(a,b,x) = L, olarak alincaktir. zOncelikle iki

periyotlu Lucas matris hibrinomiyalinin tanim1 kullanilarak,

Yo HLy(a, b, x)t" = Yo o(Lyy + iLyq + €Lpyp + RL, )"
= Yo Lt + i o Lyt + EX T 0 Lniat" + h Y o Ly st™
= S0 Lat™ + iy Tz Lut™ = i Lo

1 coo n 1 1
+£t—22n=0Lnt — gt_zLO — S;Ll

1 oo 1 1 1
+ht_32n=0Lntn — ht_3L0 — ht_le — thz

elde edilir. (3.6) bagntis1 yerine yazilirsa,

Yoo HL,(a, b, x)t" =

L ax + (azx2 + 2 %) t + axt® — 2%1:3 2 + axt — (abx® + 2)t* + axt®

—(abx? 24 44 2 2
1-(abxt42)etse 2§+%t—(a2x2+2§)t2+%t3 —ax+2§t+(3ax+a2bx3)t2—t3(a2x2+2§)

L ax+(a2x2 +2%)t+axt2 —2%1:3 2 + axt — (abx? + 2)t? + axt3
H— \
1-(abx2+2)t2+t* a‘x

b

a

a — (g2 42 a2 @x,3 a 21,3V42 _ +3( 242 3 982
2b+ t (ax +2b)t+bt ax+2bt+(3ax+abx)t t(ax +2b)

.1
—i-L
t 0

L ax + (a2x2 + 2%) t + axt? — 2%t3 2 + axt — (abx? + 2)t? + axt?

— 2 2414 2 2
1-(abxt )ttt 2%+%t—(a2x2+2%)t2+ab—xt3 —ax + 27t + (3ax + a?bx?)t? — ¢* (a2x2+2%)

1 1
—&e=Ly,—&-L
£2 70 t 1

2

L ax + (azx2 + 2%) t + axt? — 2 §t3 2 + axt — (abx? + 2)t* + axt®

1—(abx+2) 2 +¢* 2 2
(abx®+2)e%+e 2§+%t—(a2x2+2§)t2+ab—xt3 —ax+2§t+(3ax+a2bx3)t2—t3(a2x2+2§)

1 1 1
_ht_3L0 - ht_ZLl - h?,[.:z
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olur. Sonug olarak £,, = L,,(a, b, x) ifadesi yerine yazilirsa asagidaki bagimnti elde edilir.

.1 1 1
1+lz+£t—2+ht—3

Yoo HL,(a, b, x)t" =

1-(abx2+2)t2+t*

a ax, (32 a\,2, &%z _ a 2p3V+2 _ 43 (4242 1 92
2 +—-t (ax +2b)t+bt ax+2bt+(3ax+abx)t t(ax +2b)

(ax + (azx2 + 2%) t +axt? — 2%t3 2 + axt — (abx? + 2)t? + axt? >
X
b

—i%L‘O(a, b,x) — stizﬁo(a, b,x) — s%Ll(a, b, x)

—h= Lo(a,b,x) — h= Ly(a,b,x) — h= L, (a,b,x)

Boylece ispat tamamlanir.m

Asagidaki teorem iki periyotlu Lucas matris hibrinomiyalleri i¢in Binet formiiliinii ifade

etmektedir.

Teorem 3.2.3: Her n € N icin, iki periyotlu Lucas matris hibrinomiyalinin Binet

formiilii asagidaki sekildedir;

A = n-1z4 B = n-1p A n nG4+B n np
HL,(a,b,x) = M@ @b B | Agmin@ @+ Beni)fTh (3.13)
(abxz)[i (abxz)[TJ

Burada a« ve B degerleri A? — (abx?)A —abx? = 0 Kkarakteristik denkleminin

kokleridir. Ayrica,

foneny (@i a2 e \EOD
@O e
GG @ @ ()
&) p2 &)
(@O @
G)Gw) 8 @ ()
G=1+22 f=1+L g=i+22 F=i+2E seklindedir. Burada
abx abx abx abx

£(n) =n — 2|2 dir [32].
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Ispat: Binet formiiliiniin ispat1 igin m ‘in ¢ift ve tek olmasi durumlar1 ayr1 ayri
incelenecektir. Bunun i¢in (3.3) ile verilen iki periyotlu Lucas matris polinomunun

Binet formili kullanilacaktir.

n = 2k (cift) olmas: durumu:

k € Ny icin,

HLZk(a, b, X) = LZR(CL, b, X) + iL2k+1(a, b,X) + £L2k+2(a, b, X) + hL2k+3(a, b,X)

HE (a b x) _ Aga?k=14Byp2k=1 A a?k4p, g2k Aga?l+1ypy g2+t Aja2k+24p g2k+2
2k \% 1y (abx2)k (abx?)k (abx?)k+1 (abx2)k+1
Aga?k—1 £a? B()/?Zk_1 8ﬁ2 Aja?k [, ha?
HLaglabx) = 0 (14 S0 30 (') |t (e
2k( re ) (abx®)k + abx? + (abx?)k + abx? + (abx?)k + abx?
n Blﬁzk (. hBZ)
(abx?)k abx?

Burada @, 8, @ ve B ifadeleri asagidaki gibi segilirse,

ea® 5 ep?

=1+ f=1+

olur. Buradan sonug olarak

0aZk_1§+BOﬁZk_1E’+A1a2k5+31B2k§
(abx?)k

HL, (a,b,x) =2 (3.14)

elde edilir. Benzer sekilde HL, ., (a, b, x) ifadesi de elde edilmelidir.

n =2k + 1 (tek) olmas: durumau.:

k € Ny i¢in,
HL2k+1(a' b: x) = L2k+1(al b; x) + iL2k+2 (al b' x) + 8L2k+3(al b' x) + hL2k+4- (a! bl x)

A1a2k+3132k 'A0a2k+1+BOB2k+1 A1(Z2k+2+31ﬁ2k+2 A0a2k+3+30ﬁ2k+3
(abe)k (abe)k+1 (abe)k+1 (abXZ)k+2

HL2k+1(a, b, X) =

_ Alazk ( saZ) Blﬁzk ( i) A0a2k+1 (_ L‘z)
HL2k+1(a' b' X) - (abx?)k 1+ abx? + (abx?)k 1+ abx? + (abx?)k+1 L+ abx?

BOB2k+1 R hﬁz
(abx?2)k+1 (l + )

abx?
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Burada @, B, @ ve 8 ifadeleri asagidaki gibi segilirse,

_ ea? 5 ef? = _ ha? 5 hp?
a_1+abx2’ﬁ_1+abx2’a_l+abx2”8_l+abx2
olur. Buradan sonug olarak
_A a?ka+B ﬁZkE Ana2kt1ig4+B ﬁ2k+1E
HLZk"rl(a; b; x) - 1 (abxz)lk > (abxz)’?"'l (3-15)

elde edilir.

Sonu¢ olarak elde edilen Denklem (3.14) ve Denklem (3.15) ‘deki esitlikler tek bir

esitlik ile ifade edilmek istenirse,

Ag(n+1) @ @+B 1) B
mtl)
2

A n—-1- B n-1p
HL,(a,b,x) = 20 =2 oL

(abxz)lf (abxz)[

olarak elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar. m

Asagidaki sonugta, iki periyotlu Lucas matris hibrinomiyalleri i¢in bazi toplamlarin elde

edilisleri gosterilmektedir.

Sonu¢ 3.2.1: [32] k = 0 i¢in asagidaki esitlikler saglanir. Burada esitliklerin sag

taraflarinda £, (a, b, x) = L,, olarak alinacaktur.

aéWp1-Sg, 4ql=$MpsM e, _pr, +abxLo—al,
abx

i YRAHLi(ab,x)=(1+i+e+h)

—({i+e+h)(Ly— L) —(e+h)(Ly —Lpy1) —h(Ly — L),

_ (1+it+et?+ht?)

. wn -k retTHhatt)
. XR-oHLik(a b, )t™ = 1—(abx2+2)t2+t*

x [fact - Swe g Sn S pg 4632 — ¢2[(abx? + 1)L — bxLy] — t(£; — axLy))

—(it + £t + ht3)(£0 - Ln+1t_(n+1)) — (et? + ht3)(1:1 - Ln+zt_(n+2))

—ht3(L, — L3t~ )
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o oo _k _ t(1+it+et?+ht®)
iii. Xjeso HLw(a, b, x)t™ = 1-(abx2+2)t2 +t*

axt® + (Clzx2 +2 f) t? — axt + 2% 26° + axt® + (abx® + 2)t + ax
X

2 2
zft3 +%t2 + (a2x2 + 2§)t+ab—x —axt® + thz — (3ax + a®bx®)t + (aZxZ + 2%)

—(it + t? + ht3) L, — (et + ht*)L, — htL,.

Ispat: Oncelikle (i) maddesinin ispat1 ile baslanacaktir. iki periyotlu Lucas matris

hibrinomiyallerin tanimindan faydalanarak ve bazi cebirsel islemler yardimiyla,

YhooHLi(a, b, x) = YR20 Ly + I35 =5 Lier + €XR=o Licvz + RYRZ0 Lycss
=Yool IR L — Lo + Ly)
+e(XRzo L — Lo — Ly + Ly + Lii)
+h(ERzoLi — Lo — L1 — Lo+ Ly + Lyiq + L)
=(1+i+e+h)YiiLy—(i+e+h)(Ly—Ly)
_(8 + h)(Ll - Ln+1) - h(LZ - Ln+2)

asMp1=Emp  4ql=E0WpEM L _pri+abxLy—aLy
abx

elde edilir. Sonug olarak Y#=3 L, = ifadesi

yerine yazilirsa (1) maddesinin saglandig1 acik¢a goriiliir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi (ii) maddesinin ispat1 ele alinacaktir. Yine (i) maddesine benzer sekilde, iki
periyotlu Lucas matris hibrinomiyallerinin tanimindan faydalanarak ve bazi cebirsel

islemler yardimiyla,
Yk=oHLy(a,b, x)t7k = Z’ﬁ:oﬁkt"‘ + i2’£=o£k+1t"‘ + 822=0Lk+2t_k
+hYj o Liest™
= VR0 Lt ™ + itN R Lyprt T FTD + €230 Ly, t =KD

+ht3Y 0o Lyyat™*FD)
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= Y0 Lt +it (TR Lyt ™ — Lo+ Lp D)
+et?(Tpoo Lt ™ = Lo — Lg 4 Lopygt 7D 4 Lt~ (142)
+ht3(Thoo Lt ™ = Lo — Ly — L)
Hht3 (Lpg 6D + Lyt ™D + L5t =)
= (1 +it+et? + ht3) (TR Lt %) — (it + &t? + ht®)(Ly — Lp D)
—(8t2 + ht®)(Ly = Lyyot ™™ D) — ht3(L, — L3t~ ™),
1

_ Ln-1 Ln+1 | Ln  Ln+2 4 3
Sonu¢ olarak Y?_.L.t7k = [" - + R nt2 L d L+ t3L, —
Y Zk—o k 1—(abx2+2)t2+t% [¢n-1 tn-3 tn tn—2 0 1

t?[(abx? + 1)Ly — bxL,] — t(L; — axLo)] ifadesi yerine yazilirsa (ii) maddesinin

saglandig1 agikca goriiliir. Boylece ispat tamamlanir.

Son olarak (iii) maddesinin ispat1 verilecektir. 1ki periyotlu Lucas matris

hibrinomiyallerin tanimindan faydalanarak ve bazi cebirsel islemler yardimiyla,
Y oHL (a,b,x)t™ =3% (Ly + iLyyq + €Lyyn + RLp 3 )tTE
= Ym0 Lt * + X0 Lieat ™ + NP0 Ligat ™"
+h Yoo Lisst™
=3 Lt it Yy Ly t™FD + 2 Y% Lyt KFD
+ht3 Yo Lyyst ™)
= Yo Lt R+ it Lt ™ — L)
+et?(Xp_o Lt ™8 =Ly — Lit71)
+ht3(Tioo Lt ™8 — Lo — Lit™! = L,t7?)

= (1 +it+et?+ ht3) X7 o Let™* — (it + €t? + ht3) L, — (et + ht?) L, — htL,.

Sonug¢ olarak
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t
® oLtk =
Zk:o k 1-(abx2+2)t2+t*

axt?® + (a2x2 + 2%) t2 — axt + 2% 263 + axt? + (abx® + 2)t + ax

2 2
zft3 +%t2 + (a2x2 +2§)t+“b—x —axt? +2§t2 — (3ax + a®bx®)t + (azxz +2§)

ifadesi yerine yazilirsa ispat tamamlanir. m
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BOLUM 4

TARTISMA, SONUC VE ONERILER

Bu ¢alisma dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde Hibrit sayilarina yer verilmis
ayrica Fibonacci ve Lucas dizilerinin tarihsel gelisimi detayli bir sekilde ele alinmustir.
Ayrica tezin ilerleyen kisimlarinda kullanilacak olan temel tanim ve teoremlere de bu
boliimde yer verilmistir. Tkinci boliimde iki periyotlu Fibonacci matris hibrinomiyalleri
tanimlanmis ve bu matris hibrinomiyallerin Binet formiild, tirete¢ fonksiyonu ve bazi
onemli toplam formiilleri sunulmustur. Ugiincii béliimde ilk olarak iki periyotlu Lucas
matris polinomu tanimina yer verilmistir. Bu polinomun Binet formiilii ve iireteg
fonksiyonu elde edildikten sonra bazi toplam formiilleri de burada sunulmustur. Daha
sonra iki periyotlu Lucas matris hibrinomiyali tanimi elde edilmistir. Bu matris
hibrinomiyallerin Binet formiilii, iirete¢ fonksiyonu ve bazi toplam formiilleri bu

boliimde sunulmustur. Son béliimde ise tezin literatiire olan katkisindan bahsedilmistir.

Sonug olarak bu tez ¢alismasinda iki periyotlu Fibonacci ve Lucas matris polinomlari
yardimiyla hibrinomiyallerin yeni bir genellemesi olan iki periyotlu Fibonacci ve Lucas

matris hibrinomiyalleri elde edilmistir.

[33] numarali kaynakta iki periyotlu Jacobsthal polinomlar1 hakkinda bilgi verilmistir.
[34] numarali kaynakta ise iki degiskenli iki periyotlu Jacobsthal matris polinomlari
tizerine ¢alisilmigtir. Bu iki ¢alismay1 goz Oniine alarak ve bu tez ¢alismasinda elde
edilen sonuglardan yola ¢ikarak iki periyotlu Jacobsthal matris hibrinomiyallerinin elde
edilip edilmeyecegi arastirilip bu matris hibrinomiyalleri i¢in de benzer bir ¢alisma

yapilabilir.
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