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GEW VE GRLW DENKLEMLERININ SONLU ELEMANLAR YONTEMI ILE
SAYISAL COZUMLERI
(Doktora Tezi)

Halil ZEYBEK
NEVSEHIR HACI BEKTAS VELI UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
Mayis 2016

OZET

Bu tez ¢alismasinda, GEW ve GRLW denklemleri, B-spline fonksiyonlar kullanilarak kol-
lokasyon ve Galerkin sonlu elemanlar yontemleri ile sayisal olarak ¢oziildii. Von-Neumann
tekni8i kullanilarak, lineerlestirilmis algoritmalarin sartsiz kararli oldugu gosterildi. Sayisal
algoritmalar; tek solitary dalga, iki ve li¢ solitary dalganin etkilesimi, Maxwellian baglangi¢
sart1 ile dalga olusumu ve ardigik dalgalarin gelisimini iceren Orneklere uygulanarak test
edildi. Sayisal algoritmalarin performansini kanitlamak i¢in, L, ve L., hata normlar1 hesa-
pland1 ve daha 6nce elde edilen sayisal sonuglarla kargilastirildi. Sayisal algoritmalarin kiitle,
momentum ve enerji ile ilgili 6zellikleri korudugunu gostermek i¢in Iy, I, ve I3 ile ifade
edilen korunum sabitlerindeki degisim hesaplandi. Ayrica, solitary dalgalarin farkli zaman-

lardaki hareketleri grafik cizilerek gosterildi.

Tez, bes boliim olarak tasarlandi. Tezin birinci boliimiinde; GEW ve GRLW denklemleri
tamtildi, bu denklemler icin kapsamli bir literatiir arastirmas1 yapildi. Ikinci boliimde, B-
spline fonksiyonlar ve 6zellikleri, beg farkli lineerlestirme teknigi, dalga teorisi ve sonlu ele-
manlar yontemi tanitildi. Tezin {igiincii ve dordiincii bolimii ana metin olarak inga edildi.
Uciincii boliimde, GEW denkleminin sonlu elamanlar yontemi ile sayisal ¢oziimleri elde
edildi. GRLW denkleminin sonlu elemanlar yontemi ile yaklasik ¢oziimleri ise dordiincii
boliimde verildi. Son boliim olan beginci boliimde ise, elde edilen sonuglar ve Oneriler

sunuldu.

Anahtar kelimeler: GRLW denklemi, GEW denklemi, Sonlu elemanlar yontemi,
B-spline, Solitary dalgalar.

Tez Damisman: Yrd. Doc. Dr. S. Battal Gazi KARAKOC

Sayfa Adeti: 149
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NUMERICAL SOLUTIONS OF THE GEW AND GRLW EQUATIONS USING
FINITE ELEMENT METHOD
(Ph. D. Thesis)

Halil ZEYBEK
NEVSEHIR HACI BEKTAS VELI UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
May 2016

ABSTRACT

In this thesis work, GEW and GRLW equations are solved numerically by collocation and
Galerkin finite element methods using B-spline functions. Using the von-Neumann tech-
nique, it is shown that the linearized algorithms are unconditionally stable. The numerical
algorithms are tested by applying examples including the single solitary wave, the interaction
of two and three solitary waves, the wave generation with Maxwellian initial condition and
the development of an undular bore. To prove the performance of the numerical algorithms,
L, and L error norms are computed and they are compared with the earlier numerical re-
sults. In order to show that the numerical algorithms conserves the properties related to mass,
momentum and energy, the change in conservative quantities represented by Iy, I and /3 is

calculated. Also, the motions of solitary waves are described at different times.

Thesis is designed as a five chapter. In the first part of thesis, GEW and GRLW equations
are introduced, a comprehensive literature search for these equations is made. In the second
chapter, B-spline functions and its properties, five different linearization techniques, wave
theory and finite element method are presented. The third and fourth part of thesis are con-
structed as a main text. In the third chapter, the numerical solutions of the GEW equation are
obtained by finite element method. The approximate solutions of the GRLW equation with
finite element method are given in the fourth chapter. In last section, Section 5, the obtained

results and the suggestions are offered.

Keywords: GRLW equation, GEW equation, Finite element method, B-spline, Solitary
waves.
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icin korunum sabitleri ve hata norm degerleri

Tek solitary dalganin p =4, gen.=1, h=0.1, At =0.025 ve x € [0, 100]
icin korunum sabitleri ve hata norm degerleri

Tek solitary dalganin p =4, gen.=0.6, h=0.1, At =0.01 ve x € [0, 100]
i¢in korunum sabitleri ve hata norm degerleri

Tek solitary dalganin p =2,3,4,6,8,10, ¢=0.03,0.1, h=0.1, Ar=0.01
ve x € [0,100] i¢in hata norm degerleri

Tek solitary dalganin p = 2,3,4 ve x € [0,100] i¢in sayisal sonuglarinin
kargilastirilmast

Iki solitary dalganm etkilesiminin p =2, gen.=2,1, h=0.2, At=0.025
ve x € [0,250] i¢in korunum sabitleri

Iki solitary dalgamn etkilesiminin p = 3,4 ve gen. = 2,1 icin korunum
sabitleri

Ardigik dalgalarin gelisimi i¢in korunum sabitleri
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1. BOLUM
GIRIS

Lineer olmayan dalga olgusu pek cok fiziksel olayr anlamada 6nemli bir yere sahiptir.
Degisen derinlikteki suda, uzun dalgalar hareket denklemleriyle modellenir. Kiigiik genlikli
dalgalar icin tanitilan bu denklemler, lineer olmayan terimlere sahiptir. Ilk olarak, Pere-
grine, pozitif x yoniindeki uzun dalgalarin yayilimindan elde edilen diizenlenmis uzun dalga
(RLW) denklemini, kanaldaki suyun yiizeyindeki kii¢iik genlikli uzun dalgalar i¢in bir model
olarak gelistirmistir [1,2]. Burada, Peregrine, bir uzun dalgadan ardisik dalgalarin gelisimini
incelemistir. Ona gore, uzun dalganin yiikseltisi sig suda yol alirsa, dalga diklesir ve delik
olusturur. Benjamin ve arkadaslari, RLW denklemini daha yaygin olarak bilinen Korteweg-
de Vries (KdV) denklemine alternatif bir model olarak kullanmistir [3]. KdV denklemi,
lineer olmayan dagitic1 ve pek cok diger fiziksel sistemlerde, kiiciik dalga genligi ve genis
dalga uzunlugu varsayimiyla birlikte uzun dalgalar1 tanimlar. Daha sonra, ayni genislikte
hem pozitif hem de negatif genlige sahip olan esit genislikli dalga (EW) denklemi, Morrison
ve arkadaslan tarafindan RLW denklemine alternatif bir model olarak 6nerilmistir [4]. Bu
yiizden RLW denklemine dayanan genellestirilmis diizenlenmis uzun dalga (GRLW) den-
klemi, genellestirilmis esit genislikli dalga (GEW) denklemi ve genellestirilmis Korteweg-de
Vries (GKdV) denklemi ile ilgilidir. Bu denklemler (p+ 1). dereceden lineer olmayan dalga

denklemleridir ve nabiz atigina benzer solitary dalga ¢oziimlere sahiptir [5].

GKdV denklemi,

U + €UPU, + pUyy = 0; (1.1)
GEW denklemi,

U +eUPU, — uU,y =0; (1.2)
GRLW denklemi,

Us + Uz + p(p+ 1)UPUy — Uy = 0 (1.3)

seklinde olup, burada fiziksel sinir sartlar1 x — Foo iken U — 0, alt indis ¢ ve x zaman ve

boyutsal tiirevi ifade eder, € ve p pozitif tamsayidir, i pozitif reel sabittir.



Sinir ve baglangic sartlar
U(a,t) =0, Us(a,t) =0, Urx(a,t) =0,

U(b,t) =0, Uy(b,t) =0, Upix(b,t) =0, (1.4)

U(x,0) = f(x), a<x<b,

olarak secilecektir. Burada f(x); ¢alisilan [a,b] aralifindaki bolgesel diizensizliktir ve daha
sonra belirlenecektir. Akigkanlar probleminde, U su yiizeyindeki diisey yer degistirmeyle
veya benzer fiziksel biiyiikliikle ilgilidir. Plazma uygulamalarinda ise, U negatif elektrostatik
potansiyeli ifade eder. Bu yiizden, (1.1), (1.2) ve (1.3) ile verilen dalga denklemlerinin soli-
tary dalga ¢oziimleri, s1§ sularda lineer olmayan enine dalgalar, plazmadaki iyon akustik ve
manyetohidrodinamik dalgalar ve lineer olmayan kristallerdeki titrercik paketler gibi zayif
lineer olmama ve dagilimli dalgalar ile birlikte pek ¢ok fiziksel olgunun ne anlama geldigini

ortaya cikarir.

Aslinda EW denklemi (1.2) ile verilen GEW denkleminin p = 1 icin 6zel halidir. Su ana
kadar, EW denklemi pek cok analitik ve sayisal ¢oziim teknikleri kullanilarak ¢oziilmiigtiir.
Gardner ve Gardner, kiibik B-spline fonksiyonlarla beraber Galerkin sonlu elemanlar
yontemini EW denklemine uygulamistir [6]. Yine kuadratik B-spline fonksiyonlarla beraber
Petrov-Galerkin sonlu elemanlar yontemi, Gardner ve arkadaslari tarafindan kullanilmistir
[7]. Zaki, en Kkiiclik kareler sonlu elemanlar algoritmasimi EW denkleminin sayisal
coziimlerini elde etmek icin sunmustur [8]. Dogan, lineer sonlu elemanlar kullanarak
Galerkin yontemi ile EW denklemini ¢6zmiistiir [9]. Kuadratik B-spline fonksiyonlar ile bir-
likte iki nokta Galerkin yontemi, Esen tarafindan EW denkleminin yaklasik ¢oziimlerini elde
etmek icin kullanilmistir [10]. Saka, kuadratik B-spline fonksiyonlar kullanarak aralik bolme
ve Galerkin yontemi ile EW denkleminin sayisal ¢oziimlerini elde etmigtir [11]. Dag ve Saka,
Raslan, Fazal-i-Hagq; kiibik, kuartik, septik B-spline fonksiyonlara dayanan kollokasyon

yontemini kullanarak EW denkleminin sayisal ¢oziimlerini elde etmiglerdir [12—-14].

(1.2) ile verilen GEW denkleminde p = 2 olarak alinirsa, elde edilen denklem modifiye
edilmis esit genislikli dalga (MEW) denklemi olarak bilinir. MEW denklemi de pek cok
arastirmaci tarafindan calisilmistir. Esen, iki nokta Galerkin yontemini, kuadratik B-spline
fonksiyonlarla birlikte MEW denleminin sayisal ¢coziimlerini elde etmek i¢in insa etmistir
[15]. Saka, kollokasyon sonlu elemanlar yaklasimint MEW denklemine uygulamigtir [16].
Islam ve arkadaslari, kuartik B-spline fonsiyonlara dayanan kollokasyon yontemini kulla-

narak MEW denklemini sayisal olarak ¢ozmiistiir [17]. Geyikli ve Karako¢, MEW denklem-
2



inin ¢oziimii i¢in septik B-spline kollokasyon yontemini tanitmistir [18]. Ayrica, kiibik B-
spline sekil fonksiyonlariyla beraber iki nokta Galerkin ve Petrov-Galerkin yontemi, MEW
denkleminin yaklasik ¢oziimiinii bulmak i¢in Karako¢ ve Geyikli tarafindan tasarlanmistir

[19,20].

Bu tez ¢alismasinda ele aldigimiz ve Boliim 3 de ¢oziimiinii sundugumuz GEW denklem-
ini ele alirsak, GEW denklemi iizerinde sinirli sayida calisma yapildigin1 goriiriiz. Hamdi
ve arkadaglari, genellestirilmis EW ve genellestirilmis EW-Burgers denklemlerinin tam soli-
tary dalga ¢oziimiinii elde etmislerdir [21]. Evans ve Raslan, Raslan; GEW denkleminin
sayisal ¢oziimlerini elde etmek i¢in kuadratik ve kiibik B-spline kollokasyon yontemini
sunmuglardir [5, 22]. Roshan, deneme fonksiyonu olarak kuadratik B-spline fonksiy-
onunu kullanarak GEW denkleminin sayisal ¢oziimleri icin Petrov-Galerkin sonlu eleman-
lar yontemini arastirmistir [23]. Panahipour, RBF kollokasyon yontemini kullanarak GEW
denklemini sayisal olarak ¢ozmiistiir [24]. Taghizadeh ve arkadaslari, GEW dekleminin tam

ilerleyen dalga ¢Oziimiinii elde etmek i¢cin homojen dengeleme yontemini kurmusglardir [25].

RLW denklemi, (1.3) ile verilen GRLW denkleminde p = 1 alinarak olusturulur. Lit-
eratiirde RLW denklemi iizerinde pek cok ¢alisma vardir. 1960’1arda, Peregrine, ardigik dal-
galarin gelisimi ile beraber RLW denklemini incelemistir [1,2]. Morrison ve arkadaslari,
RLW denkleminin solitary dalgalarinin dagilimi i¢in yaklagik analitik teknik yOntemleri
arastirmiglardir [4]. Dogan, Gardner ve arkadaslari; lineer ve kuadratik B-spline fonksiy-
onlarla birlikte Galerkin yaklagimini kullanmiglardir [26,27]. RLW denklemi i¢in kuadratik
B-spline sekil fonksiyonlar1 kullanilarak kollokasyon yontemi, Raslan tarafindan onerilmistir
[28]. Yine kiibik, septik, kuintik, hem sektik hem de septik B-spline fonksiyonlara dayanan
kollokasyon algoritmas1 kullanilarak RLW denklemi sayisal olarak ¢oziilmiistiir [29-32].
Kuintik ve kuadratik B-spline fonsiyonlar kullanilarak Galerkin sonlu elemanlar yontemi bir
boyutlu RLW denkleminin sayisal ¢oziimlerini elde etmek icin kullanilmigtir [33, 34]. Mei
ve Chen, RLW denklemi i¢in lineer B-splinelar kullanarak yeni Galerkin yontemini dizayn
etmiglerdir [35]. Daha sonra, parametrik quintik splinelara dayanan von-Neumann teknigi

kullanilarak RLW denklemi sayisal olarak ¢oziilmiistiir [36].

(1.3) ile verilen GRLW denkleminde p = 2 olarak alinirsa elde edilen denklem, modi-
fiye edilmis diizenlenmis uzun dalga (MRLW) denklemi olarak adlandirilir. Arastirmacilar

tarafindan MRLW denkleminin sayisal ¢oziimleri kuintik, kiibik, kuartik, septik B-spline



sonlu elemanlara dayanan kollokasyon yontemi kullamlarak bulunmustur [37-42]. Ali,
orgiisiiz kollokasyon yontemini MRLW denkleminin sayisal ¢6ziimii i¢in insa etmistir
[43]. Yakin zamanlarda, Dag ve arkadaglari, MRLW denkleminin sayisal ¢oziimleri icin
genisletilmis kiibik B-spline fonksiyonlarini kullanarak kollokasyon algoritmasini kurmustur
[44]. Karakog¢ ve Yagmurlu, MRLW denklemine kiibik B-spline ile birlikte Galerkin sonlu

elemanlar yaklagimini uygulamiglardir [45].

Bu tez calismasinda ele aldigimiz ve Boliim 4 te ¢oziimiinii arastirdigimiz GRLW denklem-
ini ele alirsak, su ana kadar GRLW denkleminin solitary dalga ¢oziimleri, bazi tam ve sayisal
¢oOziim teknikleri ile bulunmustur. Bona ve arkadaslari, GRLW denkleminin hem kararli hem
kararsiz solitary dalga ¢oziimlerini elde etmislerdir [46]. Kaya ve El-Sayed, genellestirilmis
KdV ve genellestirilmis RLW denklemlerini, Adomian ayrisim yontemini kullanarak tam
ve sayisal olarak ¢cozmiislerdir [47]. Hamdi ve arkadaglari, GRLW denklemi ve onun daha
basit alternatif modeli olan GEW denklemi i¢in yeni bir tam ¢oziim yontemi sunmuslardir
[48]. Ramos, ardisik dalgalarin olusumu iizerindeki baglangi¢ sart1 ile beraber GRLW den-
kleminin solitary dalga ¢oziimiinii elde etmek icin yaklasik yari lineerlestirme algoritmasini
kullanmustir [49]. Kaya, EL-Danaf ve arkadaglari, Guo ve arkadagslar;; GRLW denkleminin
sayisal davranislarini incelemek icin sirasiyla ayrigim yontemini, sonlu fark yaklasimini, ela-
mansiz kp-Ritz yontemini uygulamiglardir [S0-52]. Sonlu fark, He’nin degisimli tekrarlama,
Meshfree, Petrov-Galerkin sonlu elemanlar, elemansiz olma yaklasimina ve 2N mertebeden
yogunlastirilmis sonlu fark algoritmalarina dayanan sayisal yontemler GRLW denkleminin
¢Oziimii icin tanitilmistir [S3—-58]. Mohammadi, iistel B-spline sonlu elemanlara dayanan kol-

lokasyon algoritmasini kullanarak GRLW denkleminin sayisal sonuclarini elde etmigtir [59].

Bu tez calismasinda, GEW ve GRLW denklemlerinin ¢oziimleri i¢in onerdigimiz B-spline
fonksiyonlara dayanan kollokasyon sonlu elemanlar yontemi, daha once farkli tiirden lineer
olmayan problemlerin yaklasik ¢oziimlerini elde etmek i¢in kullanilmistir. Genellestirilmig
Burgers—Fisher ve genellestirilmis Burgers—Huxley denklemleri, kiibik B-spline kollokasyon
algoritmas1 kullanilarak coziilmiistiir [60]. KdVB, kompleks modifiye edilmis KdV,
genellestirilmis lineer olmayan Schrodinger ve genellestirilmis Rosenau-RLW denklem-
leri, kuintik B-spline kollokasyon yontemi kullanilarak sayisal olarak ¢oziilmiistiir [61-64].

Kawahara denklemi ise septik B-spline kollokasyon yontemi kullanilarak ¢oziilmiistiir [65].

Yine, GEW ve GRLW denklemlerinin yaklagik ¢oziimlerini elde etmek i¢in uyguladigimiz



B-spline fonksiyonlarla beraber, Galerkin sonlu elemanlar yontemi farkl tiirden problemlere
uygulanmigtir. Galerkin yaklagimi, Gardner ve Gardner tarafindan RLW denklemine [66];
Saka ve Dag tarafindan KdVB denklemine [67]; Kutluay ve Ucar tarafindan birlestirilmig
KdV denklemine [68]; Esen ve arkadaslar tarafindan kesirli difiizyon ve kesirli difiizyon
dalga denklemlerine [69]; yine Kutluay ve Ucar tarafindan birlestirilmis modifiye edilmig
KdV denklemine [70]; Ucar ve arkadaslari tarafindan iyilestirilmis Boussinesq tipindeki den-

kleme uygulanmistir [71].

Sonlu elemanlar yontemi tizerinde yapilan tez calismalarina gz atildiginda farkl tipten den-
klemlere uygulandigin1 gorebiliriz. Kuadratik ve kiibik B-spline fonksiyonlar kullanarak
Galerkin sonlu elemanlar yontemi ile KdV denkleminin sayisal ¢éziimleri Dag tarafindan
elde edilmigtir [72]. Saka, RLW ve K-S denklemlerinin ¢6ziimii i¢in kuadratik, kiibik
ve kuintik B-spline fonksiyonlara dayanan kollokasyon yontemini kullanmistir [73]. Irk,
kiibik ve kuintik B-spline kollokasyon yontemi ile GNLS denklemi, CMKdV denklemi
ve BST denklem sisteminin ¢oziimlerini vermistir [74]. B-spline sekil fonksiyonlar kul-
lanilarak Galerkin, Petrov-Galerkin, Subdomain ve Kollokasyon sonlu elemanlar yontemi,
Ucar tarafindan birlestirilmis KdV ve birlestirilmis mKdV denklemlerine; Karakog tarafindan
MEW denklemine uygulanmistir [75,76]. Yagmurlu yaptig1 tez calismasinda, 2-boyutlu Pois-
son, difiizyon ve kararsiz Burgers denklemlerinin sayisal ¢coziimleri i¢in modifiye edilmis

Galerkin yontemini kullanmistir [77].

Bu calismada ele aldigimiz GEW ve GRLW dalga denklemlerinin yapisina bakildiginda,
(p+1). dereceden lineer olmayan terimlere sahip oldugu goriiliir. Bu denklemlerin varsa
analitik ¢oziimlerini bulmak en iyi tercihtir. Fakat ele alinan dalga denklemlerinin lineer
olmayan terimlerinden dolay1 bu ve buna benzer denklemlerin genelde analitik ¢éziimlerini
elde etmek zordur. Bu asamada, yaklagik analitik ¢oziim teknikleri devreye girer. Sayet bu da
miimkiin olmazsa, analitik olarak ¢6ziimii zor veya imkansiz olan problemlerin ¢oziilebilmesi
icin uygun ve en iyi yaklasim olan sayisal ¢coziim teknikleri kaginilmaz hale gelir. Bazi du-
rumlarda da kismen analitik kismen de sayisal ¢6ziim tekniklerinin karistmini uygulamak

gerekebilir.

Literatiirde yapilan calismalar1 ve benzer yapidaki lineer olmayan denklemlere uygulanan
yontemlerle elde edilen sayisal sonuglar incelenirse, sonlu elemanlar yonteminin dogru ve

etkili bir sayisal algoritma oldugu goriiliir. Bu nedenle, bu tez ¢calismasinda GEW ve GRLW



dalga denklemlerinin yaklasik ¢6ziimlerini elde edebilmek icin sonlu elemanlar yontemi kul-
lanildi. Kollokasyon ve Galerkin sonlu elemanlar algoritmasi ile bu dalga denklemlerinin

solitary dalga ¢oziimleri elde edildi.



2. BOLUM
TEMEL BIiLGILER

Bu boliimde, B-spline fonksiyonlar ve ozellikleri, GEW ve GRLW denklemlerinin lineer
olmayan terimi i¢in uygulanabilecek cesitli lineerlestirme teknikleri, dalga teorisi ve sonlu

elemanlar yontemi hakkinda temel bilgiler verilecektir.
2.1 B-spline Fonksiyonlar ve Ozellikleri

Yaklagik ¢Oziim yontemlerinin etkili olmasi i¢in secgilecek olan yontemle birlikte uygun
fonksiyonlar secmekte onemlidir. Bunun i¢in arastirmacilar, genellikle 6zellikleri bilinen
polinom fonksiyonlar1 kullanmislardir. Fakat, polinom fonksiyonlar kullanirken ¢ok sayida
nokta (veya fonksiyon) kullanilmasi, yiliksek dereceden polinomlarin diizgiin ve istenilen
yaklasimi temsil etmeyen yiiksek salinimli davranis sergilemelerine ve hesaplama zorluk-
larina neden olmaktadir. Bu durumda, parcali polinomlar kullanilarak bu tiir problemlerin
tistesinden gelmek miimkiindiir. Bunun icin spline fonksiyonlar olarak adlandirilan parcali
polinomlar tanimlanmugtir. Spline fonksiyonlarla hem tamimli bolge icindeki siireklilik
saglanmis olur hem de her bir aralikta daha kiiciik dereceden polinomlarla yaklasim yapma

imkani saglanir. Spline fonksiyonlarin asagidaki genel olarak bilinen 6zellikleri verilmistir;

e Uygun bazlarla birlikte sonlu boyutlu lineer uzay olustururlar.

e Diizgiin fonksiyonlardir.

e Spline fonksiyonlarin tiirevleri ve integralleri yine spline fonksiyonlardir.

e Diisiik dereceli spline fonksiyonlar esnektirler, yani keskin salinim yapmazlar.

e Spline fonksiyonlar kullanildiginda yakinsaklik ve kararlilik daha kolay arastirilabilir.

e Spline fonksiyonlar bilgisayarlarda isleme, hesaplama ve depolama acisindan daha

uyumlu fonksiyonlardir.

e Spline fonksiyonlar kullanildiginda ortaya ¢ikan matrisler uygun isaretlidir ve determi-

nant dzellikleri kolay hesaplanabilir.

e Spline fonksiyonlar ve tiirevleri ayn1 anda yaklasik olarak hesaplanabilir.



2.1.1 Kiibik B-spline fonksiyonlar

[a,D] sonlu aralig1 igine sinirlandirilmig bir ¢6ziim bolgesini ele alalim. a = xp < xj--- <
xy = b ve aralik uzunlugu h = bN;“ = (Xm+1 — Xm) olmak iizere, x,, noktalartyla [a,b] araligi
N tane esit alt aralifa boliinebilir. Prenter [78], ¢,,(x) kiibik B-spline fonksiyonlari, m =

—1,0,1,--- ;N +1 olmak iizere, x,, diigiim noktalarinda asagidaki gibi tanimlamistir:

(
(X—Xm72)3, X e [xmf%xmfl)a

B3 4302 (x — xm1) +3h(x —xm_1)? = 3(x —Xm_1)>, X € [Xp_1,Xm),

1
Om(x) = 3 1+ 30 (X1 —x) + 3h(Xm1 —x)? = 3(Xmp1 —X)3, X € [Xpm, Xmt1)s
(xm+2 —X)3, X € [merl ;xm+2]>
\ 0, diger durumlar
(2.1)
{0-1(x),P0(x), -+, On(x), dn+1(x)} kiimesi [a,b] aralig1 tizerinde tanimli fonksiyonlar i¢in

bir baz olusturur. Burada, ¢, kiibik B-spline fonksiyonu ve tiirevleri [x,,—2,X;2]| araligi
diginda sifir olarak tammlanmugtir. ¢,,(x) ve onun ¢, (x) birinci mertebe ve @, (x) ikinci

mertebe tiirevlerinin diiglim noktalarindaki degerleri Tablo 2.1 de verilmistir.

Tablo 2.1 ¢y, @,, ve ¢ in diigiim noktalarindaki degerleri

m

X Xm—2 Xm—1 Xm Xm+l Xm+2
Om 0 1 4 1 0
he¢! 0 30 -3 0
e 0 6 -12 6 0

Ayrica her bir ¢, kiibik B-spline fonksiyonu [x,,—2,X,,+2] aralifinda ardisik 4 tane sonlu alt
aralig1 kaplar. Bu yiizden, Sekil 2.1 de gosterildigi gibi her bir [x,,;,x,,+1] sonlu alt aralig1, 4

adet {@m—1, O, Ont-1, Om-+2 } kiibik B-spline sekil fonksiyonu tarafindan ortiiliir.

Yaklagik ¢oziim Uy (x,t), kiibik B-spline fonksiyonlar cinsinden,

N-+1
Un(x,t) =Y 8;(t)0;(x) (2.2)

j=—1
olarak tanimlanir. Burada 6;(¢), zamana bagl bilinmeyen parametrelerdir ve sinir sartlart ile

¢Oziim sartlar1 kullanilarak hesaplanir. Yaklasik ¢6ziim Uy ve onun x’ e gore ikinci mertebeye
8



O Pm+1

X
Xm Xm+1

Sekil 2.1  Kiibik B-spline sekil fonksiyonlar1

kadar olan tiirevi, x,, diiglim noktasinda 0, bilinmeyen parametreleri cinsinden,

UN(xmat) =Uy = Op—1 +45m+6m+17

3

Up = 7 (=8m—1 4 8n1), (2.3)
6

Ur/,; = ﬁ(sm—l - 28m + 5m—|—l)

olarak hesaplanir.

0<n <1 igin hn = x — x,, esitligi kullanmlarak, [x,,x,+1] araligt [0,1] aralifina
dontigtiiriilebilir. Boylece, (2.1) ile verilen kiibik B-spline fonksiyonlar1 11 degiskenine bagl

olarak [0, 1] aralig1 iizerinde,

Om—1 = (1 —77)3,

m=14+31-1)+3(1-1)>=3(1-n),

¢ (I-m)+3(1-m)"=3(1—-n) 04
Omi1 = 1+30+30> =317,

¢m+2:n3

seklinde verilebilir. Burada ¢,—1(x), @n(x), @pni1(x) ve @pi2(x) fonksiyonlar: hari¢ tiim
kiibik B-spline fonksiyonlar [0, 1] araliginda sifirdir. Bu yiizden (2.2) ile verilen yaklagim fon-

siyonu, [0, 1] arahiginda §,, eleman parametreleri ve ¢, sekil fonsiyonlari cinsinden asagidaki

9



gibi yazilabilir:
m+2

Un(n,t)= Y, &9, (2.5)
Jj=m—1

Buradan da Uy ve onun 1’ ya gore ikinci mertebeye kadar olan tiirevi x = x,, - N =0

noktasinda §,, zaman parametreleri cinsinden,

Um — Om—1 +45m+5m+1;
U =3(=8p_1+ 8ns1), (2.6)
U;Z = 6(6m—1 - 25m+ 6m+1>

yazilabilir.
2.1.2 Kuintik B-spline fonksiyonlar

[a,D] sonlu aralig1 igine sinirlandirilmig bir ¢6ziim bolgesini ele alalim. a = xp < xj--- <
xy = b ve aralik uzunlugu s = bN;“ = (Xm41 — Xm) olmak iizere, x,, noktalariyla [a,b] araligi

N tane esit alt araliga boliinebilir. Prenter [78], ¢,(x) kuintik B-spline fonksiyonlari, m =

—2,—1,0,--- ,N+2 olmak iizere, x,, diigiim noktalarinda asagidaki gibi tanimlamagtir:
(
X —Xm-3 57 [xm—37xm—2)
X—xm-3)° —6(x—xm_2)°, [Pm—2,Xm—1)

X = Xm-3 5_6(x_xm—2)5+15(x_xm—1)57 [xm—laxm)

Pm(x) = 75 ) (g3 —x 3 —6(xmio —x)° +15(xXme1 — %), [, Xmr1) (2.7
Xms3 —X)° — 6(Xpi2 —X)°, [Xmt1sXm+2)
Xm43 — X 5, [Xim+2,%m+3]
| 0, diger durumlar
{0-2(x),0_1(x), -, On+1(x), dn42(x)} kiimesi [a,b] arali1 iizerinde tanimli fonksiyonlar

icin bir baz olusturur. Burada ¢, kuintik B-spline fonksiyonu ve tiirevleri [x,,_3,x,+3] aralig1
diginda sifir olarak tamimlanmistir. ¢y, (x) ve onun @,,(x), ¢, (x), ¢,/ (x) ve q),SIV) (x) dordiincii

mertebeye kadar tiirevlerinin diigiim noktalarindaki degerleri Tablo 2.2 de verilmistir.

Ayrica her bir ¢, kuintik B-spline fonksiyonu [x,,—3,x;,+3] arahginda ardigik 6 tane sonlu alt
aralig1 kaplar. Bu yiizden Sekil 2.2 gosterildigi gibi her bir [x,,, x,,,+1] sonlu alt aralig1, 6 adet

{Om—25 Om—1> Om> Om+1> Om+2, O3} kuintik B-spline sekil fonksiyonu tarafindan ortiiliir.

10



Tablo 22 ¢, 0. ¢"(x), ¢ ve ¢\ in diigiim noktalarindaki degerleri

m m

X Xm—3 Xm—-2 Xm—1 Xm  Xm+1  Xm+2  Xm43
Om 0 1 26 66 26 1 0
he,, 0 5 50 0 -50 -5 0
n2¢/ 0 20 40 -120 40 20 0
m 0 60 -120 0 120 -60 O
KoM 0 120 -480 720 -480 120 0
Om m+1
66
26
() )
: < 7
m Om—2 ¢m+3xm+l .
Sekil 2.2 Kuintik B-spline sekil fonksiyonlar
Yaklagik ¢o6ziim Uy (x,t), kuintik B-spline fonksiyonlar cinsinden,
N+2
Un(x,t) =Y 8;(1);(x) (2.8)
=2

olarak tanimlanir. Burada §;(¢), zamana bagh bilinmeyen parametrelerdir ve sir sartlari

ile ¢oziim sartlar1 kullanilarak hesaplanir. Yaklasik ¢coziim Uy ve onun x’ e gore dordiincii

11



mertebeye kadar olan tiirevi, x;, diiglim noktasinda J,, bilinmeyen parametreleri cinsinden,

UN(xm,l‘) =U,, = 6,2 +266,_1 + 666, —|—265m+1 —+ 5m+2,

Ul = %(—5m_2 1081 + 108+ 1 + Spsz),

U = %((sm2 2801 — 68+ 261 + Gusa), 2.9)
U, = 2_2(_5m2 +20m—1 —20m+1 + Oni2),

Ul = 1;—40(5m_2 A8y 1+ 68y — 481 + Si2)

olarak hesaplanir.

0<n <1 igin hn = x — x,, esitligi kullamlarak, [x,,x,+1] arahi@ [0,1] aralifina
doniistiiriilebilir. Bu halde, (2.7) ile verilen kuintik B-spline fonksiyonlar1 11 degiskenine
bagli olarak [0, 1] aralig1 iizerinde,

G2 =1 —5n+10n% — 1003 +5n* — 13,

Om—1 = 26 —50m +20n% + 201> —20n* +57°,

$m = 66 — 600 +30n* — 101°,

m-+1 —26+50 +20”2—20 3—20”4+1O 5,

Omi2 = 1+510+10n>+10n°+50* —51°,

Omi3 = TlS

olarak bulunur. Burada @, (x), @pn—1(x), @ (X)s Opt1(x), dt2(x) ve @13 (x) fonksiyonlart
harig tiim kuintik B-spline fonksiyonlar [0, 1] araliginda sifirdir. Bu yiizden, (2.8) ile verilen
yaklagim fonsiyonu, [0, 1] araliginda 9, eleman parametreleri ve ¢, sekil fonsiyonlar1 cinsin-

den agagidaki gibi yazilabilir:
m+3

Un(n,t)= Y., &8¢, (2.11)

j=m—2
Boylece Uy ve onun 1)’ ya gore dordiincii mertebeye kadar olan tiirevi, x = x,, - n =0

noktasinda §,, zaman parametreleri cinsinden,

Un = On—2+268,—1 + 668, + 260,11 + Omt2,

Uy =5(=8n_2—108,_1+ 108,11 + Sui2),

U = 20(8 2+ 281 — 68+ 28ms1 + Gsa), 2.12)
Ul =60(—8n—2+28n—1—28n+1+ Oni2),

U = 120(8p—2 — 481 + 68y — 481 + Spsn)

olarak elde edilir.
12



2.1.3 Septik B-spline fonksiyonlar

[a, D] sonlu aralig1 i¢ine sinirlandirilmig bir ¢6ziim bolgesini ele alalim. a =xp < x; -+ <xy =
b ve aralik uzunlugu h = bg,—“ = (Xm+1 —Xm) olmak iizere, x,, noktalariyla [a,b] arali§1 N tane
esit alt araliga boliinebilir. ¢,,(x) septik B-spline fonksiyonlart, m = —3,—2,--- | N + 3 olmak
lizere x,, diigiim noktalarinda Prenter [78] tarafindan asagidaki gibi tanimlanmugtir:

)
(x—xm—4)’, [tm—a,%m—3]

, [xm—3axm—2]
X —Xm-3 7+28()C_xm—2)77 [xm—27xm—1]

(
(
(x —Xm—a)” —8(x —Xm—3)" +28(x —xp—2)" = 56(x —Xm—1)", [Xm—1,%mn]
(
(
(

1
O (x) = o (Xmra — %) —8(xme3 —x) +28(xmi2 — %) —56(xXpi1 —x),  [Xm, Xmi1]

(mta —x)7 = 8(xm13 —x)7 +28(Xms2 —x)7, o1, %m+2]

(Xmta —x)" — 8(xmi3 —x)7, [Xmt2, Xm+3]

(Xm+a — x)77 [Xim+35 Xm+4]
L0, diger durumlar
(2.13)
{0-3(x),9_2(x), -+, On4+2(x), dn43(x)} kiimesi [a,D] arali1 iizerinde tanimli fonksiyonlar

icin bir baz olusturur. Burada ¢,, septik B-spline fonksiyonu ve tiirevleri [x,,—4,X+4] araligt
diginda sifir olarak tammlanmugtir. ¢,,(x) ve onun ¢, (x), ¢, (x), @, (x), N (x), o) (x)
ve d),q(fi) (x) altinc1 mertebeye kadar tiirevlerinin diigiim noktalarindaki degerleri Tablo 2.3’te

verilmistir.

Ayrica her bir ¢, septik B-spline fonksiyonu [x,,—4, X, 4] araliginda ardigik 8 tane sonlu alt
aralig1 kaplar. Bu yiizden Sekil 2.3 de gosterildigi gibi her bir [x,,,X;,+1] sonlu alt aralidi,

8 adet {Pn—3, Om—2, Om—1> Om> Omt-15 Omt2, Omt3, Omra} septik B-spline sekil fonksiyonu

tarafindan ortiiliir.

Yaklagik ¢coziim Uy (x,t), septik B-spline fonksiyonlar cinsinden,
N+3

Un(xt) =}, 8(1)¢;(x) (2.14)
j==3

olarak tanimlanir. Burada 6;(¢), zamana bagl bilinmeyen parametrelerdir ve sinir sartlart ile

¢Ozlim sartlar1 kullanilarak hesaplanir. Yaklasik ¢6ziim Uy ve onun x’ e gore altinci merteb-
13



Tablo 2.3 @, 0. 0"(x), 0", ¢, 6 ve 94" in diigiim noktalarindaki degerleri

X Xm—4  Xm—3 Xm—2 Xm—1 Xm Xm+1 Xm+2  Xm+3  Xm+4d
O 0 1 120 1191 2416 1191 120 1 0
ho!, 0 -7 392 -1715 0 1715 392 7 0
h2 ¢! 0 42 1008 630  -3360 630 1008 42 0
m3 ¢ 0 -210 -1680 3990 0 3990 1680 210 0
Ko\ o 840 0 -7560 13440  -7560 0 840 0
KoY 0 2520 10080 -12600 0 12600 -10080 2520 0
KoY 0 5040 -30240 75600 -100800 75600 -30240 5040 0

2416

1191

/

¢m+4

Xm+1 X

eye kadar olan tiirevi, x,, diigiim noktasinda §,, bilinmeyen parametreleri cinsinden,

Sekil 2.3 Septik B-spline sekil fonksiyonlar1
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UN(Xm,t) =Upy = 0p_3+1200,, 2+ 11916,,_1 + 24166, + 11916,,1..1 + 1206,,12 + Opt3,

Up, = 1 (=85~ 5682~ 24581+ 245811+ 56312+ 5s3),

U = 2—3 (B3 + 2482+ 1581 — 808, + 158,151 + 24812+ Si3),
Ul = %(—%4 —88,2+198,-1 —190+1 + 8042 + 6ui3),

U %(5,"3 08, 1+ 168 — 981 + Sis),

g — %<_5m3 48,2 —58m_1 + 581 — A8min + Sns3),

U 5;’%(5,"_3 — 68—+ 158m_1 — 208, + 15811 — 6812 + Sis)

(2.15)
olarak hesaplanir.

0<n <1 icin hn = x — x,, esitligi kullamlarak, [x,,x,+1] arahig [0,1] aralifina
dontigtiiriilebilir. Bu halde, (2.13) ile verilen septik B-spline fonksiyonlar1 11 degiskenine

bagli olarak [0, 1] aralig1 iizerinde,

Om_3=1-Tn+21n> =350 +35n* —21n° +7n° —n’,
Om_n = 120 — 3921 + 50412 — 280n° + 841> —42n° + 71’
Om—1 = 1191 — 17150 +3151n% +6651° — 315n* — 1050 + 1051° — 217,
O = 2416 — 16801 + 560n* — 140n° + 3517,
(2.16)
Oms1 = 1191+ 17150 + 31512 — 6651n° — 315n* 41050 +-1051° — 357,
Oz = 12043921 + 50412 + 28013 — 841> —42n° + 2177,
Omiz = 1+Tn 42107 +350° +35n* +21n° +7n° — 77,

¢m+4 = T?7

olarak bulunur. Burada ¢,,—3(x), @m—2(x), Om—1(x), On(X), Omr1(x)s Pmi2(x), Purz(x) ve
Om-+4(x) fonksiyonlari hari¢ tiim septik B-spline fonksiyonlar [0, 1] araliginda sifirdir. Bu
yiizden (2.14) ile verilen yaklagim fonsiyonu, [0, 1] bolgesinde §,, eleman parametreleri ve
¢ sekil fonsiyonlar: cinsinden asagidaki gibi yazilabilir:

m+4
Un(n,t) = j_; 35]-¢,-. (2.17)

Buradanda Uy ve onun 1)’ ya gore altinct mertebeye kadar olan tiirevi x = x,, = 1 =0
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noktasinda J,, zaman parametreleri cinsinden,

Un (1) = Up = Sp3+ 12082 + 11918, 1 + 24168, + 119181 + 1208112 + S,
Ul =7(—8p_3—568,_2 — 24581 + 24581 + 56812+ Onis),

Uy =42(8p—3+248n-2+158,-1 — 808, + 15811 + 24842 + Ons3),

U =210(— 83— 882+ 198, 1 — 198,141 + 8812+ Sis),

U™ = 840(8p—3 — 981 + 168 — i1 + Omss),

U = 2520(— 83 +48m_2 — S8m_1 + 58mi1 — 48mis + Smi3),

UL = 5040(8p_3 — 68m_2 + 156m_1 — 208 + 15811 — 68pi + Smss)
(2.18)

olarak elde edilir.
2.2 Lineerlestirme Teknikleri

GEW ve GRLW denklemleri, UPU, seklinde lineer olmayan terime sahiptir. Bu lineer ol-

mayan terim i¢in asagida bes farkli lineerlestirme tekniginin uygulamasi verilmistir:
2.2.1 Normal lineerlestirme teknigi

UPU; lineer olmayan teriminde U? = Z,, olarak secilir ve Z,,

kiibik B-spline fonksiyonlar cinsinden,

Zn = [Up) = (85,1 +48,+8,,1)":

kuintik B-spline fonksiyonlar cinsinden,

Zn 2 UL = (815 +268_ +668"+265",  +8r,)";

septik B-spline fonksiyonlar cinsinden,

7 N[ n]p 6m_3+12()5m 2—|—||9|5 1+24|65‘l+||9|5’1 |
m — U = 1 m m+
+1206m 2+3m 3

olarak ifade edilebilir.
2.2.2 ki nokta lineerlestirme teknigi

U?PU, lineer olmayan terimde U? = Z,, olarak secilir ve Z,,,
16



kiibik B-spline fonksiyonlar cinsinden,

UZ+UZ+1}” _ (52_1+55$+552+1+5Z+2)”.
2 - 2 ’

Z|

kuintik B-spline fonksiyonlar cinsinden,

Un+ Ui ] g _ (6:1—2 +276,_, +928, +925, ,+275, ,+ 5:71+3)p.

T =
’"[2 2

septik B-spline fonksiyonlar cinsinden,

I

, [U%U:M]p L[ 81 5+1218" ,+13118"_, +36078" 436075, ,
: _

2 2P\ 131187, +1218" 5+ 8",
olarak yazilabilir.
2.2.3 Uc nokta lineerlestirme teknigi

U?PU, lineer olmayan terimde U? = Z,, olarak secilir ve Z,,,

kiibik B-spline fonksiyonlar cinsinden,

Up—1+Un +U[,‘l+1r v (5m—2 +58, 1 +66,+58,, + 6r¢z+2)p,

T =
{ 3 3

kuintik B-spline fonksiyonlar cinsinden,

7 o |:Urrrll—1+UI;l1+Ur:lL+1:|p 1 6,,2_3‘1’275,2_24‘935:’;_1 +1185’Z

m — ;
3 3p
1938 4276y + 8 s

septik B-spline fonksiyonlar cinsinden,

12

Zm

|:Ur’r11—l FUL+ U } P Op_4+ 1216, 5+ 13120, ,+37276,,_, +47986,,
3 3\ 4372780, +13128", + 1218, 5+ 81,

olarak bulunur.
2.2.4 Rubin-Graves lineerlestirme teknigi

U?PU, lineer olmayan terimde U =1y, = 7, olarak secilir ve daha sonra Z,,’e Rubin-Graves

[79] lineerlestirme teknigi uygulanirsa,
~U _ +1 —1\n n —1\n n —1\n n
Zo = [(Un)? ' (Un)e] ™ = (U @)+ (U (U = (U (U
= (U U )+ U U = Un)P ™~ (U
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seklinde elde edilir. Buradan da Z,,,

kiibik B-spline fonksiyonlar cinsinden,

2= (S +455+ 8)0)" D (-5 4 80

(5n+i+45n+1 5n+1)1’ 13( 5n 5’2_‘_1)

m+1
n n n 1 3 n .
_(Bm—l+46m+6m+ )P ( 5 l+ m-H)’
kuintik B-spline fonksiyonlar cmsmden,

15
Zn = (80, 42680 +668) +268" 1 +80.,)" " = (=81 — 108”1 4+ 1087+1 + §'+1)

h m—+2
-15
+ (82 +268 T + 665 42681 + 811)° lﬁ(—5;_2—106,71_1+106 T toms)
-15
— (854268 +668 4268, +8",)" " (=80 2~ 108], 1 +108),+8,,5):

septik B-spline fonksiyonlar cinsinden,

zmz[(a 3 41208)_,+ 119187 | +24168),+ 119187, +1208],, + 8" 5)" "
L (~onth — s6oh ~ 24587 4245871 +568) 75+ 81 |
+ [ (874 + 120871 + 119187+ 4241687+ + 1191871 +12087+] + 57+1)7 ™!
%( 5 560, 5~ 2458, + 2458, + 56815+ 5)3).
[(5 312087 5+ 119187 | + 241687 + 11918], | + 12087, + 82 5)" "
% (85— 56875 — 2458, + 2458, + 5654+ 5.) |

olarak hesaplanir.

2.2.5 Caldwell-Smith lineerlestirme teknigi

UPU;, lineer olmayan terimde U?”~ U, =7, olarak secilir ve daha sonra Z,,,’e Caldwell-Smith

[80] lineerlestirme teknigi uygulanirsa,

H_ UL Y Un) + (UL Y (U
o 2
(U U+ (U (U
2

Zn 2 [(Un)P ™" (Un)x

seklinde elde edilir. Burada Z,,,,

kiibik B—spline fonksiyonlar cinsinden,

2= 3 (8 + 48+ 8) D (-8t + 8T
3 O o) (o )
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kuintik B-spline fonksiyonlar cinsinden,
1 p15
2 h
+ % (8255 +26504] + 668, +2681 1 + 501 )”‘1 % (=80, —108)_ | + 108}, 1+ 81 )
B

Zn = = (8 _5+268,_| + 668, +268) . |+ 8 ) (=60t) —1052F] + 10824 + 87+))

m—+2

m+2
-spline fonksiyonlar cinsinden,

1

)
I
0| —

85 +1208"_,+ 11918"_| +24168" + 119187, | + 1208" ., + 8.5)"~

S

-0

1 1 1 1 1 1
L5680, — 245801 + 24581+ 567+ 81 |

0

3
I +
G —

+12087H + 119187} 4241657+ + 1191871 4 120871 4 8741)7™

3

L—

| =

NN
— — —~ —
3

|
2

= 5680, —2458" | + 2458, +568],,+ 8" 3) }

S

olarak verilebilir.
2.3 Dalga, Solitary Dalga ve Soliton

Dalga, bir ortamda veya bir boslukta meydana getirilen sekil degisimi olarak tanimlanir. Dal-
ganin bir ortamda veya bir boslukta yayilmasina da dalga hareketi denir. Aslinda dalga
hareketi, titresim hareketinin bir ortamda veya bir boslukta iletilerek enerjinin taginmasi
olarak da tamimlanir. Ornegin, durgun bir suya bir cisim birakildiginda cismin birakildig:
yerden disa dogru dairesel bir hareket olusur. Iste bu hareket dalga hareketidir. Burada cis-
min potansiyel enerjisi, su ortaminda iletilerek kinetik enerji olarak taginmistir. Dalgalar,
titresim dogrultusuna gore enine ve boyuna dalgalar ve taginan enerji tiirline gore mekanik ve
elektromanyetik dalgalar olarak gruplandirilir. Enine dalgalar, titresim dogrultusuna gore
dik dogrultuda yayilma hareketi yapan dalgalardir. Ornek olarak, elektromanyetik dal-
galar, su dalgalari, deprem dalgalari, yay dalgalar1 verilebilir. Boyuna dalgalar ise titresim
dogrultusuyla ayni dogrultuda yayilan dalgalardir. Buna da 6rnek olarak ses dalgalari, su dal-
galar1, deprem dalgalar1 ve yay dalgalar1 verilebilir. Yayilabilmek i¢cin maddesel bir ortama
gereksinim duyan su, ses, deprem ve yay dalgalart gibi dalgalar mekanik dalgalar olarak
bilinir. Diger yandan, elektrik ve manyetik alana sahip, bogslukta yayilan, yiiklerin ivmeli
hareketi ile olugturulan radyo dalgalari, kizilotesi dalgalar, X 1s1nlar1 ve benzeri dalgalar elek-

tromanyetik dalgalar olarak tanimlanir.

Sekil 2.4’te bir su dalgasinin hareketi fiziksel 6zellikleriyle birlikte ¢izilmistir. Dalgalar sabit
bir frekans ve dalga boyu ile periyodik olarak salinim yaptiklari i¢in dalganin grup hizi sabit-

tir. Eger, dalga uzunlugu(genlik) bolgesel suyun derinliginden daha kisa ise bu tip sular derin
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dalganin grup hizi=frekans x dalga boyu

A: Dalga boyu

Gen%ik(m)

\/ Zaman(s)

AN

—
geniglik

1 tam salinim
(Frekans=1 saniyedeki salinim sayist)

----------- »d: suyun derinligi

Sekil 2.4  Bir su dalgasinin hareketi

sular; dalga uzunlugu bolgesel su derinliginden daha uzun ise bu cesit sular s1g sular olarak

adlandirilir.

Solitary dalgalar, sekil, biiytikliikk ve grup hizinda herhangi bir degisiklik olmadan yayilan
dalgalar olarak bilinir. Solitonlar ise bu 6zelliklere ek olarak, baska bir solitary dalga ile
carpisma sonrasi Ozelliklerini muhafaza eden lineer olmayan dalgalardir. (Bu asamadan sonra
solitary dalga ve soliton teorisi hakkinda verilen bilgilerin ¢ogu, Irk [74] tarafindan yapilan
tez caligsmasindan alinmistir). John Scott Russell [81], soliton teorisini en iyi anlatan su doga

olayim aktarmusgtir:

“Iki ¢ift at tarafindan dar bir kanal boyunca hizla cekilen bir botun hareketini
gozlemliyordum. Bot aniden durdugunda, bota hareket saglayan kanaldaki su kiitlesi dur-
madt ve su kiitlesi siddetli bir calkalanma seklinde botun u¢ kismi etrafinda toplandi ve
aniden botu arkasinda birakarak, biiyiik bir hizla harekete gecti. Biiyiik bir solitary dalga
viiksekligine sahip olarak diisiindiigiim formdaki, dairesel ve diizgiin bir su kiitlesinin kanal
boyunca sekil veya hizint bozmadan yoluna devam ettigini gordiim. Bu dalga formunu, at
lizerinde takip ettim ve yaklasik 30 feet mesafe sonunda 8 veya 9 mil/saat hizinda, ilk bastaki
orijinal seklinde ve yart yiiksekliginde yuvarlanir halde gordiim. Yiiksekligi kademeli olarak

azaldy ve yaklagsik 1 veya 2 mil takip sonunda, kanalin kenarlarinda kayboldugunu gordiim.
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Iste 1834 yilimin Agustos ay, ilk kez ételenme dalgasi olarak adlandirdigim bu ilging ve giizel

olayt gozleme sansi buldugum zamandi.”

Bu gozlemlerine, laboratuvar ortaminda solitary dalgalar1 (6telenme dalgalari) elde ede-
bilmek icin farkli deneyler yaparak devam eden Russell, solitary dalgalarinin asagidaki

ozelliklerini tespit etmigtir:

e Solitary dalgalari ssech?(k(x — vt)) yapisindadir.

e Yeterince biiylik miktardaki su kiitlesi, bagimsiz iki veya daha fazla solitary dalgasi

iretir.

e Normal dalgalarin aksine solitary dalgalar birlesmez. Bu nedenle kiiciik genlige sahip
bir solitary dalgasi ile biiyilik genlige sahip bir solitary dalgas1 birbirleri ile ¢arpistiktan
sonra, iki solitary dalgas1 birbirlerinden ayrilarak sekillerinde bir bozulma olmadan yol-
larina devam edebilir. Normal dalgalar, ya diizlesmeye baglar ya da dikleserek sonecek
sekilde hareket ederken, solitary dalgalari ise kararlidir ve uzun mesafelerde yolculuk

yapabilir.

e g yercekimi ivmesi, d suyun derinligi ve A solitary dalganin ulasabilecegi maksimum

yiikseklik(yani genlik) olmak iizere bir solitary dalganin hizi,
v=+/g(d+A)

ile ifade edilir.

Bu sonuclardan da anlasildi8 iizere, genligi biiyiik olan solitary dalga hizli hareket eder. Yani
bir solitary dalganin hiz1 genligi ile dogru orantilt olup normal dalgalardan farkli davranis
sergiler. “Ornegin, biri alcak digeri yiiksek iki ses ayni anda olustugunda, kulagimiz her iki
sesi aynt anda duyacaktir. Fakat bu iletim esnasinda solitary dalgalar kullanilsaydi, yiiksek
sesi daha once duymamiz gerekirdi. Insan viicudundaki sinirler arasindaki iletisim ise nor-
mal dalgalar ile yapilmaz. Sicak bir ¢cay bardagini elimize aldigimizda , sicakligi kademeli
olarak hissederken, kor halindeki sicak bir komiir parcasina veya sicak bir firinin icine elim-
izi yaklastirdigumizda, sicakligi hemen hissederek elimizi cekeriz. Dolayisiyla sinirlerimiz bir
nevi solitary dalgast olusturarak beynimize bilgiyi en kisa sekilde, normal dalgalara gore

daha hizli olarak iletir.”
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20 a) t=0 20+ b) t=2

054

U(x.t)
U(x,t)

0.0+

204 c)t=4 20q d) t=6

U
U(x,t)

054 054

0.0+ 0.0+

Sekil 2.5  1ki solitary dalganin farkli zamanlardaki hareketi

Sekil 2.5’te, iki solitary dalganin zaman ilerledik¢e hareketi gozlemlendi. Sekilden goriildiigii
gibi genligi biiyiik olan dalganin hiz1 biiyiiktiir ve baglangicta konum olarak ilerde olan kiiciik
genlikli dalgayr yakalamaktadir. Daha sonra iki dalganin carpismasi gerceklesir ve hizli
olan dalga 6ne gecer. Son olarak, bu dalgalar mevcut yapilarint bozmadan ilerlemeye de-
vam eder, yani soliton olarak davranir. Bu yiizden, solitary dalgalar solitonumsu dalgalar
olarak ifade edilebilir. Sonug¢ olarak, solitonlar ¢carpisma sonras1 mevcut yapilarini korumast,
enerjilerini ¢ok az kaybetmesi ve uzun mesafe yol almalar1 nedeniyle akigkanlar mekanigi,
temel parcaciklar fizigi, plazma fizigi, laser fizigi, siiperiletkenlik fizigi, biyofizik, elektrik ve
elektromanyetik dalgalarin iletimi, telekominikasyon, lineer olmayan optik ve iletigsim alan1
gibi pek ¢ok onemli alanda kullanilmaktadir. Bu calismada ele alinan denklemlerin de sonlu

elemanlar yontemi ile soliton ¢oziimleri edilmigtir.
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2.4 Sonlu Elemanlar Yontemi

Sonlu elemanlar yontemi, matematiksel fizik ve miihendislikte sinir sartlar1 verilen ve bir

kismi diferansiyel denklemle ifade edilen problemin yaklagik ¢6ziimiinii elde etme teknigidir.

Sonlu eleman

Diigiim noktalar

Sekil 2.6 Sonlu elemanlar yaklagimi

Basit bir mantikla, asagidaki adimlar uygulanarak sonlu elemanlar yontemi ile sayisal

¢coziimler elde edilebilir:

1. Oncelikle ¢oziim bolgesi Sekil 2.6’da gosterildigi gibi iki veya daha cok diigiim noktasi
ile birbirine baglanmis cok sayida basit, kiiciik sonlu elamanlara boliiniir. Bu adim
ele alinan yapiy1 basitlestirme adimidir. Ciinkii ele alinan yapinin tiimii i¢in yaklagik

¢6ziim bulmak zordur.

2. Ikinci adimda, bir elemanin davramigini yaklasik olarak temsil eden fonksiyon segilir.
Burada fonksiyonun secimi daha 6nce yapilan yaklasimlara bagh olarak 6ngoriiliir veya
deneme yapilarak ¢coziim aranir. Bu ¢alismada B-spline sekil fonksiyonlart kullanilarak

yaklagim yapilmugtir.

3. Matematiksel fizik ve miihendislikte ele alinan bircok problem lineer veya lineer ol-
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6.

mayan kismi diferansiyel denklemlerle modellenebilir. Ele alinan problemin fiziksel

yapist dikkate alinarak tiirevli denklemler olusturulur.

Tiirevli denklemlerde bir elemanin davranigini temsil eden yaklagik ¢oziim ve tiirevleri

yerine yazilarak bir eleman i¢in cebirsel denklem elde edilir.

. Eszamanl olarak elde edilen sonlu elemanlarin diigiim noktalarindaki cebirsel den-

klemleri kullanilip, bu sisteme sinir kosullart uygulanir ve elde edilen cebirsel den-

kleme dahil edilerek,

[K]{u} = {F}

seklinde cebirsel denklem sistemi(matris form) elde edilir. Buradaki cebirsel den-

klemin ozellikleri Tablo 2.4’te verilmistir.

Tablo 2.4 Cebirsel denklemin 6zellikleri

Kavram Ozellik [K] Davranis {u} Kuvvet {F'}
Esneklik katilik yer degistirme gii¢

Is1 iletkenlik sicaklik 151 kaynagi
Akiskanlar  akismazlik hiz cisim kuvveti

Elektrostatik elektrik gecirgenligi elektriksel potansiyel elektrik

Bu cebirsel denklem sisteminden bilinmeyen davramigin ¢oziimii {u#} bulunur ve

boylece bolge lizerinde model yapinin yaklagik davranisi elde edilmis olur.

Sonlu elemanlar yonteminin genel olarak bilinen avantajlari sunlardir:

Diizgiin olmayan ve karmagik geometriye sahip yapilara kolaylikla uygulanabilir.

Gerektiginde geometrik yapinin karmagiklastigi yerde sonlu eleman daha kiigiik

parcalara ayrilarak daha hassas ¢coziimler elde edilebilir.
Karma sistemlerde her eleman i¢in farkli tipten yaklasim fonksiyonu kullanilabilir.

Diiglim noktalar birlestirilerek eszamanli olarak elde edilmis cebirsel denklem sistem-
lerine sinir sartlari, basit bir satir siitun iglemiyle dahil edilebilir. Yani istenildiginde

farklr sinir kosullar1 kolay bir sekilde igsleme dahil edilebilir.
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e Miihendislik uygulamalarinda kullanilabilecek bircok yazilim mevcuttur.(Bu

calismada Fortran programi kullanilmustir.)

e Yukarida verdigimiz oOzellikler dikkate alinarak, sonlu elemanlar yontemi dalga
yayilimyi, 1s1 iletimi, akigkanlar mekanigi, yapisal analizler, yap1 miihendisligi, elektro-
manyetik hesaplamalar, makine miihendisligi, ucak miihendisligi, insaat miihendisligi,
yorulma analizi, aerodinamik, giiriiltii ve titresim analizi, gerilme analizi darbe analizi,

sismik deprem analizi gibi pek ¢ok alanda kullanilmaktadir.
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3. BOLUM
GENELLESTIRILMIS ESIT GENISLIKLI DALGA (GEW) DENKLEMININ
SONLU ELEMANLAR YONTEMI ILE COZUMU

Bu boliimde GEW denkleminin kollokasyon ve Galerkin sonlu elemanlar yontemi ile sayisal
coziimleri bulunmustur. Yaklagim fonksiyonlar1 olarak kiibik, kuintik ve septik B-spline
fonksiyonlar kullanilmigtir. Sayisal yontemin lineer kararlilik analizi i¢in Von Neumann
teknigi uygulanmistir. Lineerlestirme teknigi olarak Boliim 2 de agiklanan lineerlestirme
tekniklerinden normal, iki nokta ve Rubin-Graves lineerlestirme teknikleri secilmistir. Bes
farkli lineerlestirme teknigi, yontemlerin Fortran programi ile sayisal yontemin uygulama
kisminda kullanmilmigtir. Fakat bu ¢alismada sadece kullanilan yonteme gore en iyi sayisal
cOziimii veren lineerlestirme teknigi sunulmustur. Sonlu elemanlar yaklagimi, tek solitary
dalga, iki ve li¢ solitary dalganin etkilesimi ve Maxwellian baslangic sarti ile dalganin
olusumu igeren Ornekler iizerinde ¢alisilmigtir. Bu Ornekler i¢in L, ve L., hata normlari,

kiitle, momentum ve enerji ile ilgili 11, I ve I3 korunum sabitleri hesaplanmustir.

3.1 GEW Denkleminin Septik B-spline Kollokasyon Yontemi ile Sayisal Coziimii
GEW denklemi,

U +eUPU, — uUyy =0 (3.1)

olarak ifade edilir. Burada fiziksel sinir sartlart x — +oo iken U — 0, alt indis ¢ ve x zaman

ve boyutsal tiirevi ifade eder, € ve p pozitif tamsayidir, i pozitif sabittir.

Sinir ve baslangi¢ sartlari,

U(a,t) =0, U(a,t) =0, Urrx(a,t) =0,

Ub,t) =0,  Us(b,t)

0, Urex(b,t) =0, (3.2)
U(x,0) = f(x), a<x<b

olarak secilecektir.

Coziime baglamak icin oncelikle [a,b] sonlu aralig igine sinirlandirilmig ¢oziim bolgesi ele
alinir. Aralik uzunlugu 7 = bN;“ = (Xm+1—Xm) Ve a = xp < x1 < ... < xy = b olmak iizere,
[a,b] aralig1 x, digim noktalariyla N tane esit alt aralifa parcalanir. Prenter [78], ¢p,(x)

septik B-spline fonksiyonlari, m = —3,—2,--- /N + 3 olmak iizere x,, diiglim noktalarinda
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asagidaki gibi tammmlamugtir:

(

(x - xm—4)77 [xm—47xm—3]
(x— xm—a)" —8(x —xm—3)", [om—3,Xm—2]
(x - xm—4)7 - 8()6 - xm—3)7 + 28(x - xm—2)77 [xm—Zyxm—l]
(X —Xm—a)" —8(x —xp—3)" +28(x —x2)" —56(x —xm—1)",  [Hm_1,%m)
1
Om(x) = w7 (Xmid —X)T = 8(xmi3 —x)" +28(xmi2 —x)" —56(Xpme1 —X)7, [, Xmr1]
(X4 —x)7 —8(xms3 —x)7 +28(xm2 —x)7, o1, %m+2]
(xm—i—4 _x) - 8(xm+3 - x>77 [xm+27xm+3]
(Xmta — X)77 X3, Xm4]
\ 0, diger durumlar
(3.3)
{0-3(x),9_2(x), -, On1+2(x), dn43(x)} kiimesi [a,b] aralig1 iizerinde tanimli fonksiyonlar

icin bir baz olusturur. Her bir septik B-spline ¢, fonksiyonu ardisik 8 tane sonlu alt aralig
orter. Bu yiizden her bir [x,;,X,+1] sonlu alt aralif1 8 adet B-spline fonksiyonu tarafindan
ortiiliir. Uy (x,¢) yaklagik ¢oziimii, septik B-spline sekil fonksiyonlari cinsinden,
N4-3
Un(x,t) =}, 9m(x)3n(t) (3.4)
m=—3
olarak tanimlanir. Burada §,,(7), zamana bagh bilinmeyen parametrelerdir, sinir sartlar1 ve
GEW denkleminin septik B-spline kollokasyon formu kullanilarak belirlenecektir. (3.3) ile
verilen B-spline fonsiyonlar, (3.4) yaklagik ¢coziimiinde yerine yazilirsa, yaklagik ¢oziim U,,
ve onun x” e gore U,,, U tiirevleri, x,, diifiim noktasinda J,, bilinmeyen parametreleri cinsin-

den,

Up = 83+ 12082+ 11918,_1 + 24168, + 119181 + 120842 + S,

7

Ur/n = E (_Sm—3 - 565m—2 - 24'56m—1 + 24‘55m—i-l + 565m—0—2 + 5m+3)7 (35)
42

Ul = 2 (83 +248 2+ 1581 — 808, + 158,11 +248,12 + 6ns3)

olarak elde edilir. Boylece U degisimi [x;;,X;+1] sonlu elemani iizerinde asagidaki gibi

yazilir:
N+3

U= Z O Om. (3.6)
m=-—3
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Simdi, diigiim noktalariyla beraber kollokasyon noktalarimi1 tanimlamak i¢in denklem (3.5)
ile verilen U,, ve onun x’e gore tiirevleri, denklem (3.1) ile verilen GEW denkleminde yerine

yazilirsa; Normal lineerlestirme teknigi i¢in,

Sm—3 4+ 1208, + 11918, 4+ 24168, + 1191841 + 120812 + O3
T2y,

(—Sm_3 —566,,-20 —2456,,_1 + 2456m+1 + 565m+2 + 5m+3> (3.7)

420 /. . . . . . .
_ h—z“ (5,,173 424802+ 15801 — 808 + 1581 + 2462 + 6m+3> —0

seklinde birlestirilmis adi diferansiyel denklemlerin bir kiimesi elde edilir. Burada,

- 8 4 +1208" 5+ 11918" | 424165 + 11915, |
Zn 2 [UN) =

+12087" 5+ 805

olarak alinmistir. Rubin-Graves lineerlestirme teknigi i¢in, ¢6zlim yOnteminin asagidaki

genel formu elde edilir:

O3+ 1208, 2+ 11918, 1 4+ 24168, + 1191841 + 120812 + i3

€7 (83 + 12082 + 119181 + 24168, + 119181 + 1208142 + Sn3) (3.8)
0 /- . . . . . .
_ h—z“ (am_3 424802+ 15801 — 808y + 1581 + 2462 + 6m+3> —0.
Burada,
- _ +1 _ _ _
Zin = [(Un)” " (Un)x]™ = (U U + (UL (Un)t = (UL ) (Un )t
= (U U+ (U U e = Un)P (U
ng[ 7 1208 5+ 11918)_, +24168)+ 119187, + 12087, + 8" 5)" "
7
(=8t =568, - 2458071+ 2458070 + 56308+ 5t |
+|: m+3

(841 12087+ + 11918") 424165+ + 1191871 4 12087 + 87+1) 7
(=87 4 — 568" ,—2458" | +2455",  +565",,+ 5" +3)]

83+ 12087 _,+ 11918, +24168) + 11918, | + 12087, +8/.,3)" "

:-|\1.ﬁm|\1

(—87 5 — 5687 _»—2458" | +2458", | + 565" 2+ 8" ,3) ]
olarak hesaplanir ve her iki genel denklemde “” zamana gore tiirevi ifade eder. (3.7) ve (3.8)
ile verilen genel ¢oziim denklemlerinde bulunan zamana gore bilinmeyen parametreler olan

O, ve zamana gore tiirevleri olan J,, katsayilarina sirasiyla,

. n+l _ Sn
b= 5O+, B On_ = (3.9)

At
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formiilleri ile verilen Crank-Nicolson ve klasik ileri sonlu fark yaklagimi uygulanarak, bu
genel denklemler basitlestirilebilir. Bu durumda, normal lineerlestirme teknigi icin i = m —
3,m—2,...,m+2,m+ 3 olmak iizere, 5{““ ve 8 bilinmeyen zaman parametrelerine gore

iki ardigik zaman adimi n ve n+ 1 arasindaki tekrarlama bagintisi,

7 6n—|— ,)/25n—|—2 + Y36n+1 4 ,)/4611—0-1 + ,)/55n+1 4+ ,},65n—_‘0:£ + ’}’75:1__%

(3.10)
= ¥16m_3+ Y682+ V56,1 + 148, + V301 + V2000 + V10013
olarak elde edilir. Burada,
=(1-EZ,—M), 7y =(120—56EZ, —24M),
= (1191 —245EZ,, — 15M), v = (2416+80M),
= (1191 +245EZ,, — 15M), Y% = (120456EZ,, —24M), (3.11)
v=01+EZ,—M),
e 42u
=0,1,....N, E=—At, M=—.
m ) bl ) 2h ) h2
Rubin-Graves lineerlestirme teknigi icin tekrarlama bagintisi,
Yl 51’l+3 e 725n+2 + ,)/35114-1 + ’}’46n+1 + y36n+1 "")/26”_._2 + y 6:1__’.__; (3 12)
= ¥50m—3+ Y602+ V18,1 + O+ V1011 + Y6010+ V50543
olarak elde edilir. Burada,
=(14+EZ,—M), 7= (120+120EZ, —24M),
= (1191 +1191EZ,, — 15M), 4 = (2416+2416EZ,,+80M),
=(1—-EZ,—M), 7%= (120—120EZ, —24M), (3.13)
¥ = (1191 - 1191EZ,, — 15M), 1 = (2416 —2416EZ,, + 80M),
EAL 42u
m:(),l,...,N, E:T, M:h—2

(3.10) ve (3.12) ile verilen cebirsel denklem sistemleri N + 1 tane lineer denklemden olusur,
fakat bu sistemde (83,8 2,8 1,...,0v+1,0v+2,0v+3)7 parametrelerinden olusan N + 7
tane bilinmeyen vardir. Bu sistemin tek ¢Oziimiinii elde edebilmek icin 6 tane ek sarta
ihtiyag vardir. Gerekli 6 tane ek sart (3.2) ile verilen sinir sartlar1 kullanilarak elde edilir.
Sinir sartlarinin cebirsel denklem sistemine basit bir sekilde dahil edilmesi olarak ifade
edilen bu islemin benzeri, asagida iterasyonu baglatabilmek icin d° baslangic degerinin belir-
lenmesi asamasinda agiklanmigtir. Bu sekilde 6_3,0_7,0_1 ve Oy+1,0n+2,0n+3 parame-

treleri, (3.10) ve (3.12) cebirsel denklem sisteminden yok edilir. Bu islemlerden sonra
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d" = (8),8,...,0y)" olmak iizere, N + 1 tane bilinmeyenli cebirsel denklem sistemi (matris

form) olusur:
Ad™! = Bd". (3.14)

A ve B matrisleri, (N + 1) x (N + 1) boyutlu 7 siitun elemanh matrislerdir(septa-diagonal ma-
tris olarak adlandirilir) ve bu matris denklemi agagida alt boliim 3.1.1 de agiklandig1 gibi For-
tran programinda Thomas algoritmasi1 (septa-diagonal algoritma) kullanilarak ¢oziilmiigtiir.

Lineer olmayan terim Z,, deki eleman parametresine,
1
()" =&+ (8, = 87)
formiilii ile verilen i¢ iterasyon her bir zaman adiminda ii¢ veya dort defa uygulanarak ¢oziim
tyilestirilmisgtir.
Baslangic iterasyonu

(3.10) ve (3.12) ile verilen tekrarlama bagintilarinda iterasyonu baglatabilmek icin d°

baglangic degeri belirlenmelidir. Yaklasik ¢6ziim baslangic parametreleri cinsinden,
N43

Un(x,0)= Y 9u(x)8()

m=-3
olarak yazilabilir. Bu yaklagik ¢oziimde 8" bilinmeyen parametrelerini belirleyebilmek igin

baglangi¢ sart1 ve asagidaki sinir noktalarindaki tiirevler kullanilir:

Uy(x,0) =U(x,0); m=0,1,2,....N

(Un)x(a,0) =0,  (Un)w(a,0) =0, (Un)xu(a,0) =0, (3.15)
(Un)x(,0) =0, (Un)sx(b,0) =0, (Un)xxx(b,0) =0.

Baglangig sart1 &, parametreleri cinsinden,

0_3+ 12065+ 11916_1 + 241609 + 11918; + 1208, + 83 = U (x0,0),

02+ 1206_1 4+ 11918 + 241601 + 11918, + 12083 + 64 = U (x1,0),

0_1+ 1200+ 1191681 + 24168, + 119183 + 12084 + 85 = U (x2,0),

80+ 1208, + 11918, + 241683 + 119184 + 12085 + 8 = U (x3,0),

On_e+ 1200y _5+11918y_4+24160N_3+ 11916y + 1200y _1 + Oy = U (xn_3, ),

( 0

ON—5+1208y_4 + 11918y_3 + 24168y + 11918y_1 + 1208y + Oy+1 = U (xy—2,0),
Sy_4+ 1208y 3+ 11918y 2424168y | + 11918y + 1208y 1 + Sy12 = U(xy_1,0),
ON—3+ 1206y _2 + 11910y_1 + 24160y + 11918y+1 + 1200N 12 + On+3 = U (xn,0)
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(3.16)

olarak yazilir. Goriildiigii gibi elde edilen bu sistem N + 1 tane cebirsel denkleme ve
(6.3,8.2,61,...,0v+1,0n42,0v13)7 parametrelerinden olugsan N + 7 tane bilinmeyene
sahiptir. Bu sistemin tek ¢6zlimiinii elde edebilmek i¢in 6 tane ek sarta ihtiya¢ vardir. Bunun
icin baslangi¢ sartinin (3.15) ile verilen sinir noktalarindaki tiirevleri kullanilir. Tiirevli sinir

kosullar1 8, parametreleri cinsinden,

—0_.3—568_,—2456_1 +2458,+ 566, + 03 =0,
0_3+246_7+156_1 —808) + 1501 +246, + & = 0,
—0.3—80_2+196_1—196; +8%» + 6 =0,
(3.17)
—ON_3—560Ny_2—2458y_1 +2458y11 +560N12+ O3 =0,
On_3+248y 2+ 150y_1 — 808y + 158y 11 +240n12 + Oyi3 =0,
—Ov-—3—80n-—2+ 196y 1 — 196511 +88y12+Ony3 =0
olarak elde edilir ~ Bu denklemlerden (6-3,0-2,0_1,0n+1,0N+2,0n+3) parametreleri

cekilirse asagidaki gibi bulunur:

55— %(—28060 11056, + 1688, + 1083),

220 55 35 11

5—2—750—E51—552—§53,
40 14 8 1

O_1=—5700+ 501+ 0+ 550,
PR Sy WILF WL .
N1 = =5 O+ Ot + g v—2 + 5o s,

220 55 35 11
Ont2 = 75N_ ESN—l - §5N—2 - 5—451\7—3,

1
ONi3 = 5(—2805]\7 +1058y_1 + 1688y + 106}\7_3).

Bu ifadeler (3.16) ile verilen denklem de yerine yazilirsa, (8_3,0-2,6_1,0n+1,0n+2,0N+3)
parametreleri yok edilir. Bu islemle beraber d° baslangic degerinin asagidaki matris formu

elde edilir:
wd® =b.

Burada
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1536 2712 768 24
82731  210568.5 104796 100635 |

81 81 81 81
9600 96597 195768 96474
81 81 81 81 120 1

1 120 1191 2416 1191 120 1
1 120 26474 195768 96597 9600

81 81 81 81
1 10063.5 104796 210568.5 82731
81 81 81 81

24 768 2712 1536

do - (607 61 ’ 627 o) 6N—27 6N—1 5 SN)Tu

b= (U(x0,0),U(x1,0),....,U (xn-1,0),U (xy,0))".

Bu matris denkleminden d° baslangi¢c degeri Thomas algoritmas ile ¢oziilerek elde edilir.
Baslangic degerinin bulunmasiyla beraber (3.14) ile verilen matris sisteminde n = 0 i¢in sag
taraf belirlenmistir. Buradan da matrisin sol tarafi, Thomas algoritmasi ile bulunur. Boylece

istenilen zaman adiminda bir 6nceki parametreden bulunan degerler kullanilarak (iterasyon

yapilarak), GEW denkleminin sayisal ¢oziimleri bulunmus olur.
3.1.1 Thomas algoritmasi ile septa-diagonal matris sisteminin ¢oziimii

Fortran programinda kullanildig1 gibi ve Zaki [82] tarafindan da verildigi gibi, septa-diagonal
matris sisteminin Thomas algoritmasi ile ¢oziimii agagidaki gibi agiklanabilir: Septa-diagonal

sistem,

a; 3+ b;i6; 2 +¢;61+d;i0; + ;81 + fiGir2 + gi6iy3 = hi, i=0,1,--- N
olarak yazilabilir. Burada,
ayp=by=co=ar=by=a,=gn2=gv-1=fn-1=8gv=fn=en=0.

Ik asamada, parametreler asagidaki gibi secilir:

€o fo 80 ho
& = bo, 0 = €0, ,LL():d(), 0= ") = o=— W=—),
g : Ho Ho 1 Ho Ho
e1 — _
(X]Zb], B1:C17 .ul:d]_B]C()7 Cl:—l ﬁlﬂoy Alz—fl ﬁl’y07
Hi i
_& _ hi =By
m ‘Ll], N ‘U]_
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Ikinci adimda, asagidaki parametreler hesaplanir:

o =bi—aili—3, Bi=ci—ailiz—00 2, Wi=di—anNi—3—Ai20;—Lili—1,
[i— €i—71i—206i—/3i)vi—1’ 2= ﬁ—ﬁmi_1’ ni= &

M - Hi o
%:hi—ﬁi%—l—Zi%—z—di?’i—S, i=34.--- N.
i

Son olarak ¢6ziim,

0; =% — Gidiy1 — Ai0it2 — Midiy3, i=0,1,--- ,N—4 N -3,

ON—2 = W—2—AN—20N —NIN—20N—1, ON—1=YN—1—TIN—10N, ON=TWN

olarak elde edilir.
3.1.2 Lineer kararhlik analizi

Sayisal algoritmanin lineer olarak kararliligini belirleyebilmek i¢cin Von-Neumann kararlilik
analizi kullanilacaktir. Bunun icin GEW denkleminin U”U; lineer olmayan terimindeki U”
teriminin, bolgesel olarak sabit oldugu varsayilir. Daha sonra k mod numarasi ve 4 eleman

biiyiikliigii olmak tizere,
5,;11 _ &neimkh (i: \/__1>

ile verilen Fourier mod (3.10) ile verilen denklem de yerine yerlestirilirse, asagidaki esitlik

elde edilir:

Y én-i—lei(m—?s)kh + 72§n+lei(m_2)kh + y35n+lei(m—1)kh + ,},4§n+leimkh

+ ,},Sén+lei(m+1)kh + ,},6€n+lei(m+2)kh + }’76"+lei(m+3)kh _ .19)
wénei(m73)kh + ,},65nei(m72)kh + ,ysénei(mfl)kh + ,},4§neimkh

+ ,y3§nei(m+l)kh + yzénei(rrH-Z)kh +9 énei(m—i-’j)kh‘

Simdi, e*" = cos (kh) + isin (kh) Euler formiilii (3.19) ile verilen denklem de uygulanir ve
gerekli sadelegtirme islemleri yapilirsa biiyiime faktorii olan &,

_a—ib

&= a+ib
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olarak edilir. Burada
a ="+ (% + 1) cos[hk] + (% + 12) cos[2hk] + (7 + 1) cos[3Rk],
b = (y5s — y3) sin[hk] + (Y — 12) sin[2hk| + (7 — 1) sin[3hk].

|€| nin modiilii 1 dir. Bu yiizden lineerlestirilmis algoritma sartsiz kararhidir.
3.1.3 Sayisal ornekler ve sonuclar

Bu boliimde sayisal algoritma, tek solitary dalga, iki solitary dalga arasindaki iligki
ve Maxwellian baglangic sartim iceren {i¢ Ornek {izerine uygulanmistir. Bu ii¢
test problemi baslangic sartinin farkli degerleri kullanilarak olusturulmugtur.  Sayisal
yontemin dogrulugunu gostermek ve daha onceki sayisal sonuglarla elde edilen sonuglari

karsilagtirabilmek i¢in L, ve L., hata normlari, asagidaki esitlikler kullanilarak,

Y

N 2
L= HUzam_UNHZ ~ \/hz ’th_am_ (UN)j‘
J=0
L= 01—t max e — 0 |
J

elde edilmistir. Evans ve Raslan [22] GEW denkleminin analitik ¢oziimiinii

U(x,t) = (/C(er 12)8(1?—1-2) sec h? [253

(x—ct—xo)} (3.20)

c(p+1)(p+2)

olarak ifade etmistir. Burada, gen. = 3

dalganin genli8i, ¢ pozitif x yoniinde

hareket eden dalganin sabit hiz1 ve xo keyfi sabittir.

Ayrica Evans ve Raslan [22] tarafindan verilen ve solitary dalganin kiitle, momentum ve

enerji ile ilgili li¢ hareket sabiti olan,
b b ) b

I = / Udx, b= / vrsui)ax, b= / U 2dx (3.21)
a a a

parametrelerindeki degisim miktar1 gozlemlenerek sayisal algoritmanin 6zellikleri korudugu

gosterilmigtir.
3.1.3.1 Tek solitary dalganin hareketi

Bu problem icin denklem (3.20) de t = 0 alinmasi ile edilen baslangi¢ sart1 kullanilacaktir.
p, ¢ ve gen. nin farkli degerleri i¢in bes farkli parametre kiimesi olusturulmustur. Bu bes
parametre kiimesinin diger degerleri h = 0.1, At =02, e =3, u =1, x9 =30, 0 <x <80
olarak sec¢ilmistir ve sayisal hesaplamalar + = 20 zamanina kadar yapilmigtir.
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Ilk olarak, p = 2 ve ¢ = 1/32 olarak alind1. Bu parametrelere gore solitary dalga gen. = 0.25
genligine sahip olur. Iy, I, I3 korunum sabitleri ile L, ve L., hata normlar1 sayisal algoritma
kullanilarak, normal ve Rubin-Graves lineerlestirme teknigi icin hesaplanmistir. Elde edilen
sonuglar Tablo 3.1°de gosterilmistir. Tablo 3.1°de goriildiigii gibi, I} x 10°, I, x 10° ve Iz x 10°
korunum sabitlerinin baglangi¢ hesabindaki degisim, sirastyla 0.0038, 0.0027 ve 0.0002 den
daha azdir. Ayrica L, ve L., hata normlarinin biiyiikligii istenildigi kadar kiiciiktiir ve Rubin-
Graves lineerlestime teknigi ile elde edilen sonuclar normal lineerlestirme teknigi ile elde

edilen sonuglardan kiiciik kalmaktadir.

Ikinci olarak, p = 2 ve ¢ = 1/2 degerleri alindiginda, solitary dalga gen. = 1 genligine sahip
olur. Ij, b, I3 korunum sabitleri ile L, ve L. hata normlar sayisal yontem kullanilarak,
normal ve Rubin-Graves lineerlestirme teknigi icin hesaplanmistir. Elde edilen sonuglar
Tablo 3.2°de verilmistir. Tablo 3.2 incelendiginde I; x 103, I, x 10° ve Iz x 103 korunum
sabitlerinin baslangic durumundaki degisim miktari, sirasiyla 0.0005, 0.0017 ve 0.0017 den
daha azdir. L, ve L. hata normlarinin sayisal degeri yeterince kiiciiktiir. Eger, iki farkli
lineerlestime teknigi ile elde edilen hata norm degerleri karsilastirilacak olursa hesaplama

icin Rubin-Graves lineerlestirme tekniginin daha etkili oldugu goriilmektedir.

Uciincii olarak, eger p = 3 ve ¢ = 0.001 parametre degerleri alimirsa, solitary dalga gen. =
0.15 biiyiikliigiine sahip olur. Bu parametre degerleri icin /1, />, I3 korunum sabitleri ile L, ve
L., hata normlar1 Tablo 3.3’de sunulmustur. Tablo 3.3 den gozlemlendigi gibi I; x 10°, I x
10% ve I3 x 10° korunum sabitlerindeki degisim hesaplama siiresince sirastyla 0.0001, 0.0001
ve 0.0001 degerlerinden daha kiiciik kalmaktadir. L, ve L. hata normlar1 degerlendirildigi
zaman, Rubin-Graves ile elde edilen sayisal sonug¢ daha iyi olmakla beraber, elde edilen norm

degerleri hesaplama siiresince oldukga kiiciik bulunmustur.

p =3 ve ¢ = 0.3 i¢cin solitary dalga gen. = 1 yiiksekligine sahiptir. Elde edilen sayisal
sonuglar Tablo 3.4’te gosterilmistir. Tablo 3.4’ten agik¢a goriiliir ki I} x 103, I, x 10° ve
Iz x 10° korunum sabitlerinin sayisal degerinde meydana gelen degisim miktar1 0.0637,
0.1606 ve 0.1607 den kiigiik kalmaktadir. L, ve L. hata norm degerleri ise arzu edildigi
gibi kiiciiktiir ve Rubin-Graves lineerlestime teknigi normal lineerlestirme teknifine gore
programin calistirildig: siire boyunca daha iyi sonuglar vermektedir. Diger yandan, secilen
bu parametre degerlerine gore solitary dalganin konum ve hareketi farkli zamanlarda Sekil

3.1’de ¢izilmistir. Bu sekilde, dalga t = 0 zamanindan ¢ = 10 ve ¢ = 20 zamanina dogru
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ilerledikce beklendigi gibi saga dogru sekil, hiz ve biiyiikliigiinii kaybetmeden hareket et-

mektedir. Yani, bu dalgalar solitary dalga 6zelligine sahiptirler.

Son olarak, p =4 ve ¢ = 0.2 biiyiikliikleri i¢cin solitary dalga gen. = 1 genligine sahiptir. Elde
edilen sayisal degerler Tablo 3.5’te listelenmistir. Tablo 3.5’ten belirlendigi gibi I; x 107,
I x 103 ve I x 10° korunum sabitlerinin baslangi¢ degerine gore sayisal degisimleri, sirastyla
0.1305, 0.2822 ve 0.2823 degerlerinden daha az olmaktadir. Rubin-Graves lineerlestime
teknigi kullanilarak elde edilen hata degerleri normal lineerlestime teknigine gore daha
kiiciiktiir ve elde edilen L; ve L. hata norm degerleri istenildigi kadar kiictiktiir. Solitary dal-
ganin farkli zaman peryotlarindaki hareketi Sekil 3.2°de tasvir edilmigtir. Sekil 3.2 g0Osterir
ki, elde edilen ¢oziim tahmin edildigi gibi bir solitary dalga olusturur. Diger bir deyisle, za-
man ilerledik¢e dalgalar sekil, hiz ve genliklerini kaybetmeden yoluna devam eden solitary

dalgalardr.

Tablo 3.1 Tek solitary dalganmn p =2, gen.=0.25, h=0.1, At =0.2 ve x € [0,80] i¢in korunum

sabitleri ve hata norm degerleri

t 0 5 10 15 20
I Normal 0.7853966 0.7853966 0.7853965 0.7853965 0.7853965
Rub.-Grav.  0.7853966 0.7853966 0.7853966 0.7853966 0.7853965
L Normal 0.1666664 0.1666663 0.1666663 0.1666663 0.1666663
Rub.-Grav.  0.1666664 0.1666663 0.1666663 0.1666663 0.1666663
I3 Normal 0.0052083 0.0052083 0.0052083 0.0052083 0.0052083

Rub.-Grav.  0.0052083 0.0052083 0.0052083 0.0052083 0.0052083
Ly x 10° Normal 0.00000000  0.03067279  0.06285007  0.09693233  0.13336822
Rub.-Grav. ~ 0.00000000  0.02900012  0.05967250  0.09243870  0.12775844
L. x 10° Normal 0.00000000  0.01989833  0.04083748  0.06230627  0.08399884
Rub.-Grav. ~ 0.00000000  0.01721060  0.03441138  0.05158717  0.06887276
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Tablo 3.2 Tek solitary dalganin p =2, gen. =1, h=0.1, At =0.2 ve x € [0,80] i¢in korunum

sabitleri ve hata norm degerleri

t 0 5 10 15 20
I Normal 3.1415863 3.1415861 3.1415859 3.1415857 3.1415854
Rub.-Grav.  3.1415863 3.1415864 3.1415862 3.1415860 3.1415858
L Normal 2.6666616 2.6666613 2.6666610 2.6666607 2.6666604
Rub.-Grav.  2.6666616 2.6666616 2.6666611 2.6666606 2.6666600
I Normal 1.3333283 1.3333275 1.3333272 1.3333269 1.3333266
Rub.-Grav. 1.3333283 1.3333283 1.3333278 1.3333272 1.3333267
L Normal 0.00000000  0.00438263  0.00853676  0.01262954  0.01671823
Rub.-Grav. ~ 0.00000000  0.00421699  0.00849425  0.01279079  0.01708960
L. Normal 0.00000000  0.00289068  0.00539302  0.00789694  0.01040121
Rub.-Grav. ~ 0.00000000  0.00261076  0.00524102  0.00787126  0.01050088

Tablo 3.3  Tek solitary dalganmn p =3, gen.=0.15, h=0.1, Ar=0.2 ve x € [0,80] i¢in korunum

sabitleri ve hata norm degerleri

t 0 5 10 15 20
I Normal 0.4189154 0.4189154 0.4189154 0.4189154 0.4189154
Rub.-Grav.  0.4189154 0.4189154 0.4189154 0.4189154 0.4189154
L Normal 0.0549807 0.0549807 0.0549807 0.0549807 0.0549807

Rub.-Grav.  0.0549807 0.0549807 0.0549807 0.0549807 0.0549807
I x 10* Normal 0.7330748 0.7330748 0.7330748 0.7330748 0.7330748
Rub.-Grav.  0.7330748 0.7330748 0.7330748 0.7330748 0.7330748
Ly x 107 Normal 0.00000000  0.01575841  0.03157299  0.04744419  0.06337251
Rub.-Grav. ~ 0.00000000 0.01574216  0.03154053  0.04739557  0.06330776
Lo x 107 Normal 0.00000000  0.00855102  0.01715751  0.02582082  0.03454222
Rub.-Grav. ~ 0.00000000  0.00855128  0.01715803  0.02582167  0.03454333

0.8

0.6

U(x,t)

0.4

0.2

0.0

Sekil 3.1 Tek solitary dalganin p =3, gen. =1, xo =30, x € [0,80] i¢in = 0, 10,20°deki hareketi

37



Tablo 3.4 Tek solitary dalganin p =3, gen. =1, h=0.1, At =0.2 ve x € [0,80] i¢in korunum

sabitleri ve hata norm degerleri

t 0 5 10 15 20
I Normal 2.8043580 2.8043577 2.8043575 2.8043572 2.8043570
Rub.-Grav.  2.8043580 2.8043425 2.8043265 2.8043104 2.8042943
L Normal 2.4639101 2.4639097 2.4639094 2.4639090 2.4639086
Rub.-Grav.  2.4639101 2.4638709 2.4638305 2.4637900 2.4637496
I Normal 0.9855618 0.9855613 0.9855610 0.9855606 0.9855602
Rub.-Grav.  0.9855618 0.9855225 0.9854821 0.9854416 0.9854012
L Normal 0.00000000  0.00204205  0.00404586  0.00603031  0.00800997
Rub.-Grav. ~ 0.00000000  0.00166798  0.00341195  0.00522557  0.00708099
L. Normal 0.00000000  0.00144917  0.00275209  0.00406426  0.00537733
Rub.-Grav. ~ 0.00000000  0.00114859  0.00234526  0.00356386  0.00480353

Tablo 3.5 Tek solitary dalganin p =4, gen. =1, h=0.1, At =0.2 ve x € [0,80] i¢in korunum

sabitleri ve hata norm degerleri

t 0 5 10 15 20
I Normal 2.6220516 2.6220514 2.6220512 2.6220510 2.6220508
Rub.-Grav.  2.6220516 2.6220193 2.6219866 2.6219539 2.6219211
L Normal 2.3561915 2.3561912 2.3561909 2.3561905 2.3561902
Rub.-Grav.  2.3561915 2.3561216 2.3560509 2.3559801 2.3559093
I Normal 0.7853952 0.7853948 0.7853945 0.7853942 0.7853939
Rub.-Grav.  0.7853952 0.7853252 0.7852545 0.7851837 0.7851130
L, Normal 0.00000000  0.00105910  0.00211286  0.00316045  0.00420836
Rub.-Grav. ~ 0.00000000  0.00075057  0.00156686  0.00245793  0.00341485
L., Normal 0.00000000  0.00078877  0.00151318  0.00223807  0.00296955
Rub.-Grav.  0.00000000  0.00055460  0.00116121  0.00180868  0.00249360

0.8

0.6

U(x,t)

0.4

0.2

0.0

Sekil 3.2 Tek solitary dalganin p =4, gen. =1, xo =30, x € [0,80] icinz = 0, 10,20°deki hareketi
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Tablo 3.6’da elde edilen korunum sabitlerinin ve hata norm biiytikliiklerinin # = 20 anindaki
sayisal sonuglari, [5, 22, 23] calismalarinda verilen sonuglarla karsilagtirilmistir. Bu tablo-
dan goriildiigii gibi, elde edilen L, ve L. hata normlarinin biiyiikliikleri p = 2,3 parame-
tresi icin diger ¢alismalardan daha kiiciiktiir; p = 4 parametresi i¢in ise elde edilen diger
sonuglarla hemen hemen aymidir. Ayrica Ij, I, ve I3 korunum sabitlerinin sayisal yontem
kullanilarak elde edilen degerleri, daha once yapilan calismalarda verilen sayisal degerlerle

uyumlu bulunmustur.

Tablo 3.6  Tek solitary dalganin p =2,3,4; h=0.1, At =0.2 ve x € [0, 80] i¢in sayisal sonuglarinin

kargilastirilmasi
p 2 3 4
QBSC[22]  0.78528640
I CBSC[5]  0.78466760  0.65908330
CBSPG [23]  0.78539800  0.41891600  2.62206000
SBSC 078539650  0.41891540  2.62192110
QBSC[22]  0.16658180
b CBSC[5]  0.16643400  0.05938137
CBSPG [23]  0.16666900  0.05497830  2.35615000
SBSC 0.16666630  0.05498070  2.35590930
QBSC[22]  0.00520600
h CBSC[5]  0.00519380  0.00006871
CBSPG [23]  0.00520829  0.00007330  0.78534400
SBSC 0.00520830  0.00007330  0.78511300

QBSC [22] 0.15695390
Ly x 103 CBSC [5] 0.19588780  0.51496770
CBSPG [23]  0.00250172  0.00006407  2.30499000
SBSC 0.00127758  0.00000633  3.41485000
QBSC [22] 0.20214760
Lo x 103 CBSC [5] 0.17443300  0.32060590
CBSPG [23]  0.00275164  0.00008206  1.88285000
SBSC 0.00068872  0.00000345  2.49360000

3.1.3.2 IKi solitary dalganin etkilesimi

Ikinci problem olarak, aym yonde pozitif gen. = 1 ve gen. = 0.5 genliklerine sahip iki solitary

dalga arasindaki etkilesim calisilmistir. Bu problem ig¢in,

2 [
U(x,0) = ; <ilp +23(p =2 Gecn? {%(x—xi)] (3.22)

ile verilen baglangic sart1 kullanilmistir. Burada i = 1,2 olmak iizere ¢; ve x; keyfi sabitlerdir.

p ve c; nin farkli degerleri i¢in ii¢ farkli parametre kiimesi alinmigtir. Diger tiim parametreler
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bu problem i¢in 2 = 0.1, At =0.025, e =3, u =1, x; = 15, x =30 ve 0 < x < 80 olarak

secilmigtir.

Ik olarak, p =2, ¢; = 0.5 ve ¢ = 0.125 parametre degerleri alinmustir. Program ¢ = 0
dan ¢t = 60 zamanina kadar calistinnlmistir. 71, I ve I3 korunum sabitlerinin sayisal degerleri
Tablo 3.7 de listelenmistir. Tablo 3.7 den anlasildig1 gibi I; x 10°, I x 10° ve 3 x 103 ile
verilen kiitle, momentum ve enerji ile ilgili i korunum sabitinde meydana gelen degisim
Rubin-Graves lineerlestime teknigi i¢in sirasiyla 0.0013, 0.0002 ve 0.005 ten daha kiiciik
kalmaktadir. Normal lineerlestirme teknigi ile elde edilen korunum sabitlerinin sayisal
degerleri, t = 60 zamanina kadar neredeyse degismeden kalmaktadir. Ayrica elde ettigimiz
korunum sabitlerinin sayisal degerleri, kuadratik Petrov-Galerkin yontemi [23] ile elde edilen

sonuglara ¢cok yakindir.

Ikinci olarak, p = 3, ¢; = 0.3 ve ¢, = 0.0375 parametre degerlerini segildi. Sayisal algo-
ritma ¢ = 100 zamanina kadar ¢alistirilarak /1, /> ve /3 korunum sabitlerinin sayisal degerleri
Tablo 3.8’de gosterilmistir. Tablo 3.8 den anlasildig1 gibi I; x 10°, I, x 10° ve I3 x 10°
korunum sabitlerinin degisimi, Rubin-Graves lineerlestirme teknigi i¢in 0.002, 0.0001 ve
0.0005 degerlerinden daha az olmaktadir. Normal lineerlestime teknigi icin elde edilen
korunum sabitleri ise, programin calismasi siiresince neredeyse sabit kalmaktadir. Diger
yandan korunum sabitlerinin elde ettigimiz sayisal degerleri, [23] ile verilen c¢alismadaki
sonuglarla olduk¢ca uyumludur. Sekil 3.3, iki solitary dalga arasindaki iligkiyi farkli za-
man periyotlarinda tasvir etmektedir. Sekilde gozlemlendigi gibi, # = 0 aninda genligi biiyiik
olan dalga genligi kiiciik olan dalganin konum olarak gerisindedir. Solitary dalga teorisinde
de acgiklandig1 gibi, genligi biiyiik olan dalganin hizi biiyiik oldugu i¢in zaman ilerledikce
konumca 6nde olan kiiciik genlikli dalgayr yakalar. #+ = 50 an1 civarinda iki solitary dalga
arasindaki etkilesim baglar, diger bir deyisle bir dalga diger dalganin iizerine biner. ¢ = 70
aninda dalgalar ayrilmaya baglar. + = 100 zamaninda ise dalgalar belirgin olarak ayrilir ve
biiytik genlikli dalga 6nde, kiiciik genlikli dalga arkada baslangic sekil, hiz ve biiyiikliiklerini
koruyarak yollarina devam ederler. Sonug olarak, iki solitary dalga ayni yonde ilerlerken
etkilesim gerceklesir ve ¢carpismadan sonra 6zelliklerini cok az kaybederek uzun mesafe yol

alabilirler. Yani bu dalgalar solitonlardir.

Son olarak, p =4, ¢; = 0.2 ve ¢; = 1/80 parametre degerleri alindi. Sayisal hesaplamalar

t = 120 zamanina kadar yapildi. /1, I> ve I3 korunum sabitleri sayisal yontemin 6zellikleri ko-
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rudugunu gostermek icin hesaplandi ve sonuglar Tablo 3.9°da verildi. Tablo 3.9 da goriildiigi
gibi I| x 10*, I, x 10* ve I3 x 10* sabitlerindeki degisim Rubin-Graves lineerlestirme teknigi
icin 0.01, 0.001 ve 0.005 den daha kii¢iik kalmaktadir. Normal lineerlestirme teknigi icin ise
bu sabitler neredeyse de§ismeden kalmaktadir. Ayrica korunum sabitlerinin sayisal sonuglari,
kuadratik Petrov-Galerkin yontemi [23] ile elde edilen sonuglara ¢ok yakindir. Iki soli-
tary dalganin hareketi farkli zaman asamalarinda Sekil 3.4’te resmedilmistir. Bu sekilden
su sonug¢ ¢ikarihir: # = 0 aninda biiyiik genlikli dalga kiiciik genlikli dalganin solundadir.
t = 50 aninda biiytik genlikli dalga kiigiik genlikli dalgay1 yakalar ve t = 70 aninda iki dalga
arasindaki etkilesim baglar. # = 100 aninda ise solitary dalgalar ayrilir ve artik biiyiik genlikli

dalga kiiciik genlikli dalganin sagindadir. Solitary dalgalar, 6zeliklerini carpigmadan sonra

korudugu ve bu sekilde uzun bir miiddet yol aldiklari i¢in solitonlardir.

Tablo 3.7  iki solitary dalganin etkilesiminin p =2, gen.=1,0.5, h=0.1, At =0.025 ve x € [0,80]

i¢in korunum sabitleri

t

0

10

20

30

40

50

60

L

Normal

Rub.-Grav.

4.7123733
4.7123733

4.7123745
4.7123745

4.7123745
4.7123743

4.7123745
4.7123665

4.7123745
4.7123702

4.7123745
4.7123746

4.7123745
4.7123747

CBSPG [23]

4.7123900

4.7123900

4.7123900

4.7123900

4.7123900

4.7123900

4.7123900

b

Normal

Rub.-Grav.

3.3333294
3.3333294

3.3333294
3.3333294

3.3333294
3.3333290

3.3333295
3.3333139

3.3333295
3.3333214

3.3333295
3.3333296

3.3333295
3.3333296

CBSPG [23]

3.3332400

3.3332400

3.3332400

3.3332400

3.3333300

3.3333800

3.3333300

I

Normal

Rub.-Grav.

1.4166643
1.4166643

1.4166643
1.4166643

1.4166642
1.4166639

1.4166594
1.4166446

1.4166615
1.4166532

1.4166644
1.4166642

1.4166644
1.4166644

CBSPG [23]

1.1416660

1.1416660

1.1416660

1.1416640

1.1416650

1.1416660

1.1416660

Tablo 3.8

Iki solitary dalganin etkilesiminin p =3, gen.=1,0.5, h=0.1, At =0.025 ve x € [0, 80]

icin korunum sabitleri

t

0

10

20

40

60

80

90

100

Normal

L Rub.-Grav.

4.2065320
4.2065320

4.2065329
4.2065328

4.2065330
4.2065328

4.2065330
4.2065303

4.2065330
4.2065314

4.2065330
4.2065325

4.2065330
4.2065324

4.2065330
4.2065323

CBSPG [23]

4.2065500

4.2065500

4.2065500

4.2065500

4.2065500

4.2065500

4.2065500

4.2065500

Normal

I Rub.-Grav.

3.0798892
3.0798892

3.0798892
3.0798889

3.0798892
3.0798887

3.0798892
3.0798842

3.0798892
3.0798862

3.0798892
3.0798879

3.0798892
3.0798877

3.0798892
3.0798875

CBSPG [23]

3.9797700

2.0798600

3.0798200

3.0798600

3.0798700

3.0799100

3.0797400

3.0797200

Normal

I Rub.-Grav.

1.0163623
1.0163623

1.0163623
1.0163621

1.0163623
1.0163619

1.0163619
1.0163573

1.0163620
1.0163585

1.0163624
1.0163606

1.0163625
1.0163604

1.0163625
1.0163602

CBSPG [23]

1.0163400

1.0163400

1.0163400

1.0163400

1.0163300

1.0163300

1.0163300

1.0163400
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Tablo 3.9  iki solitary dalganin etkilesiminin p =4, gen.=1,0.5, h=0.1, At =0.025 ve x € [0,80]

i¢in korunum sabitleri

t 0 10 20 40 60 80 100 120
Normal 3.9330730  3.9330737  3.9330738  3.9330738  3.9330738  3.9330738  3.9330738  3.9330739
I Rub.-Grav. 3.9330730  3.9330736  3.9330735  3.9330732  3.9330702  3.9330709  3.9330728  3.9330725
CBSPG [23]  3.9330900  3.9330900  3.9330900  3.9330900  3.9330900  3.9330900  3.9330900  3.9330800
Normal 2.9452406 29452406  2.9452406  2.9452406  2.9452406  2.9452406  2.9452406  2.9452406
b Rub.-Grav. 29452406  2.9452403  2.9452401  2.9452394  2.9452339  2.9452353 29452384  2.9452379
CBSPG [23]  2.9451200  2.9451800  2.9451700  2.9451500  2.9450500  2.9450600  2.9450800  2.9451100
Normal 0.7976683  0.7976683  0.7976683  0.7976683  0.7976680  0.7976679  0.7976684  0.7976684
L Rub.-Grav. 0.7976683  0.7976680  0.7976677  0.7976671  0.7976617  0.7976622  0.7976655  0.7976649
CBSPG [23] 0.7976140  0.7976120  0.7976110  0.7976120  0.7976220  0.7976130  0.7976110  0.7976110

124 1.0 4
a) b)
1.0 4
08+
0.8 -
06
X 06 X
=) =}
0.4
0.4
024
02
00 T T T 1 00 T T T 1
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
X X
1.2 4 124
] 9
1.0 o 1.0 4
0.8 4 08+
X 064 X 06+
3 =)
04 0.4 -
02 0.2
0.0 T T T 1 0.0 T T T 1
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
X X

Sekil 3.3 ki solitary dalganin p =3; a)r =0, b)t =50, c)t =70, d)+ = 100’deki hareketi
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Sekil 3.4 iki solitary dalganin p = 4; a)t =0, b)t =50, c)t =70, d) ¢ = 100’deki hareketi

3.1.3.3 Maxwellian baslangic sarti
Son problem olarak, (3.1) ile verilen denklem
U(x,0) = Exp(—x*),  —20<x<20 (3.23)

seklinde verilen Maxwelllian baslangi¢ sart1 ile beraber ele alinmistir. Bu durumda ¢6ziimiin
davranmig1 u degerlerine baghdir. Bu yiizden, u = 0.01, u = 0.025, u = 0.05, u = 0.1 ve
p = 2,3,4 parametreleri se¢ilerek solitary dalganin davranigi incelenmistir. Sayisal de8erler
t = 12 anina kadar gozlemlenmistir. Hareket sabitlerinin sayisal degerleri farkli p degerleri
icin Tablo 3.10’da sunulmustur. I; x 103, I, x 103 ve I3 x 10> hareket sabitlerinin baslangic
degerine gore degisimi sirasiyla p =2 1i¢in 0.03, 0.07 ve 0.2; p=31i¢in 0.05,0.2ve 0.2; p=4
icin 0.08, 0.2 ve 0.6 dan daha kii¢iik kalmaktadir. Ustelik ¢t = 12 de elde edilen korunum

sabitleri ile [23] te verilen say1sal sonuclar arasindaki fark oldukga kiiciiktiir.

Sekil 3.5 ve Sekil 3.6 Maxwellian baglangi¢c sartina gore solitary dalgalarin gelisimini
gostermektedir. Bu sekillerde goriildiigii gibi u = 0.1 degeri icin sadece bir tane kararl
dalga goriiniir. u = 0.05 oldugu zaman iki tane kararl solitary dalga goriiniir. Ug ve bes

tane kararli dalga ise sirasiyla g = 0.025 ve u = 0.01 parametre degerlerinde olusur. Bu
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sekillerden sonug olarak sunu sdyleyebiliriz: Eger u degeri azaltilirsa, olusan kararli solitary

dalga sayis1 artmaktadir.

Tablo 3.10 Maxwellian baglangic sarti ve h = 0.1, At =0.01 ve x € [—20,20] i¢in korunum sabitleri

u ! p=2 p=3 p=4

I b I I L I I b I
1.772453  1.265847  0.886226  1.772453 1265847  0.792665 1772453  1.265847  0.723601
4 1773567 1272162 0913749 1776431  1.280719  0.851731  1.803566  1.363095  1.083499
0.010 8 1774354  1.273668 0.905325 1.782107 1293911  0.847407 1.805571 1.392182  1.468426
12 1.773219 1267638  0.897781 1788222  1.329233  1.014441  1.757360  1.218707  0.577822
CBSPG [23] 12 1.772400 1265800 0.886200  1.772400  1.266500  0.794700  1.772500  1.266900  0.725300
1772453 1.284646  0.886226  1.772453 1284646  0.792665 1772453  1.284646  0.723601
4 1772624  1.285168 0.887871  1.772841  1.285658  0.799622  1.776099  1.298322  0.787247
0.025 8 1772635 1.285208  0.887926  1.772963  1.285086  0.792383  1.770003  1.274934  0.705119
12 1772636 1.285180 0.887737  1.772636  1.283938  0.793308  1.777013 1302710  0.808295
CBSPG [23] 12 1.772400 1.283500 0.885600  1.772300  1.283400  0.791000  1.772400  1.284900  0.724300
0 1.772453 1315979  0.886226 1772453  1.315979  0.792665 1.772453  1.315979  0.723601
4 1772519 1316150 0.886577 1.772578  1.316226  0.793414  1.772432 1315294  0.722397
0.050 8 1772520 1.316152  0.886582  1.772577 1316198  0.793400 1772717 1.316536  0.726374
12 1772520 1316151 0.886579  1.772592  1.316254  0.793420  1.773333 1318824  0.731885
CBSPG[23] 12 1.772400 1316000 0.886100  1.772400  1.315600  0.792200  1.772400  1.317700  0.724500
0 1.772453 1378645 0.886226  1.772453  1.378645 0.792665 1.772453 1378645  0.723601
4 1772478 1378707 0.886327 1.772501  1.378748  0.792856  1.772530  1.378826  0.724088
0.100 1772479 1.378707  0.886327  1.772500  1.378745 0.792853  1.772531  1.378843  0.724131
12 1772479 1378707 0.886327  1.772499  1.378742  0.792847  1.772524 1.378812  0.724054
CBSPG [23] 12 1.772400 1.378500 0.886100  1.772400  1.378700  0.792600  1.773400  1.383600  0.722400
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Sekil 3.5 Maxwellian baglangic sarti ve p =3, t =12; a) u =0.1, b) u =0.05, c) u =0.025, d)

u = 0.01 degerleri i¢in dalgalarin olusumu
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ekil 3.6 Maxwellian baslangic sartive p =4, r =12; a) u =0.1, b) u =0.05, ¢) u =0.025, d)
g u u u
u = 0.01 degerleri i¢in dalgalarin olusumu
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3.2 GEW Denkleminin Kuintik B-spline Kollokasyon Yontemi ile Sayisal Coziimii

GEW denklemi asagidaki forma sahiptir:
U+ eUPU, — uUyy = 0. (3.24)

Burada fiziksel sinir gartlart x — £oo iken U — 0, alt indis ¢ ve x zaman ve boyutsal tiirevi

ifade eder, € ve p pozitif tamsayidir, u pozitif sabittir.

Denklemin tiirevli yapis1 ve kuintik B-spline sekil fonksiyonlar1 dikkate alinarak, sinir ve
baslangi¢ sartlar

U(a,t) =0

U(b,t) =0, U,(b,t) =0, (3.25)

) Ux(d,t) = ()7

U(x70):f(x)7 a<x<b

seklinde secilir.

[a,b] araliginda tanimlanmig bir ¢6ziim bolgesini diigtinelim. Aralik uzunlugu h = 1% =
(Xm+1—Xm) ve a = x9 < x1 < ... < xy = b olmak liizere, [a,b] arahi@1 x,, diigiim nokta-
lariyla N tane esit alt aralifa boliiniir. [a,b] aralig1 lizerinde tanmimli fonksiyonlar i¢in bir
baz olusturan ¢, (x) (m = —2,—1,--- N +2) kuintik B-spline fonksiyonlari, x,, diigiim nok-
talarinda Prenter [78] tarafindan

.

(x—2xm-3)°, [Xm—3,%m—2)
(X —Xp_3)° —6(x —Xn_2)>, [Xm—2,%m—1)
(x—xn3)> —6(x—xn2)> +15(x =Xn_1)°, [Xm_1,Xm)
P (x) = }% (Xmi3 —%)> = 6(xmi2 — x> + 151 — %), [y Xmr1) (3.26)
(Xm+3 —x)° = 6(xims2 —x)°, Xm+15Xm+2)
(X3 —X)57 o2, %m+3]
0, diger durumlar

\
olarak tanimlanmistir. Her bir kuintik B-spline ¢, fonksiyonu ardisik 6 tane sonlu alt araligi
orter. Bu yiizden her bir [x,,;,x,+1] sonlu alt aralif1 6 adet B-spline fonksiyonu tarafindan
ortiiliir. Uy (x,t) yaklagik ¢oziimii, kuintik B-spline sekil fonksiyonlari cinsinden,

N+-2

Un(x,1) =Y, On(x)8n() (3.27)

m=-2
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olarak ifade edilir. Burada §,,(f), zamana bagl bilinmeyen parametrelerdir, sinir sartlart
ve GEW denkleminin kuintik B-spline kollokasyon sart1 kullanilarak bulunacaktir. (3.26)
ile verilen B-spline fonsiyonlar, (3.27) ile verilen yaklagsik ¢coziim de yerine yerlestirilerek,
yaklasik ¢oziim U, ve onun x’e gore ikinci mertebeye kadar olan tiirevleri, x,, diigiim nok-

tasinda O, bilinmeyen parametreleri cinsinden,

UN(xlm t) = Uy = Op—2+260,-1 + 665, + 265m-i—l + 5m+27

5
U, = E(_5m72 —108,—1 + 108,41 + On+2), (3.28)
, 20
Um = ﬁ(sm—Z + 26m—1 - 65m + 26m-i—1 + 5m+2)

olarak hesaplanir. Boylece U degisimi [x;;,x;,+1] sonlu elemani iizerinde asagidaki gibi

yazilabilir:
N+2

U=Y 0Oubn. (3.29)
m=-—2

Denklem (3.28) ile verilen U, ve onun x’e gore tiirevleri, denklem (3.24) ile verilen GEW

denkleminde kullanilirsa: Normal lineerlestirme teknigi i¢in,

Sm—2 +268,_1 + 668, 4 268,11 + Opin

5¢Z,

h
20u

2

<_6m—2 - 105m—1 + 105m—0—1 + 5m+2) (330)
(8n—2+28n-1— 68+ 2811+ 8ni2) =0

seklinde kollokasyon sartinin genel formu elde edilir. Burada,
Zn 2 [Up)P = (82 +268,,_ | + 668, +268, . +,,.5)"

olarak alinmistir. Rubin-Graves lineerlestirme teknigi icin, birlestirilmis adi diferansiyel den-

klemlerin bir kiimesi agagidaki gibi elde edilir:

Sm—2 +268,_1 + 668, 4 268,11 + o

+ €2 (82 + 2681 + 668+ 268,11 + Sny2) G331
20U . . X ) i
- h_éLL(Sm*Z + 25m71 - 66m + 26m+1 + 6m+2) =0.

Zn 2 [(Un)" ™ (Ui )] "™ = (U Ui+ (UL (U = (U (U

= (Un)" U D+ U U — (U~ (U
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p-135
h
p—1 5
h

15
— (8p_p +268),_ + 668, +268 | + 5,f1+2)p : 7 (—=6p_»,— 108, | +108) . +6p.»)

Zin = (82 + 268, 46068, + 2651 +8,.5)" L (=875 — 108,71 + 108,71 + 8,15)

m—+2

+ (8] +2651F] + 6650 +2687 ] +81))

o+l T Ot (=8n_»— 108, | +108, ., 1 +6).5)

TR

olarak hesaplanir ve her iki genel denklemde zamana gore tiirevi ifade eder. (3.30) ve
(3.31) ile verilen genel ¢6ziim denklemlerinde bulunan zamana gore bilinmeyen parametreler

olan J,, ve zamana gore tiirevleri olan J,, katsayilarina sirasiyla,

n+1 n
- 5m - 6m

o 1 n n+1 \
O = 2(5m+5m ), O = Y (3.32)

formiilleri ile verilen Crank-Nicolson ve klasik ileri sonlu fark yaklagimi uygulanir. Bu halde,
normal lineerlestirme teknigi i¢in 51-”“ ve 6" bilinmeyen zaman parametrelerine gore iki

ardigik zaman adimi n ve n+ 1 arasindaki tekrarlama bagintisi,

NS+t oy + st + onth

(3.33)
= V50_2 + Va0y_1 + V30, + V26,1 + V16,0
olarak elde edilir. Burada,
n=1-EZ,—M), n=26—10EZ,—2M), 71 = (66+6M),
1= (26 +10EZ,, —2M), vs=(14+EZ,—M), (3.34)
m=0,1,....N, E:;—ZAt, M= 2}?—2“

Rubin-Graves lineerlestirme teknigi icin tekrarlama bagintisi asagidaki gibi elde edilir:

NS+ non oy et +ndnth

(3.35)
=140 2+ V50, 1+ %60, + V50,1 + %0y 0.
Burada,
n=1+EZ,—M), = (26+26EZ,—2M), 7= (66+66EZ,+6M),
w=(1-EZ,—M), 7y5=(26—26EZ,—2M), 7Y = (66—66EZ,+6M), (3.36)
m=0,1,...,N, E:%At, M:zicl)—f.

(3.33) ve (3.35) ile verilen cebirsel denklem sistemleri N + 1 tane lineer denklem ve
(6.2,61,...,8v11,0v12)" parametrelerinden olusan N -+ 5 tane bilinmeyenden olusur. Bu
sistemin tek ¢ozlimiinii elde edebilmek icin 4 tane ek sarta ihtiya¢ vardir. Gerekli 4 tane ek

sart (3.25) ile verilen sinir sartlar1 kullanilarak elde edilir. Sinir sartlarinin cebirsel denklem
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sistemine basit bir sekilde dahil edilmesi olarak ifade edilen bu asamanin benzeri, asagida
iterasyonu baslatabilmek icin d° baslangi¢ degerinin belirlenmesi asamasinda verilmistir.
Boylece 6 5,0 1 ve Oyi1,0n12 parametreleri, (3.33) ve (3.35) ile verilen cebirsel denklem
sistemlerinden silinir. Bu islemlerden sonra d" = (&, 81,...,8y)" olmak iizere, N + 1 tane

bilinmeyenli cebirsel denklem sistemi (matris form) olusur:
Ad™™! = Ba". (3.37)

A ve B matrisleri, (N+1) x (N4 1) boyutlu 5 siitun elemanli matrislerdir(penta-diagonal ma-
tris olarak adlandirilir) ve bu matris denklemi asagida alt boliim 3.2.1°de aciklandig1 gibi For-
tran programinda Thomas algoritmasi (penta-diagonal algoritma) kullanilarak ¢oziilmiistiir.

Lineer olmayan terim Z,, deki eleman parametresine
1
()" =&+ 5 (85 —87)

formiilii ile verilen i¢ iterasyon her bir zaman adiminda ii¢ veya dort defa uygulanarak ¢oziim

iyilestirilmigtir.
Baslangic iterasyonu

(3.33) ve (3.35) ile verilen tekrarlama bagintilarinda iterasyonu baglatabilmek i¢in d°
baslangi¢ degeri bulunmalidir. Yaklasik ¢oziimiin baglangi¢ sarti,

N+2
Unv(x,0)= Y u(x)82(1)

m=—2

seklinde yazilabilir. Bu yaklasik ¢oziimde 80 bilinmeyen parametrelerini belirleyebilmek

icin baglangi¢ sart1 ve asagidaki sinir noktalarindaki tiirevler kullanilir:

Uy(x,0) =U(x,,0); m=0,1,2,....N
(Un)x(a,0) =0, (Un)xx(a,0)=0, (3.38)
(UN)x(bvo) =0, (UN)xx<b70) =0.
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Baglangig sart1 8, parametreleri cinsinden,

8_2+266_1+ 668 +268; + & = U(xo,0),
O0_1+2668)+660; +260, + 6 = U(xl,O),
0o + 2601 + 666, + 2603 + 64 = U(x3,0),

(3.39)
ON—4+260y_3+668y_2+268y—1 + v = U (xn—2,0),
ON—3+268y_2+ 660y_1 +268y + On+1 = U(xy_1,0),
ON—2 +268y_1 + 668y +260y+1 + On+2 = U(xn,0)
olarak yazilir. Bu denklem sistemi N + 1 tane cebirsel denkleme ve
(6.2,61,...,0v+1,0v.2)7 parametrelerinden olusan N -+ 5 tane bilinmeyene sahiptir.

Bu sistemin tek c¢oziimiinii elde edebilmek icin 4 tane ek sarta ihtiya¢ vardir. Bunun i¢in
baslangic sartinin (3.38) ile verilen sinir noktalarindaki tiirevleri kullanilir. Tiirevli sinir

kosullar1 8, parametreleri cinsinden,

—0_p—106_1+106; + 6 =0,
0_2+28.1—686)+28+ 8 =0,
(3.40)
—On_2—108y_1 + 108y, 1+ 6y12 =0,
ON—2+28v_1— 60N +28n+1+On12=0
olarak hesaplanir. Bu denklemlerden (6_7,0—1, On+1,0n+2) parametreleri gekilirse asagidaki

gibi bulunur:

02 == (1580 —106; —3%,),

3 3 1
o1 = —150—1—551 +1527

| —

3 3 1 (3.41)
ON4+1 = —Z5N+ 551\/—1 + Z6N—27

1
By+2 = 5 (158y —108y_1 —38v-2).

Bu ifadeler (3.39) ile verilen denklem de yerine yazilirsa, (0_2,0-_1,0y+1,0n+2) parame-
treleri yok edilir. Bu islemle beraber d° baslangi¢ degerinin asagidaki matris formu elde

edilir:
wd® = b.

Burada,
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54 60 6
25.25 67.5 2625 1
1 26 66 26 1

1 26 66 26 1
1 2625 67.5 25.25
6 60 54

= (607 617627 sy 6N—27 6N—17 SN)T’

b= (U(x0,0),U(x1,0),...,U(xn_1,0),U (xy,0))T.

Bu matris denkleminden d° baslangi¢ degeri Thomas algoritmast ile ¢oziilerek elde edilir.

Baglangi¢ degerinin bulunmasiyla beraber (3.37) ile verilen matris sisteminde n = 0 i¢in sag
taraf belirlenmistir. Buradan da matrisin sol tarafi, Thomas algoritmasi ile bulunur. Boylece
istenilen zaman adiminda bir 6nceki parametreden bulunan degerler kullanilarak (iterasyon

yapilarak) GEW denkleminin sayisal ¢oziimleri bulunmus olur.
3.2.1 Thomas algoritmasi ile penta-diagonal matris sisteminin ¢oziimii

Fortran programinda tasarlandig1 gibi penta-diagonal matris sisteminin Thomas algoritmasi

ile coziimii asagidaki adimlar gerceklestirilerek bulunur: Penta-diagonal sistem,
a;i6i—2+b;6i—1 +¢;6+dibir1 +eibipa=fi, i=0,1,--- N

olarak ifade edilebilir. Ik asamada, parametreler asagidaki gibi kurulur:

do €o fo
(X():O, 0 = €0, 0= 55> 0= 55 2'0:_7
g K= B ‘ Bo Bo
dy — oy & el fl 051)‘0

o = by, =c1 — 0y lp, = =—, A

1=bo, Bi=ci—aily, 5 4 5 e
Ikinci adimda, asagidaki parametreler hesaplanir:

di — ;G
o =bi—1 —aiafli—2, Pi=ci—OGilli1—ai2G-2, W= ZT.ICII,
1

¢i 4 _ fimGidioi—aiokiog
=

Ci= B 5 ,

i=2,3,--- N.
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Su anda ¢oziim,
ON=Ay, On—1=AN—1—HUN—10N,
6i:)1'i_§i5i+2_;ui6i+lv 120,1,,N—3,N—2

olarak bulunur.

3.2.2 Lineer kararhlik analizi

Sayisal yontemin lineer kararliligimi arastirmak icin Von-Neumann yaklagimi kullanilacak
ve GEW denkleminin U?U, lineer olmayan terimindeki U? teriminin bolgesel olarak sabit
oldugu varsayilacaktir. Daha sonra, K mod numarasi ve & eleman biiyiikliigii olmak iizere,
6,:’1 _ éneimkh (i: \/__1)
ile verilen Fourier mod (3.33) ile verilen denklem de yerine yazilirsa,

P EH =2k gy g1 Gilm =)y £t im)kh oy En1 i(m 1)k

+ ,ysgn-ﬁ—lei(m—O—Z)kh i

(3.42)

,},Sénei(m—Z)kh + ,)/45nei(m—l)kh + YSénei(m)kh + ,},zénei(m—kl)kh

4+ ’}’15”6i<m+2)kk

esitligi elde edilir. e = cos (kh) -+ isin (kh) Buler formiilii (3.42) ile verilen denklem de

uygulanir ve gerekli sadelestirme islemleri yapilirsa biiyiime faktorii olan &,

g

olarak edilir. Burada,

_a—ib
a+ib

a =13+ (W + 1) cos[hk] + (5 + 1) cos[2hk],
b= (14— ) sin[hk] + (5 — 11 ) sin[2hk].
|€| nin modiilii 1 dirki bu ise lineerlestirilmis algoritmanin sartsiz kararli oldugu an-

lamindadir.
3.2.3 Sayisal ornekler ve sonuclar

Bu boliimde sayisal algoritma, tek solitary dalga, iki solitary dalga arasindaki iligki ve
Maxwellian baslangic sartini igeren ii¢ test problemi iizerinde calisilmistir. (3.44) ile ver-
ilen hareket sabitleri sayisal yaklasimin kiitle, momentum ve enerji ile ilgili 6zellikleri ko-
rudugunu gostermek icin hesaplanmigtir. Sayisal yontemin dogrulugunu kanitlamak ve lit-

eratiirde verilen sayisal sonuclarla elde edilen sonuclari karsilastirabilmek i¢in L, ve L. hata
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normlari, asagidaki esitlikler kullanilarak hesaplanmugtir:

2
E

N
1= o=t o o -,
J=0

Loo — HU(,’)CaC[ o UN”QQ ~ m]f.:lX ‘U;xact o (UN>]‘ .

Evans ve Raslan [22], GEW denkleminin analitik ¢6ziimiinii

U(x,t) = (/c(p—k 12)€(p—|—2) sec h? [255

(x—ct —xo)} (3.43)

c(p+1)(p+2)

seklinde ifade etmistir. Burada gen. = S

dalganin genlii, ¢ pozitif x yoniinde

hareket eden dalganin sabit hiz1 ve xo keyfi sabittir.

Solitary dalganin kiitle, momentum ve enerji ile ilgili iic korunum sabiti asagidaki gibi verilir:

b b b
I = / Udx, L= / U puy|dx, b= / U 2dx. (3.44)

3.2.3.1 Tek solitary dalganin hareketi

Ik olarak, (3.24) ile verilen GEW denklemi, (3.43) ile verilen denklem de ¢ = 0 alinarak
elde edilen baglangic sart1 ile beraber diisiiniilmiistiir. ki farkl1 lineerlestirme teknigi (Nor-
mal ve Rubin-Graves) ile birlikte sayisal yontem uygulanarak, + = 0 dan ¢t = 20 ye kadar

korunum sabitlerindeki degisim ve hata norm degerleri arastirilmistir. Bunun i¢in, p, c,

c(p+1)(p+2)

3 parametrelerinin farkli degerleri ve h = 0.1, At =02, e =3, u =1,

gen. =

xo = 30, 0 < x < 80 parametre degerleri alinarak bes parametre kiimesi inga edilmistir.

[k durumda, p =2, ¢ = 1/32 ve ¢ = 1/2 parametrelerini alindi. Bu parametreler gen. =
0.25 ve gen. = 1 genliklerini iiretir. Elde edilen sonuclar, Tablo 3.11 ve Tablo 3.12°de
listelenmigtir. Tablo 3.11 den gozlemlendigi gibi her iki lineerlestirme teknigi icin hesaplama
boyunca korunum sabitleri hemen hemen ayni1 kalmaktadir. Tablo 3.12 gosterirki: 17, I, I3
korunum sabitlerinin baglangi¢c hesabina gore degisim orani, sirastyla %0.009, %0.03, %0.03
degerlerinden daha kiiciik bulunmustur. Ayrica, L, ve L. hata normlarinin biiyiikliikleri her
iki tabloda oldukca kiiciik Olciilmiistiir. Yine Rubin-Graves lineerlestirme teknigi ile hesa-
planan hata normlari, hesaplama boyunca Normal lineerlestirme teknigi ile hesaplanandan

daha kiiciiktiir.

Ikinci durumda, p = 3, ¢ = 0.001 ve ¢ = 0.3 igin gen. = 0.15 ve gen. = 1 dalga biiyiikliikleri
elde edilir. Sayisal sonuclar, Tablo 3.13 ve Tablo 3.14’de verilmistir. Tablo 3.13 den
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goriildiigii gibi hareket sabitleri zamanla hemen hemen degismeden kalir. Tablo 3.12 ye gore
ise I1, I, I3 korunum sabitlerinin baslangic hesabina gore degisim orani, sirasiyla %0.007,
%0.02 ve %0.02 den kii¢iik olmaktadir. Ustelik, hata normlarinin sayisal degeri beklenildigi

kadar kiigiiktiir ve Rubin-Graves lineerlestirme teknigi daha etkili bir lineerlestirmedir.

Son durumda, p =4 ve ¢ = 0.2 parametreleri secildi. Bu parametreye gore solitary dalga
gen. = 1 yiiksekligine sahip olur. Tablo 3.15°den acik¢a goriilmektedir ki: Ug korunum
sabitinde meydana gelen degisim oran1 %0.02, %0.03 ve %0.03 degerlerinden daha kiiciiktiir.
Buna ilaveten, Rubin-Graves lineerlestime teknigi kullanilarak elde edilen hata normlarinin
degeri, normal lineerlestime teknigine gore daha azdir ve elde edilen L, ve L., hata norm

degerleri istenildigi kadar kiigiiktiir.

Tablo 3.11 Tek solitary dalganin p =2, gen.=0.25, h=0.1, At =0.2 ve x € [0,80] i¢in korunum

sabitleri ve hata norm degerleri

t 0 5 10 15 20
I Normal 0.7853966 0.7853966 0.7853965 0.7853965 0.7853965
Rub.-Gra.  0.7853966 0.7853966 0.7853966 0.7853966 0.7853966
L Normal 0.1666664 0.1666663 0.1666663 0.1666663 0.1666663
Rub.-Gra.  0.1666664 0.1666664 0.1666664 0.1666664 0.1666664
I Normal 0.0052083 0.0052083 0.0052083 0.0052083 0.0052083

Rub.-Gra.  0.0052083 0.0052083 0.0052083 0.0052083 0.0052083
Ly x 10° Normal 0.00000000  0.03366038  0.06865677  0.10532104  0.14404828
Rub.-Gra.  0.00000000  0.03127090  0.06398038  0.09850392  0.13526316
Leo % 10° Normal 0.00000000  0.02509311  0.05215679  0.08029086  0.10853345
Rub.-Gra.  0.00000000  0.02105067  0.04383634  0.06759518  0.09151024

Tablo 3.12  Tek solitary dalganin p =2, gen. =1, h=0.1, At =0.2 ve x € [0,80] i¢in korunum

sabitleri ve hata norm degerleri

t 0 5 10 15 20
I Normal 3.1415863 3.1373888 3.1332323 3.1291144 3.1250343
Rub.-Gra.  3.1415863 3.1416080 3.1416294 3.1416508 3.1416722
1) Normal 2.6666616 2.6610537 2.6555067 2.6500168 2.6445829
Rub.-Gra.  2.6666616 2.6667229 2.6667836 2.6668444 2.6669051
I Normal 1.3333283 1.3277256 1.3221957 1.3167341 1.3113394
Rub.-Gra. 1.3333283 1.3333895 1.3334503 1.3335110 1.3335718
L, Normal 0.00000000  0.00665826  0.01742910  0.03232178  0.05132106
Rub.-Gra.  0.00000000  0.00419982  0.00841618  0.01260569  0.01675092
Lo Normal 0.00000000  0.00474985  0.01201728  0.02183195  0.03416753
Rub.-Gra.  0.00000000  0.00259399  0.00517928  0.00773610  0.01026391
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Tablo 3.13  Tek solitary dalganin p = 3, gen.=0.15, h=0.1, Az =0.2 ve x € [0,80] i¢in korunum

sabitleri ve hata norm degerleri

t 0 5 10 15 20
I Normal 0.4189154 0.4189154 0.4189154 0.4189154 0.4189154
Rub.-Gra.  0.4189154 0.4189154 0.4189154 0.4189154 0.4189154
L Normal 0.0549807 0.0549807 0.0549807 0.0549807 0.0549807

Rub.-Gra.  0.0549807 0.0549807 0.0549807 0.0549807 0.0549807
I x 10* Normal 0.0000733 0.0000733 0.0000733 0.0000733 0.0000733
Rub.-Gra.  0.0000733 0.0000733 0.0000733 0.0000733 0.0000733
Ly x 107 Normal 0.00000000  0.04797509  0.09597025  0.14398271  0.19200973
Rub.-Gra. ~ 0.00000000  0.04795135  0.09592277  0.14391151  0.19191480
Leo x 107 Normal 0.00000000  0.05730697  0.11490440  0.17357780  0.23297300
Rub.-Gra.  0.00000000  0.05727720  0.11485490  0.17350253  0.23287122

Tablo 3.14 Tek solitary dalganin p = 3, gen. =1, h=0.1, At =0.2 ve x € [0,80] igin korunum

sabitleri ve hata norm degerleri

t 0 5 10 15 20
I Normal 2.8043580 2.8043577 2.8043575 2.8043572 2.8043570
Rub.-Gra.  2.8043580 2.8043425 2.8043265 2.8043104 2.8042943
L Normal 2.4639101 2.4639097 2.4639093 2.4639090 2.4639086
Rub.-Gra.  2.4639101 2.4638708 2.4638304 2.4637900 2.4637495
I Normal 0.9855618 0.9855613 0.9855609 0.9855606 0.9855602
Rub.-Gra.  0.9855618 0.9855224 0.9854821 0.9854416 0.9854011
L, Normal 0.00000000  0.00204427  0.00404918  0.00603437  0.00801470
Rub.-Gra.  0.00000000  0.00166962  0.00341489  0.00522937  0.00708553
L Normal 0.00000000  0.00145300  0.00275623  0.00406885  0.00538237
Rub.-Gra.  0.00000000  0.00114839  0.00234552  0.00356458  0.00480470

Tablo 3.15 Tek solitary dalganin p =4, gen. =1, h=0.1, Ar =0.2 ve x € [0,80] i¢in korunum

sabitleri ve hata norm degerleri

t 0 5 10 15 20
I Normal 2.6220516 2.6220514 2.6220512 2.6220510 2.6220508
Rub.-Gra.  2.6220516 2.6220211 2.6219902 2.6219593 2.6219284
L Normal 2.3561914 2.3561911 2.3561907 2.3561904 2.3561901
Rub.-Gra.  2.3561914 2.3561273 2.3560625 2.3559975 2.3559327
I Normal 0.7853952 0.7853948 0.7853945 0.7853942 0.7853939
Rub.-Gra.  0.7853952 0.7853310 0.7852662 0.7852013 0.7851364
Ly Normal 0.00000000  0.00106260  0.00211868  0.00316779  0.00421697
Rub.-Gra.  0.00000000  0.00075110  0.00156412  0.00244690  0.00339086
L Normal 0.00000000  0.00079729  0.00152151  0.00224723  0.00297952
Rub.-Gra.  0.00000000  0.00055248  0.00115512  0.00179553  0.00247031
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Diger taraftan, farkli konum ve zaman adimlarinda hata normlarinin biiyiikliigiinii gostermek
icinp=2,3,4,6,8,10,¢=0.03,0.1,0.3, e =3, u = 1, x9 = 30, x € |0, 80] parametre degerleri
kullanilmigtir. Hesaplanan veriler, Tablo 3.16 ve Tablo 3.17°de sunulmustur. Bu iki tablodan
cikarilabilecek sonug sudur: p ve ¢ de8erlerinin artirilmasiyla beraber dogal olarak solitary
dalganin gen. genlik degeri de artar. Solitary dalganin genlik degerinin artirlmas: ile beraber
hata norm degerlerinin de biiyiidiigii gozlemlenir. & konum adimi ve Az zaman adiminin
degeri azaltildikca, hata norm degerlerinin azaldigir goriilmektedir. Bu yiizden, L; ve L.
hata normlarinin sayisal degeri, konum adim1 2 = 0.1, zaman adim1 Atz = 0.01 parametre
degerleri icin en kiiciiktiir ve sirasiyla 0.262 x 1073, 0.253 x 10~3 den daha kiigiiktiir. L.
hata norm degeri, hesaplama siiresince L, hata normundan daima kiiciik kalmaktadir. Tek
solitary dalganin hareketi, t = 0, 10,20 zamanlarinda Sekil 3.7°de ¢izilmigtir. Bu sekle gore,
p degerinin artirilmasi ile beraber dalganin genligi (yiiksekligi) artmaktadir. # = 0 dan # = 20
zamanina kadar dalgalar saga dogru hiz, sekil ve genliklerini degistirmeden hareket eder.

Yani beklendigi gibi solitary dalga olarak hareket eder.

Tablo 3.18’de elde edilen sayisal sonuglarla, daha 6nce ¢esitli calismalarla elde edilen sayisal
sonuglar karsilastirilmustir [5, 15,17, 19,22, 23]. Bu tablodan agik¢a goriilmektedir ki: Ug
korunum sabitinin sayisal degeri daha onceki ¢alismalarla uyumludur. Hata norm degerleri

ise diger ¢alismalarda elde edilen degerlerinden daha kii¢iik bulunmustur.
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Tablo 3.16 Tek solitary dalganin p = 2,3,4; ¢t =20 ve x € [0,80] i¢in farkli konum ve zaman

adimindaki hata norm degerleri

p:Z =3 p=4
c— 0.03 0.1 0.3 0.03 0.1 0.3 0.03 0.1 0.3
gen. — 0.24 0.44 0.77 0.46 0.69 1.00 0.62 0.84 1.10
h At

0.1 0.01 0.0005 0.005 0.051 0.001  0.009 0.082 0.004 0.014 0.111

0.2 0.01 0.0039 0.014 0.036 0.024 0.063 0.144 0.080 0.183 0.426

Lyx10° 0.1 0.05 0.0005 0.008 0.221 0.001 0.018 0.494 0.004  0.031 0.837
0.2 0.05 0.0039 0.016  0.198 0.024  0.069 0.537 0.080  0.195 1.120
0.1 0.2 0.0011  0.064 2.878 0.003 0.178  7.085 0.008 0.327 14.165

0.1 0.01 0.0003  0.003  0.035 0.002  0.006 0.058 0.006  0.008 0.080

0.2 0.01 0.0047  0.011  0.026 0.032  0.053 0.115 0.117  0.162 0.355

L. x 10> 0.1 0.05 0.0003  0.005 0.140 0.002 0.012 0.338 0.006 0.020  0.601
0.2 0.05 0.0047 0.013  0.129 0.032  0.059 0.381 0.117 0.174  0.849
0.1 0.2 0.0008 0.040 1.775 0.003 0.122 4.804 0.009 0.239  10.250

Tablo 3.17 Tek solitary dalganin p = 6,8,10; 7 =20 ve x € [0,80] i¢in farkli konum ve zaman

adimindaki hata norm degerleri

p=6 p=8 p=10
c— 0.03 0.1 0.03 0.1 0.03 0.1
gen. —  0.80 0.98 0.90 1.05 0.95 1.08
h At

0.1 0.01 0.015  0.036 0.042  0.095 0.102 0.261
0.2 0.01 0.438 1.192 2.657  9.556 16.085  59.734
Ly x10° 0.1 0.05 0.016  0.071 0.042  0.158 0.103 0.384
0.2 0.05 0438 1.224 2.658  9.626 16.088  59.918
0.1 0.2 0.023 0.813 0.054  2.066 0.125 5.460
0.1 0.01 0.024  0.031 0.062  0.091 0.143 0.252
0.2 0.01 0.678 1.142 3.062 8212 14.057  47.756
Lo x10° 0.1 0.05 0.024  0.058 0.063  0.141 0.144 0.350
0.2 0.05 0.678  1.169 3.063  8.262 14.059  47.886
0.1 0.2 0.030 0.643 0.073  1.731 0.160 4.742

57



Tablo 3.18 Tek solitary dalganin p = 2,3,4; h=0.1, Ar =0.2, t =20 ve x € [0,80] icin sayisal

sonuglarinin karsilagtirilmasi

Methods Ly x 103 L. x10° I L I
p=2 CubBSC [5] 0.19588  0.17443  0.78466  0.16643  0.00519
c=1/32  QuadBSC[22]  0.15695 020214  0.78528 0.16658  0.00520
QuadBSLG [15]  0.08100  0.04596
CubBSLG [19]  0.07833  0.04448
QuadBSPG [23]  0.00250  0.00275  0.78539  0.16666  0.00520
QuarBSC[17]  0.00157  0.00104  0.78539  0.16666  0.00520

QuinBSC 0.00135 0.00091 0.78539  0.16666  0.00520

p=3 CubBSC [5] 0.514967  0.320605  0.65908  0.05938  0.000068
¢=0.001 QuadBSPG [23] 0.000064 0.000082 0.41891  0.05497  0.000073
QuinBSC 0.000019  0.000023  0.41891  0.05498  0.000073

p=4 QuadBSPG [23] 2.30499 1.88285  2.62206 2.35615  0.78534
c=02 QuinBSC 3.39086 2.47031 262192  2.35593  0.78513
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Sekil 3.7 Tek solitary dalganin p =2,3,4,6,8,10, ¢=0.3, xo =30, x € [0,80] i¢in7 =0, 10,20’deki

hareketi

3.2.3.2 IKi solitary dalganin etkilesimi

Ikinci problem olarak, iki pozitif solitary dalganin etkilesimi asagidaki baslangic sart1 kul-

lanilarak aragtirilmistir:

2 [
U(x,0) = ; K/Cl(“;l(”z) sech? {Zjﬁ(x—xi)} . (3.45)

Burada i = 1,2 olmak iizere, c¢; ve x; keyfi sabitlerdir. (3.45) ile verilen denklem, gen. =1

ve gen. = 0.5 genliklerine sahip, ayn1 yonde iki farkli solitary dalga iiretir. p, ¢; nin fakl
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degerleri ve h = 0.1, At =0.025, ¢ =3, u =1, x; = 15,x = 30,0 < x < 80 parametre

degerleri secilerek li¢ farkli parametre kiimesi olusturulmustur.

Ik olarak, p =2, ¢; = 0.5 ve ¢ = 0.125 olarak secildi. Program ¢ = 60 zamanina kadar
calistirllmigtir. Korunum sabitlerinin sayisal degeri, Tablo 3.19’da gosterilmistir. Bu tabloya
gore korunum sabitlerinin # = 0 dan # = 60 anina kadar degisimi, sirastyla %0.0007, %0.002
ve %0.002 degerlerinden daha kiiciik bulunmustur. Ustelik, sayisal sonuclar Petrov-Galerkin

yontemi [23] ile hesaplanan sonuglarla uyumludur.

Ikinci durumda, p = 3, ¢; = 0.3 ve c» = 0.0375 parametre degerleri alind1. Sayisal hesaplama
t = 100 zamanina kadar yapilmistir. Hesaplanan veriler, Tablo 3.20°de verilmistir. Bu tablo-
dan gozlemlendigi gibi hesaplama siiresince korunum sabitlerindeki degisim oran1 %0.0002,
%0.0005 ve %0.0006 den kii¢iik bulunmustur. Ug hareket sabitinin sayisal degerleri Petrov-
Galerkin yontemi [23] ile verilen sonuglara ¢cok yakindir. Secilen bu parametrelere gore
iki solitary dalganin farkli zamanlardaki hareketi Sekil 3.8’de cizilmigstir. Bu sekilden de
goriildiigii gibi, baslangicta gen. = 1 genlikli solitary dalga gen. = 0.5 genlikli dalganin
gerisindedir. Zamanla arkadaki dalga 6ndeki dalgay1 yakalar ve t = 50 aninda diger dalganin
iistiine biner. Daha sonra dalgalar ayrilarak baglangi¢ formlarina geri donmeye baslar. = 100
aninda ise dalgalar belirgin olarak ayriktir ve gen., hiz ve sekillerini muhafaza etmistir. Buna

gore elde edilen solitary dalgalara solitonlardir denir.

Son olarak, p =4, ¢; = 0.2 ve ¢ = 1/80 olarak secildi. Sayisal program ¢ = 0 dan r = 120 ye
kadar ¢alistirilmistir. Sayisal veriler, Tablo 3.21°de listelenmistir. Bu tabloya gore korunum
sabitlerinin baglangic durumuna gore degisim, sirasiyla %0.0003, %0.0007 ve %0.0007
degerlerinden daha kiiciiktiir. Ayrica korunum sabitleri Petrov-Galerkin yontemi [23] ile elde
edilen sonuclarla uyumludur. Iki solitary dalga arasindaki etkilesim farkli zaman adimlarinda
Sekil 3.9°da gosterilmistir. Bu sekilden agikca goriilmektedir ki: Baslangicta biiyiik genlikli
solitary dalga, kiicilik genlikli solitary dalganin solundadir. Zaman ilerledik¢e biiyiik genlikli
dalga kiiciik genlikli dalgay1 yakalar ve etkilesim baglar. Daha sonra dalgalar ayrilarak, kendi
sekil, hiz ve biiyiikliiklerinde yollarina devam eder. Bu ise elde edilen solitary dalgalarin

soliton davranig1 yaptigini soyler.
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Tablo 3.19  iki solitary dalgamn etkilesiminin p =2, gen.=1,0.5, h=0.1, At =0.025 ve x € [0,80)]

icin korunum sabitleri

t 0 10 20 30 40 50 60
Normal 471237 471237 471237 471237 471237  4.71237 471237
Ii  Rub.-Gra. 4.71237 4.71237 471237 4.71236  4.71237  4.71237  4.71237
PG [23] 471239 471239 471239  4.71239 471239  4.71239  4.71239
Normal 333332 3.33332 333332 3.33332 333332 3.33332  3.33332
L, Rub.-Gra. 333332 3.33332 333332 3.33331 3.33332 3.33332 3.33332
PG [23] 3.33324  3.33324 333324  3.33324  3.33333  3.33338  3.33333
Normal 1.41666 1.41666 1.41666 1.41665 1.41666 1.41666 1.41666
I Rub.-Gra. 141666 141666 1.41666 1.41664 1.41665 1.41666 1.41666
PG [23] 1.14166  1.14166 1.14166  1.14166 1.14166 1.14166 1.14166

Tablo 3.20  iki solitary dalgamn etkilesiminin p =3, gen.=1,0.5, h=0.1, At =0.025vex € [0,80]

icin korunum sabitleri

t 0 10 20 40 60 80 90 100
Normal 420653  4.20653  4.20653  4.20653  4.20653  4.20653  4.20653  4.20653
I Rub.-Gra. 420653 4.20653 4.20653 4.20653 420653 4.20653  4.20653  4.20653
PG [23] 420655 4.20655 4.20655 4.20655 4.20655 4.20655  4.20655  4.20655
Normal 3.07988  3.07988  3.07988  3.07988  3.07988  3.07988  3.07988  3.07988
I, Rub.-Gra. 3.07988 3.07988 3.07988  3.07988  3.07988  3.07988  3.07988  3.07988
PG [23] 397977 2.07986  3.07982  3.07986  3.07987  3.07991  3.07974  3.07972
Normal 1.01636  1.01636  1.01636  1.01636  1.01636  1.01636  1.01636  1.01636
I;  Rub.-Gra. 1.01636 1.01636 1.01636 1.01635 1.01635 1.01636 1.01636  1.01636
PG [23] 1.01634 1.01634 1.01634 1.01634 1.01633 1.01633 1.01633 1.01634

Tablo 3.21 ki solitary dalganin etkilesiminin p =4, gen.=1,0.5, h=0.1, At=0.025 ve x € [0,80]
icin korunum sabitleri

¢ 0 10 20 40 60 80 100 120
Normal ~ 3.93307 3.93307 3.93307 3.93307 3.93307 3.93307 3.93307 3.93307

I, Rub-Gra. 3.93307 3.93307 3.93307 3.93307 3.93307 3.93307 3.93307 3.93307
PG[23] 393309 3.93309 3.93309 3.93309 3.93309 3.93309 3.93300  3.93309
Normal — 2.94524 294524  2.94524  2.94524 294524 294524 294523  2.94523

L Rub-Gra. 294524 294524 294523 294523 294523 294523 294523  2.94523
PG[23] 294512 294518 294517 294515 294505 2.94506 2.94508  2.94511
Normal 079766 079766  0.79766  0.79766  0.79766  0.79766  0.79766  0.79766

L Rub-Gra. 079766 0.79766 0.79766 0.79766 0.79766 0.79766 0.79766  0.79766
PG[23] 079761 079761 079761 0.79761 079762 0.79761 0.79761  0.79761
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3.2.3.3 Maxwellian baslangi¢ sarti
Son olarak, (3.24) ile verilen denklem,
U(x,0) = Exp(—x*), —20<x<20 (3.46)

seklinde verilen Maxwellian baslangi¢ sart1 ile beraber ele alindi. Bilindigi gibi bu durumda
U degerinin se¢imi ¢6zlimiin davranigini etkiler. Bu sebeple u = 0.01, u = 0.025, u = 0.05,
u =0.1 ve p= 2,34 parametreleri secilmistir. Korunum sabitlerindeki degisim ¢ = 12
anina kadar gozlemlenmistir ve elde edilen sayisal sonuglar Tablo 3.22°de listelenmistir.
Bu tabloya gore, u degeri arttikca korunum sabitlerinde meydana gelen degisim gittikce
kiigctilmektedir ve %0.08 den daha kiiciik kalmaktadir. Farkli it degerlerine gore solitary dal-
galarin olusumu, Sekil 3.10 ve Sekil 3.11°de gosterilmistir. Bu sekillerden agikc¢a goriiliirki:
u degeri azaltildikca, Maxwellian baglangic sartina gore olusan kararli solitary dalga sayisi

artmaktadir.

Tablo 3.22 Maxwellian baglangi¢ sarti ve h = 0.1, Az =0.01 ve x € [—20,20] i¢in korunum sabitleri

M t p=2 p=3 p=4

I b I I L I I L I
0 1.7724  1.2658  0.8862 1.7724  1.2658  0.7926 1.7724  1.2658  0.7236
4 1.7732  1.2678  0.9061 1.7786  1.2847  0.8782 1.7855 1.2931  0.7715
0.01 8 1.7742  1.2736  0.9234 1.7868  1.3131  0.9691 1.8014 1.3622  1.2362
12 1.7739 12711 09123 1.7813  1.2901  0.8664 1.8156  1.3901  1.2707
PG[23] 12 1.7724 1.2658 0.8862 1.7724  1.2665  0.7947 1.7725  1.2669  0.7253
0 1.7724  1.2846  0.8862 1.7724  1.2846  0.7926 1.7724  1.2846  0.7236
4 1.7725 1.2846  0.8880 1.7731 1.2863  0.8056 1.7763  1.2967  0.7891
0.025 8 1.7725 1.2846  0.8881 1.7733  1.2859  0.7996 1.7711  1.2762  0.7129
12 1.7725 1.2846  0.8881 1.7730  1.2837  0.7946 1.7791  1.3056  0.8198
PG[23] 12 1.7724 1.2835 0.8856 1.7723  1.2834  0.7910 1.7724  1.2849  0.7243
0 1.7724 13159  0.8862 1.7724  1.3159  0.7926 1.7724  1.3159  0.7236
4 1.7724 13159  0.8864 1.7725 13159  0.7938 1.7726  1.3155  0.7253
0.05 8 1.7724  1.3159  0.8864 1.7725  1.3159  0.7939 1.7729  1.3168  0.7297
12 1.7724  1.3159 0.8864 1.7725  1.3160  0.7940 1.7735 1.3188  0.7345
PG[23] 12 1.7724 1.3160 0.8861 1.7724 13156  0.7922 1.7724 13177  0.7245
0 1.7724  1.3786  0.8862 1.7724  1.3786  0.7926 1.7724 13786  0.7236
4 1.7724 13786  0.8862 1.7724 13786  0.7928 1.7725 1.3786  0.7243
0.1 8 1.7724 13786  0.8862 1.7724  1.3786  0.7928 1.7725 1.3787  0.7243
12 1.7724 13786  0.8862 1.7724  1.3786  0.7928 1.7725 1.3786  0.7243
PG[23] 12 1.7724 1.3785 0.8861 1.7724  1.3787  0.7926 1.7734  1.3836  0.7224
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Sekil 3.10 Maxwellian baglangic sarti ve p =3, t =12; a) u = 0.1, b) u =0.05, c) u =0.025,

d) u = 0.01 degerleri i¢in dalgalarin olusumu
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Sekil 3.11 Maxwellian baglangic sarti ve p =4, t =12; a) u =0.1, b) u =0.05, c) u =0.025,

d) u = 0.01 degerleri i¢in dalgalarin olusumu

64



3.3 GEW Denkleminin Kiibik B-spline Galerkin Yontemi ile Sayisal Coziimii
GEW denklemi,
U +eUPU, — uUyy =0 (3.47)

seklinde verilir. Burada fiziksel sinir sartlart x — o0 iken U — 0 olarak verilir, alt indis ¢ ve

X zamana ve boyuta gore tiirevi temsil eder, € ve p pozitif tamsay1, U ise pozitif sabittir.
Baglangi¢ sart1 olarak
Ux,0)=f(x), a<x<b (3.48)

ve sinir sartlari

U(a,t) =0, U(a,t) =0,
’ (3.49)
U(b,t) =0, Ui(b,t) =0
olarak belirlenmistir.
Ik asamada, [a, b] sonlu araligma simirlandirilmis ¢oziim bolgesi, aralik uzunlugu i = bN;“ =

(Xm+1—Xm) ve a = xp < x1 < ... < xy = b olmak iizere, x,, diigiim noktalariyla N tane
esit alt aralia boliiniir. [a,b] aralig1 iizerinde tanimli fonksiyonlar i¢in bir baz olusturan
{0-1(x),P0(x),...,dn+1(x)} kiibik B-spline fonksiyonlart, x,, diigiim noktalarinda asagidaki
gibi ifade edilir [78]:

(

(X—Xm72)3, baS [xm727xm71>7

4302 (x — xm—1) +3h(x —xp_1)? = 3(x —Xp_1)>, X € m_1,%m),

1
P (x) = 3 B3 4302 (X1 — %) 4+ 30(Xme1 — %)% = 3(Xme1 — %), X € Ko, Xmr1),
(Xt —x)3, X € [Xmt1,Xme2],
\ 0, diger durumlar
(3.50)

Burada her bir kiibik B-spline ¢, fonksiyonu ardisik 4 tane sonlu alt aralig orttiigii icin, her
bir [x,,,Xm+1] sonlu alt aralig1 4 adet B-spline fonksiyonu tarafindan ortiiliir. Uy (x,t) yaklagik
¢Ozlim fonksiyonu, kiibik B-spline fonksiyonlar1 cinsinden asagidaki formda verilir:

N+-1

Un(x,1) =Y, Gn(x)8n(1). (3.51)

m=—1
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Burada 6,,(7), zamana bagl bilinmeyen parametrelerdir, sinir ve agirlikli kalan sartlart kul-

lanilarak bulunacaktir.

0 < n <1 olmak iizere hn = x — x,, esitligi kullanilarak [x,,,x,+1] aralig1 [0, 1] aralifina
doniistiiriilebilir. Bu doniisiim uygulanarak (3.50) ile verilen kiibik B-spline fonksiyonlar1 n

degiskenine bagli olarak [0, 1] aralig1 iizerinde,
Om—1 = (1 —77)3,

O =1+3(1—-1)+3(1-n)*=3(1-n)%,
Om1 = 1+3n+3n%—3n°,

(3.52)

¢m+2 = 773

olarak tamimlanir. Burada sunu belirtmeliyiz ki: @¢p—1(x), @n(x), Omt1(x) Ve @pia(x)
fonksiyonlar1 hari¢ tiim kiibik B-spline fonksiyonlar [0, 1] aralig1 iizerinde sifir olarak ifade
edilir. Bu nedenle (3.51) ile verilen yaklagim fonsiyonu, [0, 1] bolgesinde 8,—1, &> Opmt1,

Om+2 eleman parametreleri ve @,—1, O, Omr1, Omr2 sekil fonsiyonlart cinsinden asagidaki

gibi yazilir:
m+-2
Un(n,t)= Y, &9 (3.53)
j=m—1

(3.52) ile verilen kiibik B-spline fonksiyonlar ve (3.53) ile verilen yaklasik ¢oziim kul-
lanilarak, U ve onun 1’ ya gore U’, U” tiirevleri n = 0 noktasinda &, parametrelerine gore

asagidaki formda yazilabilir:

Um - 6m—1 +45m + 6m+1a
Uy, =3(=8n-1+ 8ns1), (3.54)

Ur/,; = 6(5m—1 - 26m+ 5m—|—1)-

Burada ' ve 7, 1 degiskenine gore birinci ve ikinci tiirevi sembolize etmektedir. Galerkin
yaklagimi, W (x) agirlik fonksiyonu ile beraber (3.47) ile verilen probleme uygulanarak,

(3.47) ile verilen model denklemin asagidaki gibi zayif formu elde edilir:
b
/ W (U, + eUPU, — pU,udx) = 0. (3.55)
a
x — n degisken degisimi (3.55) ile verilen integral denklemine uygulanirsa

1 €. U
/0 W (U + 207Uy = 45Uy ) an =0 (3.56)
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elde edilir. Burada U, integrali basitlestirmek i¢in bir eleman iizerinde sabit olarak alinmistir.

(3.56) ile verilen denkleme birkez kismi integrasyon uygulanarak asagidaki esitlik elde edilir:
1
/0 W (U + AUy ) + BWyUn; Jd1 = BWUn, 3. (3.57)

Burada A = SUP ve B = £ dir.

Agirlik fonksiyonu W (x) yerine, (3.52) ile verilen kiibik B-spline yaklagim fonksiyonu alinir

ve (3.53) ile verilen yaklagik ¢oziim, (3.57) ile verilen denklem de yerine yazilirsa,

m+2 m-+2 1
([ 005+ Bolofan —Boalls 135+ Y G [ ogjames =0 (3.58)

Jml j=m—1

6.9

bulunur. Burada 8¢ = (81, 0m, Omt1,0ms2)T ve 7 t ye gore tiirevi ifade etmektedir. Bu

son denklem matris formunda asagidaki gibi yazilabilir:
[A° + B (B¢ — C®)]6° + AD°8° = 0. (3.59)

(3.59) ile verilen matris denkleminin elaman matrisleri de asagidaki gibidir:

20 129 60 1

y /1¢¢d 1| 129 1188 933 60
= -0 ; n:— ,
Yoo Y 140 | 60 933 1188 129

1 60 129 20

18 21 -36 -3
. /1¢,¢,d 1| 21 102 —87 —36

— l . ’r’:— s
vooJo Y 10| 36 —87 102 21

-3 =36 21 18

1 0 -1 0

) . 4 —1 —4 1
Gy =091l =3 1 —4 —1 4|

0 -1 0 1

-10 -9 18 1
—71 —150 183 38
—-38 —183 150 71
-1 —-18 9 10
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Altindisler i, j =m—1,m,m~+ 1,m+2 dir. Buradaki A katsayisindaki U terimi icin iki nokta

lineerlestirme teknigi kullanilarak,

A

I

€ {U,?NLUZH
h

5 ] —2ph(6" |58 +580 +0m0)"

olarak yazilir. Tiim elemanlarin katkisini beraber diisiinerek (3.59) ile verilen matris den-

kleminin asagidaki formu elde edilir:
[A+B(B—C)]§ +ADS =0. (3.60)

Burada & = (8_1,8,...,8y,0y11)] diigiim noktasindaki parametrelerdir. A, B, C ve AD

septa-diagonal matrislerdir ve bu matrislerin m. satirlari,

1 1
A=—(1,120,1191,2416,1191,120,1), B= —(—3,—72,—45,240,—45,-72,-3),

140 10
1
€= (0,0,0,0,0,0,0), D=5 (~1,-56,-245,0,245,56,1),
Y 1 — A1, — 1841 —3842,941 — 1834, — 71A3,10A; + 1501, — 15015 — 1044,
D=—
20

714> + 18343 — 924,383 + 1844, A4

seklindedir. Burada,

M= 57 (B2 5801 4580+ S}

B = 5o (1 + 580+ 581+ 8ni2)
Yo = 5o (B S8m41 + 5812+ 8sa)”

Ay = % (st +58ms2+58m13+ Onia)’.

(3.60) ile verilen denkleme, § = 5"+Alt_5n ileri sonlu fark ve § = (8" +§"*!) Crank-Nicolson

yaklasimlar1 uygulanirsa, agsagidaki septa-diagonal matris sistemine ulasilir:

[A+B(B— C)+7LZA D|§" = [A+B(B- C)—%D]S (3.61)

Bu agsamadan sonra (3.49) ile verilen sinir sartlar1t matris denklemine(cebirsel denklem sis-
temine) dahil edilerek, (N +3) x (N +3) boyutlu matris sistemi (3.61), (N+1) x (N+1)
boyutlu matris sistemine doniisiir. Bu islem asamas1 sinir degerlerinin isleme basit bir sekilde
dahil edilmesi olarak bilinir ve baslangi¢ iterasyonun hesaplanmasi kisminda agiklanmistir.
A, B, C ve D matrislerinin m. satirlar1 7 elemanlidir, bu yiizden (3.61) ile verilen cebirsel
denklem sistemi 7 siitun elemanli diagonal matrislerden olusur (septa-diagonal matris olarak

adlandirilir). Septa-diagonal matris sistemi de Thomas algoritmasi ile asagida alt boliim
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3.3.1’de agiklandig1 gibi kolaylikla ¢oziiliir. Bu ¢oziim prosediiriinde lineer olmamanin

tistesinden gelebilmek i¢in her bir zaman adiminda
. 1
()" =&+ 5 (8, = 87)

formiilii ile ii¢ veya dort defa i¢ iterasyon uygulanarak ¢oziim iyilestirilir. Tiim bu islemlerden
sonra (3.61) ile verilen matris denklem sisteminin basit bir sonucu olan iki zaman adimi n ve

n+ 1 arasindaki tekrarlama bagintisi,

7 5n+3 + ,y25n+2 + y35n+1 + ,)/4611—0—1 + y55n+1 + ,}/65n+2 + ’}’76:1__’;;

(3.62)
V16 3+ Y60 o+ Vs 1+ Valm+130m. 1 + V260 + V103

olarak yazilir. Burada,

1 3B AAr 120 T2B S6AAt
"“Ta0 10 400 2T 10 10 40
1191 458 24514t 2416 2408

B=T20 10 40 T 720 T 10

1191 458 2451A: 120 728  56AAt
B5=T20 10 T 40 0 ®*T 140 10 T 40

1 38 At

“T140 10 a0

Baslangic¢ iterasyonu

(3.61) ile verilen cebirsel denklem sisteminde iterasyonu baslatabilmek icin d° baslangic

degeri (3.63) ile verilen baglangic sartlari kullanilarak hesaplanir.  Yaklasik ¢oziimiin

baslangic formu,
N+1 0
0)= ), 0ul(x)3,(r)

m=—1

olarak yazilabilir. Baglangi¢ sart1 ve sinir noktalarindaki tiirevler ise

Un(x,0) =U(xn,0) = f(x); m=0,1,2,....N

(3.63)
(Un)x(a,0) =0,  (Un)x(,0) =0

olarak alinir. Baslangi¢c sartt ve smir noktalarindaki tiirevler &, parametrelerine gore
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asagidaki gibi yazilabilir:

—38_1+368; =U'(x0,0),

6—] +460+61 = U(.X'(),O),
8 +46; + & = U(x1,0),

On—2+40y—1+ 6y =U(xn—1,0),

On—1+46y + 6y 41 = U(xn,0),

—36_1+36 = U/(X(),O).

Bu denklemlerin matris olarak ifadesi

-3 0 3
1 41

1 41
-3 0 3

(N+3)x (N+3)

0
6N+1

4 (N+3)x1

U/(X(),O)

(3.64)

4 (N+3)x1

seklindedir. Burada da goriildiigii gibi soldaki matrisin boyutu (N +3) x (N +3) dir. Bu

denklem sisteminde verilen sinir noktalarindaki tiirev sartindan 6_; = 8; ve dy_1 = Oy+1

olarak ¢ekilir ve (8_1,0y+1) parametreleri matris sisteminden yok edilir. Bdylece matris

sistemi (N + 1) x (N + 1) boyutlu matris sistemine doniisiir:

4 20
1 41

1 41
0 2 4

(N+1)x(N+1) L

0
6N—1

%
Ji

Sy

4 (N+1)x1

U (x0,0)
U(x1,0)

U(XN_l,O)

U()CN,O)

(N+1)x1

Elde edilen bu matris denklemi 3 siitun elemanl tri-diagonal matris sistemidir. Bu matris

sisteminden bilinmeyen parametreler de Fortran programi yardimiyla Thomas algoritmasi

(tri-diagonal algoritma) kullanilarak hesaplanir.

Baslangic degerinin bulunmasiyla beraber (3.61) ile verilen matris sisteminde n = 0 i¢in sag

taraf belirlenmistir. Matrisin sol tarafi ise Thomas algoritmasi ile bulunur. Boylece istenilen
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zaman adiminda bir Onceki parametreden bulunan degerler kullanilarak (iterasyon yapilarak)

GEW denkleminin sayisal ¢6ziimii bulunmus olur.

3.3.1 Thomas algoritmasi ile septa-diagonal matris sisteminin ¢oziimii
Septa-diagonal sistem agagidaki formda ifade edilebilir:

ai6i—3+bi6i—2 +¢i6i—1 +di6i + €;6ip1 + fi0iy2 + 863 =hi,  i=0,1,---,N.

Buradaayg=bg=co=a1 =b1 =a2 =gn-2 =8gn-1 = fn—1 = gnv = fnv = ey = 0 alinmistir.

Oncelikle, parametreler asagidaki gibi secilir:

e Jo 80 ho
(XOZb, = Co, :d7 = T )-0:_7 = —, = —,
o Po=co Ho=do b=l o T T
e1 — _
o =bi, Bi=c, w=d—p, &==— [31107 P [)’1}’0’
& Hi
_ 81 i =Biw
m '’ " —.Ul

Ve

Z = ex — Moo — Pari
5 ’

=by, Pr=cr—by, W =dr—la—P0,
_ h — o _
=2 Bomi m= 8 g, = 2Tk Pon

) 2 )

| 2%) J27) j2%)

Daha sonra, agsagidaki parametreler bulunur:

o =bi—aili_3, PBi=ci—ailiz—a;§i_2, W=di—ani—3—Ai0;—PBili_1,
g = ei — Ni—204 — Pidi-1 2= fi_ﬁini—l’ ni— &

Wi ’ Hi TS
Yi:hi—ﬁi%‘l_zi'}’i2_ai%3, i=3.4,-.. N.
i

Bu iki adimdan sonra ¢oziim asagidaki gibi hesaplanir:

ON-2="W-2—AN—20N —MN—20N—1, ON—1=T—1—TN—10N, ON =T,

& =7%—C6i1 —Aidio—1ibiy3, i=0,1,--- N—4 N3,

3.3.2 Lineer kararhlik analizi

Sayisal algoritmanin lineer kararlilik analizi i¢in Fourier yontemi kullanildi. GRLW den-
kleminin UPU, lineer olmayan terimindeki U? teriminin bolgesel olarak sabit oldugu

varsayilarak igsleme baglanir. K mod numarasi ve /4 eleman biiyiikliigii olmak iizere,

6’;11 :gneimkh (i: \/__1)
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ile verilen Fourier mod (3.62) ile verilen denklem de yerine yazilirsa, bu islem asagidaki
esitligi tretir:
,},lgn+lei(m—3)kh + ngn+lei(m—2)kh + ,y3gn+lei(m—l)kh + ,},4gn+lei(m)kh

n+lei(m+1)kh n+lei(m+2)kh n+lei(m+3)kh

+ %8 + %8 + Y18

%gnei(mf3)kh + ,},ngei(mfZ)kh + Ysgnei(mfl)kh + ,}/4gnei(m)kh

+ y3gn€i(m+1)kh + ngnei(m+2)kh + ,},lgnei(m-i-S)kh‘

(3.65)

Simdi, e**" = cos (kh) 4 isin (kh) olarak ifade edilen Euler formiilii (3.65) ile verilen denklem
de kullanilir ve gerekli sadelestirme islemleri yapilirsa,

_a—ib
a+ib

8
biiytime faktorii elde edilir. Burada,

a = Ya+ (5 +15) cos[hk] + (Y6 + 1) cos[2/k] + (¥ + 1) cos[3hk],
b= (s — y3)sin[hk] + (Y6 — 1) sin[2hk] + (7 — ) sin[3Ak].

|g| nin modiilii 1 dir. Bu da lineerlestirilmis algoritmanin sartsiz kararli oldugunu gosterir.

3.3.3 Sayisal ornekler ve sonuclar

Bu boliimde, iki nokta lineerlestirme teknigi uygulanarak Galerkin sonlu elemanlar yontemi
tek solitary dalga, iki ve li¢ solitary dalganin etkilesimi problemlerini iceren drnekler iizerinde
calisilmistir. Bu ii¢ 6rnek baglangi¢ sartinin farkli degerleri kullanilarak olusturulmustur. L,
ve L., hata normlari, sunulan sayisal yontemin etkinligini ve dogrulugunu kanitlamak icin

(3.67) ile verilen tam solitary dalga ¢6ziim ve

2
E

N
ta= oo -l = o o - ),
J=0

Lo = ||U"" — Uy]|,, ~ max
J

Ui — (UN);“

hata norm esitlikleri kullanilarak hesaplanmistir. Buna ilaveten, sayisal yaklagimin Kkiitle,

momentum ve enerji ile ilgili 6zellikleri korudugunu gostermek igin,

b b b
I = / Udx, b= / v pullax, 1= / UP2dx (3.66)
a a a

korunum sabitlerindeki degisim hesaplanmigstir. Evans ve Raslan [22] tarafindan sunulan

GEW dekleminin tam solitary dalga ¢6ziimii asagidaki forma sahiptir:

U(x,t) = (/c(p+ Dip+2) sec h? {ﬁ(x— ct —xo)] : (3.67)

2¢€
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Burada gen. = W dalganin genligi, ¢ pozitif x yoniinde hareket eden dalganin

sabit hiz1 ve xq keyfi sabittir.
3.3.3.1 Tek solitary dalganin hareketi

Bu problem i¢in baslangig¢ sart1

U(x,0) = (/c(p-l— Dip+2) sec h? [

p
2¢ 2\/ﬁ(x_x°)} !

c(p+1)(p+2)
2e

parametrelerinin farkli degerleri, h = 0.1, At =02, e =3, u =1, xo =30, 0 < x < 80

olarak alind1. [5, 22, 23] calismalar1 ile uyumlu olmast icin p, ¢ ve gen. =

parametre degerleri kullanilarak bes parametre kiimesi olusturulmustur. Sayisal algoritma

t = 0 dan ¢t = 20 anina kadar ¢alistirllmustir.

Ik durumda, p =2, ¢ = 1/32 ve ¢ = 1/2 biiyiikliikleri se¢ildi Bu parametrelere gore solitary
dalgalar sirasiyla, gen. = 0.25 ve gen. = 1 genliklerine sahip olur. Hesaplanan korunum
sabitlerinin ve hata normlarinin sayisal degerleri Tablo 3.23 ve Tablo 3.24’de sunulmustur.
Tablo 3.23’e gore I;, I, I3 korunum sabitlerindeki degisim 0.3 x 10~ dan daha kiigiiktiir. L,
ve L., hata norm degerleri ise sirasiyla, 7.9 x 107> ve 4.5 x 107> degerlerinden daha kiiciik
hesaplanmigtir. Tablo 3.24’ye gore ise I, I, I3 korunum sabitlerinin baslangi¢c durumuna
gore degisim oranlari, sirastyla %2, %3 ve %3 degerlerinden daha az hesaplanmigtir. L, ve

L., hata normlar sirastyla, 0.039 ve 0.027 den kiiciik kalmaktadir.

Ikinci olarak, p = 3, ¢ = 0.001 ve ¢ = 0.3 degerleri icin solitary dalgalar gen. = 0.15 ve
gen. = 1 genliklerini iiretir. Hesaplanan korunum sabitlerinin ve hata normlarinin sayisal
degerleri Tablo 3.25 ve Tablo 3.26°de verilmigtir. Tablo 3.25°den goriildiigii gibi hesaplama
stiresince korunum sabitleri hemen hemen degismeden kalmaktadir. L, ve L. hata norm
degerleri ise sirasiyla, 0.29 x 107> ve 0.19 x 107> degerlerinden daha kiiciik bulunmustur.
Tablo 3.26 incelendiginde ise I, I», I3 korunum sabitlerinin baglangi¢c durumuna gore degisim
oranlari, sirasiyla %2, %3 ve %3 degerlerinden daha kiiciik hesaplanmistir. L, ve L., hata

normlar sirastyla, 0.017 ve 0.014 den daha kiiciik bulunmustur.

Son olarak, p = 4 ve ¢ = 0.2 parametre degeri alindi. Bu parametreye gore, solitary dalga
gen. = 1 yiiksekligine sahip olur. Korunum sabitlerinin ve hata normlarimin hesaplanan
degerleri Tablo 3.27°de gosterilmistir. Tablo 3.27; I, I, I3 korunum sabitlerindeki degisim

oraninin %?2 den daha kiiciik oldugunu ifade etmektedir. Diger yandan, L, ve L., hata norm-
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larinin sayisal degeride 0.0090 ve 0.0083 den daha kii¢iik hesaplanmustir.

Tek solitary dalganin # = 0,10,20 zamanlarindaki hareketleri Sekil 3.12 ve Sekil 3.13’de
cizilmigtir. Bu sekillerden anlasildig1 gibi sayisal yontem ile elde edilen ¢oziim bir solitary
dalga hareketi olusturur. Bu solitary dalga, zaman ilerledikce hemen hemen de§ismeyen

hizla, sekil ve yiiksekligini koruyarak saga dogru hareket etmektedir.

Tablo 3.28’de elde edilen sayisal sonuclarla daha Onceki ¢alismalarda bulunan sayisal
sonuglar karsilastirllmistir. Bu tabloya bakildiginda kollokasyon yontemi ile ve Galerkin
yontemi ile elde edilen korunum sabitleri birbirine ¢cok yakindir ve daha onceki calismalarla
oldukca uyumludur. Hata norm degerleri degerlendirildiginde ise daha Onceki boliimlerde
kollokasyon yontemi ile elde edilen degerler daha kii¢iik bulunmustur. L. hata normunun
Galerkin yontemi ile elde edilen sayisal degeri p =2 i¢in 0.45 x 10™%; p=31i¢in 0.19 x 1073;
p =4 icin 8.22 x 1073 degerlerinden daha kiiciik hesaplanmistir. Bu degerlendirmelere gore

sayisal algoritmanin verimli bir yontem oldugu sdylenebilir.

Tablo 3.23 Tek solitary dalganin p =2, gen.=0.25, h=0.1, Ar=0.2 ve x € [0,80] i¢in korunum

sabitleri ve hata norm degerleri

Zaman I b I Ly x 10° Lo x 10°
0 0.7853966  0.1666661  0.0052083  0.00000000  0.00000000
5 0.7853966  0.1666662  0.0052083  2.00511050  1.10880256
10 0.7853967  0.1666662  0.0052083  3.99064595  2.22513057
15 0.7853967  0.1666662  0.0052083  5.93886201  3.34204308
20 0.7853968  0.1666663  0.0052083  7.83378959  4.44850332

Tablo 3.24 Tek solitary dalganin p =2, gen. =1, h=0.1, Ar =0.2 ve x € [0,80] i¢in korunum

sabitleri ve hata norm degerleri

Zaman I b I Ly L.
0 3.1415863  2.6666583  1.3333283  0.00000000  0.00000000
5 3.1458905  2.6724969  1.3391718  0.01650411  0.01116168
10 3.1502060  2.6783543  1.3450481  0.02812323  0.01888483
15 3.1545617  2.6842736  1.3509996  0.03526213  0.02393891
20 3.1589605  2.6902580  1.3570299  0.03803037  0.02629007
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Tablo 3.25 Tek solitary dalganin p = 3, gen.=0.15, h=0.1, Az =0.2 ve x € [0,80] i¢in korunum

sabitleri ve hata norm degerleri

Zaman I b I Ly x 107 Lo x 107
0 0.4189154  0.0549805  0.0000733  0.00000000  0.00000000
5 0.4189154  0.0549805  0.0000733  7.06255100  4.57700375
10 0.4189154  0.0549805  0.0000733  14.12494884  9.16012912
15 0.4189154  0.0549805  0.0000733  21.18707557  13.74545441
20 0.4189154  0.0549805  0.0000733  28.24881328  18.32910252

Tablo 3.26  Tek solitary dalganin p =3, gen. =1, h=0.1, Ar =0.2 ve x € [0,80] i¢in korunum

sabitleri ve hata norm degerleri

Zaman L I I Ly Lo
0 2.8043580  2.4639009  0.9855618  0.00000000  0.00000000
5 2.8079094  2.4691674  0.9908334  0.01048354  0.00825708
10 2.8114726  2.4744442  0.9961351  0.01657542  0.01277205
15 2.8150809  2.4797940  1.0015278  0.01850263  0.01460246
20 2.8187398  2.4852249  1.0070200  0.01655637  0.01370453

Tablo 3.27 Tek solitary dalganin p =4, gen.=1, h=0.1, At=02vex €

sabitleri ve hata norm degerleri

[0,80] igin korunum

Zaman I b I Ly Lo
0 2.6220516  2.3561722  0.7853952  0.00000000  0.00000000
5 2.6247173 23603671  0.7895906  0.00691120  0.00632109
10 2.6273729 23645238  0.7937683  0.01055235  0.00914085
15 2.6300579  2.3687299  0.7980116  0.01104764  0.00976358
20 2.6327833 23730032  0.8023383  0.00890617  0.00821991
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Tablo 3.28 Tek solitary dalganin p =2,3,4; h=0.1, At =0.2, t =20 ve x € [0,80] i¢in sayisal

sonuclarinin kargilagtirilmasi

Yontemler Lyx10° L.x103 I b 8
p=2 CubBSC [5] 0.19588  0.17443  0.78466 0.16643  0.00519
c=1/32  QuadBSC[22]  0.15695 020214 0.78528 0.16658  0.00520
QuadBSLG [15]  0.08100  0.04596
CubBSLG [19]  0.07833  0.04448
QuadBSPG [23]  0.00250  0.00275  0.78539  0.16666  0.00520
QuarBSC [17] 0.00157  0.00104  0.78539  0.16666  0.00520

SepBSC 0.00127 0.00068  0.78539  0.16666  0.00520

QuinBSC 0.00135 0.00091 0.78539  0.16666  0.00520

CubBSLG 0.07833 0.04448  0.78539  0.16666  0.00520

p=3 CubBSC [5] 0.514967  0.320605  0.65908  0.05938  0.000068
¢=0.001  QuadBSPG [23] 0.000064 0.000082 0.41891  0.05497  0.000073
SepBSC 0.000006  0.000003  0.41891  0.05498  0.000073

QuinBSC 0.000019  0.000023  0.41891  0.05498  0.000073

CubBSLG 0.002824  0.001832  0.41891  0.05498  0.000073
p=4 QuadBSPG [23] 2.30499 1.88285  2.62206 2.35615  0.78534

c=02 SepBSC 341485 249360  2.62192 235590  0.78511
QuinBSC 339086 247031  2.62192 235593  0.78513
CubBSLG 890617 821991  2.63278 237300  0.80233
12 -
1.0
0.8
q -4
X 064
3
0.4
02
0.0 T T T T T T T 1
0 20 40 60 80
X

Sekil 3.12  Tek solitary dalganin p =3 ve ¢ = 0.3, xo = 30, x € [0,80] i¢in r = 0,10,20’deki

hareketi
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1.2 4

1.0

0.8 4

0.6 4

U(x,t)

0.4+

0.2+

0.0 T T T T T T T 1

Sekil 3.13  Tek solitary dalganin p =4 ve ¢ = 0.2, xo = 30, x € [0,80] i¢in r = 0,10,20’deki

hareketi
3.3.3.2 IKi solitary dalganin etkilesimi

Ikinci problem olarak, asagidaki baslangic kosulu kullanilmistir:

2 [
U(x,0) = ; (/C’(“Z(‘DH) sec h2 {2\%@—)@-)} . (3.68)

Bu baslangi¢ sarti gen. = 1 ve gen. = 0.5 genliklerine sahip aym1 yonde hareket eden iki

pozitif solitary dalga iiretir. Burada c; ve x;, i = 1,2 keyfi sabitlerdir.

Tk parametreler p = 2, ¢; = 0.5 ve ¢y = 0.125; ikinci parametreler p = 3, ¢y = 0.3 ve
c2 = 0.0375; tiglincii parametreler p =4, ¢; = 0.2 ve ¢ = 1/80 aliarak ii¢ farkli parame-
tre kiimesi olusturulmustur. Bilgisayar programi sirasiyla, + = 60, 100 ve 120 zamanina
kadar calistinlmustir. [5,22,23] ¢alismalari ile uyumlu olmasi icin diger parametreler 27 = 0.1,

At =0.025,e =3, u =1, x; = 15,x = 30,0 < x < 80 olarak diisiiniilmiistir.

Sayisal algoritmanin 6zellikleri korudugunu kanitlamak icin 7;, > ve I3 korunum sabitleri
hesaplanarak Tablo 3.29, Tablo 3.30 ve Tablo 3.31’de sunulmustur. Bu ii¢ tabloya gore 17, I
ve I3 korunum sabitlerinin baslangi¢c durumuna gore degisim oranlart sirasiyla, %0.1, %0.5
ve %0.8 degerlerinden daha kiigiik bulunmustur. Ustelik, hesaplanan korunum sabitleri [23]

caligsmasi ile elde edilen sonuclara yakindir .
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Iki solitary dalganin farkli zaman adimlarindaki hareketleri Sekil 3.14 ve Sekil 3.15’de

gosterilmistir. Bu sekillere gore, baslangicta yiiksekligi fazla olan dalga yiiksekligi az olan

dalganin gerisindedir. Zaman ilerledik¢e yiiksekligi fazla olan dalga diger dalgay: yakalar ve

iistiine biner. Yani iki dalga arasindaki etkilesim gerceklesir. Daha sonra dalgalar ayrilmaya

baglar. Belirli bir zaman sonra biiyiik genlikli dalga 6nde, kii¢tik genlikli dalga arkada olarak

baslangic hiz, sekil ve genliklerini koruyarak yollarina devam eder. Sonug olarak, solitary

dalgalarin bu hareketine gore solitonlardir denilebilir.

Tablo 3.29 ki solitary dalganin etkilesiminin p =2, gen.=1,0.5, h=0.1, At=0.025 ve x € [0,80]

icin korunum sabitleri

I b £
Zaman  Galerkin  Pet.-Gal. [23] Galerkin  Pet.-Gal. [23] Galerkin  Pet.-Gal. [23]
0 4.71237 4.71239 3.33332 3.33324 1.41666 1.14166
10 4.71236 4.71239 3.33331 3.33324 1.41665 1.14166
20 4.71235 4.71239 3.33332 3.33324 1.41666 1.14166
30 4.71260 4.71239 3.33416 3.33324 1.41758 1.14166
40 471234 4.71239 3.33345 3.33333 1.41699 1.14166
50 4.71210 4.71239 3.33290 3.33338 1.41652 1.14166
60 471213 4.71239 3.33296 3.33333 1.41651 1.14166

Tablo 3.30 iki solitary dalgann etkilesiminin p =3, gen.=1,0.5, h=0.1,

icin korunum sabitleri

At =0.025 ve x € [0,80]

I L L
Zaman  Galerkin  Pet.-Gal. [23] Galerkin  Pet.-Gal. [23] Galerkin  Pet.-Gal. [23]
0 4.20653 4.20655 3.07987 3.97977 1.01636 1.01634
10 4.20653 4.20655 3.07989 2.07986 1.01637 1.01634
20 4.20652 4.20655 3.07988 3.07982 1.01635 1.01634
30 4.20653 4.20655 3.07991 3.07980 1.01638 1.01634
40 420677 4.20655 3.08050 3.07986 1.01698 1.01634
50 4.20793 4.20655 3.08362 3.07981 1.02059 1.01633
60 4.20616 4.20655 3.07947 3.07987 1.01654 1.01633
70 4.20558 4.20655 3.07863 3.07976 1.01629 1.01634
80 4.20509 4.20655 3.07800 3.07991 1.01620 1.01633
90 4.20490 4.20655 3.07777 3.07974 1.01616 1.01633
100 4.20503 4.20655 3.07797 3.07972 1.01616 1.01634
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Tablo 3.31  iki solitary dalgamn etkilesiminin p =4, gen.=1,0.5, h=0.1, At =0.025 ve x € [0,80]

icin korunum sabitleri

I L I
Zaman  Galerkin  Pet.-Gal. [23] Galerkin ~ Pet.-Gal. [23] Galerkin ~ Pet.-Gal. [23]
0 3.93307 3.93309 2.94521 2.94512 0.79766 0.79761
10 3.93310 3.93309 2.94529 2.94518 0.79773 0.79761
20 3.93309 3.93309 2.94527 2.94517 0.79771 0.79761
30 3.93309 3.93309 2.94527 2.94510 0.79770 0.79761
40 3.93310 3.93309 2.94529 2.94515 0.79773 0.79761
50 3.93320 3.93309 2.94553 2.94504 0.79795 0.79761
60 3.93388 3.93309 2.94703 2.94505 0.79942 0.79762
70 3.93601 3.93307 2.95212 2.94510 0.80505 0.79763
80 3.93285 3.93309 2.94529 2.94506 0.79862 0.79761
90 3.93222 3.93309 2.94436 2.94520 0.79812 0.79761
100 3.93161 3.93309 2.94366 2.94508 0.79805 0.79761
110 3.93095 3.93309 2.94291 2.94517 0.79799 0.79761
120 3.93026 3.93308 2.94212 2.94511 0.79794 0.79761
121 a) 121 b)
104 104
08 084
044 0.4
02 024
3 % P % % 3 % P %
x x
12+ ) 124 d)
104 104
08 084
044 044
02 024
3 % P % ® 3 % P ) ®
x x

Sekil 3.14  iki solitary dalgamin p = 3; a)¢ =10, b)¢ =50, c) ¢ =70, d) ¢ = 100’deki hareketi
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Sekil 3.15  1ki solitary dalganin p = 4; a)t =10, b) ¢t =50, c)t =70, d) ¢ = 100°deki hareketi
3.3.3.3 Uc solitary dalgann etkilesimi

Son problemi i¢in (3.47) problemi,

30 e,
U(x,0) = ; §/ (p+;l(p+2) sec h? [%

seklinde verilen baslangi¢c sarti ile beraber ele alindi. Burada c¢; ve x;, i = 1,2,3 keyfi

(x _x,.)} (3.69)

sabitlerdir. Bu baglangi¢ sartina gore farkli genliklere sahip ayni yonde hareket eden ii¢ adet

pozitif solitary dalga olusur.

Ik parametreler p =2, c¢; = 1, ¢ = 0.5 ve c3 = 0.125; ikinci parametreler p = 3, ¢; =
0.5, ¢ = 0.3 ve ¢3 = 0.0375; iigiincii parametreler p =4, ¢; = 0.5, ¢c; = 0.2 ve ¢3 = 1/80
alinarak ii¢ farkli parametre kiimesi olusturulmustur. Bu parametrelere gore sirasiyla, p =2
icin gen. = 1.41, gen. =1, gen. = 0.5; p =3 i¢in gen. = 1.19, gen. =1, gen. = 0.5; p =4
icin gen. = 1.26, gen. = 1, gen. = 0.5 genliklerine sahip ii¢ solitary dalga olusur. Bilgisayar
hesaplamasi sirasiyla, # = 60, 100 ve 120 zamanina kadar yapilmistir. Diger parametreler

h=0.1,At =0.025, e =3, u =1, x1 =5,x = 15,x3 = 30,0 < x < 80 olarak alinmistir.

Sayisal yontemin performansini gostermek icin Iy, I ve I3 ile verilen korunum sabitleri
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hesaplanarak Tablo 3.32’da gosterilmistir. Bu tabloda gortildiigii gibi 17, > ve I3 korunum
sabitlerinin baslangi¢c durumuna gore degisim oranlart sirasiyla, p = 2 icin %2, %0.5 ve
9%0.9; p = 3 icin %2, %0.9 ve %0.4; p =4 icin %2, %2 ve %3 degerlerinden daha kiiciik

hesaplanmustir.

Ug solitary dalganin zaman ilerledikce hareketleri Sekil 3.16 ve Sekil 3.17°de grafik cizilerek
gosterilmigtir. Bu grafiklere gore, li¢ solitary baslangicta x; =5, xp = 15 ve x3 = 30 nok-
talarina konumlandirilmigtir.  Biiyiik genlige sahip dalganin hizi da biiyiiktiir. Bu yiizden
en gerideki dalga, once ikinci dalgay1 yakalar ve etkilesim gerceklesir. Daha sonra birinci
dalgay1 yakalar. Bu asamada ikinci dalganin birinci dalga ile etkilesimi gerceklesir. Yani
tic dalga birbiri ile carpisir. Son olarak dalgalar ayrilir ve en biiyiik genlikli dalga en 6nde,
en kiiclik genlikli dalga en arkada yolarina devam eder. Goriildiigii gibi ii¢ solitary dalga
carpismadan sonra baslangi¢ genlik, hiz ve sekillerini koruyarak ilerlemeye devam eder. Bu
sonuca gore iki solitary dalganin etkilesiminde de oldugu gibi, bu hareket solitary dalgalarin

solitonlar oldugu sonucunu kuvvetlendirmektedir.

Tablo 3.32 Ug solitary dalganin etkilesiminin p = 2,3,4; h = 0.1, At = 0.025 ve x € [0,80] icin

korunum sabitleri

p=2 p=3 p=4
Zaman I L I I L I it 15 Iz

0 9.13523  8.66728  6.75308 7.51814  6.54380  3.32686 721754  6.67095  3.90382
10 9.15501  8.66697  6.75198 7.53123  6.54356  3.32614 7.22965  6.67025  3.90161
20 9.15467  8.66620  6.75085 7.53134  6.54358  3.32630 7.23002  6.67143  3.90599
30 9.15444  8.66571  6.74918 7.53134  6.54380 3.32718 7.22808  6.66689  3.89879
40 9.15386  8.66470  6.74804 7.53214  6.54619  3.33083 7.22947  6.67099  3.90801
50 9.15311  8.66298  6.74559 7.53168  6.54490  3.32784 722775  6.66653  3.89572
60 9.15283  8.66267  6.74422 7.52943  6.54002  3.32441 7.22768  6.66705  3.89508
70 7.52914  6.54043  3.32484 7.22855  6.66985  3.89691
80 7.52774  6.53879  3.32440 7.22309  6.65880  3.88825
90 7.52618  6.53688  3.32393 7.22361  6.66097  3.88790
100 7.52481  6.53512  3.32347 7.22284  6.65988  3.88568
110 7.22186  6.65849  3.88324
120 7.22075  6.65705  3.88081
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Sekil 3.16

b)t =30, c) ¢ =40, d)¢ = 100’deki hareketi
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Sekil 3.17  Ug solitary dalganin p = 4; a)t = 10, b)t =20, c)t =40, d)t = 120’deki hareketi




4. BOLUM
GENELLESTIRILMIS DUZENLENMIS UZUN DALGA (GRLW) DENKLEMININ
SONLU ELEMANLAR YONTEMI ILE COZUMU

Bu boliimde GRLW denkleminin kollokasyon ve Galerkin sonlu elemanlar yontemi ile
sayisal ¢oziimleri elde edilmistir. Yaklasik ¢oziim kiibik, kuintik ve septik B-spline sekil
fonksiyonlar1 kullanilarak aranmigtir.  Sayisal yontemin lineer olarak kararli olup ol-
madigini belirlemek i¢cin Von Neumann teknigi kullanilmistir. Lineerlestirme teknigi olarak
Boliim 2 de acikladigimiz lineerlestirme tekniklerinden normal, iki nokta ve Rubin-Graves
lineerlestirme teknikleri uygulanmistir. Beg farkli lineerlestirme teknigi, yontemlerin Fortran
programi ile sayisal yontemin uygulama kisminda kullamilmistir. Fakat bu calismada sadece
kullanilan yonteme gore en iyi sayisal ¢oziimii veren lineerlestirme teknigi sunulmustur.
Sonlu elemanlar yaklagimi, tek solitary dalga, iki solitary dalganin etkilesimi, Maxwellian
baglangi¢ sart1 ile dalganin olusumu ve ardisik dalgalarin gelisimini iceren 6rnekler iizerinde
calisilmigtir. Bu 6rnekler i¢in L ve L. hata normlari, kiitle, momentum ve enerji ile ilgili /7,

I, ve I; korunum sabitleri (hareket sabitleri) hesaplanmistir.

4.1 GRLW Denkleminin Septik B-spline Kollokasyon Yontemi ile Sayisal Coziimii
GRLW denklemi,

U+Uc+p(p+ 1) UPU, — Uy =0 4.1)

seklinde ifade edilir. Burada fiziksel sinir sartlar1 x — 4o iken U — 0, alt indis ¢ ve x zaman

ve boyutsal tiirevi ifade eder, p pozitif tamsayidir, u pozitif sabittir.

Sinir ve baglangi¢ sartlari,

U(a,t) =0, U(a,t) =0, Uxc(a,t) =0,
0

Ub,t)=0,  Ux(b,t)=0,  Ux(b,t)=0, (4.2)

U(x,0) = f(x), a<x<b

olarak alinacaktir.

[a,b] sonlu aralig1 igine sinirlandirilmig problemin ¢6ziim bolgesini diisiinelim.  Aralik
uzunlugu h = 1% = (Xmt1 —Xm) Ve a = x9 < x1 < ... < xy = b olmak iizere, [a,b] araligi

X diigiim noktalariyla N tane esit alt araliga boliiniir. Prenter [78], ¢,,,(x) septik B-spline
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fonksiyonlart, m = —3,—2,--- /N 4+ 3 olmak iizere x,, diigiim noktalarinda

(

(x - xm—4)77 [xm—47xm—3]
X—Xm—4) —O6X—Xp-3), Xm—3,Xm—2
( )" —8( )’ [ ]
(x - xm—4)7 - 8()6 - xm—3)7 + 28(x - xm—2)77 [xm—Zyxm—l]
(X —Xm—a)" —8(x —xp—3)" +28(x —x2)" —56(x —xm—1)",  [Hm_1,%m)
1
Om(x) = w7 (Xmid —X)T = 8(xmi3 —x)" +28(xmi2 —x)" —56(Xpme1 —X)7, [, Xmr1]
(X4 —x)7 —8(xms3 —x)7 +28(xm2 —x)7, o1, %m+2]
(xm—i—4 _x) - 8(xm+3 - x>77 [xm+27xm+3]
(xm+4 - X)77 [xm+3>xm+4]
\ 0, diger durumlar
(4.3)
seklinde tanimlamigtir. {@_3(x),d_2(x), -+, dn42(x), dy+3(x)} kiimesi [a,b] ¢6ziim bolgesi

tizerinde bir baz olusturur. Her bir septik B-spline ¢, fonksiyonu ardisik 8 tane sonlu alt

aralig1 orter. Bu sebeple her bir [x,,,x,+1] sonlu alt aralif1 8 adet B-spline fonksiyonu

tarafindan ortiiliir. Uy (x,¢) yaklagik ¢oziimii, septik B-spline sekil fonksiyonlari cinsinden,
N43

Un(x,t) =}, 9m(x)3n(t) (4.4)
m=—3

olarak ifade edilir. Burada J,,(¢), zamana bagh bilinmeyen parametrelerdir, sinir sartlari ve

GRLW denkleminin septik B-spline kollokasyon sartlar1 olusturularak bulunacaktir. (4.3) ile

verilen B-spline fonsiyonlar ve (4.4) ile verilen yaklasik ¢oziim birlikte degerlendirilerek,

yaklagim fonksiyonu U, ve onun x’ e gore U,,, U/ tiirevleri, x,, diigiim noktasinda &, bilin-

meyen parametreleri cinsinden,

Un= m—3 + 1205m—2 + 11916m—1 + 24'165m + 11915m—0—1 + 1206m—i—2 + 5m+37

7

U,% = 7 (—Om—3 —568,—2 — 24581 + 245841 + 56012 + Om+3), 4.5)
42

U = e (Gm—3+248m—2+ 1581 — 808, + 158,41 + 24842 + Smi3)

olarak elde edilir. Boylece U degisimi [x;,, X;;+1] sonlu elemant iizerinde agagidaki gibi ifade
edilebilir:

N+3

U=Y 0ubn. (4.6)

m=-3
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Simdi, diigiim noktalartyla beraber kollokasyon sartim1 olusturmak i¢in (4.5) ile verilen den-

klemdeki U,, ve onun x’e gore tiirevleri, (4.1) ile verilen GRLW denkleminde yerine yazilirsa;

Normal lineerlestirme teknigi icin,

Sm_3+ 12082+ 11918, 1 +24168,, + 11918, 1 + 1208112 + S 3

7
+o (—0m—3 —560,—2 —2450,—1 + 245041 + 56042 + Omi3)

Tp(p+1)Zn
+p(p )

4.7
p (—Om—3 —560—2 — 2456,,—1 + 245841 + 56012 + Om+3)

400 /. . . . . . .
=53 (Bua 24802+ 158,01 = 808, 4 158,01 + 248,12+ 83 ) =0

seklinde birlestirilmis adi diferansiyel denklemlerin bir kiimesi elde edilir. Burada,

8 34 1208" ,+11918" |, +24168" +11915", ,
+1208",,+ 8" .5

Zn 2 U] =

olarak alinmigtir. Rubin-Graves lineerlestirme teknigi i¢in,

Sm_3+ 1208, 2+ 11918, 1 + 24168, + 1191811 + 120812 + S 3

7
(=83 — 5680 — 24581 + 245841 + 568,42 + Gyri3)

+ p(p+1)Z (83 + 12082 + 119181 + 24168, + 11918141 + 120812 + Sns3)

420 /. . . . . . .
h—z“ (5,,1,3 42482+ 1581 — 808 + 158 i1 + 248 ms0 + 6m+3) —0

(4.8)
olarak kollokasyon sartinin genel haline ulasilir. Burada,

Zn

I

(U~ (U] = U5 U+ (U Ui = (U (U

X

= (Un)" Un e+ (U U — (U~ (U

Zn 22 | (80512087, + 11918]_, +24168)+ 11918 | + 12087, + 8" 5)""

SRS

(=80t ) —5681T) — 2458 ] + 24581 + 56571 + 1)

m
+] (82F) + 12087 ) + 119187+ 241687+ + 119187+ +120874] 4 57+1)7 ™!

m—+3

—

S

m

(=87 5 — 568" ,—2458" | +2458" | + 568", ,+8" )|

| —

5 5 +1208" ,+11918" | +24168" + 11918" | +1208",, + 8" 5)"~"
7
(=853 =568, —2458), | +2458,1 4568, + 5;,;3)]

olarak hesaplanir ve her iki genel denklemde “” zamana gore tiirevi ifade eder. (4.7) ve (4.8)

ile verilen kollokasyon denklemlerinde bulunan zamana gére bilinmeyen parametreleri J,, ve
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zamana gore tiirevleri olan J,, parametrelerine,

_Lien | snt .ot -4
Sn =58, =T 4.9)

Crank-Nicolson ve klasik ileri sonlu fark yaklagimi uygulanir. Bu durumda, normal
lineerlestirme teknigi icin 8{‘“ ve 8" parametrelerine gore iki ardigtk zaman adimi n ve
n—+ 1 arasindaki tekrarlama bagintisi,

o+ 1o+ 1o L+ ud T + s + Ve + VS @i

= ¥10p_ 34+ Y6Om_o+ VsOpm_1 +Valpm + V301 + Y2012+ Y103

olarak elde edilir. Burada,

1—E—p(p+1)EZy—M), 1 =(120—56E —56p(p-+1)EZ,, —24M),

1191 — 245E — 245p(p+ 1)EZy — 15M), 73 = (24164 80M),

(
(
(1191 +245E +245p(p+1)EZy — 15M), ¥ = (1204 56E +56p(p + 1)EZ,, — 24M),
(

y=(1+E+p(p+1)EZ,—M),
7 42u
=0,1,... E=—At, M=—-.
m 07 ) 7N7 2h 9 h2
(4.11)
Rubin-Graves lineerlestirme teknigi i¢in tekrarlama bagintisi,
Biou s+ B8+ Badt + Bady T + BsGty + BeSth + Bront s @)
= Bs6_3+ oS>+ BroSy_1 + Br16y + B2, 1 + Bi3d o + Prady3
olarak elde edilir. Burada,
Bi=(1—-E+KZ,—M), Br=(120—56E + 120KZ,, —24M),
Bz = (1191 —245E + 1191KZ,,, — 15M), Bs = (2416 +2416KZ,, + 80M),
Bs = (1191 +245E + 1191KZ,, — 15M), B¢ = (1204 56E + 120K Z,, — 24M),
Br=(1+E+KZ,—M),
Bs=(1+E—-KZ,—M), Po=(120+56E —120KZ,, —24M), (4.13)

Bio = (1191 +245E — 1191KZ,, — 15M), P11 = (2416 — 2416KZ,, + 80M),
B2 = (1191 —245E — 1191KZ,, — 15M), P13 = (120 — 56E — 120K Z,,, — 24M),
Bia=(1—E—KZy—M),

7 plp+1) 420
=0,1,....N, E=—At, K=————"At = —.
m ) ) ) ) 2h ) 2 ) h2

86



(4.10) ve (4.12) ile verilen cebirsel denklem sistemleri N + 1 tane lineer denklemden olusur,
fakat bu sistemde (6_3,8_2,8_1,...,0v+1,0n4+2,0v13)" parametrelerinden olusan N + 7 tane
bilinmeyen vardir. Bu sistemin tek ¢oziimiinii elde edebilmek icin 6 tane ek sarta ihtiyag
vardir. Gerekli 6 tane ek sart (4.2) ile verilen sinir sartlart kullanilarak elde edilir. Sinir
sartlarinin cebirsel denklem sistemine basit bir sekilde dahil edilmesi olarak ifade edilen bu
islemin benzeri, asagida iterasyonu baglatabilmek icin d° baglangic degerinin belirlenmesi
asamasinda agiklanmigtir. Bu sekilde 63,0 2,01 ve Oy.11,0n12,On+3 parametreleri (4.10)

ve (4.12) ile verilen cebirsel denklem sistemlerinden yok edilir. Bu islemlerden sonra d" =

(80,01, ...,0y)" olmak iizere, N + 1 tane bilinmeyenli cebirsel denklem sistemi (matris form)
olusur:
Ad™™ = Ba". (4.14)

A ve B matrisleri, (N+ 1) x (N + 1) boyutlu 7 siitun elemanh matrislerdir(septa-diagonal ma-
tris olarak adlandirilir) ve bu matris denklemi asagida alt boliim 4.1.1°de aciklandig1 gibi For-
tran programinda Thomas algoritmasi (septa-diagonal algoritma) kullanilarak ¢oziilmiigtiir.
Lineer olmayan terim Z,, deki eleman parametresine

!

s\n+1 __ gn

(8" 85

formiilii ile verilen i¢ iterasyon her bir zaman adiminda li¢ veya dort defa uygulanarak ¢6ziim

tyilestirilmisgtir.
Baslangic¢ iterasyonu

(4.10) ve (4.12) ile verilen tekrarlama bagintilarinda, d° baslangi¢ degeri bulunarak iterasyon

baglatilir. Yaklagim fonksiyonu, baslangi¢c parametreleri cinsinden asagidaki gibi yazilabilir:
N+43

Un(x.0) =} 9un(x)8,().

m=-3

Bu yaklasimdaki 5,91 bilinmeyen paramatrelerini belirleyebilmek icin baslangi¢c sarti ve

asagidaki sinir noktalarindaki tiirevler kullanilir:

Uy(x,0) =U(x,0); m=0,1,2,....N
(Un)x(a,0) =0, (Un)x(a,0)=0, (Un)xx(a,0)=0, (4.15)

(Un)x(b,0) =0, (Uyn)xx(D,0)=0, (Un)xxx(b,0)=0.
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Baglangig sart1 8, parametreleri cinsinden,

03+ 12002+ 11916_1 4241660 + 11916; + 1208, + 63 = U (x9,0),
O0_2+1208_1 4+ 119189 + 24168, + 119168, + 12083 + 64 = U (x1,0),
O0_1+ 12080 + 11918; + 24168, + 119183 + 12064 + 85 = U (x2,0),

80+ 1208, + 11918, 4241683 + 119184 + 12085 4 8 = U (x3,0),

Sn_64 1208y 5+ 11918y_4 +24168y_3 + 11918y _» + 1208y_1 + 8y = U (xy_3,0),

(xy-3,0
ON—5+1208y_4 + 1191053 + 24168y + 11910y_1 + 1208y + 6y+1 = U (xy—2,0)
ON—4+ 1208y _3+ 11918y_2 +24166y—1 + 11918y + 1200y +1 + On+2 = U (xy—1,0)
(

Onv_3+ 1200y 2+ 11918y 1 +24160yN + 11915N+1 =P 1203N+2 T 6]\]4.3 =U XN,O)

(4.16)
olarak diizenlenir. Elde edilen bu sistem N + 1 tane cebirsel denkleme ve
(6.3,6.2,01,...,6N+1,0v12,0v13)" parametrelerinden olusan N + 7 tane bilinmeyene

sahiptir. Bu sistemin tek ¢oziimiinii elde edebilmek icin 6 tane ek sarta ihtiya¢ vardir. Bunun

icin baglangi¢ sartinin (4.15) ile verilen sinir noktalarindaki tiirevleri kullanilir. Tiirevli sinir

kosullar1 8, parametreleri cinsinden,
—0.3—560_p—2450_1+2450; +568,+ &3 =0,
0-34+246_2+150_1 — 800y + 158, + 246, + 63 =0,
—0.3—88_2+196_1—196;+88 + 53 =0,
— On—3—560y_2 — 245951 +2450N+1 +560N+2 + On+3 =0,
ON—3+248y_2+150y—1 — 808y + 158y 1 +240n+2+ Onv43 =0,
—ON-—3—80Nv-—2+190y-1 —190N+1+80n+2+Ont3 =0

olarak elde edilir. Bu denklemlerden (8_3,6_2,8_1,0n+1,0N+2, On+3) parametreleri

0.3= l(—280(‘50 + 1050 + 1688, + 1063),

3
220 35
9

55 11
6_2_760_1_861_ 52—5—453,
8

40 14 1
01 = —E50+?51 + §62+ﬁ63’
40 14 8 1
ONt1 = _ﬁSN‘f’ 35N—1 + §6N—2+ ﬁSN_3’

220 55 35 11

ONt2 = 751\7 - §6N71 - 351\/72 - 5—45N73,

1
ONi3 = g(—ZSOSN + 105651 + 1688y_2 + 100y_3)
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olarak hesaplanir. Bu sonuglar, (4.16) ile verilen denklem de yerine yazilirsa, denklem (4.16)
dan (83,8 2,6 1,0v+1,0n+2,0n+3) parametreleri silinir. Bu islemden sonra d° baslangic

degerinin asagidaki matris formu elde edilir:
wd° = b.
Burada,

[ 1536 2712 768 24
82731 210568.5 104796 10063.5 1

81 81 81 81
9600 96597 195768 96474
81 81 81 81 120 1

1 120 1191 2416 1191 120 1
1 120 96474 195768 96597 9600

81 81 81 81
1 10063.5 104796 210568.5 82731
81 81 81 81

24 768 2712 1536

do = (50a 617 827 EREY) 5N—2v 6N—17 SN)Tv

b= (U(x0,0),U(x1,0),...,U(xy_1,0),U (xy,0)).

Bu matris denkleminden d° baslangi¢ degeri Thomas algoritmas ile ¢oziilerek elde edilir.
Baslangic degerinin bulunmasiyla beraber (4.14) ile verilen matris sisteminde n = 0 i¢in
sag taraf belirlenmigtir. Buradan da matrisin sol tarafi, Thomas algoritmasi ile hesaplanir.

Boylece istenilen zaman adiminda bir 6nceki parametreden bulunan degerler kullanilarak (it-

erasyon yapilarak) GRLW denkleminin sayisal ¢oziimleri bulunmus olur.
4.1.1 Thomas algoritmasi ile septa-diagonal matris sisteminin ¢oziimii

Fortran programinda dizayn edildigi sekliyle ve Zaki [82] tarafindan aciklandig1 gibi septa-
diagonal matris sisteminin Thomas algoritmasi ile ¢oziimii asagidaki adimlarla bulunur:

Septa-diagonal sistem,
a;0i—3+ bi6j—2 +ci0i—1 +d;6i +€;0i+1 + fidir2 + 8i0ir3 = hi, i=0,1,---,N
olarak ifade edilebilir. Burada,

ap=by=co=a1=by=ar=gv2=gnv-1=fNn-1=8nv=fn=en=0.
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Ik asamada, parametreler asagidaki gibi secilir:

eo Jo 80 ho
oo =by, PBo=co, MHo=do, Co=—, A= 0o=" Y=,
g ‘ Ho Uo’ n Ho Ho
e1 —Bilo -
ar=b1, Pi=c1, w=d —pido, C1:¢7 /11=fl—ﬁ”/0,
23 251
hi —
Thzg—I, p=—"—=-" [31}’07
23 25
ve
er — N0y — A
=by, Por=cr—0l, Ww=dr—lop—PpE, &= 2 nouz e 1,
= 27Pm ny = 82 yzzhz—omfo—ﬁz%‘
2%) 2 M2
Ikinci adimda, asagidaki parametreler bulunur:
o =bi—aiCi_3, Bi=ci — 0G0, Mi=di—ani—3—Ai—20; — Bigi_1,
gi: —MNi—20; — ﬁl i— 17 Al_:fi_ﬁinifl’ ni:&,
25 25 Ui
%:hi_ﬁi%l—zﬁ’iZ_aiYi3, =34 N,
i

Son olarak ¢6ziim,
6 =% — Gi6ir1 — Aiiy2 — MiGiy3, i=0,1,--- N—4,N-3,

ON-2 =YW-2—AN—20N —MIN—20N—1, ON—1="YN—1—TIN—-10N, ON =W

olarak hesaplanir.
4.1.2 Lineer kararhlik analizi

Sayisal yontemin lineer olarak kararli olup-olmadigini tespit edebilmek icin Von-Neumann
kararlilik analizi kullamlacaktir. Oncelikle, GRLW denkleminin UPU, lineer olmayan terim-
indeki U? teriminin bolgesel olarak sabit oldugu kabul edilir. Daha sonra k mod numarasi ve

h eleman genisligi olmak iizere,
gn imkh (l _ \/__1 )

ile verilen Fourier mod, (4.10) ile verilen denklem de uygulanarak, asagidaki form elde edilir:
Y én-i—lei(m—?s)kh + Y2§n+lei(m—2)kh + ,y35n+lei(m—1)kh + ,},4§n+leimkh

+ ’}/5§H+lei(m+l)kh + ,},6én+lei(m+2)kh + %€n+lei(m+3)kh _
‘ . . . (4.19)
wénel(m73)kh + ,},65nez(m72)kh + ,ysénel(mfl)kh + ,},4§nezmkh
+ ,y3§nei(m+l)kh + yzénei(nﬂ-Z)kh +7 énei(m—i-’j)kh‘
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e = cos (kh) +isin (kh) Euler formiilii (4.19) ile verilen denklem de yerine yazilir ve gerekli

sadelestirme islemleri yapilirsa biiyiime faktorii olan &,

_a—ib
" a+ib

g

olarak edilir. Burada,
a =Y+ (y5+73) cos[hk] + (16 + o) cos[2hk] + (17 + 11 ) cos[3hk],
b= (Y5 — 1) sin[hk] + (Y% — ) sin[2hk] + (17 — 11 ) sin[3hk].

|€| nin modiilii 1 dir. Bu yiizden lineerlestirilmis algoritma sartsiz kararlidir.
4.1.3 Sayisal ornekler ve sonuclar

Bu boliimde sayisal yontem, baslangi¢ sartinin farkli degerleri kullanilarak olusturulan tek
solitary dalga, iki solitary dalga arasindaki iligki ve Maxwellian baglangi¢ sartin1 igeren ti¢
test problemi iizerinde ¢alisilmistir. Sayisal yontemin dogrulugunu gostermek ve daha 6nceki

sayisal sonug¢larla elde edilen sonuclar1 karsilagtirabilmek i¢in L, ve L. hata normlari,

N 2
to= oo -y o oo
J=0
= =t ol
J

ile verilen normlar kullanilarak elde edilmistir. Gardner ve arkadaglar1 [37] tarafindan yapilan

calismada, GRLW denkleminin tam ¢oziimii,

U(x,t) = (’/C(l;——;z)sechz [%,/m(x—(c—i—l)t—xo)] (4.20)

seklinde ifade edilmistir. Burada gen. = c(g_;;2) dalganin genligi, ¢ 4 1 pozitif x yOniinde

hareket eden dalganin sabit hiz1 ve xp keyfi sabittir.

Sayisal algoritmanin kiitle, momentum ve enerjisi ile ilgili 6zelliklerini korudugunu

gostermek icin,

b bro 5 br o, )
11:/ Udx, 12:/ [U +qu] dx, 13:/ [U —qu} dx 4.21)
a a a

parametrelerindeki degisim hesaplanmistir.
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4.1.3.1 Tek solitary dalganin hareketi

Bu problem i¢in korunum sabitleri ve hata normlari, normal ve Rubin-Graves lineerlestirme
teknigi uygulanarak elde edilmistir. Baslangi¢ sart1 olarak (4.20) ile verilen denklem de t =0
alinmasi ile elde edilen fonksiyon kullamilmigtir. Elde edilen sayisal sonuglar, daha once
verilen [37, 40, 56] sonuglarla karsilagtirilmistir. p, ¢, h, At ve gen. nin farkli degerleri;
u =1, x0=40 ve 0 <x <100 nin ayn1 degerleri alinarak alt1 farkli parametre kiimesi insa

edilmistir. Sayisal program ¢ = 10 veya ¢ = 20 anina kadar ¢alistirtlmistir.

1k durumda, p=2,c=1,h=0.2 ve At =0.025 parametre degerleri diisliniildii. Bu degerlere
gore solitary dalga gen. = 1 yiiksekligine sahip olur. Sayisal algoritma ¢ = 10 zamanina kadar
calistirilmis ve elde edilen sonuglar Tablo 4.1°de gosterilmistir. Bu tablodan ¢ikarilabilcek
sonu¢ sudur: Normal lineerlestirme teknigi icin hesaplanan korunum sabitleri ¢+ = 10 za-
manina kadar hemen hemen ayni kalmaktadir. Rubin-Graves lineerlestirme teknigi i¢in
I x 10°, I, x 103 ve I3 x 103 hareket sabitleri, sirastyla 0.0001, 0.2 ve 0.2 degerlerinden daha
kiiciik bulunmustur. Ayrica L, ve L, hata normlarinin biiyiikliigii beklenildigi kadar kiigtiktiir
ve Rubin-Graves lineerlestime teknigi ile elde edilenler normal lineerlestirme tekniginle elde

edilenlerden hesaplama boyunca kiigiik kalmaktadir.

Ikinci durumda, p =2, ¢ = 0.3, h = 0.1 ve At = 0.01 icin solitary dalga gen. = 0.54772
genligine sahip olur. Sayisal sonuglar r = 0 dan r = 20 zamanina kadar elde edilmistir. Elde
edilen degerler Tablo 4.2°de listelenmistir. Tablo 4.2’ye gore normal lineerlestirme teknigi
uygulanarak hesaplanan korunum sabitleri, zaman ilerledik¢ce hemen hemen degismeden
kalmaktadir. Rubin-Graves lineerlestirme teknigi uygulandiginda ise, I; x 10°, I, x 10° ve
Iz x 10° sabitlerinin baglangi¢ durumuna gore degisimi 0.03, 0.2 ve 0.2 degerlerinden daha
kiiciik ol¢iilmiistiir. Hata normlar ise oldukga kiiciik bulunmustur ve sayisal yontem i¢in

Rubin-Graves lineerlestirme teknigi daha etkili bulunmustur.

Ugﬁncﬁ olarak, eger p =3, ¢ = 6/5, h = 0.1 ve At = 0.025 olarak segildi. Solitary
dalga gen. = 1 biiyiikliigline sahip olur. Deneyler t = 10 zamanina kadar yapilmistir. Bu
parametre degerleri i¢in korunum sabitleri ve hata normalar1 Tablo 4.3’de sunulmugtur. Bu
tablodan gozlemlendigi gibi korunum sabitleri i¢in normal lineerlestirme teknigi ile elde
edilen sonuglar daha iyidir. I; x 10°, I, x 103 ve I3 x 103 hareket sabitlerinin Rubin-Graves
lineerlestirme teknigi ile elde edilen sonuglart ise, sirasiyla 0.06, 0.2 ve 0.2 degerlerinden

daha kiigiik kalmaktadir. L, ve L. hata normlart degerlendirildiginde ise, Rubin-Graves ile
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elde edilen sayisal sonu¢ daha iyi olmakla beraber, elde edilen norm degerleri hesaplama
stiresince oldukga kiiciik bulunmustur. Bir dalganin hareketi Sekil 4.1°de ¢izilmigtir. Bu
sekilden anlagildig1 gibi zaman ilerledik¢e dalga beklendigi gibi saga dogru sabit hiz ve
hemen hemen degismeyen genlikle hareket etmektedir. Bu ise solitary dalga tanimina uy-

maktadir.

Dordiincii durumda, p =3, ¢c=0.3, h=0.1 ve At = 0.01 parametre degerleri alindi. Boylece
dalga gen. = 0.6 genligine sahip olur. Coziimler + = 10 anina kadar elde edilmistir ve
sonuclar Tablo 4.4’te sunulmustur. Bu tabloya gore, normal lineerlestime teknigi ile elde
edilen hareket sabitleri, hesaplama siiresince hemen hemen degismeden kalmaktadir. Rubin-
Graves lineerlestirme teknigine gore I; x 10°, I, x 10° ve I3 x 10° sabitlerinde meydana ge-
len degisim 0.02, 0.2 ve 0.2 den kii¢iik bulunmustur. Buna ilaveten, hata norm degerleri

beklendigi gibi kiiciiktiir ve Rubin-Graves ile uygulamasi daha etkilidir.

p=4,c=4/3,h=0.1 ve At = 0.025 olarak secildi. Solitary dalganin yiiksekligi gen. = 1
olur. Bu parametrelere gore hesaplamalar + = 10 anina kadar calistirilmistir. Sonuclar Tablo
4.5’te verilmigtir. Tablodan goriildiigii gibi 11, I ve I3 korunum sabitlerinin baglangi¢ duru-
muna gore degisim orant %0.004 ve daha kiiciiktiir. L, ve L. hata normlar ise, hesaplama
boyunca 0.34 x 10~2 den daha kiiciik Sl¢iilmiistiir. Sekil 4.2°de elde edilen sayisal sonuglarin
bir dalga hareketi olusturdugu goriilmektedir. Bu dalgalar, zaman ilerledikce sabit hizda ve

biiyiikliiklerini muhafaza ederek ilerleyen solitary dalgadir.

Son olarak, p=4,¢c=0.3, h=0.1 ve At =0.01 parametreleri i¢cin dalga gen. = 0.6 genligine
sahiptir. Bilgisayar programi ¢t = 10 anina kadar calistirilmis ve hesaplamalar Tablo 4.6’da
listelenmigtir. Diger parametre degerlerinde de oldugu gibi, normal lineerlestirme teknigi
ile elde edilen korunum sabitleri hemen hemen degismeden kalmaktadir. Rubin-Graves
lineerlestime teknigi ile elde edilen hareket sabitlerindeki degisim oran1 %0.0003 den daha
kiiciik hesaplanmustir. Ly ve L., hata normlar1 ise hesaplama boyunca, sirasiyla 0.13 x 1073

ve 0.63 x 10™* den daha kiiciik Sl¢iilmiistiir.

Tablo 4.7°de korunum sabitleri ve hata normlar1 # = 10 aninda farkli calismalardan elde edilen
sonuclarla kargilastirllmigtir. Bu sonuclara gore korunum sabitleri diger ¢alismalarda elde
edilen sonuglara yakindir. L, ve L., hata normlarinin biiyiikliikleri ise, diger ¢aligmalardan

daha kiiciiktiir ve sirasiyla 2.58 x 1073 ve 1.35 x 103 den daha kiiciik bulunmustur.
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Tablo 4.1 Tek solitary dalganin p =2, gen. =1, h=0.2, At =0.025 ve x € [0,100] i¢in korunum

sabitleri ve hata norm degerleri

t 0 2 4 6 8 9 10

I Normal 4.4428661 4.4428661 4.4428661 4.4428661 4.4428661 4.4428661 4.4428661
Rub.-Grav. 4.4428661 4.4428661 4.4428661 4.4428661 4.4428661 4.4428661 4.4428661

L Normal 3.2998227 3.2998227 3.2998227 3.2998227 3.2998227 3.2998227 3.2998227
Rub.-Grav.  3.2998227 3.2997808 3.2997415 3.2997248 3.2997180 3.2997162 3.2997151

I Normal 1.4142046 1.4142046 1.4142045 1.4142045 1.4142045 1.4142045 1.4142045
Rub.-Grav. 1.4142046 1.4142465 1.4142858 1.4143025 1.4143093 1.4143111 1.4143122

Ly x 10° Normal 0.00000000  0.60716949  1.14063868  1.64433340  2.13954492  2.38609516  2.63246332
Rub.-Grav.  0.00000000  0.56248008  1.08566992  1.58675627  2.08032250  2.32602024  2.57148152

Lo x 103 Normal 0.00000000  0.36598695  0.63405702  0.88886854  1.14126892  1.26720221  1.39306406
Rub.-Grav.  0.00000000  0.31854916  0.58528925  0.83879372  1.08975930  1.21494581  1.34021078

Tablo 4.2 Tek solitary dalganin p = 2, gen. =0.54772, h=0.1, At =0.01 ve x € [0,100] igin

korunum sabitleri ve hata norm degerleri

t 0 4 8 12 16 18 20
I Normal 3.5820205 3.5820205 3.5820205 3.5820206 3.5820205 3.5820205 3.5820204
Rub.-Grav.  3.5820205 3.5820205 3.5820205 3.5820206 3.5820206 3.5820205 3.5820204
L Normal 1.3450941 1.3450941 1.3450941 1.3450941 1.3450941 1.3450941 1.3450941
Rub.-Grav. 1.3450941 1.3450945 1.3450949 1.3450952 1.3450954 1.3450955 1.3450956
I Normal 0.1537283 0.1537283 0.1537283 0.1537283 0.1537283 0.1537283 0.1537283

Rub.-Grav.  0.1537283 0.1537280 0.1537275 0.1537272 0.1537270 0.1537269 0.1537268
Ly x 10* Normal 0.00000000  0.23672179  0.47619933  0.71790890  0.96089487  1.08268831  1.20462362
Rub.-Grav.  0.00000000  0.23418686  0.47177441  0.71193992  0.95355112  1.07469409  1.19599766
Lo x 10* Normal 0.00000000  0.09872538  0.20175604  0.30567565  0.40978331  0.46185354  0.51392349
Rub.-Grav.  0.00000000  0.09904113  0.20198201  0.30544405  0.40924890 0.46114976  0.51304090

Tablo 4.3  Tek solitary dalganin p =3, gen.=1, h=0.1, Ar =0.025 ve x € |0, 100] i¢in korunum

sabitleri ve hata norm degerleri

t 0 2 4 6 8 9 10
I Normal 3.7971850 3.7971850 3.7971850 3.7971850 3.7971850 3.7971850 3.7971850
Rub.-Grav.  3.7971850 3.7971746 3.7971643 3.7971539 3.7971436 3.7971385 3.7971333
L Normal 2.8812522 2.8812522 2.8812522 2.8812522 2.8812522 2.8812522 2.8812522
Rub.-Grav.  2.8812523 2.8811910 2.8811373 2.8811139 2.8811003 2.8810949 2.8810899
I3 Normal 0.9729661 0.9730958 0.9731319 0.9731417 0.9731447 0.9731453 0.9731457

Rub.-Grav.  0.9729661 0.9730274 0.9730811 0.9731045 0.9731181 0.9731235 0.9731285
Ly x 103 Normal 0.00000000  1.90329843  3.69133655  5.45488983  7.21419106  8.09357939  8.97298352
Rub.-Grav.  0.00000000  1.53511864  3.06287331  4.60591335  6.17668280  6.97351539  7.77816967
L. x 10° Normal 0.00000000  1.16955458  2.17410995  3.17420400  4.17483173  4.67535458  5.17598210
Rub.-Grav.  0.00000000  0.88908301  1.75051811  2.62846490  3.52598420  3.98164296  4.44187369
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Tablo 4.4 Tek solitary dalganin p =3, gen.=0.6, h=0.1, At =0.01 ve x € [0,100] i¢in korunum

sabitleri ve hata norm degerleri

0 2 4 6 8 9 10

I Normal 3.6776069 3.6776069 3.6776069 3.6776069 3.6776070 3.6776070 3.6776070
Rub.-Grav.  3.6776069 3.6776070 3.6776070 3.6776070 3.6776069 3.6776069 3.6776069

L Normal 1.5657604 1.5657604 1.5657604 1.5657604 1.5657604 1.5657604 1.5657604
Rub.-Grav. 1.5657604 1.5657607 1.5657612 1.5657615 1.5657618 1.5657619 1.5657620

I Normal 0.2268462 0.2268462 0.2268462 0.2268462 0.2268462 0.2268462 0.2268462
Rub.-Grav.  0.2268462 0.2268459 0.2268455 0.2268451 0.2268448 0.2268447 0.2268446

Ly x 10* Normal 0.00000000  0.17328588  0.34661331  0.52006829  0.69360491  0.78037511  0.86713653
Rub.-Grav.  0.00000000  0.15717557  0.31406200  0.47113473  0.62819930  0.70668688  0.78513671

Lo x 10* Normal 0.00000000  0.08009713  0.15772492  0.23706868  0.31711953  0.35713873  0.39714589
Rub.-Grav.  0.00000000  0.07211019  0.14548091  0.21877988  0.29201943  0.32854583  0.36501241

Tablo 4.5 Tek solitary dalganin p =4, gen.=1, h=0.1, Ar =0.025 ve x € [0,100] i¢in korunum

sabitleri ve hata norm degerleri

0 2 4 6 8 9 10

I Normal 3.4687090 3.4687090 3.4687090 3.4687090 3.4687090 3.4687090 3.4687090
Rub.-Grav.  3.4687090 3.4687016 3.4686942 3.4686868 3.4686793 3.4686756 3.4686719

L Normal 2.6716961 2.6716961 2.6716961 2.6716961 2.6716961 2.6716961 2.6716961
Rub.-Grav.  2.6716961 2.6716916 2.6716801 2.6716720 2.6716648 2.6716614 2.6716580

I Normal 0.7291997 0.7292453 0.7292551 0.7292575 0.7292582 0.7292583 0.7292584
Rub.-Grav.  0.7291998 0.7292043 0.7292158 0.7292239 0.7292311 0.7292345 0.7292379

Ly x 103 Normal 0.00000000  0.68380580  1.35202774  2.01856221  2.68509298  3.01840343  3.35174007
Rub.-Grav.  0.00000000  0.47718681  0.98480922  1.52387541  2.09512659  2.39288065  2.69870907

L. x 10° Normal 0.00000000  0.43263300  0.83440039  1.24065060  1.64702738  1.84815798  2.04973389
Rub.-Grav.  0.00000000  0.29861347  0.60821892  0.93545672  1.28679533  1.46559601  1.65600236

Tablo 4.6  Tek solitary dalganin p =4, gen.=0.6, h=0.1, At =0.01 ve x € [0,100] i¢in korunum

sabitleri ve hata norm degerleri

0 2 4 6 8 9 10

I Normal 3.7592865 3.7592865 3.7592865 3.7592865 3.7592865 3.7592865 3.7592865
Rub.-Grav.  3.7592865 3.7592865 3.7592865 3.7592864 3.7592864 3.7592864 3.7592863

L Normal 1.7300238 1.7300238 1.7300238 1.7300238 1.7300238 1.7300238 1.7300238
Rub.-Grav. 1.7300239 1.7300244 1.7300250 1.7300254 1.7300256 1.7300258 1.7300259

I Normal 0.2894189 0.2894191 0.2894192 0.2894192 0.2894192 0.2894192 0.2894192
Rub.-Grav.  0.2894189 0.2894183 0.2894178 0.2894174 0.2894171 0.2894170 0.2894169

Ly x 10* Normal 0.00000000  0.25417530  0.50867400 0.76378746  1.01967310  1.14789286  1.27628477
Rub.-Grav.  0.00000000  0.19937853  0.39600506  0.59159317  0.78622772  0.88322868  0.98004530

Lo, x 10* Normal 0.00000000  0.13193138  0.25511505 0.37848569  0.50227119  0.56431519  0.62645346
Rub.-Grav.  0.00000000  0.09833776  0.19527926  0.29108460  0.38611041  0.43351464  0.48083798
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Tablo 4.7 Tek solitary dalganmn p = 2,3,4; t = 10 ve x € [0,100] i¢in sayisal sonuglarinin

karsilagtirilmasi
p 2 3 4
gen.=1,h=02,At=0.025 gen.=0.6,h=0.1,At=0.01 gen.=0.6,h=0.1,At =0.01
CBSC+PA-CN [37] 4.44000000
CBSC-CN [37] 4.44200000
I CBSC [40] 4.44288000
QBSPG [56] 4.44288000 3.67755000 3.75923000
SBSC 4.44286610 3.67760690 3.75928630
CBSC+PA-CN [37] 3.29600000
CBSC-CN [37] 3.29900000
b CBSC [40] 3.29983000
QBSPG [56] 3.29981000 1.56574000 1.72999000
SBSC 3.29971510 1.56576200 1.73002590
CBSC+PA-CN [37] 1.41100000
CBSC-CN [37] 1.41300000
L CBSC [40] 1.41420000
QBSPG [56] 1.41416000 0.22683700 0.28940600
SBSC 1.41431220 0.22684460 0.28941690
CBSC+PA-CN [37] 20.30000000
CBSC-CN [37] 16.39000000
Ly x 10° CBSC [40] 9.30196000
QBSPG [56] 3.00533000 0.07197600 0.12253900
SBSC 2.57148152 0.07851367 0.09800453
CBSC+PA-CN [37] 11.20000000
CBSC-CN [37] 9.24000000
Leo x 103 CBSC [40] 5.43718000
QBSPG [56] 1.68749000 0.03772280 0.06620700
SBSC 1.34021078 0.03650124 0.04808379
124
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%
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0 20 40 60 80 100

Sekil 4.1 Tek solitary dalganin p =3, gen. =1, xo =40, x € [0,100] i¢in # = 0,5, 10°daki hareketi
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U(x.t)

T T T T 1
0 20 40 60 80 100

Sekil 4.2 Tek solitary dalganin p =4, gen. =1, xo =40, x € [0,100] i¢in r = 0,5, 10°daki hareketi
4.1.3.2 IKi solitary dalganin etkilesimi

Bu problem i¢in, ayn1 yonde pozitif gen. = 2 ve gen. = 1 genliklerine sahip iki solitary dalga

arasindaki etkilesim,

2 Ci Ci
U(x,0) = ; i/,(;;_;rz) sec h?2 {’5" /m(x—xi)] 4.22)

ile verilen baslangi¢ sart1 kullanilarak ¢alisilmigtir. Burada i = 1,2 olmak {izere, ¢; ve x; keyfi

sabitlerdir. p ve ¢; nin farkli de8erleri i¢in li¢ farkli parametre kiimesi olusturulmustur.

[Ik durumda, p =2, c; =4, c =1, x; =25, x =55, h =02, At =0.025, u = 1 ve
0 < x <250 parametre kiimesi secildi. Sayisal program t = 0 dan # = 20 zamanina kadar
calistirilmistir. [, I, ve Iz korunum sabitlerinin sayisal degeri, Tablo 4.8’de sunulmustur.
Bu tabloya gore I;, I, ve I3 sabitlerinin baglangic hesabina gore degisim orani, sirasiyla
%0.00002, %0.00004 ve %0.5 den daha kiigiiktiir. Ayrica elde edilen sonuglar quintik B-

spline Petrov-Galerkin yontemi [56] ile elde edilen sonuglara ¢cok yakin bulunmustur.

Ikinci sart olarak p =3, ¢c; =48/5,¢c; =6/5,x1 =20, x =50,h=0.1, At =0.01, u = 1 ve
0 < x <120 parametre degerleri alindi. Sayisal hesaplamalar ¢ = 6 anina kadar yapilmisgtir.
Korunum sabitlerinin sayisal degeri, Tablo 4.9’da verilmistir. Bu tablodan gozlemlendigi
gibi korunum sabitlerindeki degisim orani, normal lineerlestirme teknigi i¢in daha kiigtiktiir
ve bu degisim orani1 Roshan’in elde ettigi sonuglara [56] yakindir. Sekil 4.3’te, iki solitary
dalganin farkli zamanlardaki hareketi cizilmistir. Bu sekle gore baslangic aninda genligi
biiyiik olan dalga genligi kiiciik olan dalganin solundadir. Zaman ilerledik¢e genligi biiyiik

olan dalga, kiicilik genlikli dalgay1 yakalar. + = 3 zamani civarinda bir dalga diger dalganin
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lizerine biner. ¢ = 5 aninda dalgalar ayrilmaya baglar. 7 = 6 aninda ise dalgalar belirgin
olarak ayrilir ve biiyilik genlikli dalga 6nde, kiiciik genlikli dalga arkada baslangi¢ sekil, hiz
ve biiyiikliiklerini koruyarak yollarina devam eder. Sonug olarak, iki solitary dalga aym
yonde ilerlerken etkilesim gerceklesir ve carpismadan sonra baglangic sekillerine donerek

uzun mesafe yol alabilir. Yani bu dalgalar solitonlardir.

Son olarak, p =4, ¢; = 64/3, co =4/3, x; =20, x, =80, h =0.125, Ar =0.01, u =1
ve 0 < x <200 degerleri diisiiniildii. Bilgisayar programi ¢+ = 6 anina kadar ¢alistirllmistir
ve korunum sabitlerinin sayisal degeri Tablo 4.10°da gosterilmistir. Korunum sabitlerinin
baslangic hesabina gore de8isimi yeterince kiigiiktiir ve bu sayisal degerler Roshan’in elde
ettigi sonucglarla [56] uyumludur. Diger taraftan, sayisal yontem uygulanarak elde edilen
iki solitary dalganin hareketi Sekil 4.4’te gosterilmistir. Biiyiik genlikli solitary dalgat =0
da kiictik genlikli dalganin solundadir. Zamanla gerideki dalga ondeki dalgayr yakalar ve
etkilesim baglar. Daha sonra bu iki dalga ayrilir ve baglangi¢ formlarini koruyarak yollaria

devam eder. Bu ylizden solitary dalgalar solitonlardir.

Tablo 4.8  Iki solitary dalganin etkilesiminin p =2, gen.=2,1, h=0.2, At=0.025 ve x € [0,250]

icin korunum sabitleri

t 0 4 8 12 16 18 20
Normal 11.4676542  11.4676542  11.4676542  11.4676542  11.4676541  11.4676541  11.4676541
I Rub.-Grav. 11.4676542  11.4676484  11.4668849  11.4676777  11.4676555 11.4676490  11.4676452
QBSPG [56] 11.4677000  11.4677000  11.4677000 11.4677000  11.4677000  11.4677000  11.4677000
Normal 14.6292089  14.6292088  14.6292088  14.6292087  14.6292087  14.6292087  14.6292086
L Rub.-Grav. 14.6292089  14.6277880  14.1400014  14.6803731  14.6442435  14.6350836  14.6309639
QBSPG [56]  14.6286000  14.6292000  14.6229000  14.6299000  14.6295000  14.6296000  14.6299000
Normal 22.8803575  22.8803204  22.8759840  22.8803706  22.8803978  22.8803925  22.8803901
I Rub.-Grav. 22.8803575  22.8817784  23.3695650  22.8291933  22.8653229  22.8744828  22.8786025
QBSPG [56]  22.8788000  22.8811000  22.8798000  22.8803000  22.8805000  22.8807000  22.8806000
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Tablo 4.9

icin korunum sabitleri

Iki solitary dalganin etkilesiminin p = 3, gen.=2,1, h=0.1, At =0.01 ve x € [0, 120]

t 0 1 2 3 4 5 6
Normal 9.6907772  9.6907774  9.6907776  9.6907778  9.6907778  9.6907780  9.6907782
I Rub-Grav.  9.6907772  9.6894501  9.6881175  9.6850972  9.6860154  9.6847993  9.6834620
QBSPG[56]  9.6907500  9.6907400  9.6907400  9.6907400  9.6907400  9.6907400  9.6907400
Normal 12.9443914  12.9443919 129443025 129443930  12.9443932  12.9443937  12.9443943
L Rub-Grav. 129443914  12.9432906  12.9390629 123046064 129703128  13.0538036  13.0027533
QBSPG [56]  12.9444000 129459000  12.9452000  12.9379000  12.9453000  12.9457000  12.9454000
Normal 17.0186758  17.0236820  17.0256746  17.9687428  16.9816963  16.9181837  16.9520240
I Rub-Grav.  17.0186758  17.0197766  17.0240043  17.6584608  16.9927544  16.9092637  16.9603139
QBSPG [56] 170184000  16.9819000  16.9835000  17.0591000  16.9261000  16.8781000  16.9113000

Tablo 4.10 iki solitary dalganin etkilesiminin p = 4, gen. = 2,1, h=0.125, At =0.01 ve x €

[0,200] i¢in korunum sabitleri

t 0 1 2 3 4 5 6
Normal 8.8342728 8.8342136 8.8341602 8.8341068 8.8340534 8.8340001 8.8339467
I Rub.-Grav. 8.8342728 8.6690235 8.5641864 8.4846626 8.4354647 8.3773932 8.3271616
QBSPG [56] 8.8342700 8.8342700 8.8420400 8.8420500 8.8420900 8.8342100 8.8343400
Normal 12.1708877  12.1707034  12.1705372  12.1703713  12.1702053  12.1700395  12.1698737
L Rub.-Grav. 12.1708877  12.0300916  11.9395989  11.8340526  11.9770970  11.9162211  11.8147229
QBSPG [56]  12.1697000  12.3179000  12.3700000  12.4530000  12.5703000  12.6304000  12.6103000
Normal 14.0294238  14.4197656  14.4134423  14.3841812  14.3516241  14.3210739  14.2929015
I Rub.-Grav. 14.0294238  14.1702200  14.2607126  14.3662589  14.2232145  14.2840904  14.3855886
QBSPG [56]  14.0302000  13.8420000  13.9607000  14.0887000  13.9805000  14.2357000  14.6974000
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Sekil 4.3

Iki solitary dalganin p =3; a)t =0, b)t =3, ¢)t =35, d)¢= 6’daki hareketi
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Sekil 4.4 ki solitary dalganimn p = 4; a)t =0, b)t =2, c¢)t =4, d)t = 6’daki hareketi
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4.1.3.3 Maxwellian baslangi¢ sarti

Son olarak, (4.1)ile verilen denklem agagidaki Maxwellian baslangi¢c sarti ile beraber

diistiniildi:

U(x,0) = Exp(—x*),  —20<x<60. (4.23)

Bu durumda ¢6ziimiin davranisinin ¢ degerine bagh olarak degistigi bilinmektedir. Bu
ylizden, u = 0.01, u = 0.025, u =0.05, u = 0.1 ve p = 2,3,4. parametre degerlerine gore
dalganin olusumu incelenmigtir. Sayisal algoritma # = 6 anina kadar ¢alistinnlmistir. Hareket
sabitlerinin say1sal degerleri farkli u degerleri icin Tablo 4.11°de sunulmustur. I; x 10%, I ve
I3 sabitlerinin hesaplama siiresince degisimi, sirasiyla p =2 i¢in 0.0001, 0.1 ve 0.1; p =3 icin
0.0005, 0.2 ve 0.2; p =4 1¢in 0.2, 0.3 ve 0.3 olarak dlciilmiistiir. Elde edilen sayisal sonuclar
ile Petrov-Galerkin yontemi [56] ile elde edilen sonuglar arasindaki fark + = 6 zamaninda ¢ok

kiictiktiir.

Sekil 4.5 ve Sekil 4.6’da, Maxwellian baglangi¢ sartina gore solitary dalgalarin olusumu
cizilmistir. Bu sekillerde goriildiigii gibi 4 = 0.1 degeri i¢in sadece bir tane kararli dalga ve
yaninda bir kag tane kiiciik belirsiz dalga olusur. u = 0.05 oldugu zaman, iki tane kararl soli-
tary dalga olusur. Ug ve dort tane kararli dalga ise, sirasiyla = 0.025 ve u = 0.01 parame-
tre degerlerinde olusur. Yine bu dalgalarin yaninda bir kag¢ tane belirsiz dalga olusmustur.
Buradan sunu soyleyebiliriz: Eger p degeri azaltilirsa, olusan kararli solitary dalga sayisi

artmaktadir.
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Tablo 4.11 Maxwellian baglangig sarti ve h = 0.1, Az =0.01 ve x € [—20,60] i¢in korunum sabitleri

u t p=2 p=3 p=4

I )23 L I )53 L I )23 L
0 1.772453 1.378645 0.760895  1.772453  1.378645 0.760895  1.772453  1.378645  0.760895
2 1.772453 1472878  0.666662  1.772452  1.548191 0.591349  1.772110 1.591837  0.547703
0.1 4 1772453 1472838 0.666702  1.772451  1.546329 0.593211 1.771702  1.588948  0.550592
6 1.772453  1.472598  0.666942  1.772449  1.545540 0.594000 1.771297 1.587779  0.551761
QBSPG [56] 6  1.772450  1.380900 0.761900  1.772450  1.384330  0.599080  1.772450  1.389450  0.449163
0 1.772453  1.315979 0.823561  1.772453  1.315979  0.823561  1.772453  1.315979  0.823561
2 1.772453 1457911 0.681630 1.772376  1.514843  0.624697  1.753662  1.535874  0.603666
0.05 4 1772453  1.456986  0.682554  1.772272 1514131 0.625409 1.741625 1.528679  0.610862
6 1.772453  1.455748 0.683792  1.772168  1.513035 0.626505  1.733910  1.523490  0.616050
QBSPG [56] 6  1.772390 1.319510 0.825686  1.772480  1.323940  0.624720  1.772120  1.451680  0.489711
0 1.772453  1.284646  0.854894  1.772453  1.284646  0.854894  1.772453  1.284646  0.854894
2 1.772454 1446475 0.693065 1.768943  1.502469  0.637071  1.693029  1.482414  0.657126
0.025 4 1772452 1450770 0.688770  1.764956  1.501801  0.637740  1.682425 1.476250  0.663290
6 1.772451 1.450891 0.688649 1.761477  1.498994  0.640546  1.674869  1.468703  0.670837
QBSPG [56] 6 1.772380  1.290110  0.854909  1.772350  1.308060  0.635790  1.772490  1.296260  0.479621
0 1.772453  1.265847 0.873693  1.772453  1.265847  0.873693  1.772453  1.265847  0.873693
2 1.772512 1438944 0.700596  1.720433  1.456451 0.683090 1.651315  1.437490  0.702051
0.01 4 1772403  1.443961 0.695579  1.706008  1.450265 0.689276  1.644999  1.439995  0.699545
6 1.772190  1.443723  0.695817  1.700567  1.451593  0.687947  1.633634  1.431710  0.707830
QBSPG [56] 6  1.772490  1.283150  0.892359  1.772450  1.276270  0.632880  1.756480  1.405770  0.381194

102



14 - a) 1.4 4 b)
124 124
1.0 1.0
0.8 08
X 064 X 064
= =)
0.4 0.4
0.2 02
0.0 00
0.2 T T T 1 02 T T T 1
20 [ 20 40 60 20 0 20 40 60
X X
144 c) 144 d)
124 124
1.0 1.0
0.8+ 0.8+
X 06 % o6
= =)
0.4 04
02 02
0.0 V 00 -
0.2 T T T 1 02 T T T 1
20 0 20 40 60 20 20 40 60
X X

Sekil 4.5 Maxwellian baglangi¢ sarti ve p =3, t =6; a) u =0.1, b) u =0.05, c) u =0.025, d)

u = 0.01 degerleri i¢in dalgalarin olusumu
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Sekil 4.6 Maxwellian baglangic sarti ve p =4, t =6; a) u =0.1, b) u =0.05, c) u =0.025, d)
u = 0.01 degerleri i¢in dalgalarin olusumu
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4.2 GRLW Denkleminin Kuintik B-spline Kollokasyon Yontemi ile Sayisal Coziimii

GRLW denklemi,
Ut+Ux+p(p+ I)UpUx_.quxt =0 (4.24)

seklinde tanimlanir. Burada fiziksel sinir sartlar1 x — +oo iken U — 0, alt indis 7 ve x zaman

ve boyutsal tiirevi ifade eder, p pozitif tamsayidir, p pozitif sabittir.

Sinir ve baglangi¢ sartlari,

(4.25)
U(x,0) = f(x), a<x<b

olarak alinacaktir.

o . .. ST, .. . o _ b—a __
[a, b] sonlu araligina sinirlandirilmis ¢6ziim bolgesini diistinelim. Aralik uzunlugu = 25 =

(Xm+1—Xm) Ve a=xp < x1 < ... <xy = b olmak lizere, [a,b] aralig1 x,, diigiim noktalariyla N
tane esit alt araliga boliiniir. [a,b] aralig1 iizerinde taniml fonksiyonlar i¢in bir baz olusturan

{0_2(x),0_1(x),...,dn+2(x)} kuintik B-spline fonksiyonlart, x,, diigiim noktalarinda,

.

(x —xm—3)°, [Xin—3,%m—2)
(X —Xp3)° —6(x —Xn_2)>, [Xm—2,Xm—1)
(x—xm-3)> —6(x—xn2)> +15(x —xn_1)°,  [Xm—1,Xm)
P (x) = ]11—5 (Xmi3 —%)° = 6(xmi2 —x)° + 15001 — %), [XmsXmi1) (4.20)
(Xm+3 —%)° = 6(xm42 —x)°, [om-+1,Xm42)
(Xm13 —x)°, [Xim+25%m+3]
0, diger durumlar

\
seklinde tanitilmistir [78]. Her bir kuintik B-spline ¢, fonksiyonu ardisik 6 tane sonlu
alt aralig1 orter. Bu yiizden her bir [x,,,x,+1] sonlu alt aralig1 6 adet B-spline fonksiyonu
tarafindan ortiiliir. Uy (x,) global yaklagimi, kuintik B-spline sekil fonksiyonlari cinsinden,

N+4-2

Un(x,t) =Y, Om(x)8n(t) (4.27)

m=-—2
olarak ifade edilir. Burada 6,,(7), zamana bagl bilinmeyen parametrelerdir, sinir sartlari ve

GRLW denkleminin kuintik B-spline kollokasyon sarti kullanilarak belirlenecektir. (4.26)
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ile verilen B-spline fonsiyonlar, (4.27) ile verilen yaklasim fonksiyonunda kullanilarak,
yaklagim fonksiyonu U,, ve onun x’e gore ikinci mertebeye kadar olan tiirevleri, x;,, digiim

noktasinda &, bilinmeyen parametrelerine gore asagidaki gibi elde edilir:

Uy (Xm,t) = Up = Op—2 +260,—1 + 660, + 260,41 + Op+2,

5
U, = E(_Sm—Z —106,-1 + 108,11 + 8p42), (4.28)
n 20

U = ﬁ(Sm_z +20n—1— 60, +20m+1+ Ont2)-

Bu ifade ile birlikte U degisimi [x;,;,Xp+1] sonlu elemani tizerinde

N+2

U= Y 0wbn (4.29)

m=-—2
olarak yeniden yazilabilir. (4.28) ile verile denklem de U, ve onun x’e gore tiirevleri, denklem

(4.24) ile verilen GRLW denkleminde yerine yazilirsa,

(Sm—Z*‘268m—l4‘668m‘F268m+1*‘8m+2)
5

+ 7 (—Om—2— 1081 + 108,41 + On+2)
(4.30)
+p(p+1)Zy (8n—2 4+ 268—1 + 6684, + 268441 + Omi2)
200U - ) s ) )
S (B2 + 2801 = 68,4 2811+ 8p2) =0

olarak ¢oziim yaklagiminin genel formu elde edilir. Burada Z,, lineer olmayan terimi ve bu
terime Rubin-Graves lineerlestirme teknigi uygulanmis formu,

n+l1

12

Zp = [(Un)? ™ Un)s]" = UL Un) T + (U (U = U (Ui

= (U Un e+ (U U — (U~ (U

p-13

Zn = (8 _,+268)_| + 668 +268) | +6.) -

(=855 — 10837 + 1081, +8,15)

15

+(81h +2687H 4665 26871 4+ 87t (=852 = 1085, + 1085, +87,.5)
15

— (82268, +6687,+268], 1 +8),5)" 7 (~8 5~ 108, +108],, +8)5)

[TRL

seklindedir ve “” zamana gore tiirevi ifade eder. (4.30) ile verilen genel ¢oziim denkleminde
bulunan zamana gore bilinmeyen parametreleri 0, ve zamana gore tiirevleri S katsayilarina

sirastyla,

__l n n+1 \ __6$+1__d$
Om = 2(6m+ o), Om = Eyve 4.31)

formiilleri ile verilen Crank-Nicolson ve klasik ileri sonlu fark yaklagimi uygulanir. Boylece

81 ve 8 bilinmeyen zaman parametrelerine gore iki ardisik zaman adimi n ve n+ 1

105



arasindaki tekrarlama bagintisi,

NS+ ot + Bt + it + s8]

(4.32)
= Y%60m—2+ ¥Y16u_1 + B + W81 + V100,12
olarak hesaplanir. Buradaki y katsayilari,
n=(1-K+EZ,—M), 7= (26—10K+26EZ,—2M),
13 = (66 +66EZ,,+6M), v = (264 10K +26EZ,, —2M),
YS:(1+K+EZm_M)a '}/6:(1+K_Ezm_M)a
(4.33)
¥ = (26 + 10K —26EZ,, —2M), 713 = (66 —66EZ,, +6M),
Y = (26 — 10K —26EZ,, —2M), yo0=(1—-K—EZ,—M),
5At p(p+1)At 20u
:01...N K:_ E:— M:—
m ) — 9 b ) Zh ) 2 Y hz
seklindedir.

(4.32) ile verilen cebirsel denklem sistemi N + 1 tane lineer denklem ve
(62,61,...,8v11,0v12)" parametrelerinden olusan N -+ 5 tane bilinmeyenden olusur. Bu
sistemin tek ¢oziimiinii elde edebilmek icin 4 tane ek sarta ihtiya¢ vardir. Gerekli 4 tane ek
sart (4.25) ile verilen sinir sartlar1 kullanilarak elde edilir. Sinir sartlarinin cebirsel denklem
sistemine basit bir sekilde dahil edilmesi olarak ifade edilen bu asamanin benzeri, asagida
iterasyonu baslatabilmek icin d° baslangi¢ degerinin belirlenmesi asamasinda verilmistir. Bu
igslemlerden sonra 6_3,0_1 ve Oy.11,0y12 parametreleri, (4.32) ile verilen cebirsel denklem
sisteminden silinir. Bu durumda d" = (8, d1,...,8v)” olmak iizere, N + 1 tane bilinmeyenli

asagidaki cebirsel denklem sistemi (matris form) elde edilir:
Ad""! = Bd", (4.34)

A ve B matrisleri, (N+ 1) x (N+ 1) boyutlu 5 siitun elemanli matrislerdir(penta-diagonal ma-
tris olarak adlandirilir) ve bu matris denklemi agsagida alt boliim 4.2.1°de agiklandig1 gibi For-
tran programinda Thomas algoritmasi (penta-diagonal algoritma) kullanilarak ¢éziilmiistiir.
Coziim asamasinda, lineer olmayan terim Z,, deki eleman parametresine,

!

s\n+1 __ gn

(85" —85)

formiilii ile verilen i¢ iterasyon her bir zaman adiminda ii¢ veya dort defa uygulanarak ¢oziim
tyilestirilmisgtir.
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Baglangic iterasyonu

(4.32) ile verilen tekrarlama bagintisinda iterasyonu baslatabilmek icin, d° baslangi¢ degeri
(4.35) ile verilen baglangic sartlar1 kullanilarak hesaplanmalidir. Yaklagik ¢6ziimiin baglangi¢

sarti,

N+2
Uv(x,0)= Y ¢u(x)8(1)

m=-2

seklindedir. Baslangic sart1 ve sinir noktalarindaki tiirevleri,

Uy(x,0) =U(xn,0); m=0,1,2,....N

(UN)X(a7O) - Oa (UN)XX(aa()) = 07 (435)
(UN)x(b7O) =0, (UN)xx(b:O) =0

olarak verilir. Baglangi¢ sart1 0, parametreleri cinsinden,

0_7+266_1+668)+260; + 0 = U(X(),O),
8_1+268)+ 668, +268, + 8 = U(x1,0),
O +266; + 665, +2683 + 64 = U(x2,0),

(4.36)
ON—4+260y_3+668y_2+268y—1 + O = U (xn—2,0),
ON—3+268y_2+660y_1 +268y + Oy+1 = U(xy_1,0),
ON—2 +268y_1 + 668y +260N+1 + On+2 = U(xn,0)
olarak yazilabilir. Bu denklem sistemi N 4 1 tane cebirsel denkleme ve
(6.2,61,...,8v+1,0v.2)T parametrelerinden olusan N -+ 5 tane bilinmeyene sahiptir.

Bu sistemin tek c¢oziimiinii elde edebilmek icin 4 tane ek sarta ihtiya¢ vardir. Bunun i¢in
baslangic sartinin (4.35) ile verilen sinir noktalarindaki tiirevleri kullanilir. Tiirevli sinir

kosullar1 J,, parametreleri cinsinden asagidaki gibi yazilabilir:

—0_7—106_1+106; + & =0,
0 2+26 1—68+26+6 =0, 437
—8v_2—108y_1+108y+1 +Syi2 =0,

ON—2+28v—1— 60N +28n+1+ On+2 =0.
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Bu denklemlerden (8_7,6_1,0y+1, On+2) parametreleri hesaplanirsa asagidaki gibi bulunur:
1
0_p= 3 (1560 — 10081 —36,),
3 3 1
61=—28+56+ 5,
4 2 4
(4.38)
ONt1 = & oy + ) ON—1+ 15
N+1 = — 7 ON T 5ON-1 1 7 ON-2,

(158y — 108y_1 — 38y_2).

N =

ON12 =
Bulunan bu degerler (4.36) ile verilen denklem de kullanilarak, (0_2,8_1,0n+1,0n12)

parametreleri yok edilir. Boylece d” baslangic degerine gore asagidaki matris denklemi elde

edilir:
wd® = b.
Burada,
54 60 6
2525 67.5 2625 1
1 26 66 26 1
W = ,

1 26 66 26 1
1 2625 67.5 25.25
6 60 54

do = (607517827"'76N—275N—176N)T7
b= (U(x0,0),U(x1,0),....U(xn—1,0),U (xy,0))".

Bu matris denkleminden d baslangi¢ degeri Thomas algoritmas ile ¢oziilerek elde edilir.

Baslangic degerinin bulunmasiyla beraber, (4.34) ile verilen matris sisteminde n = 0 i¢in sag
taraf belirlenmistir. Buradan da matrisin sol tarafi, Thomas algoritmasi ile bulunur. Boylece
istenilen zamanda adiminda bir 6nceki parametreden bulunan degerler kullanilarak (iterasyon

yapilarak) GRLW denkleminin sayisal ¢oziimleri bulunmus olur.
4.2.1 Thomas algoritmasi ile penta-diagonal matris sisteminin ¢oziimii

Penta-diagonal sistem asagidaki formda yazilabilir:

ai0i—2+bibi—1 +¢i0i +di6i11 +eibipo=fi, i=0,1,--- N
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Oncelikle parametreler,

do €0 fo
aO:Oa 0 = €0, 0— ;5 0= ;5 AO:_7
p K= B ¢ Po Bo
di — oo fi—aido
a1 =bo, Pr=c1—oupo, =—0 = M=
g o =g G g =gt
olarak belirlenir. Daha sonra asagidaki parametreler bulunur:
di — ;G
o =bi_1—ai2lli2, Pi=ci—Gli1—ai26 2, W= ZT.ICII,
]

e o _ fimGidioi—aiadiog
ﬁi, 1 ﬁi )

Bu iki adimdan sonra §,, bilinmeyen parametreleriyle ¢6ziim asagidaki gibi bulunur:

i=23,-,N.

ON =AN, On—1=An_1—Un—16N,

6i:)"i_gi5i+2_“i6i+lv l:O,l,,N—3,N—2
4.2.2 Lineer kararhlik analizi

Sayisal algoritmanin lineer kararliligini arastirmak i¢in Von-Neumann teknigi takip edilecek-
tir. GRLW denkleminin U”U, lineer olmayan terimindeki U? teriminin bolgesel olarak sabit

oldugu kabul edilecektir. Sunulan sayisal algoritmadaki ayn1 adimlar uygulanarak,

n+l n+1 n+1 n+ n+1
o801 + a8t + st + oSt + o5 5

(4.39)
=050, )+ b, |+ 035, + 000, |+ 01, )

seklinde tekrarlama bagintis1 elde edili. Burada,
oy =(1-K—KEZ,—M), o= (26—10K—10KEZ, —2M), o3 = (66+6M),

o4 = (26+ 10K + 10KEZ,, —2M), os5s=(1+K+KEZ,—M),

5At p(p+1)At 20U
=0,1,...N, K=——, E=——"— M=—.
m ? 9 ) 9 2h7 2 ) h2

Daha sonra, k mod numarasi1 ve /& eleman biiyiikliigii olmak iizere,

82 — gneimkh (i: \/__1)

ile verilen Fourier mod (4.39) ile verilen denklem de yerine yazilirsa, bu islem asagidaki
esitligi iretir:

alén-i—lei(m—Z)kh + Otzén+1€i(m_l)kh + a3§n+lei(m)kh + 064én+lei(m+l)kh

+a5§n+lei(m+2)kh _
4.40
5nzm 2)kh_|_a§nzm 1)kh+a§nz kh+a€n1m+1)kh ( )

+ algnei(m—O—Z)kh
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e = cos (kh) 4 isin (kh) Euler formiilii (4.40) ile verilen denklem de kullanilir ve gerekli

sadelestirme islemleri yapilirsa biiyiime faktorii olan &,

_a—ib
a+ib

g

olarak elde edilir. Burada,
a= o3+ (04 + ap) cos[hk] + (a5 + ) cos[2hk],
b= (064 — 062) sin[hk] —+ (065 — 061) sin[th].

|€| nin modiilii 1 dir, 6yleki lineerlestirilmis algoritma sartsiz kararlidir.
4.2.3 Sayisal ornekler ve sonuclar

Bu boliimde sayisal yontem tek solitary dalga, iki solitary dalganin etkilesimi ve ardisik
dalganin gelisimini kapsayan li¢ 6rnege uygulanmistir. L, ve L. hata normlari, sayisal al-
goritmanin dogrulugunu ve etkinligini test etmek i¢in hesaplanmistir. Bunun icin GRLW

denkleminin (4.41) ile verilen tam ¢oziimii ve asagidaki norm esitlikleri kullanilacaktir:

Y

N 2
Ly = [|U" — Uyl|, = \/h )} ‘th'am 4 (UN)J"
J=0
Lo = [0~ Un|. = max e (W) .
J

Gardner ve arkadaglar1 [37], Roshan [56] tarafindan GRLW dekleminin tam ¢6ziimii,

Ulx,t) = (/C(pz—;:z) sec h2 B /m(x— (c+ 1)z—x0)] (4.41)

olarak verilmistir. Burada C(Z—ZZ) dalganin genligi, ¢ + 1 pozitif x yoniinde ilerleyen dal-

ganin hiz1 ve xo keyfi sabittir. Buna ilaveten, sayisal algoritmanin kiitle, momentum ve enerji

ile ilgili 6zellikleri korudugunu ifade etmek icin,
b b b
L= / Udx, L= / (U +u(Uy)*] dx, L= / [U* — u(Uy)?] dx (4.42)
a a a
olarak verilen korunum sabitlerindeki degisim arastirilmagtir.

4.2.3.1 Tek solitary dalganin hareketi

Ik 6rnek, (4.41) ile verilen denklem de ¢ = O alinmasi ile elde edilen baslangi¢ sart1 kul-
lanilarak olusturulmustur. Diizgiin ve karsilastirilabilir sayisal sonuglara ulasabilmek icin,

daha once yapilan makale calismalar1 [33, 37, 39, 40, 43, 56, 59] referans alinmistir. Bu
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makalelerle uyumlu olmast igin pu = 1, xg = 40, x € [0,100] parametreleri ve p, ¢, konum
adimi1 s, zaman adim1 At parametrelerinin farkli degerleri secilmistir. Deneyler = 20 anina

kadar ¢alistirllmustir.

IIk durumda, p = 2,3,4,6,8,10; ¢ = 0.1,0.3; h = 0.2,0.1; Az = 0.01 parametreleri
diistintilmiistiir. Bu parametrelere gore hesaplanan korunum sabitleri ve hata normlar1 Tablo
4.12 ve Tablo 4.13’te sunulmustur. Bu tablolardan gézlemlendigi gibi /i, I, Iz korunum
sabitlerinin tiim hesaplama siiresince baslangi¢ hesabina gore degisim orant %0.03 den daha
kiigiiktiir. L, ve L hata normlar artan p, ¢ ve zaman degerleriyle beraber yeterince kiigiik
kalmaktadir ve L., hata normu L, normundan daima kiigiiktiir. ¢ = 0.1 parametresi i¢in L
ve L. hata normlari hesaplama boyunca sirastyla 0.85 x 10™* ve 0.34 x 10~* degerlerinden

daha kii¢iik hesaplanmistir.

Tablo 4.12  Tek solitary dalganin p =2.3,4; ¢=0.1,0.3, h=0.2, At =0.01 ve x € [0,100] i¢in

korunum sabitleri ve hata norm degerleri

H p=2 H I b L Ly x 10* Lo x 10*
Zaman c=0.1 c=0.3 c=0.1 c=0.3 c=0.1 c=0.3 c=0.1 ¢=03 c¢=0.1 ¢=0.3

0 329490 3.58195 0.68342  1.34507 0.02412  0.15372  0.000  0.000  0.000  0.000
5 320492 3.58195 0.68342  1.34507 0.02412  0.15372  0.040 0.095 0.029 0.051
10 3.29493  3.58195 0.68342  1.34507 0.02412  0.15372  0.075 0.159 0.035 0.076
15 3.29494  3.58195 0.68342  1.34506  0.02412  0.15372  0.101  0.207 0.036  0.095
20 3.29493  3.58195 0.68342  1.34506 0.02412  0.15372  0.120 0.376  0.066  0.175

H p=3 H I L L Ly x 10* L., x 10*
Zaman c=0.1 c=0.3 c=0.1 c=0.3 c=0.1 ¢c=0.3 c=0.1 ¢=03 c¢=0.1 ¢=0.3

0 4.06256  3.67753  1.13387  1.56573  0.09289  0.22683  0.000  0.000  0.000  0.000
5 4.06258  3.67753  1.13387  1.56573  0.09289  0.22683  0.048 0.217 0.032 0.121
10 4.06260  3.67753  1.13387  1.56573  0.09289  0.22684  0.088 0.400 0.038 0.203
15 4.06261  3.67753  1.13387  1.56573  0.09289  0.22684 0.116 0.581 0.039  0.284
20 4.06260  3.67753  1.13386  1.56572  0.09289  0.22684  0.137 0918 0.073  0.438

H p=4 H h b I Ly x 104 Lo x 10*

Zaman c=0.1 c=0.3 c=0.1 c=0.3 c=0.1 c=0.3 c=0.1 ¢=03 ¢=0.1 =03
0 455093  3.75921 1.49159  1.72999  0.18389  0.28940 0.000 0.000  0.000  0.000
5 455095 3.75921 149159  1.72999 0.18389 0.28941 0.059 0.402 0.034 0.231
10 455097  3.75921 149159  1.72998 0.18389 0.28941 0.106 0.803  0.041 0.421
15 455098  3.75921  1.49159  1.72998 0.18389 0.28941 0.142 1.235 0.042 0.627
20 455097  3.75921 149159  1.72998 0.18389 0.28941 0.176  1.868 0.078  0.915
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Tablo 4.13  Tek solitary dalganin p = 6,8,10; ¢ =0.1,0.3, h =0.1, At =0.01 ve x € [0,100] i¢in

korunum sabitleri ve hata norm degerleri

H p=6 H I b I Ly x 10* Lo, x 10*
Zaman c=0.1 c=0.3 c=0.1 c=0.3 c=0.1 c=0.3 c=0.1 c=0.3 c=0.1 c=0.3
0 5.12921  3.86622 1.98857 194334 0.36740 0.37760 0.000  0.000  0.000  0.000
5 5.12924  3.86622 1.98857 194334 0.36740 0.37760 0.236  0.752  0.092  0.402
10 5.12926  3.86622  1.98857 194334 0.36740 0.37760  0.458 1.554 0179  0.823
15 5.12927  3.86622  1.98857 1.94333 0.36740 0.37760  0.661 2429  0.259 1.282
20 5.12926  3.86622  1.98857 194333 0.36740 0.37760 0.848 3390  0.333 1.785
H p=38 H I b I Ly x 10* Lo, x 10*
Zaman c=0.1 c=0.3 ¢=0.1 c=0.3 c=0.1 c=0.3 c=0.1 c=0.3 c=0.1 c=0.3
0 545779  3.92982 230588  2.07217 0.51946 0.43167 0.000  0.000  0.000  0.000
5 545781 3.92982 230589 2.07217 0.51946 0.43167 0.268 1.204  0.108  0.690
10 5.45783  3.92981 230589 2.07216  0.51946 0.43168 0.499  3.012  0.200  1.699
15 545785 3.92981 230589 2.07214 0.51946 043170 0.686  5.690 0.273  3.184
20 5.45784  3.92980 2.30589  2.07212 0.51946 0.43172 0.822  9.520 0.322  5.296
H p=10 H I b L Ly x 10* Lo, x 10*
Zaman c=0.1 c=0.3 c=0.1 c=0.3 c=0.1 c=0.3 c=0.1 c=0.3 c=0.1 c=0.3
0 5.66906 397136  2.52266 2.15744 0.63820 0.46614 0.000  0.000  0.000  0.000
5 5.66908 3.97134 252266  2.15742  0.63819 0.46615 0297 2271  0.124 1.380
10 5.66910 3.97133 252266  2.15737 0.63819  0.46620 0.536  7.775  0.220  4.595
15 5.66912 397131  2.52267 2.15729 0.63819 0.46629 0.700 19.017 0.280 11.082
20 5.66911 397129 252267 2.15714 0.63819 0.46643  0.764 39.763  0.288  22.983

Ikinci olarak, farkli hiz, konum adimi ve zaman adimlarinda hata normlarinin biiyiikliigiinii
incelendi. Buamacla, p=2,3,4,6,8,10; c=0.03,0.1,0.3; h=0.1,0.2; At =0.01,0.025,0.1
parametreleri ile ¢alisildi. L, ve L. hata normlarinin sayisal sonuglari, Tablo 4.14 ve Tablo
4.15’te listelenmigtir. Bu tablolar da hata normlar1 yeterince kiigiik olctilmiistiir ve L., hata
normu L, hata normundan daima kii¢iik kalmaktadir. Eger ¢ = 0.1, h = 0.1, Ar = 0.025
parametre degerleri secilirse, program siiresince Ly ve Lo, hata normlart 1.5 x 1073 ve 0.8 x

1073 den daha kiiciik kalmaktadir.

Tablo 4.16°da elde edilen korunum sabitlerinin ve hata normlarinin sonuglari ile daha 6nceki
makalelerde elde edilen sonuglarla karsilastirilmas: yapilmistir. Bu tabloya gore 11, I, I3 ko-
runum sabitleri daha 6nce hesaplanan degerleri ile hemen hemen aynidir. Ayrica bu tablodan
acikca goriilmektedir ki; Hata norm degerleri daha dnce hesaplanan sonuglardan daha kiigiik

bulunmustur. Bu iki sonug ise algoritmanin dogrulugunu kanitlamaktadir.

Diger taraftan tek solitary dalganin farkli zamanlarda ve farkli p degerlerindeki hareketi

Sekil 4.7°de ¢izilmistir. Bu sekle gore artan p degerine gore dalganin genligi dogru orantili
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oldugundan, dalganin yiiksekligi de artmaktadir. # = 0 dan ¢ = 20 zamanina kadar dalga
hareketi incelendiginde, dalganin genlik, hiz ve seklinde herhangi bir bozulma olmadan saga

dogru ilerledigi goriilmektedir. Yani bu dalgalar solitary dalgadir.

Tablo 4.14  Tek solitary dalganin p = 2,3,4; t = 20 ve x € [0,100] i¢in farkli konum ve zaman

adimindaki hata norm degerleri

p=2 p=3 p=
c— 003 0l 0.3 003 0.1 0.3 003 0.1 0.3
gen.— 017 031 054 029 043 062 038 052 0.8
h At
01 0010 1002 0044 0.119 1343 0.062  0.157 1.585 0073  0.195
02 0010 0889 0012 0037 1192 0013  0.091 1407 0017  0.186
01 0025 1002 0064 0.328 1343 0109 0593 1585 0158  0.988
L,x10° 02 0025 0889 0025 0248 1192 0055 0.530 1407 0.101  0.981
0.1 0100 1004 0488 4.323 1353 1.035 8.561 1611 1795  16.850
02 0100 0891 0452 4.244 1201 0986 8.499 1430 1741  16.842
01 0010 0403 0014 0.051 0.541 0022 0.072 0.638  0.027  0.095
02 0010 0403 0.006 0.017 0.541  0.007 0.043 0.638  0.007  0.091
0.1 0025 0403 0023 0.143 0.541 0042 0277 0.638  0.064 0482
L.x10> 02 0025 0403 0009 0.105 0.541 0022 0245 0.638 0.042 0475
01 0100 0403 0.199 1.894 0.541 0433 4016 0.638 0766 8235
02 0100 0403 0.185 1.854 0.541 0414 3.984 0638 0744 8213
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Tablo 4.15 Tek solitary dalganin p = 6,8,10; 7 =20 ve x € [0,100] i¢in farkli konum ve zaman

adimindaki hata norm degerleri

p=6 p=8 p=10
c— 0.03 0.1 0.3 0.03 0.1 0.3 0.03 0.1 0.3
gen.— 052 0.63 0.76 0.60 0.70 0.81 0.66 0.75 0.84
h At
0.1 0.010 1.900 0.084 0.339 2.094 0.082 0952 2225 0.076 3976
02  0.010 1.686  0.049  0.699 1.858  0.158  2.887 1.974 0521 13.291
Ly x 10
0.1 0.025 1.901 0296 2954 2.095 0.590 12.175 2228 1461 57.247
02  0.025 1.686  0.268 3.316 1.859  0.679 14.108 1.976 1.926 66.443
0.1 0.010  0.765 0.033 0.178 0.843  0.032 0529 0.896  0.028  2.298
02 0010 0765 0.021 0.366 0.843 0.074  1.591 0.896 0.257  7.601
Lo % 103
0.1 0.025 0.765 0.128  1.563 0.843 0274  6.802 0.896  0.724  33.005
02  0.025 0.765 0.119  1.750 0.843 0317  7.808 0.896 0.954  38.021

Tablo 4.16  Tek solitary dalganin p = 2,3,4 ve x € [0, 100] i¢in sayisal sonuglarinin kargilagtirilmasi

Methods Ly x10° L, x 103 I )23 I
p=2 CBSC-CN [37] 163900 92400  4.4420 32990 14130
c=1 CBSC+PA-CN [37] 203000 112000  4.4400 3.2960 1.4110
h=02 CBSC [40] 9.3019 54371  4.4428 3.2998  1.4142
At =0.025 MFC [43] 3.9140 2.0190 44428 32997 1.4141
=10 QBSPG [56] 3.0053 1.6874 44428 32998  1.4141
QBSC [39] 2.4155 1.0797  4.4431 33003 1.4146
EBSC [59] 2.3909 1.0647  4.4428 32998  1.4142
QBSC 2.5893 13518  4.4428 32997 14143
p=3 QBSPG [56] t=5 0.0409 0.0238  3.6775 15657 0.2268
c=03 t=10 0.0719 0.0377  3.6775 15657  0.2268
h=0.1 QBSC t=5 0.0393 0.0182  3.6776  1.5657  0.2268
At =0.01 t=10 0.0787 0.0365  3.6776  1.5657  0.2268
p=4 QBSPG [56] t=5 0.0542 0.0382  3.7592  1.7299  0.2894
c=03 t=10 0.1225 0.0662  3.7592  1.7299  0.2894
h=0.1 QBSC t=5 0.0497 0.0244 37592 17300  0.2894
Ar=0.01 t=10 0.0987 0.0483  3.7592 17300  0.2894
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Sekil 4.7

Tek solitary dalganin p = 2,3,4,6,8,10, ¢

0.1,

xo = 40, x € [0,100] icin t =

0,10,20°deki hareketi
4.2.3.2 ki solitary dalganin etkilesimi

Ikinci olarak, 2 ve 1 genliklerine sahip aym yonde hareket eden iki pozitif solitary dalganin

etkilesimi,

v~ (R[5 )

olarak verilen baslangi¢c sarti kullanilarak arastirilmistir.

(4.43)

Burada c¢; ve x;, i = 1,2 keyfi

sabitlerdir.

Sayisal ¢alisma icin, ilk parametreler p =2,c; =4, co =1, x1 =25,x0 =55, h =0.2, At =
0.025, u = 1, x € [0,250]; ikinci parametreler p = 3, ¢; = 48/5, c; = 6/5, x1 = 20, x; = 50,
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h=0.1, At =0.01, u = 1, x € [0, 120] ve ii¢iincii parametreler p =4, ¢; = 64/3, c; =4/3,
x1 =20, xp =80, h =0.125, Ar = 0.01, u = 1, x € [0,200] olarak secilmistir. Sayisal veriler
Tablo 4.17 ve Tablo 4.18’de gosterilmistir. Bu tablolara gore korunum sabitlerinin baglangi¢
hesabina gore degisimleri, oldukc¢a kiigiiktiir ve sonuclar Roshan’in elde ettigi sonuglarla
uyumludur [56]. Diger yandan iki solitary dalganin farkl1 zaman adimlarindaki hareketi Sekil
4.8 ve Sekil 4.9’da gosterilmistir. Bu sekillerde goriildiigii gibi, baslangigta biiyiik genlie
sahip dalga kiiciik genlige sahip dalganin gerisindedir. Zamanla biiyiik genlikli dalga kii¢iik
genlikli dalgay1 yakalar ve ayni1 yonde ilerleyen bu iki dalga ¢arpisir. Daha sonra bu iki dalga
ayrilarak biiyiik genlikli dalga 6ne gecerek yollarina devam eder. Bu iki dalganin aynm1 yonde
ilerken carpigmasi gerceklestikten sonra dalgalarin sekil, hiz ve biiytikliik gibi kavramlar

etkilenmez ya da ¢ok az degisir. Bu ytizden bu iki dalga solitondur.

Tablo 4.17  Iki solitary dalganin etkilesiminin p =2, gen.=2,1, h=0.2, At =0.025 ve x € [0,250]

i¢in korunum sabitleri

I L I

Zaman QBSC QBSPG QBSC QBSPG QBSC QBSPG
A [56] [56] [56]
0 11.4676  11.4677 14.6292  14.6286 22.8803  22.8788
4 11.4676  11.4677 14.6277  14.6292 22.8818  22.8811
8 11.4668  11.4677 14.1399  14.6229 233695  22.8798
12 11.4676  11.4677 14.6803  14.6299 22.8292  22.8803
16 11.4676  11.4677 14.6442  14.6295 22.8653  22.8805
20 11.4676  11.4677 14.6309  14.6299 22.8786  22.8806

Tablo 4.18  iki solitary dalganin etkilesiminin p = 3,4 ve gen. = 2,1 i¢in korunum sabitleri

Zaman 0 1 2 3 4 5 6
I 9.6907 9.6894 9.6881 9.6851 9.6860 9.6848 9.6835
p=3 L 12.9443 12.9433 12.9391 12.3044 129704  13.0539 13.0028
L 17.0186 17.0197 17.0239 17.6586 16.9926  16.9091 16.9601
I 8.8342 8.6650 8.5662 8.4965 8.4529 8.4089 8.3702
p=4 L 12.1708 11.9332 11.7919 11.6913 11.4644  11.7254  11.5990
L 14.0294 142670  14.4083 14.5090  14.7358 14.4748 14.6012
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Sekil 4.8

Iki solitary dalganin p =3; a)t =0, byt =3, ¢)t =35, d)¢= 6’daki hareketi
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Sekil 4.9 Iki solitary dalganin p =4; a)t =0, b)t =2, ¢)t =4, d)t = 6’daki hareketi

117




4.2.3.3 Ardsik dalgalarin gelisimi

Son olarak, ardisik dalgalarin gelisimi asagidaki baslangic sart1 ile beraber incelenmistir:

U(x,0) = %Uo [1 — tanh(* ;xc )} : (4.44)

Bu baglangi¢ sarti + = 0 aninda denge seviyesinden yukarida bulunan suyun yiikseltisini
belirtir. d durgun su ve derin su arasindaki egimi temsil eder. (4.44) ile verilen su se-
viyesinin degisimindeki biiyiikliik, x = x. noktasina yerlestirilmistir. Daha 6nce sunulan
caligmalar [1,34,35] ile uyumlu olmasi i¢in Up = 0.1,u = 1/6,x. =0,d =5,h = 0.1,At =
0.1,x € [—36,300] parametreleri kullamlmistir. Ug korunum sabitinin sayisal degeri, Tablo
4.19°da verilmistir. Bu tabloya gore li¢c hareket sabitinin degisimi, yiliksek zaman periyotunda
bile beklenilen seviyededir. Ardisik dalgalarin hareketi Sekil 4.10, Sekil 4.11 ve Sekil 4.12°de
cizilmigtir. Bu ii¢ sekilden anlasildig1 gibi, secilen bu baglangic biiyiikliigiine gore uzun bir
miiddet solitary dalgalarda ¢ok az biiyiiklii dalgalanmalar olusur. Daha sonra solitary dal-

ganin ani bir sicrama hareketi ile genligi biiylir ve daha sonra dalga sénmeye baglar.

Tablo 4.19  Ardigik dalgalarin gelisimi ve Uy = 0.1, xo =0, d =5, u=1/6, h=0.1, Ar=0.1,

x € [—36,300] i¢in korunum sabitleri

Zaman I b ¢}
1 p=2 p=3 p=4 p=2 p=3 p=4 p=2 p=3 p=4
0 3.6049  3.6049  3.6049 03372 03372 03372 0.0014  0.0014  0.0014
50 7.0244 69980  6.9954 0.5694  0.5668  0.5665 0.0041  0.0041  0.0041
100 103873 10.3343  10.3290 0.7946  0.7893  0.7888 0.0051  0.0051  0.0051
150 137503  13.6706  13.6626 1.0198 10119  1.0110 0.0061  0.0061  0.0061
200 171133 17.0069  16.9961 12450  1.2344  1.2333 0.0071  0.0071  0.0071
014 a) t=50 0.14 b) t=200

Ux.b)

T T
100 150

T T
200 250

Uxt)

-50

T T
100 150

T
250

Sekil 4.10 p=2; a)t =50, b)t =200 degerleri i¢in ardisik dalgalarin gelisimi

118




U

0.14 4

0.124

0.10 o

0.08 -

0.06 -

0.04 +

0.02 +

0.00 +

a) t=50

-50

T T T T T 1
50 100 150 200 250 300

U

0.14 4

0.12 4

0.10 o

0.08 -

0.06 -

0.04 o

0.02 +

0.00 +

b) t=200

-50

T
50

T T T T 1
100 150 200 250 300

Sekil 4.11

p=3; a)t =50, b) ¢ =200 degerleri icin ardisik dalgalarin geligimi
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Sekil 4.12 p=4; a)t =50, b) t =200 degerleri icin ardisik dalgalarin gelisimi
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4.3 GRLW Denkleminin Kiibik B-spline Galerkin Yontemi ile Sayisal Coziimii

GRLW denklemi asagidaki forma sahiptir:
Ur+Us+p(p+ 1)U Ux — fUsq = 0, (4.45)

burada fiziksel sinir sartlart x — +o0 iken U — 0, alt indis ¢ ve x zaman ve boyutsal tiirevi

temsil eder, p pozitif tamsay1, i ise pozitif sabittir.

Baslangi¢ sart1 olarak,
Ux,0)=f(x), a<x<b (4.46)

ve sinir sartlari

U(a,t) =0, Ux(a,t) =0,

’ (4.47)
U(b,t) =0, U(b,t) =0
olarak alinmugtir.
N . 5 N, < b-a _
Oncelikle, [a,b] sonlu araligina smirlandirilmig ¢6ziim bolgesi, aralik uzunlugu h = 75 =

(Xm+1—Xm) ve a = xp < x1 < ... < xy = b olmak iizere, x,, diigiim noktalariyla N tane
esit alt aralia boliiniir. [a,b] aralig1 iizerinde tanimli fonksiyonlar i¢in bir baz olusturan
{0_1(x),P0(x),...,dn+1(x)} kiibik B-spline fonksiyonlari x,, diigiim noktalarinda

(
(x—xm_2)3, X € [xm—Zyxm—l)a

B3 4302 (x — X 1) +3h(x —Xp1)® = 3(x —Xm_1)>, X € [Xm_1,%m),

1
P (x) = S B3 4302 (X1 — %) 4+ 301 — %)% = 3(Xme1 — %), X € o, Xmi1),
(X2 —x)3, X € [Xmi1,Xme2)s
\ 0, diger durumlar
(4.48)

seklinde tanimlanmustir [78]. Her bir kiibik B-spline ¢,, fonksiyonu ardisik 4 tane sonlu
alt aralig1 orter. Bu yiizden her bir [x,,,X,11] sonlu alt aralig1 4 adet B-spline fonksiyonu

tarafindan ortiiliir. Uy (x,¢) yaklasim fonksiyonu,

N+-1

Un,t) =Y, Om(x)8n(t) (4.49)

m=-—1
seklinde kiibik B-spline sekil fonksiyonlari cinsinden tanimlanir. Burada J,,(¢), zamana bagh

bilinmeyen parametreler olup sinir ve agirlikli kalan sartlar1 kullanilarak hesaplanacaktir.
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Simdi 0 < 1 < 1 olmak iizere hn = x — x;, esitligi kullanilarak [x,,,x,+1] araligi [0, 1]
araligina doniistiiriilebilir. Bu halde, (4.48) ile verilen kiibik B-spline fonksiyonlarinin n

degiskenine bagli olarak [0, 1] aralig1 iizerinde,

¢m*1:(1_n)37

m=1+3(1-m)+3(1-n)*>=3(1-n)°,

¢, (1-m)+3(1-n)"=3(1-n) (4.50)
Omi1 = 1+30+30% 377,

‘Pm+2:n3

olarak elde edilir. Burada sunu belirtmeliyizki: ¢p,—1(x), @ (x), Opi-1(x) Ve @pp2(x) fonksiy-
onlart hari¢ tiim kiibik B-spline fonksiyonlar [0, 1] araliginda sifirdir. Bu yiizden (4.49) ile
verilen yaklasim fonsiyonu, [0, 1] bolgesinde 8,,—1, Op» On+1, Omt2 eleman parametreleri ve
Om—1> Om> Om+1, Om2 sekil fonsiyonlar: cinsinden asagidaki gibi ifade edilir:
m+-2
Uv(n,t)= ) &9, (4.51)
j=m—1
(4.50) ile verilen denklem ve (4.51) ile verilen denklem birlikte degerlendirilerek, U ve
onun 1’ ya gore U’, U" tiirevlerinin x = x,, alindiginda 11 = 0 olup &, parametrelerine gore

degerleri

Un = 8n—1 +40m + St

Uy =3(=8n_1+ns1), (4.52)
Ul=6(8n—1—28n+ Omt1)

seklindedir. Burada ' ve 7, n degiskenine gore birinci ve ikinci tiirevi sembolize etmektedir.

Galerkin yaklagimi, W (x) agirlik fonksiyonu ile beraber (4.45) ile verilen denkleme uygula-

narak, (4.45) ile verilen denklemin zay1f formu asagidaki gibi yazilir:

b
/ W (U +Us+ p(p+ 1) UPU, — tUsi)dx = 0. (4.53)
a

x — 1 degisken degisimi (4.53) ile verilen integral denklemine uygulanirsa,

! L plp+1) . u
/0 W (Ut + Uy + B gy, - ﬁUw) dn =0 (4.54)
elde edilir. Burada U, integrali basitlestirmek i¢in bir eleman iizerinde sabit olarak
diistiniilmiistiir. Daha sonra (4.54) ile verilen denkleme birkez kismi integrasyon uygulanirsa,

bu islem asagidaki esitligi iiretir:

1 1+A
/O[W(UH—( - )Un)+ﬁWnUn, J[dn = BWUn:|o, (4.55)
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burada A = p(p+ 1)UP ve B = }’;—2 dir.

Agirlik fonksiyonu W (x) yerine, (4.50) ile verilen kiibik B-spline yaklagim fonksiyonu alinir

ve (4.51) ile verilen yaklasik ¢oziim, (4.55) ile verilen denklem de yerine yazilirsa,

m+2 m-+2 ;L 1
([ 00+ Botopan —poas; + ¥ (P [Mogamer=o  aso

Jml j=m—1

bulunur. Burada 8¢ = (81, 8m, Smi1, Omi2)’ ve “7 t ye gore tiirevi ifade eder. Bu son

denklem matris formunda agagidaki gibi yazilabilir:

(I+4)
h

[A¢ 4+ B(B® — C%)]6° + ——2D°§¢ = (4.57)

(4.57) ile verilen matris denkleminin elaman matrisleri de

20 129 60 1
y /¢¢d 129 1188 933 60

= iQidT) = —— )
v Jo 140 | 60 933 1188 129

1 60 129 20

18 21 -36 -3
. /1¢,¢,d 1| 21 102 —87 —36

PO . . TI:— s
vooJo Y 10| 36 —87 102 21

-3 =36 21 18

1 0 -1 0

) . 4 —1 —4 1
Cij = 9idjlo =3 1 -4 -1 4|

0 -1 0 1

-10 -9 18 1
—71 —150 183 38
—-38 —183 150 71
-1 —-18 9 10

1 1
/
D= [ gugjan = 5
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seklindedir ve altindisler i, j = m — 1,m,m+ 1,m+ 2. Buradaki A katsayisinin iki nokta
lineerlestirme teknigi uygulanmis formu,

UntUpn 17 plp+1)
2 p

A=p(p+1) { (81458 +56m, 1 +6m0)"

olarak yazilir. Tiim elemanlarin katkisini beraber diisiinerek (4.57) ile verilen matris den-

kleminin asagidaki formu elde edilir:

(I+24)
h

[A+B(B—C)]5+ DS =0. (4.58)

Burada & = (6_1,8,...,0v,0v+1)” diigiim noktasindaki parametrelerdir. A, B, C ve AD

septa-diagonal matrislerdir ve bu matrislerin m. satirlari,

A 1,120,1191,2416,1191,120,1), B —3,-72,—45,240,—45,-72,-3),

— 1_0(
—1,-56,—245,0,245,56,1),

= 120

€ =(0,0,0,0,0,0,0), D=
(777777)7 20(

)L 1 — A, — 1841 —3842,941 — 1834, — 7143, 10A; + 1504, — 15043 — 1074,
D

20\ 712, + 183243 — 924, 383 + 1824, A4

seklindedir. Burada,

A= % (8m—2456m—1+58m+ 8ns1)”,
A= % (8m—1+58n+58n+1+ Omi2)?,
A3 = % (8 +58m11+58m12+8ni3),
Py ita)] (St +58mr2 + 5813+ Omra)”.

2p

(4.58) ile verilen denkleme, & = 5"+A1[_5n ileri sonlu fark ve 8 = %( 8"+ 8" 1) Crank-Nicolson

yaklagimlar1 uygulanirsa, asagidaki matris form elde edilir:

(1—|—7L)AtD
2h

(1421)At

[A+B(B—C)+ o

6" = [A+B(B-C) — D& (4.59)

Bu asamadan sonra (4.47) ile verilen sinir sartlar1 matris denklemine(cebirsel denklem sis-
temine) dahil edilerek, (N +3) x (N +3) boyutlu matris sistemi (4.59), (N+1) x (N+1)
boyutlu matris sistemine doniisiir. Bu islem asamas1 sinir degerlerinin isleme basit bir sekilde
dahil edilmesi olarak bilinir ve baslangi¢ iterasyonun hesaplanmasi kisminda agiklanmistir.
A, B, C ve D matrislerinin m. satirlar1 7 elemanlhidir, bu yiizden (4.59) ile verilen cebirsel
denklem sistemi 7 siitun elemanli diagonal matrislerden olusur (septa-diagonal matris olarak

adlandirilir). Septa-diagonal matris sistemi de Thomas algoritmasi ile asagida alt boliim
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4.3.1°de aciklandig1 gibi kolaylikla ¢oziilii. Bu ¢oziim prosediiriinde lineer olmamanin

tistesinden gelebilmek i¢in her bir zaman adiminda
. 1
()" =&+ 5 (8, = 87)

formiilii ile ii¢ veya dort defa i¢ iterasyon uygulanarak ¢oziim iyilestirilir. Tiim bu islemlerden
sonra (4.59) ile verilen matris denklem sisteminin basit bir sonucu olan iki zaman adimi # ve

n+ 1 arasindaki tekrarlama bagintisi,

7 5n+3 + ,y25n+2 + y35n+1 + ,)/4611—0—1 + y55n+1 + ,}/65n+2 + ’}’76:1__’;; (4 60)

V16 3+ Y60 o+ Vs 1+ Valm+130m. 1 + V260 + V103

olarak yazilir. Burada,

1 3B (14A)Ar 120 2B S6(1+A)At
=120 10  4on ° 2710 10 4om
1191 458  245(1+A)A¢ 2416 2408
B=T20 10 a0n 0 BT a0 T 100
1191 458  245(14+A)As 120 728 56(1+A)At
=720 10 T a0n 0 *T1a0 10 T aom

1 38 (1+A)Ar

T 140 10 p’ 40h
Baslangic iterasyonu

Cozlim agsamasinda, (4.59) ile verilen cebirsel denklem sistemin de iterasyonu baslatabilmek
icin d° baslangi¢ degeri (4.61) ile verilen baslangi¢ sartlar1 kullanilarak bulunur. Yaklasik
¢Oziimiin baglangi¢ formu,

N+1 0

0)= Y m(x)8,(t)

m=—1
seklindedir. Baglangi¢ sart1 ve sinir noktalarindaki tiirevler ise
Uyn(x,0) =U(x,0) = f(x); m=0,1,2,....N

(4.61)
(Un)x(a,0) =0,  (Un)x(,0) =0

olarak verilir. Baglangi¢ sarti ve sinir noktalarindaki tiirevler &, parametrelerine gore
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asagidaki gibi yazilir:

—36_1+36 = U/(XO,O),

O0_1+400+ 8 = U(x0,0),
0o +461 + 6 =U(x1,0),

ON—2+40N—1+ 6y =U(xn-1,0),

ON—1+48y + 6y 41 = U(xn,0),

—36_1+36 = U/(X(),O).

Bu denklemlerin matris olarak yazimu,

-3 03
1 41

1 41
-3 0 3

(N+3)x (N+3)

891

3%

Sy

0
6N+1

4 (N+3)x1

(4.62)
[ U'(x,0) |
U(Xo,())
U()CN,O)
/
L U'(xn,0) 4 (N+3)x1

seklindedir. Burada da goriildiigii gibi soldaki matrisin boyutu (N +3) x (N+3) dir. Bu

denklem sisteminde verilen sinir noktalarindaki tiirev sartindan 6_; = 0; ve Oy_1 = Oy

olarak ¢ekilir ve (6_1,0y+1) parametreleri matris sisteminden silinir. Boylece matris sistemi

(N+1) x (N+ 1) boyutlu matris sistemine doniisiir:

4 20
1 41

1 41
0 2 4

(N+1)x(N+1) L

0
6N71

3%
5

Sy

4 (N+1)x1

U(X(),O)
U(x1,0)

U(XNfl,O)
U(XN,O)

4 (N+1)x1

Elde edilen bu matris denklemi 3 siitun elemanl tri-diagonal matris sistemidir. Bu matris

sisteminden bilinmeyen parametreler de Fortran programi yardimiyla Thomas algoritmasi

(tri-diagonal algoritma) kullanilarak bulunur.

Baslangic degerinin bulunmasiyla beraber (4.59) ile verilen matris sisteminde n = 0 i¢in sag

taraf belirlenmistir. Matrisin sol tarafi ise Thomas algoritmasi ile bulunur. Boylece istenilen
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zaman adiminda bir Onceki parametreden bulunan degerler kullanilarak (iterasyon yapilarak)

GRLW denkleminin sayisal ¢oziimii bulunmus olur.

4.3.1 Thomas algoritmasi ile septa-diagonal matris sisteminin ¢oziimii
Septa-diagonal sistem agagidaki formda ifade edilebilir:

ai6i—3+bi6i—2 +¢i6i—1 +di6i + €;6ip1 + fi0iy2 + 863 =hi,  i=0,1,---,N.

Buradaayg=bg=co=a1 =b1 =a2 =gn-2 =8gn-1 = fn—1 = gnv = fnv = ey = 0 alinmistir.

Ik asamada, parametreler asagidaki gibi secilir:

e Jo 80 ho
(XOZb, = Co, :d7 = T )-0:_7 = —, = —,
o Po=co Ho=do b=l o T T
e1 — _
o =bi, Bi=c, w=d—p, &==— [31107 P [)’1}’0’
& Hi
_ 81 i =Biw
m '’ " —.Ul

Ve

Z = ex — Moo — Pari
5 ’

=by, Pr=cr—by, W =dr—la—P0,
_ h — o _
=2 Bomi m= 8 g, = 2Tk Pon

) 2 )

| 2%) J27) j2%)

Daha sonra, agsagidaki parametreler bulunur:

o =bi—aili_3, PBi=ci—ailiz—a;§i_2, W=di—ani—3—Ai0;—PBili_1,
g = ei — Ni—204 — Pidi-1 2= fi_ﬁini—l’ ni— &

Wi ’ Hi TS
Yi:hi—ﬁi%‘l_zi'}’i2_ai%3, i=3.4,-.. N.
i

Bu iki adimdan sonra ¢oziim asagidaki gibi hesaplanir:

ON-2="W-2—AN—20N —MN—20N—1, ON—1=T—1—TN—10N, ON =T,

& =7%—C6i1 —Aidio—1ibiy3, i=0,1,--- N—4 N3,

4.3.2 Lineer kararhlik analizi

Sayisal algoritmanin lineer kararlilik analizi i¢in Fourier yontemi kullanildi. Ayrica, GRLW
denkleminin UPU, lineer olmayan terimindeki U? teriminin bolgesel olarak sabit oldugu

kabul edildi. K mod numarasi1 ve & eleman biiyiikliigii olmak iizere,

6’;11 :gneimkh (i: \/__1)
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ile verilen Fourier mod (4.60) ile verilen denklem de yerine yazilirsa, bu islem asagidaki
esitligi tretir:
,},lgn+lei(m—3)kh + ngn+lei(m—2)kh + ,y3gn+lei(m—l)kh + ,},4gn+lei(m)kh

n+lei(m+1)kh n+lei(m+2)kh n+lei(m+3)kh

+ %8 T8

%gnei(mf3)kh + ,},ngei(mfZ)kh + Ysgnei(mfl)kh + ,}/4gnei(m)kh

+ y3gn€i(m+1)kh + ngnei(m+2)kh + ,},lgnei(m-i-S)kh‘

+ 758
(4.63)

Simdi, ¢*" = cos (kh) + isin (kh) Euler formiilii (4.63) ile verilen denklem de kullanilir ve
elde edilen denklem basitlestirilirse,

_a—ib
a+ib

8
biiytime faktorii elde edilir. Burada,
a =Y+ (% + 1) cos[hk] + (¥ + 12) cos[2hk] + (7 + 11) cos[3hk],

b= (s — y3) sin[hk] + (Y — 12) sin[2hk] + (7 — 1) sin[3hk].

|g| nin modiilii 1 olup lineerlestirilmis algoritma sartsiz kararlidir.

4.3.3 Sayisal ornekler ve sonuclar

Bu boliimde, iki nokta lineerlestirme teknigi ile beraber Galerkin yontemi tek solitary dalga,
iki solitary dalganin etkilesimi ve ardigik dalganin gelisimini i¢eren ili¢ 6rnege uygulanmusgtir.
Bu ii¢ 6rnek baglangi¢ sartinin farkli degerleri kullanilarak olusturulmustur. L, ve L., hata
normlari, sunulan sayisal yontemin etkinligini ve dogrulugunu kanitlamak icin (4.65) ile ver-

ilen tam solitary dalga ¢6ziim ve

2
E

N
ta= ool = [ o - ),
J=0

Lo = ||U"" — Uy]|,, ~ max
J

Ui — (UN);“

hata norm esitlikleri kullanilarak hesaplanmustir. Ustelik, sayisal yaklasimin kiitle, momen-

tum ve enerji ile ilgili 6zellikleri korudugunu belirtmek i¢in,

b b b
I = / Udx, L= / [U% + u(Us)*] dx, L= / [U* — u(Uy)?] dx (4.64)

korunum sabitlerindeki degisim gozlemlenmistir. Gardner ve arkadaslar1 [37], Roshan [56]

tarafindan sunulan GRLW dekleminin tam solitary dalga ¢6ziimii asagidaki forma sahiptir:

Ulx,t) = (/C(pz—;;z) sec h2 B" /m(x—(anl)t—xo)}. (4.65)
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Burada {/ C(’;—Zz) dalganin genligi, ¢ 4 1 pozitif x yoniinde ilerleyen dalganin hizi ve xp keyfi

sabittir.
4.3.3.1 Tek solitary dalganin hareketi
Bu problem i¢in baglangi¢ sarti

U(x,0) = (/dg—zz)sechz {g, /ﬁ(x—xo)} 7

olarak alindi. [33, 37, 39, 40,43, 56, 59] caligmalar1 ile uyumlu olmasi i¢in 4 = 1, xo = 40,

x € [0,100] parametreleri ve p, ¢, konum adimi A, zaman adimi Az parametrelerinin farkl
degerleri alinmistir. Sayisal hesaplamalar + = 0 dan # = 10 veya ¢t = 20 zamanina kadar

yapilmusgtir.

Ik olarak, p =2, c =1, h =0.2, At =0.025 ve p =2, ¢ = 0.3, h = 0.1, At = 0.01
biiyiikliikleri alindi. Bu degerler gen. = 1 ve gen. = 0.54772 genliklerine sahip solitary dal-
galar iiretir. Hesaplanan korunum sabitlerinin ve hata normlarinin sayisal degerleri Tablo
4.20 ve Tablo 4.21°de verildi. Tablo 4.20’ye gore I1, I>, I3 korunum sabitlerinin baslangi¢
durumuna gore de8isim oranlari, sirasiyla %0.04, %0.05 ve %0.05 degerlerinden daha
kiiciik hesaplanmistir. Tablo 4.21 ye gore ise korunum sabitleri zaman ilerledikce hemen
hemen sabit olarak kalmaktadir. Hata normlari ise hesaplama boyunca yeterince kiigiiktiir.
gen. = 0.54772 genligine sahip solitary dalga icin L, ve L., hata normlarinin sayisal degeri

de 1.23 x 10™* ve 0.45 x 10~* degerlerinden daha kiiciik hesaplanmustir.

Ikinci durumda, p =3, c=12,h=0.1, At =0.025ve p=3,¢c=0.3, h =0.1, At = 0.01
parametre degerleri alindi. Bu parametrelere gore solitary dalga gen. = 1 ve gen. = 0.6 gen-
liklerine sahip olur. Korunum sabitlerinin ve hata normlarimin biiyiikliikleri Tablo 4.22 ve
Tablo 4.23’de listelenmisgtir. Tablo 4.22’de goriildiigii gibi 11, I», I3 korunum sabitlerindeki
degisim oranlari, sirasiyla %0.5, %0.7 ve %0.7 den daha az bulunmustur. Tablo 4.23 gosterir
ki: Korunum sabitleri zaman ilerledik¢ce hemen hemen degismeden durmaktadir. Hata norm-
lar1 ise hesaplama boyunca istenildigi gibi kiigiiktiir. gen. = 0.6 genligine sahip solitary dalga
icin L, ve L., hata normlarinin sayisal degerleri de 1.92 x 10~* ve 0.89 x 10~* degerlerinden

daha kiiciiktiir.

Ugl‘incii olarak, efer p =4, c=4/3, h=0.1, At =0.01l ve p=4, c=0.3, h=0.1, At =

0.01 parametreleri secildiginde solitary dalga gen. = 1 ve gen. = 0.6 yiiksekliklerine sahip
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olur. Korunum sabitlerinin ve hata normlarinin hesaplanan degerleri Tablo 4.24 ve Tablo
4.25’de verilmistir. Tablo 4.24; I}, I, I3 korunum sabitlerindeki degisim oranlarinin, sirasiyla
%0.2, %0.3 ve %0.3 den daha kiiciik oldugunu ifade etmektedir. Diger yandan, bu degisim
oranlar1 Tablo 4.25°de oldukg¢a kiigiiktiir. p = 2,3 parametre degerlerinde de oldugu gibi hata
normlarmin sayisal degeri makul oranda kiigtiktiir. gen. = 0.6 genligine sahip solitary dalga
icin L, ve L., hata normlarinin sayisal degerleri de 3.09 x 10~* ve 1.45 x 10~* degerlerinden

daha kiiciiktiir.

Tablo 4.20 Tek solitary dalganin p =2, gen. =1, h=0.2, At =0.025 ve x € [0, 100] i¢in korunum

sabitleri ve hata norm degerleri

Zaman I b I Ly x 103 Lo x 10°
0 44428661  3.2998133  1.4142140  0.00000000  0.00000000
2 44429408  3.2999387  1.4143308  1.95082039  1.19160336
4 44430058  3.3000340  1.4144250 236484347  1.22370847
6 44430683  3.3001243  1.4145151 245181423  1.20000405
8 44431302 3.3002134  1.4146042 245030808  1.15204959
10 44431919  3.3003022  1.4146930  2.41750291  1.08099621

Tablo 4.21

korunum sabitleri ve hata norm degerleri

Tek solitary dalganin p =2, gen. =0.54772, h=0.1, Ar =0.01 ve x € [0,100] i¢in

Zaman I L I Ly x 10* Lo, x 10*
0 3.5820205  1.3450941  0.1537283  0.00000000  0.00000000
4 3.5820206  1.3450942  0.1537284  0.87664666  0.42835220
8 3.5820207  1.3450943  0.1537284  1.09331524  0.42259060
12 3.5820207  1.3450943  0.1537284 116711699  0.42542846
16 3.5820207  1.3450944  0.1537284  1.20368923  0.43881496
20 3.5820206  1.3450944  0.1537284  1.22736382  0.44722941

Tablo 4.22 Tek solitary dalganin p =3, gen. =1, h=0.1, At =0.025 ve x € [0, 100] i¢in korunum

sabitleri ve hata norm degerleri

Zaman I L I L x 10° Lo, x 103
0 37971850  2.8812503  0.9729681  0.00000000  0.00000000
2 3.7980891  2.8826274  0.9747778  6.37523435  4.16206480
4 37989816  2.8839827  0.9760069  10.53160077  6.58017074
6 37998750  2.8853393  0.9771207  13.02367954  8.10106559
8 3.8007710  2.8867002  0.9782095  13.93740889  8.73017950
10 3.8016702  2.8880662  0.9792942  13.29108053  8.47810737
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Sekil 4.13

Tablo 4.23

Tek solitary dalganin a) p =2, by p=3, ¢) p=4, d) p=6, e) p=38, ) p=10

ve c=0.1, xo =40, x €[0,100] i¢in 7 = 0,10,20’deki hareketi

Tek solitary dalganin p =3, gen.=0.6, h=0.1, At =0.01 ve x € [0,100] i¢in korunum

sabitleri ve hata norm degerleri

Zaman I b I Ly x 10* Lo x 10*
0 3.6776069  1.5657603  0.2268463  0.00000000  0.00000000
2 3.6776071  1.5657606  0.2268544  1.18720589  0.73102952
4 3.6776072  1.5657607  0.2268573  1.60659681  0.88913800
6 3.6776072  1.5657607  0.2268575 176861454  0.81537826
8 3.6776072  1.5657607  0.2268575  1.85663605  0.75460192
10 3.6776072  1.5657608  0.2268574  1.91332225  0.77992648
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Tablo 4.24 Tek solitary dalganin p =4, gen.=1, h=0.1, Ar =0.025 ve x € [0, 100] i¢in korunum

sabitleri ve hata norm degerleri

Zaman I b I Ly x 103 Lo x 10°
0 3.4687090  2.6716914  0.7292045  0.00000000  0.00000000
3.4690660  2.6722659  0.7305244 271272493  1.97322350
3.4694090  2.6728105  0.7309610  3.80159123  2.65902173
34697519  2.6733547  0.7313161  3.84205549  2.71392029
3.4700954  2.6738997  0.7316538  2.88903866  2.11361885
10 3.4704395  2.6744459  0.7319875  1.51139451  0.85758574

o N B~ N

Tablo 4.25 Tek solitary dalganin p =4, gen.=0.6, h=0.1, Ar =0.01 ve x € |0, 100] i¢in korunum

sabitleri ve hata norm degerleri

Zaman I b kL Ly x 10* L., x 10*
0 37592865  1.7300236  0.2894191  0.00000000  0.00000000
37592871 17300246  0.2894498  1.91721709  1.20079691
37592873  1.7300248  0.2894559  2.45184081  1.44560973
37592874  1.7300249  0.2894566  2.70531310  1.21535724
37592874  1.7300250  0.2894569  2.90077790  1.31685490
10 37592875  1.7300251  0.2894570  3.08940237  1.44471990

oo N )

Son olarak, p =2,3,4,6,8,10, c =0.03, c = 0.1, h = 0.1, At = 0.01 parametre degerleri
alindi. Bu parametre degerlerine gore hata normlarinin sayisal verileri Tablo 4.26’da
gosterilmigtir. Bu tablodan acikca goriilmektedir ki: Hata degerleri beklenildig gibi kiiciik
ve hesaplama siiresince 5.2 x 1073 den daha kiiciik kalmaktadir. Ek olarak, tek solitary dal-
ganin farkli zamanlarda ve farkli p degerlerindeki hareketleri Sekil 4.13’de goriintiilenmistir.
Bu sekle gore artan p degerine gore dalganin genliide de artmaktadir. ¢ = 0 dan ¢t = 20
zamanina kadar dalga hareketi incelendiginde dalganin genlik, hiz ve seklinde herhangi bir
degisme olmadan veya ¢ok az bir degisimle saga dogru ilerledigi goriilmektedir. Yani bu

dalgalar solitary dalgadir.

Tablo 4.27°de sunulan algoritmayla daha 6nceki yontemlerle elde edilen hata normlarinin ve
korunum sabitlerinin sayisal degerlerinin kargilastirilmast yapilmistir. Bu tablodaki verilere
gore 11, I, I3 korunum sabitleri daha 6nce hesaplanan degerler ile olduk¢ca uyumludur. Hata
norm degerleri ise daha once hesaplananlara gore en iyi sonuglardan birisidir. Bu iki sonuca

gore sayisal algoritmanin etkin ve isabetli bir yontem oldugu soylenebilir.
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Tablo4.26 Tek solitary dalganin p =2,3,4,6,8,10, ¢=0.03,0.1, h=0.1, Ar=0.01 vex € [0, 100]

icin hata norm degerleri

p=2 p=3 p= p=06 p=38 p=10
c— 003 01 003 01 003 01 003 01 003 0l 003 0l
gen.— 0.7 031 029 043 038 052 052 063 060 070 066 075
Zaman

5 436 016 584 037 689 065 826 144 912 276 971  5.09
Ly x 10* 10 515 027 691 052 815 088 978 224 1080 561 11.53 13.26
15 528 036 7.08 063 835 1.08 1002 325 1108 992 1191 27.67
20 554 044 743 074 877 129 1053 451 1167 1592 1266 51.36
5 221 009 296 021 349 036 418 082 461 168 490 3.0
Lo x 10* 10 211 0.3 283 025 333 043 400 118 441 309 468  7.34
15 201 0.6 269 029 318 051 381 166 420 512 446 1439
20 416 0.19 557 034 658 061 788 222 869 788 923 2582

Tablo 4.27  Tek solitary dalganin p = 2,3,4 ve x € [0, 100] i¢in sayisal sonuglarinin kargilagtirilmasi

Methods Ly x 103 L, x 103 I )3 I
p=2 CBSC-CN [27] 163900 92400  4.4420 32990 14130
c=1 CBSC+PA-CN [27] 203000 112000  4.4400 3.2960 1.4110
h=0.2 CBSC [40] 9.3019 54371  4.4428 3.2998  1.4142
At =0.025 MEFC [43] 3.9140 2.0190 44428 32997 1.4141
=10 QBSPG [56] 3.0053 1.6874  4.4428 3.2998  1.4141
QBSC [39] 2.4155 1.0797  4.4431 33003 1.4146
EBSC [59] 2.3909 1.0647  4.4428 32998  1.4142
CBSG 2.4175 1.0809  4.4431 33003 1.4146
p=3 QBSPG [56] t=1 0.0101 0.0080  3.6775 15657  0.2268
c=03 t=5 0.0409 0.0238  3.6775 15657 0.2268
h=0.1 t=10 0.0719 0.0377  3.6775 15657  0.2268
At =0.01 CBSG t=1 0.0706 0.0514  3.6776  1.5657  0.2268
t=5 0.1702 0.0876  3.6776 15657  0.2268
t=10 0.1913 0.0779  3.6776 15657  0.2268
p=4 QBSPG [56] t=1 0.0158 0.0138  3.7592  1.7299  0.2894
c=03 t=5 0.0542 0.0382  3.7592  1.7299  0.2894
h=0.1 t=10 0.1225 0.0662 37592 1.7299  0.2894
At =0.01 CBSG t=1 0.1222 0.0983  3.7592 17300  0.2894
t=5 0.2591 0.1357 37592 17300  0.2894
t=10 0.3089 0.1444 37592 1.7300  0.2894
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4.3.3.2 IKi solitary dalganin etkilesimi

Ikinci problem olarak

2 Ci Ci
U(x,0) = ; (/’(’;—;2) sec h? {%" /m(x—xi)] (4.66)

baglangi¢ sart1 icin ¢oziimler incelendi. Bu baglangi¢ sart1 ile gen. = 2 ve gen. = 1 genlikler-

ine sahip ayn1 yonde hareket eden iki pozitif solitary dalga olusur. Burada c; ve x;, i = 1,2

keyfi sabitlerdir.

Ik olarak p =2, ¢; =4, cp =1, x; =25, x =55, h = 0.2, At = 0.025, u = 1, x € [0,250];
ikinci olarak p = 3, ¢; = 48/5, ¢ = 6/5, x; =20, x =50, h=0.1, Ar =0.01, u =1,
x € [0,120] ve tgiincii olarak p =4, ¢; = 64/3, ¢ =4/3, x; = 20, x, = 80, h = 0.125,
At =0.01, u = 1, x € [0,200] olarak se¢ilmistir. Sayisal hesaplamalar Tablo 4.28 ve Tablo
4.29’da verilmistir. Tablolardaki sonuglara gére korunum sabitlerinin baslangi¢ hesabina gore
degisimleri yeterince kiiciik ve sonuclar [56] ile olduk¢a uyumludur. iki solitary dalganin
farkli zaman adimlarindaki hareketi Sekil 4.14 ve Sekil 4.15°de grafik ¢izilerek gosterilmisgtir.
Bu grafikler gosterir ki baslangicgta biiyiik genlige sahip dalga kiiciik genlige sahip dalganin
solunda konumlandirilmigtir. Solitary dalga teorisinde de bahsedildigi gibi biiyiik genlige
sahip dalganin hiz1 daha biiyiiktiir. Bu yilizden zaman ilerledik¢e biiyiik genlikli dalganin
kiiciik genlikli dalgay1 yakaladig1 goriilmektedir. Belirli bir zaman sonra ise biiyiik genlikli
dalga kiiciik genlikli dalganin lizerine biner. Yani dalgalar aym1 yonde ilerlerken ¢arpisma
gerceklesir. Daha sonra bu iki dalga birbirinden ayrilmaya baslar. Ayrilmadan sonra biiyiik
genlikli dalga 6nde kiiciik genlikli dalga arkada olarak mevcut hiz, sekil ve genliklerini koru-

yarak yollarina devam ederler. Sonug olarak bu dalgalara solitonlardir diyebiliriz.

Tablo 4.28  Iki solitary dalganin etkilesiminin p =2, gen.=2,1, h=0.2, At =0.025 ve x € [0,250]

icin korunum sabitleri

I L I

Zaman ~ CBSG  QBSPG [56] CBSG  QBSPG [56] CBSG  QBSPG [56]
0 11.4676 11.4677 14.6290 14.6286 22.8804 22.8788
4 11.4674 11.4677 14.6287 14.6292 22.8783 22.8811
8 11.4685 11.4677 14.6360 14.6229 22.9020 22.8798
12 11.4663 11.4677 14.6257 14.6299 22.8717 22.8803
16 11.4664 11.4677 14.6260 14.6295 22.8686 22.8805
20 11.4662 11.4677 14.6253 14.6299 22.8650 22.8806
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Tablo 4.29  iki solitary dalganin etkilesiminin p = 3,4 ve gen. = 2,1 i¢in korunum sabitleri

Zaman 0 1 2 3 4 5 6
I 9.6907 9.6907 9.6906 9.6917 9.6898 9.6898 9.6901

p=3 L 129443 12.9443 12.9440  12.9489 12.9418 12.9420  12.9426
L 17.0187 17.0311 17.0324  18.0050  16.9849 16,9222  16.9557
I 8.8342 8.7559 8.7089 8.6774 8.6518 8.6322 8.6134

p=4 L 121707 11.9304  11.7871 11.6932 11.6179 11.5560  11.4992
I 14.0296 13.3472 12.9204  13.2047 12.1972 12.0924  11.9640

a b
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S 104 S 104
05 05
0.0 0.0
T T T T | T T T T T |
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
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c d
2.0 ) 2.0 )
15 1.5
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Sekil 4.14 ki solitary dalganin p =3; a)r =0, b)t =3, ¢)¢t =15, d) = 6’daki hareketi
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Sekil 4.15  1ki solitary dalganin p =4; a)t =0, b)t =2, c)t =4, d)t = 6’daki hareketi

4.3.3.3 Ardisik dalgalarin gelisimi

Son olarak,

U(x,0) = %Uo {1 —tanh(Z ;xC )} (4.67)

baslangi¢ sart1 ile birlikte ardisik dalgalarin gelisimi incelendi. Bu baslangi¢ sarti # = 0 aninda
denge seviyesinden yukarida bulunan suyun yiikseltisini belirtir. d durgun su ve derin su
arasindaki egimi temsil eder. (4.67) ile verilen denklem, x = x, noktasina yerlestirilmistir.
[1,34,35] ¢aligmalar1 ile uyumlu olmasi i¢in Uy = 0.1,u = 1/6,x. = 0,d =5,h =0.1,Ar =
0.1,x € [-36,300] alind1. Bu parametre degerlerine gore p = 2, 3,4 i¢in Galerkin yontemi ile
elde edilen korunum sabitleri ve quintik kollokasyon yontemi [83] ile Uy =0.1,u =3/2,d =
5,h=0.2,At =0.1,x € [0,250] ve p = 2 parametreleri i¢in bulunan korunum sabitleri Tablo
4.30°da gosterilmistir. Bu tabloya gore + = 0 dan ¢ = 200 zamanina kadar korunum sabit-
lerindeki degisim p degerinin artmasiyla azalmakla beraber, degisim oran1 %1.02 veya daha

kiiciik kalmaktadir. Ayrica, bu degisim miktar1 [83] de elde edilen degisim oranindan ¢ok
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daha kiiciiktiir. Ardigik dalgalarin gelisiminin hareketi ise Sekil 4.16, Sekil 4.17 ve Sekil
4.18’de gozlemlenmistir. Bu ii¢ sekilden anlasildig1 gibi # = 50 aninda x = —36 konumun-
dan baglayarak x = 10 noktas1 civarina kadar artan yiikseklikli ardisik dalgalar olusmaktadir.
t = 200 aninda ise x = —36 noktasindan x = 150 noktasina kadar artan genlikli ardigik dal-
galar olugsmaktadir. Daha sonra solitary dalganin ani bir sigrama hareketi ile genligi biiyiir ve

daha sonra dalga yok olmaya baglar.

Tablo 4.30 Ardigik dalgalarin gelisimi i¢in korunum sabitleri

Up=0.1,x0=0,d =54 =1/6,h=0.1,At =0.1,x € [~36,300]

Time I L I
4 p=2 p=3 p=4 p=2 p=3 p=4 p=2 p=3 p=4
0 3.5949 3.5949  3.5949 03344 03344 0.3344 0.0031  0.0031  0.0031
50  3.6051 3.6050  3.6049 0.3348 03350  0.3350 0.0019  0.0016  0.0015
100 3.6051 3.6050  3.6050 03348  0.3350  0.3350 0.0018  0.0016  0.0015
150  3.6050 3.6050  3.6049 03350  0.3349  0.3350 0.0017  0.0016  0.0015
200 3.6050 3.6050  3.6049 03354 03349  0.3350 0.0012  0.0016  0.0015
QBSC [83] - Up =0.1,d = 5,1 = 3/2,h = 0.2,Ar = 0.1,x € [0,250]
Time I L I
1 p=2 p=2 p=2
0 4.0000 0.3759 0.0025
50 4.8507 0.4620 0.0034
100 5.7016 0.5480 0.0042
150 6.5531 0.6341 0.0051
200  7.4055 0.7204 0.0060
0.14 - a) 0.14 4 b)
0.12 0.12
0.10 0.10 4
0.08 4 0.08 4
> 0.04 A > 0.04 A
0.02 0.02
0.00 A 0.00 A
-0.02 4 -0.02 A
e A B S S e
x x

Sekil 4.16 p=2; a)t =50, b)t =200 degerleri icin ardisik dalgalarin gelisimi
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0.12 4 0.12 4
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0.04 4 0.04 4
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-0.04 T T T T T 1 -0.04 T T T T T T 1
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X X
Sekil 4.17 p=3; a)t =50, b) t =200 degerleri icin ardisik dalgalarin gelisimi
0.14 a) 0.14 b)
0.12 4 0.12 4
0.10 4 0.10 4
0.08 4 0.08 4
E’: 0.06 4 :;: 0.06 4
=] =]
0.04 4 0.04 4
0.02 4 0.02 4
0.00 4 0.00 4
-0.02 4 -0.02 4
-0.04 T T T T T 1 -0.04 T T T T T T 1
-50 50 100 150 200 250 300 -50 0 50 100 150 200 250 300
X X

Sekil 4.18 p=4; a)t =50, b) t =200 degerleri icin ardisik dalgalarin gelisimi
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5. BOLUM
SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada, B-spline fonksiyonlara dayanan kollokasyon ve Galerkin sonlu elemanlar
yontemi kullanilarak, GEW ve GRLW denklemlerinin sayisal ¢oziimleri elde edilmisgtir.
Sayisal ¢oziim yontemleri, baglangi¢ sartinin farkli secimleri ile olusturulan tek solitary
dalga, iki ve ii¢ solitary dalganin etkilesimi, Maxwellian baslangic sart1 ile dalga olusumu
ve ardisik dalgalarin gelisimini kapsayan orneklere uygulanmigtir. Sayisal yontemlerin
etkinligini kanitlamak i¢in, L, ve L. hata normlari; /1, I, ve I3 ile ifade edilen kiitle, mo-
mentum ve enerji ile ilgili korunum sabitleri hesaplanmistir. Elde edilen hata normlarinin
sayisal degerleri oldukg¢a kii¢iik ve daha once elde edilen sayisal sonuglardan daha iyi oldugu
goriilmiistiir.  Yine, korunum sabitleri hesaplama siiresince hemen hemen sabit ve refer-
ans alman caligmalarla uyumlu bulunmustur. Sayisal yontemler ile elde edilen GEW ve
GRLW denklemlerinin ¢oziimleri grafik ¢izilerek gosterilmistir. Bu sekillere gore, elde edilen
cOzlimlerin solitary dalgalar ve solitonlar oldugu goriilmiistiir. Sonug olarak, sayisal algorit-
malarin GEW ve GRLW denklemlerinin solitary dalga ¢oziimlerini elde etmede daha basarili
ve daha etkilidir. Sayisal algoritmalar, benzer yapidaki lineer olmayan problemlerin sayisal

cOziimlerini elde etmede giivenilir bir sekilde kullanilabilecegi diisliniilmektedir.
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