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OZET

Graf spektrasi, tizerinde tanimlanan M matrisinin 6z deger ¢alismalaridir. Literatiirde
M-teori olarak da bilinir. Bu teoride graf enerjileri problemleri son yillarda
aragtirmacilarin ilgisini ¢ekmistir. Graf enerjisi; lizerinde tamimlanan graf matrislerine
gore graf enerjisi isimlendirilmis olup Seidel enerji ¢alismalari ile ilgili ilk ciddi ¢alisma

2012 yilinda Haemers tarafindan yapilmustir.

Bu tez calismasinda W.H. Haemers’in “Seidel switching and graph energy” ve E.
Ghorbani’ nin “On eigenvalues of Seidel matrices and Haemers’ conjecture” isimli
makalelerden ilham alinarak Seidel enerji ile ilgili bu zamana kadar yapilan ¢alismalar

derlenmistir.
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ABSTRACT

Graf spectra is a study of eigenvalues related to M graph matrix. This theory is known
as M-theory in literature. In this theory, the problems of graph energy have attracted the
interest of researchers in recent years. Graph energy is named according to graph
matrices such as ordinary (adjacency) energy, Laplacian energy, etc. Although there are
many papers about these energies, the first critical study about Seidel energy has been

done by Haemers in 2012.

In this thesis work, it has been compiled the studies related to Seidel energy taking
inspiration from the papers by W.H.Haemers: “Seidel switching and graph energy” and

by E. Ghorbani: “On eigenvalues of Seidel matrices and Haemers’ conjecture”.
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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

G=(V,E) V noktali E kenarli bir G grafi

i~j I noktasinin j noktasina komsulugu

deg(v) Derece

K, Tam Graf

P, Yol Graf

C. Devirli Graf

Sn Yildiz Graf

Ko Iki Parcali Graf

A(G) Komgsuluk Matrisi

S(G) Seidel Matrisi

£(S(@) Seidel Enerji

£(G) Enerji

detS(G) Seidel Matrisinin determinanti

M, (R) Elemanlar1 R cisminde olan nxn Tipinde Matris
SM,(R) Elemanlar1 R cisminde olan nxn Tipinde Simetrik Matris
A(G) Maksimum Derece

6(G) Minimum Derece

p(4) A matrisinin spektral yarigapi

Ay Karakteristik polinom

ey Bir G grafin komsuluk matrisinin n. 6z degeri
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0, Bir G grafin Seidel matrisinin n. 6z degeri

AL (O) Parametre

g4(1) A matrisinin 6z uzayi

G G grafinin tamamlayicisi (complement)

F[X] Katsayilar1 F cisminde olan polinomlarin vektér uzay:
[|1A]l1 Bir A matrisinin maksimum satir normu

14]l., Bir A matrisinin maksimum siitun normu



1.BOLUM
GIRIS

G bir graf olmak tizere G nin komsuluk matrisine gére singiiler degerlerinin toplamina
grafin enerjisi denir. Graflarin enerji tamimu 1978 yilinda Ivan Gutman tarafindan ortaya
atilmigtir [1]. Enerji ile ilgili birgok problemleri de ortaya ¢ikarmistir. Bu problemlerden
en temel olanlarmdan biri de hangi tiirden graflarin minimal enerjili veya maksimal
enerjili oldugunun tespitidir [2]. Ayrica literatiirde graf enerjileri ile ilgili bir ¢ok (alt

veya list) sinirlar da elde edilmistir [3].

G bir graf olmak lizere G nin Seidel matrisi sirasiyla A komsuluk matrisi, J biitiin

elemanlar1 1 olan matris ve [ birim matris olmak iizere
S(G)Y=1+24-]

bi¢iminde tamimlanir. G nin Seidel enerjisi SE(G), G nin Seidel matrisinin singiiler
degerlerinin toplami olarak tanimlanir. Normal graf enerjisinde oldugu gibi hangi tiirden
graflar igin Seidel enerji maksimum ve minimum olur sorusu da gegerlidir. Seidel enerji
ile ¢alismalar ¢ok az literatirde bulunmaktadir. Bu c¢alismalardan en énemli olam
Haemers’ in 2012 yilinda yayinlanan makalesidir. Haemers [4] makalesinde minimum
Seidel enerjili graflarin tam graf oldugu varsayiminda bulunmustur. Ayrica genel graflar
i¢in oldukga yakin bir alt sinir ve bir iist sinir da vermistir. Konu ile simdiye kadar pek
az c¢alisma yer almaktadir. Her ne kadar Seidel matrisi ile ilgili ¢alisma yapilsa da
Haemers’ in varsaymmi heniiz ispatlanamamustir. Ancak bazi 6zel kosullar altinda
varsayimin olumlu cevaba sahip oldugu gosterilmistir. Ghorbani [5], G bir graf ve S(G)
Seidel matrisi olmak tizere S(G) nin determinantinin n — 1 den biiyiik olmas1 kosulu
alina KKT (Karush-Kuhn-Tucker) metodundan yararlanarak varsayimi ispatlamstir.

Diger durumlar hala agiktir.

Bu tezde Seidel enerji ile ilgili bu zamana kadar yapilan ¢alismalar kapsamli bir
bigimde derlenecektir. Tezin 2. bsliimiinde, graf teorisinde bazi tanimlar, lineer cebir alt
yapist ve bazi iyi bilinen esitsizliklere yer verilmistir. 3. b6liim Seidel matrisi, Seidel

anahtarlama ve uygulamalar1 kapsamaktadir. 4. béliimde Seidel enerji, normal enerji ve



Seidel enerji lizerine alt ve list sinirlara yer verilmistir. Son béliimde ise sonug ve

Onerilere yer verilmistir.



2.BOLUM
ON BILGILER
2.1. Graf Teoride Bazi Kavramlar

Tanm 2.1.1. ¢ = (V, E) basit graf olsun. Sirasiyla V(G) ve E(G) tarafindan G nin tiim
noktalar ve kenarlar kiimesini belirtmektedir. u, v € V(G) olsun. e = uv olmak iizere u
ve v bitis noktalar1 ile G nin kenar noktalar1 anlamina gelir. G grafinin mertebesi nokta
sayisini gosterir. Ustelik e = uv ise u noktasi v noktasina komsudur denir ve u~v ile

gosterilir. Bir # noktasinin komsuluk kiimesi
w=1{v EV:u~v}
bigimindedir.

Tanmm 2.1.2. ¢ = (V,E) bir graf ve v € V olsun. v noktasina komsu olan noktalarin
sayisina derece denir ve deg(v) ya da d,, ile gosterilir. vy, v,, -, v, noktalar1 G =

(V, E) grafinin noktalar1 olmak tizere maksimum ve minimum dereceleri
A(G) = max{deg(v;):1 <i < n}

ve

6(G) = min{deg(v;):1 < i < n}

olarak tanimlanir. Bir grafin biitiin noktalarinin derecesi k olan grafa k-diizenli graf

denir. n noktal1 bir grafta k = n — 1 ise grafa tam graf denir.
Tanmm 2.1.3. G ve H iki graf olsun. G ve H grafinin kartezyen garpimi
GxXH ={(w,v): ueV(G)vev eV(H)}

ile gosterilir. Burada, (u, v)~(u’,v") komsu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul u = u’ ve
g

vv' € E(H) veyav = v' ve uu’ € E(G) dir.

(V8]



Tamm 2.1.4. ki noktay: birlestiren birden fazla kenar varsa bunlara ¢oklu kenar
(multiple edge), bir noktay1 kendine birlestiren bir kenara da ilmek (loop) denir. Bu iki

tiir kenar1 olmayan grafa basit graf denir.

Sekil 2.1. Coklu kenar ve dongiiye sahip kenar

Tanim 2.1.5. Bir noktanin derecesi sifir ise bu noktaya ayrik nokta (isolated vertex) ve

derecesi 1 ise noktaya pendant nokta denir.

Tanim 2.1.6. Bir G grafimin tamlayan: (complement) G ile gosterilir ve G de komsu

olan (komsu olmayan) noktalar G de komsu olmayan (komsu olan) noktalardr.

Teorem 2.1.7. Bir G grafinda d;, i noktasinin derecesi ve e , grafin kenar sayis1 olmak

lzere

di=Ze

n
=1
dir [6].

Tanmm 2.1.8. Herhangi iki noktasi bir yol (path) olusturan G grafina baglantili

(connected) graf denir. En az bir nokta ¢ifti arasinda yol yoksa grafa baglantisiz graf

denir.

Tanim 2.1.9. n noktali k —diizenli bos ya da tam olmayan bir G grafi (n, k,s,71)
parametreleriyle birlikte agsagidaki kosullart saglarsa giiglii diizenli (strongly regular)

graf olarak isimlendirilir.



a. Birbirine komsu olacak bigimde tiim nokta ¢iftleri s > 0 adet ayn1 sayida
ortak komsuluga sahiptir.

b. Birbirine komsu olmayan tiim nokta ¢iftleri de r > 0 adet aym sayida ortak
komsuluga sahiptir.

c. Egerr =0 ise G tam graflarin ayrik birlesimidir. 7 # 0 ve G tam olmayan

graf ise G nin 6z degerleri k ve
X2+ -s)x+(r—-k)=0 2.1

kuadratik denkleminin koékleri olur.

n-1 n-5 n-1
4 )

Tanm 2.1.10. (n,T, ——) parametreye sahip gii¢lii diizenli grafa konferans

(conference) graf denir.

Tanim 2.1.11. V={1,2,3,...,n} ve E ={{1,2},{2,3},...,{n—1,n},{n,1}} olacak
bi¢imdeki C,, (V, E') grafina dongii (cycle) graf denir.

Tanim 2.1.12. G grafi n noktaya ve m kenara sahip bir graf olmak {izere

i. m=n-—1ise G biraga¢ (tree)
i. m =nise tek dongilii (unicyclic)
iii. m=n+1ise ¢ift dongilii (bicyclic)

iv.  Enaziki agacin ayrik birlesimlerine orman (forest) denir.

Tanmim 2.1.13. G grafinda alinan keyfi iki nokta ¢ifti arasindaki maksimum uzakliga
G’nin ¢apr (diameter) denir ve diam(G) bigiminde gosterilir. Bir u noktasinin dis
merkezligi &(u) = max,eyd(u,v) ve G’ nin yarngapt 7(G) = mingepe(u) ile
gosterilir. Ustelik bir grafin merkezi r(G)’ ye esit olan graf dis merkezliklerinin kiimesi

olarak tanimlanir.
2.2. Lineer Cebir Alt Yapisi

Tanmm 2.2.1. A matrisi F cismi {izerinde bir nXn matris olsun. / birim matris olmak
lzere xI — A, matrisi A nin karakteristik matrisi ve Ay= det(x] — A) karakteristik
polinomu olarak adlandirilir. det(4 — xI) = 0 denkleminin kéklerine A matrisinin 6z

degerleri denir. Bu tanim su sekilde de ifade edilebilir:
5



A € M, olmak iizere AX = AX denklemini saglayan bir A skaleri varsa 0 # X vektoriine
A nin 6z vektorii denir. A skalerine de &z deger denir. Ustelik bir A matrisinin

karakteristik polinomu
K,(1) =det(A — Al
dir [7].

Onerme 2.2.2. A € M,, kare matrisi ve 6z degerleri 44,45, ..., 4, olsun. Bu durumda

iz(A) = zn: A

ve
n
det(A) = Hzi
i=1
dir [8].

Tamm 2.2.3. Eger A € M, ,(C) ise, 0o zaman A*A’nin 6z degerleri A;(A"A) olmak

uzere

/A,(A*A) G=12..,n)

sayilarina A matrisinin singiiler degerleri denir ve o; ile gosterilir. Yani

dir. Burada dikkat edilirse A*A ‘nin maksimum 6z degerinin karekokiine A matrisinin

spektral normu denir. Yani

IAlls = {4 * A'nin maksimum 6z degeri}%

= JmaxA;(A * A)

bi¢iminde de ifade edebiliriz.



Tanim 2.2.4. A matrisi F cismi tizerinde herhangi bir nXn matris olsun. Bu durumda

i Ay=X"—tr(A)X™ 1 + - 4+ (—1)"det(4).
ii. A ve A" aym karakteristik polinomlara sahiptir.
iii.  F tzerinde herhangi nxn tipinde bir P matrisi i¢in ters ¢evrilebilir, A matrisleri

ve P~ AP aymi karakteristik polinomlara sahiptir [7].
Tanim 2.2.5. A matrisi F cismi tizerinde bir nxn matris olsun. Bir ¢ 6z degeri i¢in,
A-=chHX =0

homojen sistemin ¢6ziim uzayina c ye Karsilik gelen 6z uzay denir. Baska bir ifade ile A
nxn tipinde matrisinin bos uzayr Null(A) = {x € C*: Ax = 0} ve A, 4 matrisinin &6z

degeri olmak tizere A nin 6z uzay1

g4(1) = Null(A— AD)

bi¢ciminde de gosterilebilir [7].

Onerme 2.2.6. A matrisi bir F cismi lizerinde nxn matris olsun.

1. ¢, A nn bir 6z degeri ise herhangi bir f € F[X] polinomu i¢in f(c) de f (A) nin
0z degeridir ve c ile iliskilendirilmis A min keyfi bir 6z vektorii f(c) ile
iliskilendirilmis f (A) mn bir 6z vektoridiir.

ii. A matrisi tersinir matris ise A nmin her 6z degeri sifirdan farklidir ve

a. ¢ nin A nin bir 6z degeri olmasi igin gerek ve yeter kosul ¢~!, A~! nin bir 6z
degeridir.
b. X vektoriiniin ¢ ile iliskilendirilmis A min bir 6z vektorii olmast igin gerek ve

yeter kosul X, ¢ ile iliskilendirilmis A™* mn bir 6z vektoriidiir [7].

Tanim 2.2.7. A matrisinin bir A 6z degerinin geometrik katlilig1 £4(1) nin boyutudur. 4
matrisinin bir A 6z degerinin cebirsel katlilig1 p, karakteristik polinomunun kékii olarak

A nin sayisidir.

Ornek 2.2.8.



2 -1
1 0
0z degerine sahiptir. O halde bu 6z degerin cebirsel kat1 2 dir.

A= [ | matrisini alalim. p, = det(4 — L) = (2~ 1)2 olup A matrisi 2 Katl bir

A-mL=[7 7]

matrisi alinip bu matrisin bos uzayi tek [_11] vektorii tarafindan retilir. Dolayisiyla,
_ -1

Null(A - (-D1,) = {] ) |}

dir ve boylece geometrik kati 1 dir.

Teorem 2.2.9. A, A nin bir 6z degeri olsun. O zaman A nin geometrik katlilig1 cebirsel

katliligin1 agsamaz [7].

Ispat: A nin geometrik katlilig: 7 olsun. O zaman E; 6z uzayl r tane vy, ..., v, lineer

bagimsiz 6z vektor kapsar. Bu {v;} bazini, V nin bir bazin1 {vy, ..., v, wy, ..., w,.} bazina

tamamlanarak
T(vy) = Avy
T(v;) = v,
T(v,) = Av,

T(Wl) = allvl + + alrvr + b11W1 + s Rig + blSWS
T(wy) = az vy + -+ azp vy + byywy + -+ + byw,

T(ws) = asqvy + -+ ag v + bgywy + -+ + bgowg

elde edilir. Yukaridaki baza gére T nin matrisi, A = (q; j)T ve B = (b; j)T olmak tizere



(A 0 0 l a;; 421 agq

0 2 0 | a, Q2 asz

0 |

0 0 Al ay G G| g g
o I T e "

0 O 0 | b bz by1

0 0 0 | by b b,

0 0 0 I bls b2$ brsJ
bi¢imindedir.

M bir blok tiggensel matris oldugundan Al. nin 6z polinomu, M blok matrisinin
polinomunu ve dolayistyla T nin polinomunu béler. O halde, T operatorii igin A nin

cebirsel kathilig1 en az r dir.

Teorem 2.2.10. Farkl1 6z degerlere karsilik gelen 6z vektorler lineer bagimsizdir [7].
Tanim 2.2.11. A € M,, olmak {izere

p(4) = max{|Al: 1, A'mn ozdegeri}

kiimesine A matrisinin spektral yarigapi denir.

Tanim 2.2.12. Bir A = (ai j) matrisi verilsin

i) Eslenik transpozu A* = a;;

—T
ii) Hermit transpozu A¥ = A
iii)) A"A = AA" ise A ya normal matris denir.
iv) B matrisi ayn1 boyutta bir matris olmak tizere B = P"1AP olacak bigimde

tersinir bir P matrisi varsa A ve B’ ye benzerdir denir [9].

Teorem 2.2.13. A ve B normal matrisler olmak tlizere AB = BA ise buradan U birimsel

matris olacak bigimde U*AU ve U*BU kosegen matrisleri vardir [9].

Teorem 2.2.14. A = (a;;) € M,, matrisinin 6z degerleri 44, ..., 4, olsun. Bu durumda

asagidakiler denktir.

i.  Anormal matris



ii. A birimsel kosegenlestirilebilir
2
ii. }fj=1lal~j| =Yr 42

iv. A matrisinin n 6z vektdrlerinin bir ortonormal kiimesi vardir [9].

2.3. Bazi Onemli Esitsizlikler ve Matris Esitsizlikleri
Teorem 2.3.1. (Rayleigh Prensibi)

A nXn tipinde bir simetrik matris ve 6z degerleri p; = p, = -+ > p, biciminde

siralansin. Belirli bir x vektorii i¢in Rayleigh orani tim 0 # x € R" icin

xAxt

RA(X) = xxt

olmak {iizere

p1 = RA(X) = Pn
dir [10].

Teorem 2.3.2. (Arada olma) Eger B,,«m matrisi 6z degerleri 4, > 1, ...> 4, 6z

degerleri ile A’ nin bir alt matrisi olmak tizere k = 1, ...,n i¢in
Pk = Ak 2 Pr—mrk

dir [11].

Teorem 2.3.3. (Ky Fan Esitsizligi)

A, B ve C nXn kare matrisler ve A + B = C olmak iizere

n n n

D s+ ) sB) = Y si(©)
i=1 .

=1 =1

dir. Esitsizligin saglanmasi igin ancak ve ancak P ortogonal bir matris olmak iizere, PA

ve PB her ikisi de pozitif yar1 tanimli (semi definite) matristir [12].

10



Teorem 2.3.4. nxm tipinde reel bir Q matrisi ve nxn tipinde reel, simetrik bir A4
matrisi verilsin. QTQ =1 olsun. A matrisinin 6z degerleri a; > - > a, ve QTAQ

matrisinin 6z degerleri f; = -+ > 8, ise Vi € {1, ..., m} icin
Un-m+i < Pi < @
esitsizlikleri saglanir [13].

Teorem 2.3.5. i €1,..,n igin x; = 0, Varsayalm ki baz1 x; >0 ve a; > 0 icin

Z?ﬂ% = 1 saglansin. O halde,

1

= n
Z?:]_ alxlz n
exp|2|1 ———m— X = apx;
i=1 =t

1

Hipotez i €1,..,n i¢in n>2, x;, =0 ve a; >0, “tia; =1 daha fazla

bahsedilmeden bu not boyunca saglanir [14].

Teorem 2.3.6. (AM-QM esitsizligi) Aritmetik ortalama ve kuadratik ortalama arasinda

p1tpzt -t py <\/,[712“|‘.022---"'.1)n2
n - n

esitsizligi saglanir [15].

Tamm 2.3.7. (Discrete Holder esitsizligi) Eger p > 1 ve % + é =1 ise;

n n 1/ n
D lahel < (Zlam) ,, (thqu)
k=1 k=1 k=1

dir [15].

l/q

Tanim 2.3.8. (Cauchy-Schwarz esitsizligi) a,,a,, ..., a,, by, b, ..., b, reel sayilar icin,

n n n
Dlad = Yl Y bl
k=1 k=1 k=1

11



dir [15].

Tanmm 2.3.9. (Chebysev esitsizligi) a; > a, > - > a, ve b = b, = -+ > b, olsun.

n

Zlakbkl > Ck=1lax) Xk=11bk D
k=1

a, =a, =--=a,veb; = b, =+ = b, ancak ve ancak her iki esitlik gecerlidir [15].

Tanim 2.3.10. (Logaritma esitsizligi) x > 0 olmak tizere;
Inx<x-1

dir [15].

Tanmm 2.3.11. (Kuvvet-Ortalama esitsizligi) k, , k, reel sayilar ve a,,a,,..

pozitif reel sayilar olmak lizere k; < k, igin;

k:/alkl +ak1 4+ -+ a,fr _ "ZJalkz +a,*2 + -+ a2
n B n

dir [15].

Tanmm 2.3.12. (Cauchy esitsizligi) Tiim a ve b reel sayilari igin,

a? b?

<

ab < 5 + >
dir [15].

12
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3.BOLUM
SEIDEL MATRISi VE SEIDEL ANAHTARLAMA
3.1. Seidel Matrisi

Tanmm 3.1.1. G = (V, E) bir graf olmak iizere elemanlar:

_ { 1, f~]
Aij = 0, diger durumlarda

bigiminde tanimhi A(G) = (al-' j) matrisine grafin komsuluk matrisi denir.
G nin S(G) = (s;;) Seidel matrisi; elemanlar
0 ;i=j
Si, j= { 1 ; l~]
-1 ;i+j

olan nxn bi¢iminde matristir. Diger bir ifadeyle, J biitiin elemanlar1 1 olan matris ve I

birim matris olmak {izere
S(G)=1+24—-] =A(G) — A(G)

bi¢iminde de tanimlanabilir [16].

Sekil 3.1.

Yukaridaki figiir i¢in Seidel matrisi



r 0
1
=1
o !
1
L—1

S(G) =

bi¢imindedir.

1

0

1
—1
-1

=1
1
0
1

-1

-]
-1
1
0
1
-1

1
-1
=1

0
1

—17

-1
1
0 4

Not 3.1.2. ¢ grafinin tamamlayicist (complement) da ayni matristir.

Not 3.1.3. G bir graf olmak tizere G nin 6z degerleri A, 45, ..., 4,, bigiminde gosterilip

Ay = Ay = -+ = A, bigiminde siralanir.

Diger taraftan G nin Seidel matrisine gore 6z degerleri de 0,, 0, ..., 8,, Seidel 6z

degerleri olarak tanimlanir ve 8, > 8, > --- > 6, seklinde gosterilir.

Not 3.1.4. G grafinin A keyfi bir 6z degerleri olmak tizere |1| < A(G) esitsizligi iyi

bilinir.

Tamm 3.1.5. G grafi n noktal1 bir graf ve A komsuluk matrisi olsun. A min 6z degerleri

Ay = 45 ... = 4, oldugunu kabul edelim. G grafinin (normal) enerjisi

£(G) = iw

olarak tanimlanir. Benzer bir tanim S(G) matrisinin 6z degerleri 84, 6,, ..., 6,, olmak

tizere Seidel enerji

SEG) = ) oy
i=1

olarak tanimlanir.

Normal enerji i¢in literatiirde yer alan bazi sinirlar asagida verilmistir:

1- m kenarl1 bir G grafi i¢in

2Vm < £(G) < 2m

14



dir. Soldaki esitlik i¢in ancak ve ancak G’ nin ab = m olacak bigimde bir K, ;, keyfi
izole noktalar1 igeren iki par¢ali tam graf olmasidir. Sagdaki esitlik i¢in ancak ve

ancak G nin bazi izole noktalar ile birlikte K, tam grafinin m adet kopyasidir [17].

2- G, n noktali bir graf olsun. Bu durumda

E@) <5 (Vn+1) (3.2)

dir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul G’ nin (n, nzﬁ, nfﬁ, nfﬁ)

parametrelere sahip gli¢lii diizenli bir graf olmasidir [3].

3- . (Koolen--Moulton) G bir graf olsun. 2m > n olmak iizere

EG) ==+ \/ (n—1)(2m - (ZT’") 2) (3.3)

esitsizligi saglanir [3].
3.2. Seidel Anahtarlama ve Uygulamalari

Tanim 3.2.1. G grafinin nokta kiimesine X diyelim ve Y € X olsun. Y ye uygun Seidel
anahtarlama Y ve X \ Y arasinda komsu olan ve komsu olmayan noktalar1 degistirilerek

elde edilen islemdir ki burada Y ve X \ Y i¢inde komsuluklar degismeyecektir [5].

Tanim 3.2.2. Simetrik bir A matrisinin satir ve siitunlar1 bir V kiimesi ile indekslenmis
olsun. Kabul edelim ki V kiimesi V3, V5, ..., V,, olan m —simifa pargalanmis olsun. Bu

durumda V' nin uygun siralanmasi ile her bir 4; ; kdsegen blogu simetrik olacak bigimde

Al,l e Al,m
A=| 1w (34)

matrisi yazilabilir. (3.4) de ki pargalanma igin her bir A; ; blogu sabit bir satir ve siitun
toplamina sahipse pargalanmaya adil (equitable) parcalans denir. b;j, verilen
par¢alanmaya gére A;; bloklari i¢in satir toplamlarmi gostermek iizere B = (b; i)

matrisine boliim matrisi denir [4].

Tanmm 3.2.3. Bir 4 matrisinin uygun adil par¢alanmasi ile elde edilen boliim matrisi

B = (b;;) olmak lizere B matrisinin spektrumu 4 nin spektrumu tarafindan kapsanir [4].

~
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Not 3.2.4. V, G nin nokta kiimesi olsun. V iki U; ve U, alt kiimelerine parcalansin.
{U,, U} e uygun Seidel anahtarlama V tizerinde U,’ yi sabit birakan ve Uj ile iiretilen
alt graf alinarak uygulanan bir islemdir. Burada U; ve U, arasindaki tiim kenarlar

silinir ve grafta mevcut olmayan tiim kenarlar U; ve U, arasinda eklenir. Boylece

A A
=" 2]

T
2 A3

matrisi G nin komsuluk matrisi olmak {iizere Seidel anahtarlamadan sonra grafin

komsuluk matrisi
A —A
A = [ 1 . J 2]
] — Az Az
bigiminde olur [4].

Not 3.2.5. Seidel anahtarlama graflar {izerinde bir denklik bagintisidir [4].

Sonug 3.2.6. {U,, U,} nin adil pargalama oldugunu varsayalim. Eger U,’ deki her nokta
U’ deki noktalarin tam olarak yarisina komsu ise B ve B’ boliim matrisleri esittir. Yani

A ve A" matrislerinin ayn1 6z degerlere sahiptir [4].

Ornek 3.2.7.

Sekil 3.2. G grafi ve iki adil pargalanis

16



g

_ O R RO

matirisi G grafinin komsuluk matrisidir. Yukarida verilen G

R OR OO R
R OR OO R
RO R OO R

O R O R RO
O R OR RO
| W— J

L0
grafimn iki adil parcalamisi; []:{1,3},{2,4},{5,6} ve []:{1,2},{3,4,5,6} olur. Bu

parcalanislarin boliim matrisleri;

1 1 1
Bp=(1 1 1] ve By, = [1 é] seklinde boliim matrisleri elde edilir.
1 1 1
A matrisinin spektrumlari; 0., 0., 0., 0., 3., -3. tiir.
By matrisinin spektrumlari; 0., 0., 3. tiir. By, matrisinin spektrumlari; 0., 3. tiir.

O halde 6rnekte de goriildiigii gibi A matrisinin spektrumu By ve By, matrislerinin

spektrumunu kapsar.

Ornek 3.2.7.

Sekil 3.3. Seidel Anahtarlama Ornekleri
17



Seidel anahtarlama tarafindan ilgili olan bir denklik iliskisi oldugunu ve denklik

siniflarina anahtarlama siniflar1 denir.

4 noktalar tizerinde graflarin siniflarini anahtarlama:

] O : I D O
o o _ s ~ C
o e

B 7 4

Sekil 3.4. Denklik Siniflarinda Seidel Anahtarlama

Sonug olarak; anahtarlama altinda es deger graflar ayn1 Seidel 6z degerlere sahiptir [16].

( 0 1 -1 -1 1 -1 0 -1 1 -1 -1 -1
1 0 1 -1 -1 1 -1 0 1 I =1 =l
-1 1 0 1 -1 1 1 1 0 -1 -1 -1
-1 -1 1 0 1 -1 -1 1 -1 0 -1 -1

l =1 = 1 0 1 —=1 =1 =1 <1 =1
-1 1 1 -1 1 0 - -1 -1 -1 -1 -1 0/

Sekil 3.5. Seidel Anahtarlama ve Seidel Matrisi

18



4.BOLUM
SEIDEL ENERJi UZERINE

Teorem 4.1. G bir graf olmak iizere

SE(G) > 2n(n—1) 4.1)
dir [4].

Teorem 4.2. G bir graf olmak iizere

SEG) <nVn—-1 (4.2)
dir [4].

Teorem 4.3. G n noktali m kenarl bir graf ve P = |detS(G)| olsun. Buradan

J (n% —n) + n(n — 1)Pa < SE(G) < /a(% —n) 4.3)

dir [4].

Varsayim 4.4. Her G grafi igin,

SE(G) = SE(K,,) (4.4)

dir [4]

Yukaridaki varsayimi su sekilde de ifade etmek miimkiindiir:

K, tam graf olmak tizere minimum Seidel enerjili graflar tam graflardir. S(K,,) =1 —J

olup Spec(S(K,)) ={1—-n, M} oldugunu gérmek kolaydir. O halde (4.4)
n—-1

esitsizligini SE(G) = 2n — 2 bigiminde de gosterebiliriz.

Ghorbani [5], Karush-Kuhn Tucker (KKT) metodunu kullanarak asagidaki teoremi ispat

etmistir.
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Teorem 4.5. [5] G n noktali bir graf olsun. S(G) matrisinin 6z degerleri 6y, 65, ...

dir. Bu durumda asagidakiler denktir:

1- |detS(G)|=n—-1
2- Herhangi 0 < a < 2 igin

61]% 4+ 16p|* 2 (n = 1)* + (n— 1)

1

ee e 1
3 lim (BBt g g,

a-0*t

»On

Bu teorem ile (4.4) deki konjektiiriin Seidel determinanti n-1 den biiyiik olmas1 kosulu

altinda ispat edilmis olur. Ancak diger kisim hala agik bir problemdir.

Sonu¢ 4.6. G bir graf olmak tizere, Teorem 4.5. deki 1. ve 2. durumlarindan agik¢a

goriiliiyor. |detS(G)| =n — 1 ise

SEG) =22n-2

dir [4].

Dolayisiyla |detS(G)| < n — 1 igin problem agiktir.
Lemma 4.7. n noktali herhangi bir G grafi i¢in

1- 0,(G)2++60,(G0)*=Mn-1D>+n-1)
2 Hl(G)4 + o+ Qn(G)4 < el(Kn)4 5 Jiad en(Kn)4

=(n-1D*+(n-1)

3- max 6;(G)? < max 6;(K,)? = (n—1)?
1<isn 1<isn

saglanir [5].
Tanim 4.8. Her C € M,,(R) matrisi i¢in, A, (C) ifadesi
Ay (C) = XalAl*

olarak tanimlanir [18].

20
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Teorem 4.9. [18] G, n noktali p-diizenli grafi (-1,0) aralifinda hicbir komsuluk 6z

degeri bulunmayan bir graf olsun. p # =1 Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir.
2

i. Eger0<a<2ise A (S(6) 2 Ag(S(Kp) = (n—1)*+ (n—1).
ii. Eger2 <a<4iseA (S(6)) < A(S(K) =m—1)*+(n—1).

Sonug 4.10. G, n noktal1 p-diizenli graf ve p # 222 olsun. Eger G grafi (-1,0) araliginda
2

hi¢bir komguluk 6z degere sahip degilse (4.1) varsayimi dogrudur [18].

Not 4.11. G, n noktali bir p-diizenli graf olsun. Varsayalim ki Spec(G) =
{A1, 22, .., 2.} ve Spec(G) = {uy, Uz, ..., 1y} olsun. Teorem 4.9° dan , 2<i<n icin
Ai=p, pp=n—p—1 ve yy; =—1—24 esitlikleri gorilir. S(G) =A(G)—A(G)
oldugundan Spec(S(G)) ={n-2p-1,-22,-1,..,—-21,—1}. Ustelik 0€
Spec(S(G)) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul p = -n;—l olmasidir. Boylece p = 1;—1, her

a igin A,(S(G)) olarak tanimlayabiliriz [18].
Varsayim 4.12. Her G grafi i¢in, S€(G) = €(G) dir [18].

Teorem 4.13. G, n noktali bir p-diizenli graf olsun. Eger SE(G) = £(K,,) ise SE(G) >
€(G) dir [18].

Sonu¢ 4.14. G, n noktalt bir p-diizenli graf ve p # nT_l olsun. Eger G grafi (-1,0)
araliginda hi¢bir komsuluk 6z degere sahip degilse SE(G) = €(G) dir [18].

Teorem 4.15. G, n noktal1 bir p-diizenli graf ve p < 222 olsun. Eger G grafi (-1, _—
4 3

araliginda higbir komsuluk 6z degere sahip degil ve G grafinin her 6z degeri sifirdan

farkli ise
SE(G) = E(G)
dir [18].

Teorem 4.16. G, n noktali ve m kenarli baglantili bir graf ise, esitsizligi

SS(G)s|n—1—47"‘|+\/(n—1)(n2—n—(n—1-i‘nﬁ)2) (4.8)
21



alinur [19].

Bu teoremde ifade edilen iist sinirin dogru olmadig: [20] da asagidaki belirtildigi gibi

gosterilerek diizeltilmistir. Ornegin,

Sekil 4.1.
Sekildeki grafin Seidel enerjisi = 13,416 iken, (4.8) de verilen iist sinir ~ 13,041 dir.
Lemma 4.17. G n noktali m kenarh bir graf ve 6zdegerleri 6, > 6, > -+ > 6,, olsun.
HnSn—l—innlS‘% -2
dir [20].

Teorem 4.18. G n noktali m kenarli bir graf olsun.

SEG) < (n—1)+Vn— 1J(n—1)2 +(n— 1)—(71—1—1*-’2)2 (4.10)

n
esitlifinin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul G = K, dir [20].

Teorem 4.19. ¢ n noktalt m kenarli bir graf olsun.

|SE(G) — E(G)] ZJn(n— 1) +2m—2/2mn(n—-1) (4.11)

esitliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul G = K,, dir [20].
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Lemma 4.20. A keyfi dikdortgensel bir matris ve singiiler degerleri o,(4) > - >

0y (A) siralanmis olsun. Bu durumda

1

0 (4) = (2ereata) ) (4.12)

esitsizligi saglanir [9].

Lemma 4.21. S Seidel matrisi ve 6z degerleri 84, ..., 8, olmak iizere 8 = max{|6;|}
2

alalim. Bu durumda

Vn—-1<6<n-1 (4.13)

esitsizligi saglanir.

Ispat: (4.12) esitsizliginden ve Seidel matrisin tanimindan alt sinr kolayca elde edilir.
Diger taraftan keyfi bir A matrisinin spektral yarigap1 p olmak iizere p < ||4|| esitsizligi
iyi bilinir. S i¢in maksimum satir normu alinirsa bu esitsizlik kullanilarak iist sinirda

kolaylikla elde edilir.

Bu kisimdan sonra her ne kadar literatiirdeki alt veya iist simirlardan ¢ok daha iyi

olmamasina karsilik temel esitsizlikler kullanilarak asagidaki sonuglar elde edilmistir.

Teorem 4.22. S, bir G bir grafinin Seidel matrisi ve 84, 6,, ..., 8, 6z degerleri verilsin.

0 = max|#;| alalim. Bu durumda
L

SEGE) <sn—1+yn(n—-1)—n—-1/n-1 (4.14)
dir.
Ispat: Seidel enerji tanimindan
SE(6) = X416
=6 + Xi,|64

Cauchy Schwarz esitsizliginden



SEG) <0 +Vn—1X1,|0:]? (4.15)
esitsizligi elde edilir. (4.6) da ki esitsizlikten,
SEG)<O0+(n(n—1)—-6%)Vn-1

elde edilir. Boylece (4.13) esitsizliklerinden

SEGE)<n—1+n(n—-1)—-n-1Vn—-1
esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.23. ¢ n noktalt m kenarli bir graf olmak iizere

n?(n-1)+8mn(n—1)—-16m?2
) (4.16)

SEG)<n—1+ (";”\/

esitsizligi saglanir.

Ispat: (4.15) esitsizligini diisinerek Lemma 4.17 ve Lemma 4.21 deki esitsizlikleri

kullanarak,

SS(G)Sn—1+\/n(n—1)—(n—1——47m)2\/m

=n—-1+ \/n(n -1)— [(n —-1)2 - 8m(:_1) + 16m2] Vn—-1

n2

n(n-1) n2(n-1)2

=n-—1+(n—1)\/%—1+ o SOV T

16m?2
n2(n-1)

=n—1+(n—1)\/n—(n—1)+87m+

- 2(n— L >
=n-—1 +(n 1)\/11 (n—1)+8mn(n-1)—16m

n (n-1)
esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.24. G n noktal1 bir graf ve spektral yarigap: 8 olmak iizere

24



SEG) = Vn—1+ |%2 (4.17)

61
dir.
Ispat: Enerji tammindan
SE(G) = Xi4l64
= 6; + Xi=20il

olarak yazilabilir. Geometrik-Aritmetik Ortalama (GM- AM) esitsizliginden ve Lemma

4.21 den yararlanilarak

SEG) =Vn—1+ "I, 6;

> (-——n_1+ detS

01
esitsizligi elde edilir.
Teorem 4.25. G bir graf olmak tizere |detS(G)| = n — 1 olsun. Bu durumda

(”l:n—l)_ < SE(G) (4.18)

esitsizligi elde edilir.
ispat:

Kuvvet Ortalama esitsizliginden

11 12
<|91|z+|ezlz+-~+|en|z> 164141651 +-+16,

n n
yazabiliriz. Boylece grafin Seidel enerji tammindan ve Teorem 4.5 den

Drtin) < se(6)

esitsizligi kolaylikla elde edilir.
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Bir G grafi i¢in normal enerji ve Seidel enerji aralarindaki iliskiler asagidadir:

Teorem 4.26. A, bir G grafinin n noktal1 m kenarl1 bir komsuluk matrisi ve A4, 4, ..., 4,
0z degerleri olsun ve S, bir G grafinin » kenarli bir Seidel matrisi ve 8, 0,, ..., 0, 6z

degerleri verilsin. Buradan S€(G) ve €(G) toplaminin iist sinir1 icin

SEG) + €(6) < ynE(n— 1) +V2mn (4.19)

esitsizlik elde edilir.

Ispat: Kuadratik-Aritmetik Ortalama (QM-AM) esitsizliklerini taraf tarafa toplayarak

\/912 +6,° + -+ 6,7 N j/llz S P S e o 1O+ 102+ + 1] + 2] + 125] + -+ |2,

n n - n

esitsizligi elde edilir ve Teorem 4.5 deki ve (3.1) deki esitsizliklerden yararlanilarak

asagidaki esitsizlige gecis yapilir.
SE(G)+E(G) — ’Z_m_
———=vn-1+ -

ve

SEG) + £(6) < n(—-—W) J2m =1 +vZm

esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.27. SE(G) ve E(G) sirastyla n noktali m kenarli bir G grafinin Seidel enerjisi

ve normal enerjisi olsun. Bu durumda

SE(G) + €(6) < Z[V2ZmVyn =T +n(n—1)] (4.20)
esitsizligi saglanir.

Ispat: Cauchy esitsizliginden,

|,1el<'12+t91
1Y1 2 2
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1= a2
ool S+ %

esitsizlikleri taraf tarafa toplandiginda,

n n n

1 2 2
D <z Y 1a + Y16
i=1 i=1 i=1

esitsizliginde Chebysev’s esitsizliginden, (3.1) deki ve Lemma 4.21 deki esitsizliklerden

yararlanilarak

SEG) + E(G 1 -1

XOLEO =T+ 2D
n 2 2

ve bdylece

n
SEG) + £(6G) < 5 [V2mvn=T1 + n(n — 1)]
esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.28. SE(G) ve E(G) swrasiyla n noktali m kenarli bir G grafinin Seidel enerjisi

ve normal enerjisi olsun. Bu durumda

SE(G)EWG) <=ny2mn(n-—-1) (4.21)
ifade edilir.

Ispat: Discrete Holder esitsizliginden;
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ve Chebysev’s estsizliginden;

Zizal 0l X141l
e L Z?:lllieil

n

elde edilir. Buradan da

Tiza |6 TR, 1A
Ll o S S IO

=1

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikler diizenlenerek

0414165+ 4|0, | +[A4 | +|A +- 4|4
1611+16] |n|n|1||z| Ml < [Zmn(n— 1)

ve boylece

SE(G)E(G) < nyZmn(n - 1)

esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.29. SE(G), n noktal1 m kenarli bir G grafinin Seidel enerjisi olmak tizere;

In(|detS]) + n < SE(G)

dir.

Ispat: Logaritma esitsizliginden;
In(6,) < 16,] - 1

In(]6,]) < 16,] -1

ln(lenl) < |9n| — 1

esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa;

In(6:1) + In(162) + -+ + In(16,]) < 1611 + 6] + -+ + |6, =1

ve logaritma kuralindan

28
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In(161162] ... 16,]) < Xi16:1 —n

dir. Boylece

In([TiL, 6;) < SE(G) —nise In(|detS|) + n < SE(G)
»e§itsizligi elde edilir.

Teorem 4.30. G n noktali m kenarli bir graf olmak tizere;
VA—1[1+ina-In(n- 1] < se(6)

dir.

ispat: Teorem2.3.5deni=12,..,n x; =20, a;>0 ve

no &
exp [2 (1 - M)} [liziox < XL, i

(T ax)?

T - 1
esitsizligi saglantyordu. Burada @; = = ve x; = |6;| alinirsa,
S g y i =5 i i .

[ 25¢(6)
exp|2 —% e

n—-1

zZ 1
]AHS ;n(n -1)

2_%58(6) 5
= lne” vn-1 +;lnA <In(n-1)

=g 25€(6)
Vyn—1

+2InA < In(n — 1)

See(6
=>2+%lnA—ln(n—1)S" ©

n-1
> Vn—1[1+2InA—In(n - 1)| < s€(6)

esitsizligi elde edilir.
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5. BOLUM
TARTISMA, SONUC VE ONERILER

Bu tezde giris ve 6zette de belirtildigi gibi literatiirde pek az calismalari bulunan Seidel
enerji ile ilgili incelemeler yapilmistir. Bu calismalardan en 6nemli olan1 W.H.
Haemers® in 2012 yilinda yayinlanan “Seidel switching and graph energy” isimli
makalesidir [4]. Haemers tarafindan ortaya atilan bir varsayim bazi 6zel kosullar altinda
olumlu cevaba sahip olsa da varsayim hala agik bir problemdir. Bu tez ¢alismasinda asil
ama¢ simdiye kadar yapilan ¢alismalarin derlenmesidir. Ayrica E. Ghorbani’ nin [5]
“On eigenvalues of Seidel matrices and Haemers’ conjecture” ve M.R. Oboudi’ nin [18]
“ Energy and Seidel energy of graphs” isimli makalelerinden de ilging sonuglar

derlenmistir.

Ik olarak W.H. Haemers’in [4] makalesinde Seidel anahtarlama, G grafinin kenar
kiimesinde yapilan bir islemdir. Bazi1 6zel durumlarda Seidel anahtarlama spektrumlar:
farkli da olsa enerjiyi degistirmez. Yani, bir G grafinin Seidel enerjisi yani SE(G),
Seidel anahtarlama ve tamamlayicisi (complement) altinda degismezdir. Ayrica bu
¢alismada minimum Seidel enerjili graflarin tam graflar oldugu varsayiminda

bulunulmustur.

Ikinci olarak E. Ghorbani’nin [5] makalesinde bir G grafi i¢in S(G), G grafinin Seidel
matrisi ve S(G) grafinin 6z degerleri 0, (G), ..., 6,(G) olsun. G grafinin Seidel enerjisi
|0:(G)| + -+ [6,(G)| olarak tanmimlamir. Ghorbani, "herhangi bir @ ile 0 < a < 2,
1611 + 1621 + -+ +16,|* 2 (n = 1)* + (n — 1) olmasi igin gerek ve yeter sart
|detS(G)| =n —1" onermesini ispat ederek Haemers’in varsayiminin, yani tim G
graflar i¢in |detS(G)| = n — 1 olmasi durumunda dogru oldugunu géstermistir. Ancak

|detS(G)| < n — 1 igin hala agik bir problemdir.

Ugiincii olarak M.R. Oboudi’ nin [18] makalesinde G grafl n noktali basit bir graf, G nin
komguluk matrisi ve Seidel matrisi sirasiyla A(G) ve S(G) olmak iizere £(S(G)) =
€(G) oldugunda Haemers varsayimimn dogru oldugunu gostermistir. Ayrica p-diizenli

graflar i¢in bazi kisitlar altinda varsayimin dogru oldugunu da iddia etmistir.
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Bu ti¢ makale ayr1 ayr1 incelendikten sonra E. Ghorbani ve M.R. Oboudi makalelerinin
Haemers varsaymmmin dogru oldugunu kanitlar niteliktedir. Bu tezde konu ile ilgili
dikkate deger bircok agik problemlere de deginilmektedir. Ayrica Seidel enerji icin
yakin alt veya tist sinirlar bulunmast (ki simdiye kadar bulunan en yakin alt ve tist sinir

Haemers [4] sinirlaridir.) literatiire kazandirilmasi agisindan 6zgiin bir deger olacaktir.
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