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OZET

Glinlimiizde ¢izge kurami, hem teorik (kuramsal) hem de pratik diizeyde yalnizca
muazzam biiyiikliikte degil, ayn1 zamanda olaganiistii zenginlik ve karmasiklik ile
karsimiza ¢ikar. Matematiksel Kimya alaninda énemli katkilar1 bulunan Milan Randié,
2013 yilinda ilging bir makale kaleme almistir. Bu makale ile kimyada molekiiler
tanimlayicilar olarak isimlendirilen kavramlarin ¢izge degismezleri ile ifade edilmelerine
olanak saglamistir. Aslinda tanimlanan matris dismerkezlilik (zit komsuluk) matrisidir.
Bu bakis agisi ile birlikte komsuluk ve dismerkezlilik matrisleri mesafe temelli ¢izge
matris ailesi i¢erisinde ug bolgelerde yer alir (min-maks iliskisi). Cizge matrisleri iizerine
caligma yapan her arastirmacinin karsilastigi komsuluk ve mesafe matrisleri spektral ¢izge

kuraminda genis bir ¢alisma sahasina sahiptir.

Bu tez calismasinda ¢izge kuramimin ¢oklu disiplinler agisindan énemi, dismerkezlilik
matrisinin ¢izge-mesafe sorunsali, spektral ¢izge kuramu igerisindeki yeri ve spektral
karakterizasyon ¢aligsmasi yapilmistir. 2, 3 ve 4. boliimlerde Cizge Kurami ve Spektral
Cizge Kurami ile ilgili temel tanim ve kavramlar etimolojik olarak belli bir diizene
gore genis bir bicimde verilmistir. 5. bolimde digmerkezlilik matrisi ile ilgili spektral
caligmalar kronolojik olarak siralanmigtir. Ayrica tarafimizdan literatiire kazandirilan
Ozgiin sonuclar alt boliimde detayli olarak verilmistir. 6. boliimde acik problemler,

gozlemler ve yorumlara dair varsayimlar yer almaktadir.

Anahtar Kelimeler: Cizge, Cizge Matrisleri, Spektral Karakterizasyon, Digsmerkezlilik
Tez Danmismani: Prof. Dr. Sezer SORGUN
Sayfa Adedi: 185
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THE ECCENTRICITY MATRIX OF GRAPHS AND ITS SPECTRA
(PhD Thesis)
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ABSTRACT

Graph theory today appears not only of enormous magnitude, but also of extraordinary
richness and complexity, both on a theoretical and practical level. Milan Randi¢, who
has made important contributions to the field of Mathematical Chemistry, has written an
interesting article in 2013. With this article, it has enabled the concepts called molecular
descriptors in chemistry to be expressed with graph invariants. Actually, the defined
matrix is the eccentricity (anti-adjacency) matrix. With this point of view, adjacency
and eccentricity matrices are located in the extreme regions of the distance-based graph
matrix family (in terms of minimum and maximum). Adjacency and distance matrices
encountered by every researcher working on graph matrices have a wide field of study in

spectral graph theory.

In this thesis, the importance of graph theory in terms of multi-disciplines, the
graph-distance problem of the eccentricity matrix, its place in spectral graph theory
and spectral characterization studies have been presented. In chapters 2, 3 and 4, basic
definitions and concepts related to Graph Theory and Spectral Graph Theory are given in
a broad etymological order. In Chapter 5, spectral studies on the eccentricity matrix are
listed chronologically. Also, the original results, which has been brought to the literature
by us, are given in detail in the subsection. Chapter 6 contains open problems, observations

and conjectures related to the eccentricity matrix.

Keywords:Graph, Graph Matrices, Spectral Characterization, Eccentricity
Thesis Supervisor: Prof. Dr. Sezer SORGUN
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1. BOLUM
GIRIS

David Wells, The Mathematical Intelligencer dergisinin Giiz 1988 sayis1 i¢in “Which Is
the Most Beautiful?” isimli, i¢inde 24 teorem bulunan, ilging bir makale kaleme almistir.
Wells, 0-10 aralikli bir 6l¢ek ile okuyucularindan bu teoremlerin ne derece giizel (estetik)
olduklarim1 degerlendirmelerini istemis ve 2 yil sonra Wells bulgularin1 (degerlendirme
sonuglarmi) “Are These the Most Beautiful?” isimli bagka bir makale ile okuyucularina
aktarmistir [1].

Estetik acidan dereceye giren ilk 12 teorem,;
l.e"+1=0
2 V-E+F=2
3. Asal sayilar sonsuzdur.
4. Bes diizgiin ¢okyiizlii vardrr.
S ltbtmt g =2
6. Kapali birim diskin kendi icine stirekli fonksiyonu sabit bir noktaya sahiptir.
7. Karesi 2 olan rasyonel sayt yoktur.
8. m askin (transcendental) bir sayidir.

9. Her diizlemsel harita dort renkle renklendirilebilir (Dért Renk Teoremi).

10. 4n + 1 formundaki her asal say, iki tamsayinin karelerinin toplami olarak tek tiir

yazilr.
11. Sonlu grup igin her hangi bir alt grubunun mertebesi, grubun mertebesini béler.
12. Herhangi bir kare matris, karakteristik denklemini saglar.

Ug teorem ile (2, 4 ve 9. teoremler) listeye giren ¢izge kurami, karsilasabilecegimiz
bir durumu (problemi) gorsellestirmemize, analiz etmemize, genellestirmemize, ¢cogu

zaman durumu (problemi) daha iyi anlamamiza ve muhtemelen bir ¢6ziim bulmamiza



yardimci olma gibi essiz bir 6zellige sahiptir [2]. Cizge kuraminin tarihsel arka plani ve
farkli disiplinlerle iliskisi miimkiin olan en genis bakis agisi ile 2. boliim baslig1 altinda
sunulmustur.

Cizge kuraminin temelinde nokta (vertex/node) ve kenar (edge/link) olarak isimlendirilen
soyut kavramlar1 bir ama¢ dogrultusunda anlamli modellere doniistiirme yatar. Cizge
denilen bu yapilar matrisler ile temsil edilerek matris analizi sahasina aktarilir. Bu
matrislerden bazilari; Komsuluk matrisi (Adjacency matrix), Laplasyan (Laplacian)
matrisi, Cakisim matrisi (Incidence matrix), Randic¢ matrisi, Seidel matrisi, Mesafe matrisi
(Distance matrix), Dismerkezlilik matrisi (Eccentricity matrix/Anti-adjacency matrix)
olarak isimlendirilir. Dahas1 literatiirde ¢izgeler ile ilgili onlarca matris tanimlanmis ve
yiizlerce makale kaleme alinmistir. Cizgeyi Matris Analizi ile bulusturan bu matrisler
genel manada M -matris olarak literatiirde isimlendirilir. Bu matrisler dogal olarak
bir M -karakteristik polinoma sahiptir. Bu polinomun koklerinden M -6zdegerlere, bu
0zdegerlerin kiimesinden ise M -spektrum kavramlarina gegis yapilir. Bu kavramlar, Cizge
kurami1 ve matris analizi arastirmalarii birlikte ele alan, Spektral Cizge Kurami alt
alaninin temellerini olusturur. Spektral ¢izge kuramu ile ilgili daha detayli bilgilere [3], [4],
[5] ve [6] referans numarali kaynaklardan ulasilabilir. Spektral ¢izge kuraminin ilgilendigi

baz1 6nemli problemler;
* Hangi cizgeler M-spektrum ile belirlidir?
* M-spektrum ile ¢izge degismezleri (invariants) arasinda nasil bir iliski vardr?
* Belirli ozelliklere sahip ¢izge aileleri M-ozdeger baz alinarak siniflandwrilabilir mi?

Bu ve benzeri problemler bu doktora tez ¢alismasinin temel motivasyonu olusturmustur.
Digmerkezlilik matrisi yapisi itibariyle diger matrislerden ayr1 bir 6zellige sahiptir.
Literatiirdeki ¢cogu matris indirgenemez (irreducible) matrislerdir oysa digmerkezlilik
matrisi baz1 ¢izgeler i¢in indirgenebilir (reducible) matris olarak diger c¢izge
matrislerinden ayrisir (Spektral ¢izge kurami ve bu ayrisim tezin 3. ve 4. boliimlerinde
daha detayli ele alinmistir). Bu farklilagma beraberinde matrisi karakterize etmeyi
zorlagtirir. Bu zorluklar ise spektral ¢izge kuraminda sik bagvurulan yaklasimlari kullanip
+ gelistirmeyi, ¢izge kuraminda var olan c¢izge islemlerini deneyip + genisletmeyi,

cizge degismezleri ile olusturulan mevcut sinirlandirmalart uyarlayip + iyilestirmeyi ve



algoritma yazip + verileri kontrol etmeyi gerektirmektedir. Bu gereklilikler, akademik
platform agisindan, hali hazirda sunulan doktora tez calismasinin Ozgil agirhiginm
arttiracaktir.

Miihendislik temelli aragtirmalardan sosyolojik temelli arastirmalara kadar genis bir
yelpazede bilime hizmet eden ¢izge kurami, bir ¢cok modern ¢aligsmalarda oldugu gibi,
ceviri kaynakli problemlerden ve ¢oklu-disipliner yapiya sahip olmasindan sebep kavram
karmasasindan nasibini almistir. Bu tez calismasinda olabildigince Tiirkge karsiliklar
kullanilmaya calisilmis ve ilgili boliimlerde notasyon farkliliklarindan bahsedilmistir.
1976 tarihli Cizge Kurami eseri ile Yurdakul Ceyhun, Tiirkge igerik acisindan 6nemli bir
ilke imza atmistir [7]. Eser temelde miihendislik kokenli arastirmacilara ve 6grencilere
hitap edecek sekilde hazirlanmis goriinsede merakli her insanimizin istifade etmesi
miimkiindiir. ilerleyen yillarda ¢izge kurami miihendislik ve fen fakiilteleri biinyesinde
ders notlar1 olarak hazirlanarak Tiirk arastirmacilara ilham kaynagi olmustur. Yakin
donemde ise ¢izge kuramu ile ilgili kitaplar cesitlenerek ([8], [9], [10], [11]) Ayrik
Matematik (Discrete Mathematics) alt disiplini ile birlikte geng¢ arastirmacilara
aktarilmaya devam edilmistir. Cizge kurami miihendislik fakiiltelerinin yanisira
Matematik boliimlerinde, egitim fakiiltelerinde ve bilgisayar bilimleri boliimlerinde
gerek lisans gerekse lisans iistii seviyelerde okutulmaktadir. Bu baglamda tez bolim
bagliklar1 ve boliim igerikleri olusturulurken, gerekli dnbilgiler ilgili boliim basglig: altinda
ayr1 ayri sunulmustur.

Bu tez ¢aligmasi alt1 boliimden olusmaktadir. Ikinci béliimde ¢izge kuraminin tarihgesi
genis bir bicimde derlenerek tarihi arka plan etimolojik olarak ifade edilmistir. Ugiincii
boliimde derece, yliriiyiis, yol ve uzaklik gibi kavramlardan bahsedilerek ¢izge aileleri,
cizge islemleri ve yapisal 6zellikler aktarilmistir. Dordiincii boliimde lineer cebir ve matris
kuramindan dogan spektral ¢izge kuraminin temel tanimlarina, dnemli teoremlerine ve
biitiinliiglinii korumak adina cizge Orneklerine yer verilmistir. Ayrica Spektral Cizge
kurammin kimyasal uygulamalar dahil pek c¢ok disiplinlerde verimli bir sekilde
kullannrmina 6rnek teskil edebilecek calismalar ifade edilmistir. Tez ¢alismasinin nihai
amaci olan dismerkezlilik matrisinin karakterizasyonu besinci bolimiinde ele alinmistir.
Bu boliimde hedef matris ile ilgili onceki ¢alismalara yer verilerek orjinal bulgular
ifade edilmistir. {1k dnce bir tek pozitif digmerkezlilik zdegerine sahip olan gizgelerin

karakterizasyonlar1 yapilmistir. Sonrasinda literatiirde “Hangi cizgeler digmerkezlilik



matrisine gore indirgenebilirdir veya indirgenemezdir?” probleminden yola ¢ikarak
olusturulan sonuclar ifade edilmistir. Son boliim ise kisa bir degerlendirmeden,
bulgularin karsilastirilmasindan, agik problemlerin izahindan, gézlemlerin ifade edilmesi

ve yorumlara dair varsayimlarin aktarilmasindan olusmaktadir.



2. BOLUM
CIZGE KURAMI / TARIHCE

Icinde bulundugumuz evren muhtemelen anlasilamayacak kadar karmasik ve merak
uyandiricidir. Her an bir ¢ogunu anlayamadigimiz, ¢ok azini algiladigimiz, algilasak bile
farkina varamadigimiz, kimi zaman algilamaktan kac¢indigimiz, dahas: algiladiklarimizi
nasil anlamli hale getirebilecegimizi bilemedigimiz sayisiz fenomen ile kars1 karsiyayiz
[12]. Evrenimizdeki bu ilging fenomenlere (problemlere) ¢6ziim iiretmedeki ilk adim,
problemin soyut hale getirilmesidir. Bu soyutlamanin en yalin ve estetik yolu ise
cizgelerdir. Bu sihirli kavramin ayak izlerini 1735 yilina kadar gétiirebiliriz. Her ne kadar
kuramsal fikir olarak ¢izge kavrami 1878 yilina dayansa da, Leonhard Euler (1703-1783),
akademik diinyada Konigsberg kopriisii problemi olarak bilinen meshur probleme
getirdigi estetik yanit ile, ¢izge soyutlamasini biz fanilerin zihin diinyasina armagan
etmistir. Etrafimizda tecriibe ettigimiz veya deneyimleme olasiligia sahip oldugumuz,
kafamizi mesgul edebilecek diizinelerce karmasik yapilar (complex structures), aglar
(networks), kimyasal yapilar, topolojik soyutlamalar, harita reklendirme problemleri,
akis problemleri, es bulma problemleri, sosyal problemler, bulmacalar, akil oyunlari,
vb. ilginglikleri barindiran, farkli disiplinlerde kilit dneme sahip, ¢izge kavramlari

karsimiza ¢ikar. Eski Prusya’daki Konigsberg (Rusya’ da Kaliningrad adin1 almistir)

Sekil 2.1. Leonhard Euler’in 1741 yilinda yaymlandigi makalesinde bulunan model. Daha
ayrintili bilgi i¢in [13] referans numarali makaleye bakilabilir. Coziimii 1736

yilinda gerceklestirsede makale olarak ilk basim yil1 1741 olmustur.



kentinin i¢inden gecen Pregel irmag: sehri bir ada ile bir yarimada olacak sekilde dogal
alanlara ayirir, adanin bir yaninda iki kol halinde, 6teki yaninda tek kol halinde devam
eder. Olusan dort farkli bolgeden ulasim, yedi koprii ile saglanir. Belkide eglenmek
amaciyla olusturulan bir soru, Leonhard Euler’de dahil bir ¢cok seckin insanin kafasini
mesgul etmis. Biitiin kopriilerden bir ve yalniz bir defa ge¢mek kosulu ile bir yiiriiyiis
yapilabilir mi? bu ilging soruya Euler’in cevabi Cizge Kuraminin miladi kabul edilir
[13]. 1736°da Euler’in ¢alismasi bdyle bir ulasimin miimkiin olmadigini kanitlamis ve bu
tiir problemlerin ¢6ziimlerini miimkiin kilacak modelin (¢izgenin) hangi 6zelliklere sahip
olmas1 gerektigini gostermistir. Euler, problemin ¢oziimii i¢in bir diagram kullanmamas,
bunun yerine problemi farkli bir yaklasim ile ele almistir. Konigsberg koprii problemi
ve diagram-tracing puzzle arasindaki iliskiyi 19. yy da W. W. Rouse Ball ortaya

koymustur [14] ve c¢izge ile bu meshur problemi modellemistir. Konigsberg kopri

Sekil 2.2. Rouse Ball’in 1892 basimi kitabinda yer alan Konigsberg koprii problemi ¢izge

soyutlamasi.

problemi ve bu probleme benzer baska problemlerin ortaya ¢ikisi ile birlikte Cizge
Kuraminin gegilebilirlik (traversability) kavrami ortaya ¢ikmistir. Bu kavram yiizeysel
olarak Euler problemine benzeyen bagka problemlerin ¢6ziimii i¢in oldukca kullanisl
hale gelmistir. Ornegin; Hamilton problemleri, William Rowal Hamilton’un katkilarindan
dolay1 isimlendirilen, ¢izge kuraminin gelismesinde biiyiik rol oynayarak hacimli bir
birikime sahip olmustur. Hamilton problemini basit olarak “Verilen bir ¢izgenin her bir
noktasindan sadece bir kez gegen bir dongii bulabilirmiyiz?” seklinde ifade edebiliriz.
Bu tarz problemlerin erken 6rneklerinden biri at dolasim (hamle) problemidir (knight's
tour problem). Bu problemi satrang tahtasi lizerindeki 64 karenin herbirini ziyaret ederek

baslanilan noktaya geri gelmek olarak 6zetleyebiliriz. Bu problemin sistematik ¢éziimleri
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Euler [15], Vandermonde [16] ve diger seckin bilim insanlar1 tarafindan verilmistir. 1856
yilinda Kirkman tarafindan kaleme alinan makalede ¢okytizlii cisimler iizerinde her bir
noktadan sadece bir kez gegmek kosulu ile Hamilton dolasimina cevap aranmistir [17].
Kirkman, ¢ift sayida yiize sahip ve noktalari tek olan her ¢okytizlii icin boyle bir dolagimin
olamayacagini ispatlamis ve bal petegi seklinin ikiye ayrilmis halini temsil eden bir 6rnek

ile diistincesini 6zetlemistir (Sekil 2.3). Degismeli olmayan cebirsel yapilar tizerine yaptigi

Sekil 2.3. Kirkman’nin bal petegi 6rnegi

caligmalardan yola ¢ikan Hamilton, bir dodekahedronun, diizgiin 12 adet yiizii olan sekil,
tiim koselerinden gegen dongiileri diisiinerek, daha sonralari icosian adin1 alan, bir oyun

icat etmistir (Sekil 2.4). Bir ¢izgenin Hamilton ¢izgesi (Hamiltonun ortaya attig1 kosulu

Sekil 2.4. Hamilton’nun icosian oyunu

saglayan ¢izge) olup olmadigi meselesi akademik diinyada, G. A. Dirac, O. Ore, J. A.
Bondy ve V. Chvatal gibi seckin matematikgiler tarafindan detayli olarak incenmistir
[18]. Dahast A. Ghounila, H. Meyniel ve diger arastirmacilar ¢izgeleri yonlendirerek
yonlii Hamilton ¢izgeleri ilizerinde gerek ve yeter kosullarin belirlenmesi ¢alismalarini

sistematize ederek gelistirmislerdir.

Dallanan-budaklanan ¢izge kuramin disiplinler arasi iligkisini ortaya ¢ikaran onemli
bir kavramida agac¢lardir. Biinyesinde dongii icermeyen bu ¢izgeler farkli disiplinlerin

onciisii kabul edilen elit matematikgiler tarafindan gelistirilerek bir ¢cok alanda etkin
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bir sekilde kullanmilmigtir. 1824-1887 yillar1 arasinda yasayan Gustav Kirchhoft, elektrik
aglarindaki akimin hesaplanmasinda teorik olarak agac ¢izgeleri kullanmasi, daha sonra
bu tarz ¢izgeler, Arthur Cayley (1821-1895), James Joseph Sylvester (1806-1897), Georg
Polya (1887-1985) ve diger bilim insanlari1 tarafindan belirli kimyasal molekiillerin
sayiminda kullanilmistir. Agaclar1 iceren sayma teknikleri ilk olarak bir diferansiyel
hesaplama problemi ile baglantili olarak ortaya ¢ikmis ancak kisa silire sonra kimyasal
molekiillerin sayilmasinda temel arag¢ haline gelerek basli basina biiyiileyici bir ¢alisma
alanina doniismiistiir. Sylvester‘in Differential transformation and the reversion of series
isimli caligmasindan esinlenerek Cayley dallanmis aga¢ sayimi arastirma sahasinin
onciisii olmugtur [19]. Cayley‘in yontemi, dallanmis bir agacin kokiinii keserek daha
kiigiik dallanmis agaclar elde etme fikrine dayanmaktadir. Yontem Sekil 2.5 de basitce
okuyucuya ifade edilmistir.

KOK

Sekil 2.5. Cayley’in Dallanmis agac yaklagimi

A, n- tane dallanmaya sahip agaglarin sayisin1 gostersin, Cayley
14+ Avx + Agx® + Asa® + ...

irete¢ foksiyonunun,

(1—2) (1 —2?) M (1 -2

carpimina esit oldugunu ispat etmistir. Bu esitligi kullanarak Cayley, A, i¢in ilk bir
ka¢ degeri hesaplayarak literatiirii zenginlestirmistir. 1874 yilinda, Cayley daha zor
bir problemi ¢6zmek icin yontem gelistirme ¢alismalarin1 akademik platforma sunarak
onemli katkilarda bulunmustur [20]. Bu yontem, devaminda kimyasal molekiillerde
uygulanacak, temelde agacin (molekiiliin) merkez (center) veya merkezimsi (centroid)
noktalarini referans kabul eden sayma esasi iizerine kurulmustu. Sonraki yillarda A.
Cayley, H. Priifer, G. Pdlya, J. H. Redfield, R. Otter, F. Harary, R. C. Read ve diger

matematikciler tarafindan agag¢ ¢izgeleri lizerine ¢alismalar gelistirilmistir. 1850 lere
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kadar kimyasal elementlerin sabit oranda birlestigi bilinen bir gergekti. C'H, (Metan)
ve CoH;0H (Etanol) gibi kimyasal formiiller biliniyordu ancak elementlerin nasil
birlestigi ve bu maddeleri olusturulma mekanizmasi heniiz anlagilamamisti. Bu zaman
zarfinda, Ozellikle Alexander Crum Brown molekiilleri temsil etmek igin kimyasal
modelleme fikrini sundugunda kimyasal bag derecesinin 6nemi ve molekiilleri ¢izgelerle
modelleme fikri hayat buldu. Crum Brown’un ¢izgesel modelleme yaklasimi ilk kez

izomer fenomeninin izah1 gergeklestirmistir. Sekil 2.6 da kimyasal formu C,H;y olan

H—Cc —H

I

c
H\/l!'\ H
c c/
VRN VRN
H H H H

Sekil 2.6. Iki izomer: Biitan ve izobiitan

iki izomer resmedilmistir. Cayley aga¢ sayma metodunu kullanarak 11 karbon atomuna
kadar alkanlar1 saymistir. Tablo 2.1 de n = 1,...,8 i¢in alkanlarin izomer sayisini

gostermektedir. 1878 yilinda Cayley’in 6nemli katkilar sagladigi konu iizerinde Sylvester

Tablo 2.1. Alkanlarin izomer sayisi

Formiil CH4 CQHG CgHg O4H10 C5H12 CGH14 C7H16 Cngg

[zomer sayis1 1 1 1 2 3 5 9 18

kisa bir makale kaleme almistir [21]. ilk kez bu makalede kuramsal olarak cizge ve
kimyasal ¢izge kavramlarindan bahsedilmistir ki bu makale 6zellikle Kimyasal cizge

calismalari i¢in milad kabul edilebilir.

“Every invariant and covariant thus becomes expressible by a graph

precisely identical with a Kekulean diagram or chemicograph”



1920 ve 1930 lu yillara kadar izomerlerin hesaplanmasinda kiigiik ilerlemeler kaydedildi.
A. C. Lunn ve J. K. Senior, bu alan i¢in permiitasyon gruplarinin énemini farketti ve
Polya bir ¢cok molekiil ailesi i¢in sayma problemini ciddi bir sekilde ele alarak ¢6ziim
yaklagimlar1 sunmustur.

Euler’in ¢ok yiizliller formiilii [22] Topolojik Cizge Kuraminin miladi olarak kabul
edilebilir. Ayrica Euler’in ve diger seckin matematikgilerin ¢ok yizliler ile ilgili
calismalar1 diizlemsel ¢izge alt dalinin gelismesine Onciiliik etmistir. Kadim Yunan
diistintirleri 5 diizgiin kat1 cisme (Sekil 2.7) asmaydi fakat ayritlar1 arasindaki iliskileri
formiilize edemiyorlardi. V' noktalarin sayisi, £ kenarlarin sayisi, F' ¢ok yiizliiniin yiiz

say1s1 olmak {izere,
V-E+F=2

esitligi matematik diinyasinin en estetik ikinci denklemi olarak smiflandirilir [2].
Ren’e Descartes 17. yiizyilda c¢ok yiizliileri incelemis ve daha sonra Euler formiiliiniin
tiiretilecegi sonuglar1 elde etmistir. Ancak Descartes, kenar kavramini kullanmadigi igin

buna benzer bir formiil ¢ikariminda bulunamamustir. 1752 yilinda Euler, bir yada daha

Sekil 2.7. Kadim bilgi: Bes diizgiin ¢ok yiizlii

fazla sekli pargalara ayiran ve parcalar1 baska bir sekil elde etmek i¢in kullanilan yontem
(dissection) ile formiiliinii ispat etmek istedi ama bu yaklagim yeterli olmadi. 11k gegerli
ispat, kiiresel cokgenlerin metrik Ozelliklerin kullanilmasi vasitasi ile, M. Legendre
tarafinda 1794 yilinda verildi [23]. 1813 yilinda, A. L. Cauchy, ¢ok yiizliileri stereo-grafik
olarak diizleme yansitarak ve elde ettigi diizlemsel ¢izgenin liggenlesmesini dikkate alarak
Euler formiiliiniin bir kanitin1 verdi [24]. Ayn1 zamanda, S. A. J. Lhuiler, yalniz bes diizgiin

disbiikey ¢okytizlii olduguna dair topolojik bir kanit verdi ve bunlardan dordiiniin karsit
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ciftlerden meydana geldigini duality kavramiyla izah etti. Ayrica Euler formiiliiniin gegerli

olmadigi {i¢ tiir cokyiizlii buldu. Lhuiler
V-E+F=2

formtiliinii baska bir sekilde elde ederek Euler’in formiiliinii asagidaki formla ifade ederek

gelistirmistir.
V-FE+F=2-2g

Burada g sayis1 ¢okyiizliiniin yiizey tiiriinii gostermektedir. Gelistirilen formiilde 2 — 2¢g
ifadesine Euler karakteristigi denir. Cokyiizliiler lizerine J. B. Listing, H. Poincare, M.
Dehn, P. Heegaard ve O. Veblen gibi iiretken matematikgiler ileri seviyede katki sunarak
literatiirii zenginlestirmislerdir.

Diizlemsel c¢izgeler ile ilgili calismalar, tam ¢izge ve iki parcali tam ¢izge (Sekil 2.8)
iceren iki eglenceli problemden kaynaklanmaktadir. Bu ¢izgeler daha sonra Kuratowski

tarafindan diizlemsellik kavramini zorunlu kilan ¢izgeler olarak bilindi. 1840’11 yillarda

Sekil 2.8. Kuratowski ¢izgeleri: Sirastyla K5, K33

A. F. Mobius 6grencilere asagidaki bulmacay1 sordu.

“ Bir zamanlar beg oglu olan bir kral varmis. Vasiyetinde, 6liimiinden sonra
ogullarin kralligi bes bolgeye ayirmalari gerektigini, boylece her bolgenin
stmirimin diger dort bolgenin her biriyle ortak bir simir ¢izgisine sahip

olmasini gerekliligini belirtti. Kralin vasiyeti yerine getirilebilir mi? ”

Bu soru, diizlemde birbirine komsu bes bolge ¢izilip ¢izilemeyecegi iizerineydi. (kisaca
5 noktali tam ¢izge diizlemsel midir?) Sonrasinda bu ve benzeri sorularin ¢izge kurami
ile baglantis1 H. Tietze tarafindan dahada gelistirildi. Anonim baska bir problem ise H.
Dudeney tarafindan 1913 tarihli Strand dergisinde altyapi (Dogal gaz-su-elektrik) hizmeti

sunma bilmecesi olarak sunuldu (Sekil 2.9)
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146.—WATER, GAS, AND ELECTRICITY.
THERE are some half-dozen puzzles, as old as the
hil's, that are perpetually cropping up, and there is
hardly a month in the vear that does not bring
inquiries as to their solution, Occasionally one of
these, that one had
hoped was an ex-

. tinct volcano, bursts
into eruption in a
W E surprising manner.

For some quite un-
knownreason [ have
lately received an
extraordinary num-

T A ber of letters (four
Qﬁ G% of them from the
- United States) re-

ing the ancient
uzzle that I have called ** Water, Gas, and Electricity."”
tis much older than electric lighting, or even gas, but
the new dress brings it up to date. The puzzle is to lay
on water, gas, and electricity, from W, G, and E, to
each of the three houses, A, B, and C, without any
pipe crossing another. Take your pencil and draw lines
showing how this should be done. You will soon find
yourself landed in difficulties. My answer next month
must serve as a reply to my many correspondents.

Sekil 2.9. 1913 tarihli Strand dergisinden alinan gorsel

“Su, elektrik ve dogal gaz boru hatti, ii¢ farklt A, B ve C evlerine borular

birbirini kesmeyecek sekilde dosenebilir mi?”

1930 yilinda Kuratowski, iinlii bir makale yayimnladi [25]. Makalede “her diizlemsel
olmayan c¢izgenin K5 ve K3 cizgelerine homomorfik bir alt ¢izgeye sahip olmasi
gerekliligini” ispat etti. Bu sonug¢ bagimsiz olarak O. Frink ve P. A. Smith tarafindan
da elde edildi. 1931°de H. Whitney, tamamen kombinatoryal ve diizlemsel c¢izgeler
icin dualitenin geometrik tanimiyla uyumlu olan soyut bir dualite tanimini kesfetti.
Dualitenin bu genel tanimiyla, bir ¢izgenin ancak ve ancak soyut bir duali varsa diizlemsel
oldugunu kamitlad [26]. {lgili sonuglar S. MacLane ve digerleri tarafindan elde edilerek
diizlemsel ¢izgeler gelistirildi. 1935°te Whitney, ¢izgeler ve vektor uzaylarindan hareketle
bagimsizlik fikrini matroid kavramina genellestirmistir. Bir matroidin duali, diizlemsel
cizgelerin dualitesini genisletmis ve netlestirmistir. Ayrica Tutte, 1950’lerin sonlarinda,
matroidin bir ¢izgeden ortaya ¢ikmasi i¢in Kuratowski tipi bir kriter elde etmek adina
Whitney’in fikirlerini kullanmastir [27].

Herhangi bir haritada bulunan {ilkelerin renklendirilmesi sorunu ve {inlii dort renk
problemi ile “gizgelerde renklendirme” fikrinin gelisimi ¢izge kuraminda bambaska
bir alanin dogmasina sebep olmustur. Dort renk problemi ilk olarak 1852 ’de Francis

Guthrie tarafindan ortaya atilmis ve Alfred Bray Kempe tarafindan iinlii (ve de yanlis
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olan ) bir kanit 1879 ’da sunulmustur. Dort renk teoremi nihayet 1976 ’da Kenneth
Appel ve Wolfgang Haken tarafindan Kempe’nin daha 6nceki ¢aligmalarina dayanarak
kanitlanmistir. George Birkhoff, Heinrich Heesch ve diger arastirmacilar kanit {izerine
yogun calismalarda bulunarak gelistirme faaliyetlerini yiiriitmistiir. Sonraki yillarda
Neil Robertson, Daniel Sanders, Paul Seymour ve Robin Thomas (1997) gibi sec¢kin
matematikciler tarafindan daha basit bir kanmit akademik platforma kazandirilmistir.
Bu arada, dikkatler diizlemsel bir ¢izgenin ve genel olarak c¢izgelerin koselerini
renklendirme sorununa g¢evrilmis oldu. Cizge kuramindaki birgok gelisme, haritalarin
renklendirilmesinde {inlii dort renk problemini ¢6zme girisimlerine kadar uzanir. Dort
renk probleminin bilinen en eski hali, A. De Morgan’in Hamilton’a yazdig1 23 Ekim
1852 tarihli bir mektupta karsimiza ¢ikmaktadir. De Morgan, bir 6grencisinin kendisine
“Komsu iilkeler farkli reklere sahip olacak sekilde her haritanin sadece dort renkle
boyanip boyanamayacagi” sorusunu yoneltti. Hamilton bu problemle ilgilenmemistir.
13 Haziran 1878 ’de Londra Matematik Dernegi’nin bir toplantisinda Cayley, sorunun
¢oOziiliip ¢oziilmedigini meslektaslarina sormustur. Kisa bir siire sonra, zorlugun nerede
yatabilecegini anlatan kisa bir not yaymlamis ve ii¢ dereceli haritalara sinirlamanin
yeterli oldugunu gostermistir. 1879 ’da Cayley’ in eski bir 6grencisi olan Kempe
(Cambridge), Sylvester tarafindan yakin zamanda kurulmus olan American Journal
of Mathematics ’de dort renk teoreminin bir kanitin1! yaymlamistir [28]. Kempe,
her haritanin en fazla bes komsusu olan bir iilkeyi igermesi gerektigini gostermis
ve haritanin geri kalanmin herhangi bir renginin boyle bir iilkeyi kapsayacak sekilde
nasil genisletilebilecegini izah etmek istemistir. Onun ¢6ziimii, haritanin iki renkli bir
boliimiindeki renklerin degistirilmesi olarak Ozetlenebilen (giinlimiizde Kempe zinciri
argiiman1 olarak bilinen) yeni bir teknigi igeriyordu. Kempe’nin bir digon, iicgen veya
dortgen iceren bir harita i¢in kanit1 dogruydu, ancak iki eszamanli renk degisim argiimani
besgen i¢in yanlis olarak ifade edilmisti. 1880 *de Tait, dort renk teoreminin “gelistirilmis
kanitlarin1” sundu [29], kanitlar sorunlar igeriyordu. Daha sonralar1 dort renk sorunuyla
ilgilenen diger kisiler de oldu. Bu bilim insanlarindan bazilar1 C. L. Dodgson (Lewis
Carroll), F. Temple (Londra Piskoposu) ve Viktorya donemi egitimcisi J. M. Wilson
idi. 1890’da Heawood, Quarterly Journal of Pure and Applied Mathematics’te Kempe
‘nin ispatindaki hatay1 isaret eden ve problemi diger yiizeyler i¢in genellestiren bir

makale yaymlad: [30]. Devam eden siireglerde Heawood sorunla ilgili alt1 makale
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daha yayinlamistir. Kempe hatasini kabul etmistir fakan hatalar1 diizeltememistir. 20.
ylizyilin ilk yarisinda, her birinin kaynagi Kempe’'nin makalesine dayanan iki fikir
ortaya ¢ikmistir. Birincisi kaginilmaz kiime (unavoidable set), herhangi bir haritada bu

kiimedeki elemanlardan en az birinin bulunmasi gerekliligi (Sekil 2.10), ikinci fikir ise

<= AL T O

uadrilateral
q two pentagons pentagon and hexagon

Sekil 2.10. Wernicke’in sundugu kaginilmaz kiimeler

indirgenebilir diizenleme (reducible configuration), haritanin kalan kisimlar1 herhangi
bir renklendirme yapilarak genisletilebilecegi 6zelligine sahip bir iilke diizenlemesi, dort
renk kuraminin herhangi bir kars1 6rneginde boyle bir diizenleme goriilemez. Birkhoff,
Sekil 2.11°deki (Birkhoff elmasi olarak bilinen) dort tane besgenin diizenlenmesinin

indirgenebilir bir diizenleme oldugunu gostermistir [31]. 1912 ’de Birkhoff verilen

Sekil 2.11. Birkhoff Elmasi

bir haritay1 k-renk ile renklendirmenin yollarinin sayisini arastirmistir ve bunun her
zaman k cinsinden bir polinom oldugunu gdstermistir [32]. Giinlimiizde bu kavrama
haritanin renklendirme polinomu (chromatic polynomial) ismi verilmektedir. 1922 *de
Franklin baska kacinilmaz kiimeler ve indirgenebilir diizenlemeler sunmus ve dort renk
probleminin 25 iilke igeren tiim haritalar i¢in dogru oldugu sonucuna varmistir [33].
Bu {ilke sayis1 daha sonra diger matematik¢iler tarafindan gelistirilmistir. 1950 lerde

Heesch, 1976 da Appel ve Haken gibi elit bilim insanlar1 kagmilmaz kiimeler ve

14



indirgenebilir diizenlemeler ile ilgili ¢alismalar literatiire kazandirmiglardir [34], [35].
1994 °de , Robertson, Sanders, Seymour ve Thomas daha sistematik bir kanit iireterek ve
bilgisayar avantajin1 kullanarak ¢oziimiin hem kacinilmaz kiime hem de indirgenebilir
diizenlemeler igerebilecegini gostermislerdir. Appel ve Haken yaklasimi sistematize
ederek 633 indirgenebilir diizenleme igeren kaginilmaz kiime elde etmislerdir [36]. Dort
renk problemi lizerinde yapilan calismalardan yola ¢ikarak kenarlarin veya kdoselerin
renklendirilmesini igeren diger c¢izge problemlerinde Onemli ilerlemeler saglandi.
Haritalarin renklendirilmesiyle ilgili 1879 tarihli makalesinde Kempe [28] diizlemsel bir
cizgenin koselerini bitisik koseler farkli renklendirilecek sekilde renklendirmenin ikili
(duality) problemini 6zetlemistir. Harita renklendirmeye yonelik bu ikili yaklasim daha
sonra H. Whitney tarafindan 1932 ’de yayinlanan temel bir makalede ve daha sonraki
¢ogu bilim insan1 tarafindan dort renk sorunu iizerine ele alinmistir. 1880 ’de Tait [29]
dort renk teoreminin, her ti¢ dereceli haritanin kenarlarinin her bir renk, her noktada olacak
sekilde {i¢ renkle renklendirilebilecegi ifadesine esdeger oldugunu kanitlamistir. 1916 da
D. Koénig, maksimum d-dereceye sahip herhangi iki pargali ¢izgenin kenarlarinin d-renkle
renklendirilebilecegini kanitlamiglardir [37]. 1930 ’larda, bir ¢izgenin noktalarini, komsu
noktalar farkli renkte olacak sekilde, renklendirme problemi bu konuda doktora tezi yazan
Whitney’in ¢alismalari ile gelistirildigi diistiniilebilir. 1941 *de L. Brooks [38], maksimum
d-dereceye sahip herhangi yalin ¢izgeye ait renklendirme sayisinin en fazla d+1 oldugunu
ve esitligin yalnizca tek sayida noktaya sahip dongii ¢izgeler ve tek sayida noktaya sahip
tam cizgeler i¢in gegerli oldugunu kanitlamigtir. 1950 ’lerde, kritik ¢izgeler fikrini ortaya
atan G. A. Dirac, nokta renklendirme kavramu ile ilgili 6nemli katkilar sunmustur. 1964°te
V. G. Vizing [39], maksimum d-dereceye sahip herhangi bir yalin ¢izgenin kenarlarinm
her zaman d + 1 renkle renklendirilebilecegini kamtlamistir. Ilerleyen yillarda, Vizing
kenar renklendirme problemine 6nemli katkilar sunarak calismalarina devam etmistir
[40]. Bir ¢cizgenin nokta-renklendirme sayis1 ve kenar-renklendirme sayisi kavramlari bazi
bilim insanlar1 tarafindan genellestilerek giiniimiize ulagsmistir. Ornegin M. Behzad ve
meslektaslari, 1960 ’larda toplam renklendirme kavramini literatiir ile tanistirmislardir.
Ayrica P. Erdds ve diger giiclii beyinler tarafindan liste renklendirme kavrami geliserek
glinlimiiz arastirmacilarin ilgisine sunulmustur.

Bir ¢izgede bulunan noktalarin her biri k-dereceye sahipse ¢izge k-diizenlidir denir.

Bu tiir ¢izgeler bazen her biri orjinal ¢izgeyle ayni nokta kiimesine sahip diizenli alt
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cizgelere boliinebilir. Bir ¢izgedeki k-faktor, orjinal ¢izgenin tiim noktalarini igeren
k-diizenli alt ¢izgedir. Cizgelerdeki faktorler {izerine temel ¢alismalar Julius Petersen
(1839-1910) ve W. T. Tutte (1914-2002) tarafindan yapilmistir. 1891 ’de Petersen,
degismezler teorisindeki bir problemine dayanan diizenli ¢izgelerin faktorize edilmesi
ile ilgili temel bir makale yazmistir [41]. 1898 ’de Petersen [42], sonralar1 Petersen
cizgesi olarak adlandirilan, yapraklar1 (1 dereceli nokta) olmayan ii¢ dereceli bir ¢izge
tiretmistir (Sekil 2.12). 1947 *de Tutte [43], 1-faktor iceren ¢izgelerin karakterizasyonunu
olusturmus ve bes yil sonra sonuglarini herhangi bir £ degeri i¢in k-faktorii iceren

cizgelerin karakterizasyonuna genisletmistir.

Algoritma tabanli ¢izge kuraminin izleri , Fleury’nin bir Euler ¢izgesini incelemek i¢in

Sekil 2.12. 3-diizenli ve 3-renkli Petersen ¢izgesi

sistematik bir yontem verdigi ve G. Tarry’nin bir labirentten nasil kagilacagini gosterdigi
19. yiizyila kadar goétiiriilebilir. 20. yiizyil, baz tiir sorunlara algoritmik ¢oziimler getirme
konusunda oldukc¢a verimli olmustur. Bu problemlerden bazilari; minimum baglayici
problem, en kisa ve en uzun yol problemi ve Cinli Postaci problemi. Bu problemlerin her
birinde bize bir ag (ger¢ek diinya uygulamasi) verilir veya model ¢izgede her bir kenara
(ve/veyanoktasina) uzunluk, gecis siiresi gibi agirliklar verilerek agirlikli ¢izgeler yardimi
ile problemlere cevap aranir. Noktalar arasindaki maliyeti (mesafe, siire veya masraf) en
aza indirecek bigimde tiim noktalarin yalniz bir kez dolasilmasini amaglayan kombinasyon
temelli uygun hale getirme problemine Gezgin Satict Problemi 1831 ’de yalin bir
bicimde ortaya ¢cikmistir. G. B. Dantzig, D. R. Fulkerson ve S. M. Johnson tarafindan
49 sehri kapsayan gezgin satici probleminin ¢dziimiinii iceren temel bir makale kaleme
alimmugtir [44]. 1980 ’lerde Padberg ve Rinaldi tarafindan sehir sayis1 2392°e ¢ikartilarak

problemin ¢ozlimii genisletilmistir [45]. Agirlikli bir ¢izgede minimum uzunlukta geren
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bir aga¢ arayan minimum baglayic1 problem yaklasimi Greedy algoritmasi kavramini
sekillendirmistir. O. Boruvka bu konuda oncii bilim insanlarindandir ve daha sonra J.
B. Kruskal tarafindan bu algoritma yeniden kesfedilmistir. Dahasz, ilgili algoritma, 1957
yilinda R. C. Prim tarafindanda yeniden kurgulanmistir. Cizge algoritmalar1 ¢alisma
sahasinda maksimum akis problemine cevap bulmak i¢in D. R. Fulkerson ve G. B. Dantzig
ve ¢ok terminalli aglarda maksimum akislar1 belirlemek i¢in R. E. Gomory ve T. C. Hu
cesitli yaklagimlar gelistirmislerdir. Aktif bir ag i¢in en uzun yol bulma algoritmasi (ABD
Donanmast icin gelistirilen denizaltilarin insasi1 sorunsali) ve kritik yolu bulma algoritmasi
(bir projenin toplam maliyetini en aza indirmek) 1940 ’lar ve 1950 ’ler de, askeri amaglarin
etkisiyle gelistirilmistir. Belirli bir agda en kisa yolu bulmak i¢in baz1 verimli algoritmalar
vardir ve bunlardan en iyi bilineni ise E. W. Dijkstra tarafindan gelistirilen Dijkstra
algoritmasidir [46]. Cinli postact problemi, belirli bir agirlikli ¢izgenin her bir kenarini
kapsayan en kisa rotay1 bulmak i¢in 1960 yilinda Meigu Guan tarafindan ortaya atilmistir
[47]. Eslestirme ve atama problemlerinde, insanlar1 kalifiye olduklari igslere miimkiin
olan en uygun sekilde atamak istenir. Bu arastirmalar, Konig’in ¢alismasindan ve daha
sonra Philip Hall’un eslestirme konusundaki iinlii bir sonucundan [48] esinlenilerek
gelistirilmistir [49]. Bu arastirmalar ¢okyiizliilerde kombinatorik kavrami ve yeni ortaya
cikan dogrusal programlama (linear programming) arastirmalart ile birlestirildi. 1960
’larin sonunda, bazi algoritma tabanli ¢izge problemlerin digerlerinden daha zor oldugu
anlasildi ve Edmonds [50], bir polinom-zaman algoritmasinin mevcut oldugu fikrini
tartismistir. Cook [51], Karp [52] ve digerleri daha sonra NP-tamlik kavramini gelistirerek
atama, tagima ve minimum geren aga¢ problemlerinin tiimii polinom-zaman sinifina P
ait oldugunu, gezgin satici ve Hamilton dongii problemlerinin NP-Hard siifina dahil
oldugunu ifade etmislerdir. P = NP olup olmadig1 varsayimi hala en zor/prestijli arastirma
konular1 arasindadir.

Karmasik ag analizi, gercek diinya sorunsalinda ortaya cikan teknolojik, sosyal ve
biyolojik olarak degisiklik gosteren yapilar1 kuramsal ¢izge altyapisinin derin birikimini
kullanan (analiz siireclerini kontrol eden) modern ¢alisma sahasidir. Yaygin olarak
incelenen bazi ag Ornekleri; web sayfalarmin baglantilari, protein-protein etkilesim
aglar1 ve Facebook-LinkedIn gibi ¢evrimici sosyal aglardir. Gliniimiizde ¢izge kurami,
hem kuramsal hem de pratik diizeyde yalnizca muazzam biiyiiklikte degil, ayni

zamanda olaganiistii zenginlik ve karmasiklik ile karsimza cikar. Ornegin devasa
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Sekil 2.13. Temsili sosyal ag ¢izgesi

aglarin temel yapilari nelerdir? Nasil gelisirler? Davraniglarini belirleyen temel ilkeler
nelerdir? Devasa aglardaki alt ¢izgeler (gozlemledigimiz) biiyiik (ve genellikle eksik)
ana cizgelerle nasil iliskilidir? Bu kadar biiylik ¢izgelerin sayisiz 6zelliklerini analiz
etmede kullanilabilecek ¢izge degismezleri nelerdir? Bu sorularla basa ¢ikmak i¢in son
on yilda birlesimsel, olasiliksal ve spektral yontemler gelistirilerek problem alanlari
icin pek cok ilerleme kaydedilmistir. Web cizgeleri, web sayfalarindan ve aralarindaki
baglantilara karsilik gelen kenarlardan olusan ¢izge modellemeleridir. Web ¢izgeleri,
baglama ve aragtirma alanina bagl olarak, yonlendirilmis veya yonlendirilmemis olarak
modellenebilir. [sbirligi cizgesi, temel olarak, ortak yazarlar nokta ve birlikte makale
yazan iki yazar aralarindaki iliskiyi kenar kabul eden ¢izge modellemesidir. Ornegin,
Math Reviews veritabanina gore akademik caligmalardan esinlenelerek olusturulan
isbirligi ¢izgesi 401.000 nokta ve 676.000 kenara sahiptir. Bu ¢izgenin ilging 6zelliklerine
Grossman’in web sitesinden bakilabilir [53]. Facebook gibi ¢evrimigi sosyal aglar
(Sekil 2.13), kullanicilar nokta ve kullanicilar arasindaki arkadaslik iliskisini kenar kabul
eden cizgeler soyutlanabilir. Twitter ise, kullanicilarin birbirini takip ettigi yone bagh

olarak yonlendirilmis ¢izgeler kavrami etrafinda modellenir. Protein-protein etkilesim
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aglart (Sekil 2.14), canli bir hiicredeki proteinleri nokta ile temsil edilebilen ve iki
protein arasinda ki bazi biyokimyasal etkilesimleri kenar kabul eden ¢izgeler olarak
diisiiniilebilir [54]. Karmasik aglarin diger 6nemli Ornekleri, Yénlendirici c¢izgeler
(noktalar yonlendirici ile ve noktalar aralarindaki fiziksel baglantilar kenarlar ile temsil
edilen), Cagri ¢izgeleri (noktalar telefon numaralar1 ile ve yonlendirilmis kenarlar
ise yapilan goriismelere karsilik gelen), Alinti ¢izgeleri (arastirmacilar noktalar1 ve
atif/kollektif yapilan makaleler yonlendirilmis kenarlar1 temsil eder). Bu ve benzeri ger¢ek

diinya ag ornekleri c¢ogaltilabilir. Cizge kuraminin dirsek temasinda oldugu caligma
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Sekil 2.14. Protein-protein etkilesim ¢izgesi

alanlarim1 arttirmak/aktarmak pekala miimkiindiir. Giinlimiiz arastirmacilarinin istahini
kabartan, veri madenciligi, yapay sinir aglari, dogal dil isleme bunlardan sadece bir
kacidir. Yaklasik ii¢ asirlik bilgi birikimi ile gliniimiize ulasan ¢izge kurami, kuramsal
alanda kendisini Cebirsel Cizge Kurami (Algebraic Graph Theory) ile gosterir. Bu alt
alan geometrik, kombinatorik (sayma temelli) veya algoritmik yaklagimlarin aksine lineer
cebir, grup teori ve ¢izge degismezlerini kendisine ¢alisma alan1 olarak belirler. Cebirsel
cizge kuraminin prestijli arastirma sahalarindan biri de spektral ¢izge kuramidir. Bu tez
caligmasinin ana boliimlerinden biri olan spektral ¢izge kurami 4. boliim igerisinden

detayl1 olarak ele alinmustir.
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3. BOLUM
CiZGE KURAMI

3.1. On Bilgiler

Tezin bu boliimiinde ifade edilen, ¢izge kuramu ile ilgili temel tanim, teorem, sonug,
vb. Onbilgiler [18], [55], [56], [57], [58] referans numarali kaynaklar kullanilarak

olusturulmustur.

Tamm 3.1.1. V noktalardan, E kenarlardan (nokta ¢iftlerinden olusan) iki kiime olmak

tizere en genel manada G = (V, E) yapisina ¢izge denir.

Her kenar, ug¢ noktalar (endpoints) olarak adlandirilan, kendisiyle iligskilendirilmis bir veya
iki elemanli nokta kiimesine sahiptir. Cisimlerin veya yiizeylerin modellenmesinde, kenar
(edge) kavraminin yerine alternatif olarak ayrit kelimesinin kullanimi daha kapsayici
olacaktir.

Belirli bir ¢izgeden bahsedildigi durumda veya birden fazla ¢izge s6z konusu oldugunda
Vi ve E¢ alt simge gosterimleri yaygin olarak kullanilir. Kullanim kolaylig agisindan V,

V(G) ve E, E(G) farkli gosterimleri alternatif olarak literatiirde yer alir.

Tamim 3.1.2. Herhangi bir v € V; noktasi bir e € E kenarinin ug noktasi ise bu durumda

v ile e ¢cakisiktir denir.

Tamim 3.1.3. Herhangi u € V; ve v € V; noktalari bir kenar olusturuyorsa, bu noktalara

komgsu noktalar denir ve u ~ v sembolii ile gosterilir.

Cesitli ingilizce kaynaklarda adjacency (bitisik, komsu) kavramina yakin anlamli

neighbour kavramida kullanilmaktadir.

Tanmim 3.1.4. Herhangi e € FEg ve f € Eg kenarlan ortak u¢ noktaya sahipse, bu

kenarlara komsu kenarlar denir ve e ~ f sembolii ile gosterilir.

Tammm 3.1.5. Bir G ¢izgesinde bulunan v noktasinin ag¢ik komsulugu, v’nin tim
komsularinin kiimesidir ve Ng(v) notasyonu ile gésterilebilir. Ek olarak v noktasinin

kapali komsulugu N¢(v) U {v} ile tanimlanir ve N¢[v] notasyonu ile gosterilebilir.

Tamm 3.1.6. Cizgede iki farkli noktay: birlestiren kenara uygun kenar denir.
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Tamim 3.1.7. Ayn1 u¢ noktalara sahip iki yada daha fazla kenara katli-kenar denir.
Tanim 3.1.8. Noktalar arasinda sadece bir kenar var ise bu duruma yalin komsuluk denir.

Tamim 3.1.9. Kenar kiimesi yalin ve katli kenarlardan olusun (¢oklu kenar kiimesi)

cizgeye ¢oklu-gizge denir.

Tamm 3.1.10. iki nokta arasindaki kenar sayisina kenar-coklugu denir.
Tamim 3.1.11. Tek bir u¢ noktaya sahip kenara ilmek denir.

Tanim 3.1.12. Katli kenar ve ilmek icermeyen ¢izgelere yalin ¢izge denir.

Cizgede bulunan u ve v noktalar1 yalin komsuluk olusturuyorsa uv yan yana gosterimi de

kenarlar i¢in kullanilabilir. Genel ¢izge problemleri, yalin ¢izgelere indirgenebildigi i¢in,

Sekil 3.1. G = (V, E) g¢izgesi i¢in nokta kiimesi V' = {wvg, v1,v9,v3}, kenar giftleri
eo = {vo, 0}, e1 = {v1,v2}, ea = {v1,v3}, e3 = {ve, 3}, 4 = {9, 3}, €5 =
{vq,v3} olmak iizere kenar kiimesi F = {eg, €1, €2, €3, €e4,€5}, €g = {vo, v}
kenar1 uygun kenar degildir ve ilmek olarak isimlendirilir, {vq, v}, {v1,v3}
nokta ¢iftleri yalin komsuluga sahip iken {vs, v3} nokta ¢ifti katli kenara sahiptir

ve {vy, v3} nokta ciftinin kenar-¢oklugu 3 tiir.
kuramsal ¢izge aragtirmalarinda genelde yalin ¢izgeler kullanilir. Birgok gercek diinya
uygulamalarinda ise model olarak yalin olmayan ¢izgeler kullanilir.
Tamm 3.1.13. ilmek icermeyen (katli kenar igerebilir) cizgelere ilmeksiz cizge denir.

Tamim 3.1.14. Iki noktas1 ve bunlar1 birlestiren n kenara sahip ilmeksiz ¢izgelere iki

kutuplu ¢izge denir ve D, ile gosterilir.

Tanim 3.1.15. Bir noktas1 ve bunlar1 birlestiren n kenara sahip ¢izgelere buket ¢izge denir

ve B, ile gosterilir.
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. (o—a))

E Dumpbell ¢izge

B4 Buket ¢izge

D5 Ilmeksiz Iki kutuplu gizge

Sekil 3.2. CsHg benzen molekiiliiniin ilmeksiz ¢izge (¢oklu-cizge) modeli ve yalin

olmayan ¢izge ornekleri

Cok cesitli uygulamalarda, ¢izgelerin noktalarina ve kenarlarina ek o6zellikler atamak,
cizgelerin matematiksel modeller olarak hizmet etmesine yol agar. En yaygin ek kenar
ozelliklerinden ikisi yonlii kenar ve agirlikly kenardir. Diger yaygin atama Ozelligi
nokta/kenar renklendirmesidir. Tki nokta arasindaki bir kenar, tek yonlii baglant1 veya
ayni anda zit yonlii baglantilar olusturabilir. Bir yon atamak sezgisel olarak ileri
(geri) gibi bir ayrisima gotiiriir. Cizgeleri yonlendirmek, kismen ¢izge algoritmalarinin
bilgisayar uygulamalar1 iizerindeki etkisiyle geligsmistir. Ayrica, matematiksel bir
perspektiften, yonlendirilmis ¢izgeleri ek 6zellik katilmis ¢izgeler olarak gérmek, genel
cizge sonuglarinin her iki (yonlii veya yonsiiz) ¢izgeler i¢in de gegerli olmasini

kolaylastiracaktir.

Tanim 3.1.16. Yonlendirilmis kenar (veya yay), u¢ noktalarindan biri kuyruk, diger ug
noktasi da bas olarak belirlenen (secilen) kenardir ve e € E; olmak {izere, sirasiyla yonler

bas-head(e) ve kuyruk-tail(e) ile gosterilebilir.

Tamm 3.1.17. Ayni kuyruk ve ayn1 bas yoniine sahip iki veya daha fazla yay kiimesine

¢oklu-yay denir.

Tamim 3.1.18. Her bir kenar1 yonlendirilmis ¢izgeye yonlii ¢izge (yonlendirilmis ¢izge)

denir.
Tamm 3.1.19. ilmek veya coklu-yay icermeyen yonlii ¢izgeye yalin yonlii ¢izge denir.

Tamm 3.1.20. Hem y0nlii hem de yonsiiz kenarlar1 olan ¢izgelere karisik gizge (kismen
yonlendirilmig ¢izge) denir. Karisik bir ¢izgede kenarin yonlii veya yonsiiz oldugunun

belirtilmesi karisikliklarin 6niine gegecektir.
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Tanmm 3.1.21. Yonli veya kismen yonli bir GG ¢izgesinin temel ¢izgesi, ¢izgenin
yonlendirilmis kenarlarinin bas ve kuyruk kisimlarinin gozardi edilmesi ile elde edilen

cizgedir.

Yonlii veya kismen yonlii ¢izgelerde kenarlar1 olusturan nokta ¢iftleri gosterilirken sirali
ciftler notasyonunun kullanilmas1 bilgisayar bilimleri i¢in ¢ok énemlidir. Yonlii veya
kismen yonlii ¢izgelerde uv ve vu gosterimleri hatali olabilir. Yonlii kenarlarin ve yonsiiz
kenarlarin farkli objeler olarak degerlendirilmesi karmasik algoritma c¢aligsmalarinda

(obje tabanli programlama dillerinde) ¢cok onemli bir yere sahiptir. Gergek diinya

Sekil 3.3. Soldan saga sirasiyla karisik cizge (kismen yonlii ¢izge) ve bu ¢izgenin
temel ¢izgesi, {(vq, v1), (v2,v3), (v3,v4), (vg,v4)} kenarlart yonli kenarlar ve

{{v1,v4}, {ve, v4}} kenarlar1 yonsiiz kenar.

Sekil 3.4. GG ¢izgesi yalin yonlii bir ¢cizgedir ama G ¢izgesinin temel ¢izgesi olan H ¢izgesi

yalin bir ¢izge degildir.

problemlerinin 6nemli bir kismi1 agirlikli, yonlii veya hem agirlikli hem de yonli
cizge modelleri ile temsil edilir. Agirlikli ve yonlii ¢izge soyutlamasinin yaygin olarak
kullanildig1 iki uygulama sahasi1 Derin 6grenme (yapay sinir aglari) ve Karar alma siireci

(Markov zinciri) dir (Sekil 3.5). Bir ¢izgenin noktalar kiimesi renkler ile ayrik kiimelere
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Girdi Gizli Cikt1
katmani katman katmani

Girdi #1
Girdi #2 —
— Cikt1
Girdi #3 —
Girdi #4 —
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0.6 ‘@ e‘ 0.7 Al 06 04
03 B| 03 07

Sekil 3.5. Yapay sinir ag modeli (yonlii-agirlikl ¢izge): Girdi katmaninda ki bilgi, agirlikl
kenar baglantist ile gizli katmana aktarilir, gizli katmanda islenen bilgi ¢ikt1
katmanina agirlikli baglantilar ile aktarilir.

Markov diagrami ve Gegis matrisi: A’dan sonra A’nin olma olasiligi %60 ,
A’dan sonra B’nin olma olasilig1 %40, B’den sonra B’ nin olma olasilig1 %70,

B’den sonra A’nin olma olasilig1 %30.

parcalanabilir. Cizge kurami i¢in ¢ok 6nemli olan bu ayrisim Cizge renklendirme olarak
bilinir.
Tanmm 3.1.22. Bir G ¢izgesi i¢in, noktalar kiimesini farkli renklerden olusan bir C'

kiimesine eslestiren donilistime nokta renklendirmesi denir.

Tamm 3.1.23. iki komsu noktaya farkli renklerin atanmasi ile olusan renklendirmeye

uygun renklendirme denir.

Tamm 3.1.24. Bir ¢izge, c veya daha az renk kullanilarak reklendirilebiliyorsa (uygun

renklendirme) c—renklendirilebilir denir.

Tamm 3.1.25. Bir G ¢izgesi c-renklendirilebilir olmak lizere minimum c sayisina ¢izgenin

renklendirme sayusi denir ve x(G) ile gosterilir.

Noktalar i¢in tanimlanan renklendirme tanimlar1 benzer sekilde kenarlar i¢inde tanimlanir.

Bir G ¢izgesinin kenar renklendirme sayis1 x’(G) ile gosterilebilir.
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Sekil 3.6. G gizgesi i¢in x(G) = x'(G) = 3 (kaynaklarda farkli gdsterimlere rastlamak

miimkiindiir).

Giris boliimiinde ifade edildigi gibi notasyon farkliliklar1 konusunda heniiz bir uzlasma
saglanamamistir. Bu sebepten tez caligsmasinda farkli gésterimler arasinda kesin bir se¢im
yapilmamasina 6zen gosterilmistir.

G = (V, E) herhangi bir ¢izge olmak iizere, ¢izgeye ait noktalarinin sayisi |G|, |V (G)|,
|Ve|, n(G) veya kisaca m gosterimlerinden biri kullanilarak ifade edilebilir. Benzer
sekide ¢izgenin kenar sayist ||G||, |E(G)|, |Eq|, m(G) veya kisaca m gosterimlerinden
biri ile ifade edilebilir. Literatiirde yaygin olanlarin haricinde daha farkli gosterimlere
rastlamak miimkiindiir. Bu konuda daha detayl bilgi i¢in [59] referans numarali kaynaga
bakilabilir. Bu notasyon farkliliklari, ¢izge kuraminin farkl disiplinlerde etkin bir sekilde
kullanilmasmin dogal bir sonucudur. Ayrica bilgisayar bilimlerinde, nokta sayis1 igin
mertebe (order), kenar sayisi i¢in ol¢ii (size) kavramlari kullanilarak temel ¢izge kodlar1

icin uygun zemin saglanarak gelistirilebilir 6zellikler katilmistir.

Nokta ve kenar sayisi az olan ¢izgeler disindaki ¢izgeleri resmetmek olduk¢a zordur.
Yiizlerce hatta binlerce objeden olusan karmasik cizgeleri (web aglari, ulasim aglari,
sosyal aglar, v.b.) modellemek veya bu ¢izgeleri veri tabani olarak isleyebilmek daha
formal ve optimum gosterim yaklagimlarini zorunlu hale getirir. Ozellikle bilgisayar
bilimlerinde oldukg¢a islevsel olan bu yaklasimlardan en yaygin olanlar1 komsuluk ve
cakisim tablosudur (Sekil 3.7). Benzer sekilde cakisim tablosu, yonlii veya kismen yonlii

cizgeler icin, bas ve kuyruk yonleri tabloda ayr1 ayri belirtilerek gosterilebilir.
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Sekil 3.7. Yalin ¢izge ve komsuluk tablosu, Coklu ¢izge ve ¢akisim tablosu

3.2. Derece Kavrami

Tanmm 3.2.1. G ¢izge ve v € V olmak lizere, v noktasina ¢akisik uygun kenarlarin
sayisina v noktasinin derecesi denir ve deg(v) ile gosterilir. Eger v noktasi bir ilmek ise bu
ilmegin derecesi iki olarak degerlendirilir. Ek olarak bir ¢izgede derecesi 0 olan noktaya
izole nokta denir. Benzer sekilde (tlimleyen yaklasimi ile) derecesi n — 1 olan noktaya

baskin nokta (dominating vertex) denir.

Cizge kuraminin prestijli caligma alanlarindan biri olan kimyasal ¢izge kuraminda
anlam-koken itibariyle derece (degree) yerine bagdeger (valence) kavrami kullanilmistir.
Bir G ¢izgesindeki ek kiigiik dereceli nokta ve en biiyiik dereceli nokta §(G):, ve
0(G) maz notasyonlar ile gosterilebilir. Ayrica genel bir ¢izgeden bahsediliyorsa, kullanim
kolaylig1 agisindan 9,,;, ve 0,,,, notasyonlari da kullanilabilir. Kimi arastirmacilar ise
sembolleri daha da 6zellestirerek o (minimum derece) ve A (maksimum derece) olarak

kullanmay1 tercih etmektedir.

Tamm 3.2.2. Bir ¢izgenin derece dizisi derecelerinin azalmayan bir diizende siralanmasi

ile olusturulan dizidir.

Tamm 3.2.3. Bir yonlii ¢izgede v noktasinin gelen derecesi, v’ye yonlendirilen yaylarin

sayisidir; benzer sekilde v noktasinin giden derecesi, v’den yonlendirilen yaylarin
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sayisidir. Eger v noktasi ilmege sahip ise gelen derece I ve giden derece 1 kabul edilir.

Sekil 3.8. Derece dizisi < 5,5,4,2,1,1,0 >

Ko6se noktalar ‘ U v ow
Gelen derece 3 21
31 2

Giden derece

Sekil 3.9. Yonlii ¢izge ve derece dagilim tablosu

<]

Sekil 3.10. Derece dizisi ¢izge i¢in belirleyici bir gosterim sekli olsada ayni derece dizisine

sahip (< 3, 3,2, 2,2,2 >) iki farkli ¢izgede (G ve H) olabilir.

Onerme 3.2.1. [55] Yalin bir ¢izgede dereceleri esit olan en az bir nokta ¢ifti vardar.

Ispat. Kabul edelim ki G, n-noktadan olusan bir cizge olsun. Olas1 n farkli derece
dagiliminin 0,1,2,3,...,n — 1 oldugunu kabul edelim. Derecesi n — 1 olan nokta,
kendi hari¢ diger noktalara bagl olacagindan ve bu durum 0 dereceli nokta olmasi ile
celiseceginden ¢izgede derecesi 0 ve n — 1 olan iki nokta bulunamaz. Sonug¢ olarak,

Giivercin yuvasi prensibinden dereceleri esit olan en az iki nokta vardir. U
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Teorem 3.2.1. [55] (El sikisma) Bir cizgede derecelerin toplami kenarlarin iki katina
esittir. Yani;

S deg(v) = 2B

veV

Ispat. Cizgede bulunan her bir kenarn, iki u¢ noktaya sahip olmasindan dolay1, derece

toplamina katkis1 iki olacaktir. U

Literatiirde Teorem 3.2.1; El sikisma, Euler 'in derece toplami veya ¢izge kuraminin ilk

teoremi olarak bilinir.
Sonug 3.2.1. [55] Bir ¢izgede tek dereceli ¢ift sayida nokta vardir.

Ispat. Tek olan derecelerin toplamini ve c¢ift olan derecelerin toplamini ayri ayri
diistinelim. Teorem 3.2.1 de belirtildigi gibi biitiin toplam ¢ifttir. Ayrica ¢ift derecelerin
toplamu ¢ift oldugundan, tek derecelerin toplami da ¢ift olmalidir. Bu nedenle, tek dereceli

noktalarin sayisi ¢ift olmalidir. U

Sonu¢ 3.2.2. [55] Yonlii bir ¢izgede giden derecelerin toplami ve gelen derecelerin

toplami kenar sayisina esittir.

Ispat. Cizgedeki her e yonlii kenar, head(e) ile gelen dereceye, tail(e) ile de giden dereceye
katki saglar. 0

Bir ¢izgedeki derece dizisi, toplamu ¢ift olan, negatif olmayan tam sayilarin sonlu artmayan
dizisidir. Tersine, toplami ¢ift olan herhangi bir azalmayan, negatif olmayan tamsay1 dizisi,

bazi1 ¢izgelerin derece dizisi olabilir, ancak yalin bir ¢izgenin degil.
Teorem 3.2.2. [55] (Havel-Hakimi) Artmayan ve negatif olmayan < dy,ds,...,d, >

dizisinin ¢izilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart < do — 1,...,dg,+1,ddgy41, ..., dyp >

dizisinin de cizilebilir olmasidir.

3.3. Yiiriiyiis, Gezi ve Yol

Birgok uygulama, gecis-uzaklik temsil eden ¢izge modellerini ve baz1 parametreleri
gerektirir. Ornedin, bir e-posta mesajimin gondericiden alictya giden yolda gectigi
kose-nokta baglantilarinin sayisi ¢izge parametresidir. Fiziksel uzakligin 6tesinde, bir

baska ornek, faaliyet ¢izelgeleme agindaki bir dizi gorevin, gorevlerden herhangi birinde
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meydana gelen gecikme sebebi ile genel projenin tamamlanmasii geciktireceginden

kritik bir yol belirleme durumunu dogurur.

Tamm 3.3.1. Bir G ¢izgesindeki yiiriiyiis, noktalarin ve kenarlarin ardisik dizisidir. Yani,
1 =1,2,...,nvev;,_1v; = ¢; € FEg olmak lizere W = wvg, e1,v1,€2,...,0,_1,€n,Un
dizisine yliriiyiis denir. Dahasi1 e; kenar1 v,,_;’den v,,’e yonli bir kenar ise W dizisine

yonlii yiiriiyiis denir.

Yalin bir ¢izgede, ylriiyiis vg, v1, - . ., Un_1, U, s€klinde gosterilebilir.

* Bir yiirliylis de baslangi¢ nokta vy, bitis kose-nokta v,, diger kdse-noktalar ise i¢

nokta olarak isimlendirilebilir.

* Bir ylirliylisiin uzunlugu, gegilen kenar sayisidir.

Bitis noktasi ile baslangi¢ noktasi ayni olan yiiriiyiise kapali yiiriiyiis, farkli olan

yiiriiyiise agik yiiriiytis denir.

Tamim 3.3.2. Kenar tekrar1 yapilmadan (nokta tekrari olabilir) gerceklestirilen a¢ik

ylirliylise gezi denir.

Tanim 3.3.3. Kenar tekrar1 yapilmadan (nokta tekrari olabilir) gergeklestirilen kapal

ylirtiyiise tur denir.
Tanim 3.3.4. Nokta ve kenar tekrar1 yapilmadan gergeklestirilen a¢ik yiiriiylise yo/ denir.
Tanim 3.3.5. Nokta (baslangig¢ ve bitis haric) ve kenar tekrar1 yapilmadan gergeklestirilen
kapali yiiriiyiise dongti denir.
Teorem 3.3.1. [60] Her = — y ylriiyiisii bir z — y yolu igerir.
Tanim 3.3.6. G cizgesinde P, ve P, iki yol olsun, bu durumda;

* Ortak nokta ve kenar igermiyorsa P; ve P, yollar1 ayriktir denir.

 Sadece ug¢ noktalar1 paylasan P, ve P, yollari i¢ten ayriktir denir.

Teorem 3.3.2. [60] G ¢izgesinde bulunan noktalarin derecesi en az 2 ise G bir dongi

igerir.
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Sekil 3.11. Uzunlugu 7 olan u — v yiirlylis u, 2, y, v, u, x, y, v, uzunlugu 5 olan x — y gezi
x,w,v,u,,y, uzunlugu 6 olan y — y tur y, x, w, v, u, x,y, uzunlugu 3 olan

u — v yol u, x,y, v ve uzunlugu 4 olan x — x dongii x, u, z, y, .
Tamim 3.3.7. Her nokta cifti arasinda en az bir yol bulunan ¢izgeye baglantili ¢izge, diger
durumda ¢izgeye baglantisiz ¢izge denir.
Tamim 3.3.8. Temel ¢izge hali baglantili olan yonlii ¢izgelere zayif baglantili ¢izge denir.

Tamm 3.3.9. Her bir noktadan diger noktalara tanimli yonlii yol bulunan ¢izgeye giig/ii

baglantili yonlii ¢izge denir.

Tanim 3.3.10. Baglantil1 bir ¢izgede her kenar tizerinden gecen yola Euler yolu, her kenar

tizerinden gegen tura Euler turu ve euler turu igeren ¢izgeye Euler ¢izgesi denir.

Tamm 3.3.11. Baglantili bir ¢izgede her nokta {izerinden gegen yola Hamilton yolu, her
nokta lizerinden gegen dongliye Hamilton dongiisii ve Hamilton dongiisu iceren gizgeye

Hamilton ¢izgesi denir.

3.4. Cizgelerde Uzakhik Kavrami

Tamim 3.4.1. Cizgede s ve t iki nokta olsun. Bu durumda aralarindaki en kisa yol
uzunluguna mesafe denir ve d(s,t) ile gosterilebilir. Ayrica s ve t noktalarl arasinda
tanimli1 bir yol yoksa d(s,t) = oo olarak kabul edilir. Cizgenin y6nli olma durumunda
tanim benzer sekilde yapilir ve 7(3,75) notasyonu ile yon belirtilir s=source=kaynak

noktasindan t=target=hedef noktasina).
Cizgelerde ki mesafe tanim1 metrik 6zellikleri korur.
» Heru,v € Vg igind(u,v) >0
* Her u,v € Vg i¢in d(u,v) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart u = v
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Fuler+ Fuler—

Hamilton— Hamilton+
Fuler+ Fuler—
Hamilton+ Hamilton—

Sekil 3.12. Cizgelerin Euler ve Hamilton kosullarina gore olas1 durumlari

* Her u,v € Vg igin d(u,v) = d(v,u)
* Her u,v,w € Vg i¢in d(u, w) < d(u,v) + d(v,w)

Tanmmm 3.4.2. G baglantili bir ¢izge olmak iizere, bir v € V noktasinin en uzak

mesafesine, v noktasinin digmerkezliligi denir ve ecc(v) ile gosterilebilir. Yani;

ecc(v) = irele‘l/_)é{d(v, x)}

Tamm 3.4.3. G baglantili bir ¢izge olmak iizere, digmerkezliliklerin en biiylik olanina
¢ap denir ve diam(G) ile gosterilebilir (karigiklik olmadigi durumlarda kisaca d ile de
gosterilebilir). Yani;

diam(G) = max{ecc(v)}

veEVG

Tamim 3.4.4. G baglantili bir ¢izge olmak tizere, dismerkezliliklerin ek kiigiik olanina

yarigap denir ve rad(QG) ile gosterilebilir. Yani,
rad(G) = g%/ré{ecc(v)}
Teorem 3.4.1. [60] G yalin bir ¢izge olmak {izere;

rad(G) < diam(G) < 2rad(G)

esitsizligi gecerlidir.
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Ispat. G gizgesinin yarigap1 7 ise, ¢izgede ecc(v) = r olan bir v € Vi nokta vardur.
Digmerkezlilik tanimindan, v noktasindan diger biitiin noktalara, uzunlugu » den kisa bir
yol bulunamaz. Boylece rad(G) < diam(G) esitsizligi saglanir.

Esitsizligin sag tarafi i¢in, kabul edelim ki x,y, 2 noktalar1 G ¢izgesine ait olsun. Bu
durumda z’ten z’ye giden en kisa yol, x’ten y’ye ve sonra y’den z’ye en kisa yollar

boyunca gidebilir veya z’ten z’ye y noktasina ugramadan gidebilir.

Her iki durumda da biliyoruz ki, d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) esitsizligi gegerlidir. Kabul
edelim ki d(z, z) = diam(G) ve ecc(y) = rad(G) = r olsun. Bu durumda d(z,y) < r
ve d(y, z) < r olur. Boylece d(z, z) < r +r ve diam(G) < 2rad(G) olur. O

Tamim 3.4.5. GG baglantili bir ¢izge olmak tizere, dismerkezliligi yarigapina esit olan
noktaya merkez nokta denir. Bu noktalarin olusturdugu kiimeye G ¢izgesinin merkezi denir

ve center(G) ile gosterilebilir. Yani;

center(G) ={v € G | ecc(v) = rad(G)}

Tamm 3.4.6. Merkezi, nokta kiimesine esit olan G ¢izgesine ozmerkezli ¢izge denir. Yani,
center(G) = Vg

Tamim 3.4.7. G baglantili bir ¢izge olmak tizere, digsmerkezliligi ¢apina esit olan noktaya
simir nokta denir. Bu noktalarin olusturdugu kiimeye G ¢izgesinin sinrt denir ve per(G)

ile gosterilebilir. Yani;
per(G) ={v € G | ecc(v) = diam(G)}

Tanim 3.4.8. Biitiin noktalar1 sinir nokta olan ¢izgelere sinir ¢izge (peripheral graph)

denir.

Tanim 3.4.9. Verilen bir G ¢izgesinde, minimum dongii uzunluguna kalinlik (girth) ve

maksimum dongii uzunluguna ¢evre (circumference) denir.
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Sekil 3.13. Dismerkezlilik temel alinara etiketlenen G ¢izgesi igin;
rad(G) =3
diam(G) =5
center(G) = {c1, 2}
per(G) = {p1,p2, p3, P4, P5, D6 }
girth(G) =4 ¢1,v1, 09,69,

circum(G) =6 ¢1,v1, Vg, Co, V3, Uy, €1

Teorem 3.4.2. [60] Eger G ¢izgesi en az bir dongii igeriyorsa girth(G) < 2diam(G) + 1

esitsizligi gegerlidir.

Tamm 3.4.10. Baglantili G ¢izgesinde bulunan bir v noktasi diam(G) = eccq(v)

esitligini saghiyorsa bu noktaya capsal (diametrical) nokta denir.

Tamim 3.4.11. Baglantili bir G ¢izgesinden her v € V(G) igin d(u, @) = diam(G) olacak
sekilde yalmizbiru € V(G) noktasi var ise gizgeye ¢capsal ¢izge (diametrical graph) denir.
Ayrica literatiirde capsal ¢izge i¢in ¢ift ¢izge veya ozmerkezli yegane dismerkezlilik noktali

¢izge denir.

3.5. Yapisal Kavramlar

Cizgelerin olas1 gosterimleri (¢izim yapma, komsuluk tablosu, v.b.) ¢izgenin yapisi
hakkinda kisitlt bilgi verir. Cizge parametrelerini ve degismezlerini analiz etmek biiyilik
yapili ¢izgeler i¢in oldukga giictiir. Yapi ile ilgili karakterizasyonlar i¢in soyutlamalardan
bagimsiz kavramlara ihtiya¢ duyulur. Bu alt boliimde baz1 yapisal ¢izge 6n bilgileri ifade

edilmistir.

Tamim 3.5.1. G bir ¢izge olmak {izere, G nin bazi noktalarindan ve kenarlarindan olusan
H g¢izgesine G’nin alt ¢izgesi denir ve H C (G ile gosterilebilir. Yani; Vg C Vi ve By C

E¢ olacak sekilde ki H ¢izgesi alt ¢izgedir.
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Sekil 3.14. GG ¢izgesinin H, baglantil alt ¢izgesi ve H, baglantisiz alt ¢izgesi
Tamm 3.5.2. G ¢izgesinin baglantili olma 6zelligine gore maksimal olan alt ¢izgelerine
G’nin bilesenleri denir.

Tanim 3.5.3. G ¢izgesinin tiim noktalarindan ve bazi kenarlarindan olusan H ¢izgesine

G’nin geren alt ¢izgesi denir. Yani; Vy = Vg ve Ey C Eg.

Sekil 3.15. GG ¢gizgesinin Hj3 baglantisiz geren alt ¢izgesi ve H, baglantili geren alt ¢izgesi

Tanmim 3.5.4. P C Vj; olacak sekilde bir S nokta kiimesi tarafindan belirlenen alt ¢izge

ye G ¢izgesinin indirgenmis (nokta tarafindan) alt ¢izgesi denir ve G| P)] ile gosterilebilir.

Tamim 3.5.5. () C E olacak sekilde bir () kenar kiimesi tarafindan belirlenen alt ¢izge

ye G ¢izgesinin indirgenmis (kenar tarafindan) alt ¢izgesi denir ve G|[Q)] ile gosterilebilir.
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Sekil 3.16. GG ¢izgesinin P nokta kiimesi tarafindan indirgenen alt ¢izgesi H; ve () kenar
kiimesi tarafindan indirgenen alt ¢izgesi Hg.
P = {wg,v1, v2,v3, V4, Vs, Vg, Vs }
Q = {{vo, ve}, {v1, v6}, {va, v}, {vs, vs}, {va, vs}, {vs, vo}, {ve, vr}, {vs, vo},
{vr, vs}, {vr, vo}, {vs, vo}}

Tanim 3.5.6. G bir ¢izge olmak lizere, W alt ¢izgesinde (W C () bulunan biitlin nokta
ciftleri baglantili ise W alt ¢izgesine k/ik denir. En fazla nokta i¢eren kligin nokta sayisina

G ¢izgesinin klik sayis: denir ve w(G) ile gosterilebilir.

Tanim 3.5.7. G bir ¢izge olmak iizere, G de kenar olusturmayan nokta kiimesine bagimsiz
kiime denir. En fazla nokta iceren bagimsiz kiimenin eleman sayisina G ¢izgesinin

bagimsizlik sayisi denir ve a(G) ile gosterilebilir.
Tanim 3.5.8. Baglantil1 bir G ¢izgesini en az iki farkli bilesene ayiran P C V; kiimesine
kesen-nokta kiimesi denir.

Tamm 3.5.9. Baglantili bir G ¢izgesi i¢in {v} kiimesi kesen kiime ise v’ye eklem noktas:

veya kesen-nokta denir.

Tanim 3.5.10. Baglantili bir GG ¢izgesini en az iki farkli bilesene ayiran ) C E; kiimesine

kesen-kenar kiimesi denir.

Tamm 3.5.11. Baglantili bir G ¢izgesi igin {e} kiimesi kesen kiime ise e kenarina koprii

veya kesen-kenar denir.

35



Gl =8 |Gl=16 [H|=8 [H| =16
wl@ =2 aG)=4wH)=3 oG =2
Sekil 3.17. Nokta sayilari, kenar sayilar1 ve derece dizileri ayni olan G ve H ¢izgeleri i¢in
klik sayis1 ve bagimsizlik sayis1 karsilagtirmasi.
Tammm 3.5.12. G ¢izgesini baglantisiz yapan minimum nokta sayisina G nin nokta

baglantisalligi denir ve k(G) ile gosterilebilir.

Tammm 3.5.13. G ¢izgesini baglantisiz yapan minimum Kkenar sayisina kenar

baglantisalligi denir ve £'(G) ile gosterilebilir.

Teorem 3.5.1. [60] (Whitney teoremi) G ¢izgesi igin,

k(G) < K'(GQ) <4(G)

esitsizligi saglanir.

()
N

Sekil 3.18. Nokta ve kenar baglantisallig1

Teorem 3.5.2. [60] Bir e € F kenarinin kdprii olmasi igin gerek ve yeter sart e kenarinin

dongii lizerinde bulunmamasidir.

Bir kenarm sekli, uzunlugu ve uzaydaki konumu sonsuz sekilde belirlenebileceginden

cizgeleri karakterize etmek ve siniflandirmak oldukga zor olacaktir (Sekil 3.19).
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Sekil 3.19. Ayni ¢izgenin iki farkli ¢izimi

Tamm 3.5.14. G ve H cizgeleri igin asagida ki kosullar1 saglayan birebir ve orten bir f
doniisiimii var ise G ve H ¢izgelerine esyapili ¢izgeler denir ve G = H notasyonu ile
gosterilebilir. Baz1 ¢izgelerde nokta etiketleme onemsiz olabilir. Bu durumda notasyon

kisaca G = H olarak verilebilir.
e [ Ve — Vg

* Voy € Eq < f(x)f(y) € Ex

x
a b
w Yy
f c
v z
e d U
G H
Vo < Vi Eg <+ Eg
ab < zv
ae < Tu
a+sx
af < xy
b w
bc < vw
cw
bd < vz
d+ 2z
be <+ vu
e+ u
cd < wz
[y
de < zu
ef < uy

Sekil 3.20. Esyapili G ve H ¢izgeleri
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Esyapili ¢izgeler ile ilgili ilk gézlem; nokta sayilari, kenar sayilari, dongii sayilar1 ve
derece dizileri esittir. Daha genel manada, G ve H ¢izgeleri esyapili ¢izgeler olmak tizere,

asagidaki ozellikler gegerlidir.
* (G baglantili ise H da baglantilidir.
* Ayni sayida nokta kiimesine sahiptirler. Yani |G| = |H |

* Ayni sayida kenar kiimesine sahiptirler. Yani |G| = || H ||

L]

G ¢izgesinde derecesi k olan p nokta var ise H ¢izgesinde de derecesi k olan p nokta

vardir.

» ( ¢izgesi uzunlugu d olan bir dongii igeriyor ise H ¢izgesi de uzunlugu d olan bir

dongti igerir.
* (5 ¢izgesi bir Euler turuna sahipse ise H ¢izgesi de bir Euler turuna sahiptir.
» (G ¢izgesi bir Hamilton dongiisiine sahip ise H ¢izgesi de bir dongiisiine sahiptir.

Iki ¢izgenin esyapili oldugu bilindiginde bunlarin aym esyapi sinifina ait oldugu sdylenir.
Bu gercekten hareketle cizgelerde etiketleme (koseleri isimlendirme) ¢ok dnemli bir yere

sahiptir.

3.6. Cizge islemleri

Bir ¢izgede nokta ekleme veya kenar silme islemi ikincil islemler olarak adlandirilabilecek
diger cizge islemlerin temeli olduklar1 i¢in birincil (temel) ¢izge islemleri olarak kabul

edilir.

Tamm 3.6.1. Bir G = (V| F) gizgesine v nokta eklenmesi, nokta kiimesi V' U {v} ve

kenar kiimesi £ olan yeni bir ¢izge olusturur. Kisaca G U {v} ile gosterilebilir.

Tamim 3.6.2. Bir G = (V, F) ¢izgesinden v € V nokta silinmesi, sadece v’yi silmek degil
ayn1 zamanda ug noktasi v olan kenarlarinda silinmesi ile olusan ¢izgedir. Kisaca G — v

ile gosterilebilir.

Tamim 3.6.3. Bir G = (V, E) ¢izgesi i¢in uv kenar eklenmesi, kenar kiimesi £ U {uv} ve

nokta kiimesi V' olan yeni bir ¢izge olusturur. Kisaca G U {uv} ile gosterilebilir.
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Tanim 3.6.4. Bir G = (V, F) ¢izgesii¢inuv € E kenar silinmesi, sadece u ve v arasindaki

kenarin silinmesi ile olusan ¢izgedir. Kisaca G — uw ile gosterilebilir.

Tanmm 3.6.5. Bir G cizgesinin kenar alt-ayrisimi (subdivision) uv € FEg kenarinin

silinmesi ve yeni bir w nokta ile uw, wv kenarlarinin olusturulmasi islemidir.

NI

G+ uy Alt-ayrisim

G G
Er—® 0,0 E—W O—
INL KL INEIN 2
O— O——o»  O—0 O—O
Sekil 3.21. Bazi1 birincil ¢izge islemleri

Tamim 3.6.6. Bir G ¢izgesinin nokta kiimesi V; ile ayn1 olan ve G de kenar olusturmayan
nokta ciftlerinin kenar olusturdugu ¢izgeye G’nin tiimleyeni denir. G veya G° ile
gosterilebilir. Yani;

E ={e| e ¢ E} olmak iizere G = (V, E) gizgesi G’nin tiimleyenidir.

Kolayca goriilebilir ki G=G esitligi gegerlidir.

Sekil 3.22. GG ¢gizgesi ve tiimleyeni. Olas1 kenarlar kesikli ¢izgilerle gosterilmistir.

Teorem 3.6.1. [60] Eger G ¢izgesi baglantisiz ise G ¢izgesi baglantilidir ve rad(G) < 2
dir.

Ispat. G cizgesi baglantisiz olsun. G ¢izgesinin baglantili olmasi igin gerek ve yeter sart

her z,y nokta cifti arasinda bir x — y yolunun olmasidir. Eger x ve y noktalar1 G de
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komsu degilse zy € F(G) olur. Boylece xy kenarinin kendisi bir yol olur. Diger durum
xry € F(G) olmast, bu ise x ve y noktalarin G de ayni bilesenlerde bulunma gergegini
ifade eder. GG ¢izgesi baglantisiz oldugu i¢in farkli bir bilesende bulunan dyle bir z noktasi
bulunabilir ki # < z ve y = z olan. Bdylece 2z € E(G) ve yz € E(G) kenarlarinin
varligindan s6z edilebilir. Agiktir ki bu kenarlar G ¢izgesinde z, z, y yolunu ifade eder.

Dikkat edilecek olursa her iki durum igin d(x,y) < 2 esitsizligi gegerlidir. Sonug olarak
G ¢izgesi baglantili ve rad(G) < 2 dir. O

Teorem 3.6.2. [60] Yalin bir G ¢izgesi icin, eger rad(G) > 3 ise rad(G) < 2 olur.

Tamm 3.6.7. Bir G ¢izgesinin L(G) hat ¢izgesi noktalar1 G nin kenarlar1 olan ve G nin

kenar komgulugunu nokta komsulugu kabul eden ¢izgedir.

Sekil 3.23. G ve L(G) gizgeleri

Tanim 3.6.8. G = (Vg, E¢) ve H = (Vy, Ey) iki ¢izge olmak tizere, G U H = (V5 U
Vi, EqUFEy) gizgesine G ve H ¢izgelerinin birlesim (union) denir. Ayrica nokta kiimeleri
ayrik ise (Vg N Vg = 0) ayrik birlesim (disjoint union) olarak tanimlanir ve G + H

notasyonu ile gosterilir.

Tamm 3.6.9. G = (Vg, E¢) ve H = (Viy, Ey) iki ¢izge olmak tizere, G N H = (V5 N

Vi, Ec N Ex) gizgesine G ve H cizgelerinin kesigimi (intersection) denir.
G H
0] P Fh
Q o X @"'e
D@ GtD S

Sekil 3.24. G ve H g¢izgelerinin birlesimi

GUH
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Tamim 3.6.10. G cizgesinin her noktasina yeni bir v noktasi baglanmasi durumuna v’nin

G ye eklenmesi (join) denir ve G' + v ile gosterilebilir.

ATy R

Sekil 3.25. Nokta ekleme ¢izge aileleri olusturmada ¢cok dnemli bir iglemdir.

Onerme 3.6.1. [55] H bir ¢izge olsun. H’yi merkez ¢izge kabul eden ve yaricapi 2 olan

G c¢izgesi vardir.

Ispat. Oncelikle H ¢izgesini kapsayan bir I = ((H + u) + v) gizgesini insa edelim.
Olusan yeni H ¢izgesine uu, ve vv; kenarlarim ekleyelim ve bu ¢izgeye G diyelim. Yani
G = H U {uy, v} + uuy + vv; dir. Kolayca sdylenebilir ki G' gizgesinin alt gizgesi olan
H’nin biitiin noktalarinin dismerkezlilik degeri 2, ecc(u) = 3, ecc(v) = 3 ve ecc(uy) =

4, ecc(vy) = 4 dir. Boylece H alt gizgesi G nin merkezi olur. O

:: /:\
- ~
-
- ~
P ~
i :j\
~ =
~ -
~ -
~ -
~ -
~ - :

Sekil 3.26. G = ((H + u) +v) U {ug,v1} + vug + vy

Tanim 3.6.11. G ve H iki ¢izge olmak iizere,
GVH=G+ H+{uv|ueVgveVy}

esitligi ile verilen ¢izgeye G ve H c¢izgelerinin toplami (join) denir.
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Bazi kaynaklarda iki ¢izgenin toplamm G + H = GU H +{uv | v € Vg,v € Vy}
olarak tanimlamaktadir (Sekil 3.27). Notasyon farkliliklar1 karmasik goriinsede kullanim

amag1 gozetilerek ve gerekli on tanim verilerek farkli kullanimlarin ag¢tigi karmasa

onlenmektedir.
O
O O
o + O =
O O
O
G=3 izole H=5 izole G+H

Sekil 3.27. Iki ¢izgenin toplam1 G + H

Tamm 3.6.12. G ve H ¢izgelerin kartezyen ¢arpimi asagidaki nokta ve kenar kiimelerine

sahip bir ¢izgedir ve GLJH notasyonu ile gosterilebilir.
* V(GOH)={(g9,h) | ge V(G)ve he V(H)}
* B(GOH) ={(9,h)(g". 1) | g =g, hl' € E(H) yada g¢' € E(G),h = I"}

Tamim 3.6.13. G ve H cizgelerin direk ¢carpimi asagidaki nokta ve kenar kiimelerine sahip

bir ¢izgedir ve G x H notasyonu ile gosterilebilir.
* V(Gx H)={(9,h) | g€ V(G)veh e V(H)}
* BE(Gx H)={(9,h)(g", 1) | 99" € E(G) ve gg' € E(G)}

Tanim 3.6.14. G ve H c¢izgelerin gii¢lii carpimi asagidaki nokta ve kenar kiimelerine sahip

bir ¢izgedir ve G X H notasyonu ile gosterilebilir.
« V(GRH) ={(g9.h) | g € V(G) ve h € V(H)}

- E(GR H) = E(GOH) U E(G x H)
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P3 P3|:\P4 P3 P3 X P4 P3 P3 X P4
M) M) M) M)

O—C
O—C

NN

PO O—=O r,O—0O—C0O—0 P, O—O

O
O

O

Sekil 3.28. Sirasiyla kartezyen carpim, direk carpim ve giiclii garpim

Tanim ve notasyon uyusmazliginin en bariz oldugu alanlardan biride ¢izge islemleridir.
Farkl1 kaynaklar 6zellikle notasyon konusun da heniiz hemfikir olamamis goziikmektedir.
Genelde ¢izge islemleri, 6zelde korona ¢arpim islemi, esyapili alt gizgelerin ayrisimi

caligmalarinda ¢ok 6nemli bir role sahiptir.

Tamim 3.6.15. G nokta sayist |G| = p ve kenar sayisi ||G|| = ¢ olan bir ¢izge ve de
H nokta sayist |H| = r ve kenar sayisi |H|| = s olan iki ¢izge olmak tizere, G o H
notasyonu ile gosterilen ¢izge islemine G ve H g¢izgelerinin korona ¢arpimi denir ve

asagidaki yordam (prosediir) ile tanimlanabilir.
* G gizgesini vy, v9, . . . , U, Olacak sekilde etiketle.

* G ¢izgesinden bir kopya ve Hy, H», ..., H, olacak sekilde H ¢izgesinden |G| = p
kopya al.

» (5 ¢izgesinin i. noktasina H ¢izgesinin . kopyasinde bulunan biitiin noktalari komsu
yap.

Kolayca goriilebilir ki olugan yeni ¢izgenin nokta sayist |G o H| = p + pr ve kenar sayisi

|G o H|| = q + ps + pr olur.

Tanim 3.6.16. Nokta kiimesi {1,...,n} olan G ¢izgesini ele alalim. Kabul edelim ki
Vi,...,V, bos olmayan ve ayrik sonlu kiimeler olsun. Nokta kiimesi V7,...,V,, olan
bir H ¢izgesi tammlayalim. H g¢izgesinde her i« € [1,...,n] i¢in V; nin noktalari
kendi icerisinde ya komsu (eger boyle ise V; klik) yada komsu olmasin (eger bdyle
ise V; koklik). H ¢izgesinde ki komsuluk olusumu su sekildedir; ¢ # 5 kosulu ile
i € V; noktasmnin j € V) noktasina komsu olmasi i¢in gerek ve yeter sart i ve j

noktalarinin GG ¢izgesinde komsu olmasidir. Bu kosullar altinda olusturulan H ¢izgesine
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Sekil 3.29. G o H, G ve H ¢izgelerinin korona ¢arpimi

G c¢izgesinin karma geniglemesi (mixed extension) denir. Karma genisleme isleminin
genel gosterimini (¢y,...,t,) seklinde n uzunluklu dizge olarak gdstermek kullanim
kolaylig1 saglayacaktir. Ayrica herhangi bir GG ¢izgesi i¢in karma genisleme vurgulanmasi
soz konusu ise AZ E¢t, ..., t,] gosterimi tercih edilebilir ki bu tarz gosterimler baz
alinan ¢izgenin topolojik yapisiyla birlikte farklilasabilir (dongii, yol ve yildiz ¢izge gibi).
Ornegin yol ¢izgesi ve dongii ¢izgesi baz alinarak olusturulan karma genisleme modelleri

niianslar barindirabilir (tabiki V; klik ise |V;| = +t;, V; koklik ise |V;| = —t;).

® ® ® (S, —)—4

®
Sekil 3.30. Sy, = K4 gizgesinin (|Vi| = +4,|Va] = +3,|V5] = +3,|Vu] =
+2,|Vs| = +2) dizisi altindaki karma genisleme ¢izge modeli

ME s, [+4,+3,+3,+2,42]. Gri renk kullanimi komsuluk korunumunu

ifade etmektedir.
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3.7. Ozel Cizge Aileleri

Cizge kuraminda ele alinan bazi yapilarin genel kabul gormiis isimleri vardir. Bazen
cizgenin topolojisinden esinlenerek ve bazen de onlar1 kesfeden bilim insanlarinin
isimlerinden esinlenilerek (6rnegin Petersen ¢izgesi) bu soyut yapilar isimlendirilmistir.
Tezin bu alt boliimiinde ¢izge kuraminda yaygin olarak atifda bulunulan ¢izge ailelerinden

ve bazi isimli ¢izgelerden bahsedilmistir.

Tamim 3.7.1. Nokta kiimesi ve kenar kiimesi sonlu olan ¢izgeye sonlu ¢izge denir. Aksi

takdirde, sonsuz ¢izge olarak adlandirilir.

Calismalarin ¢ogu sonlu yapilar iizerine oldugu icin genellikle ¢izgelerden bahsedilirken

sonlu vurgusu yapilmaz.

Sekil 3.31. Sonsuz ¢izge ornekleri

Tanim 3.7.2. G ¢izgesi biitiin nokta ¢iftlerini birlestiren kenar kiimesine sahip ise tam

¢izge olarak isimlendirilir ve |G| = n olmak tizere K, ile gosterilir.

Tamm 3.7.3. Sadece n noktadan olusan cizgeye boy ¢izge denir ve K, ile gosterilir.
Tanim 3.7.4. Nokta ve kenar kiimesi bos olan ¢izgeye sifir ¢izge denir ve K| ile gosterilir.
Tanim 3.7.5. Sadece bir noktadan olusan ¢izgeye asikar ¢izge denir ve K ile gosterilir.

Sifir ¢izge ve bos ¢izge tanimlart anlamsiz hissedilsede 6zellikle bilgisayar bilimlerinde
bu dort tanimin farkli siniflar olarak tanimlanmasi elzemdir. Yonlii ¢izgeler i¢in de benzer

tanimlar yapilabilir tabiki kenarlarin ¢ift tarafli yonlendirmeleri var ise.
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Tamm 3.7.6. Sadece bir tek yoldan olusan ¢izgeye yol ¢izge denir ve |G| = n > 2 olmak

tizere P, ile gosterilir.

Tamm 3.7.7. Sadece bir tek dongii tizerinde bulunan ¢izgeye dongii ¢izge denir ve |G| =

n > 3 olmak lizere C, ile gosterilir.

o o 6553' IEKZ o o df\b 'Jf\/’
K2 Kg K4 P2 P3 P4

1| = 2-Y) 1Pl =n — 1
o ©o
03 04 05 . .
o ©o
1Cx]| = Kal=n [Knall=0

Sekil 3.32. Sirasiyla tam ¢izge, yol ¢izge, dongii ¢izge ve bos ¢izge

Tanim 3.7.8. Bir G ¢izgesi,
* Eger dongii veya dolasim (tur) igermiyorsa ¢evrimsiz (acyclic)
» Eger hem baglantili hemde ¢evrimsiz ise agag (tree)
* Eger ¢evrimsiz ise orman (forest)

denir. Ayrica derecesi bir olan noktaya yaprak (leaf) denir ve n noktali bir agacin toplam
derecesi 2n — 2 dir. Her asikar aga¢ (en az iki noktali) en az iki yaprak icermelidir.
Farkl1 kaynaklarda yaprak kavrami i¢in sarkik (pendant) nokta ve bu noktaya bagl kenara
sarkik (pendant) kenar denir. Dikkat edelim ki bilesenleri aga¢ olan yalin ¢izgeye orman
denir. Agag ¢izgesi olasilik, kimya (kimyasal ¢izgeler) ve bilgisayar (minimum geren agag
teorisi) bilimi dahil bir ¢ok farkli alanda énemli bir yere sahiptir. Ozellikle gercek hayat
problemlerinde soyut yapinin (¢izgenin) baglantili olup olmamasi ¢ok onemli ise agag

kavramina basvurulur.
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Teorem 3.7.1. [60] T' ¢izgesi n noktali olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

T bir agagtir.

T her kenar1 kopriidiir.

T dongii igermez ve n — 1 kenarhdir.

T baglantilidir ve n — 1 kenarlidir.

T baglantilidir ve her kenar kesim kenaridir (cut-edge).

T de bulunan her hangi iki nokta arasinda kesin olarak bir yol vardir.

T dongii igermez ve herhangi yeni bir e kenari i¢in 7" + e ¢izgesi kesin olarak bir

dongii igerir.

Tamim 3.7.9. Ozel bir r noktasina gére dizayn edilmis T" agacina k6klii agag (rooted tree)
denir. Kok r noktasidir ve diger noktalarin seviyesi (level) en kisa yol uzunluguna gore
guruplandirilir. Literatiir zenginligi adina giizel bir bagka 6rnek ise seviye kavrami igin
derinlik (depth) denmesidir. Ayrica T' koklii agacda bulunan en biiylik seviyeye 7' nin
yiiksekligi (height) denir.

Tamm 3.7.10. {vg,vy,...,v,} nokta kiimesi ve < n,1,...,1 > derece dizisine (etiket
sirast ile) sahip cizgeye yildiz ¢izge denir ve S,, veya K ,, ile gosterilebilir. Dikkat edilirse
|Sp| =n+ 1ve||S,|| =ndir

Tanim 3.7.11. C,, dongii cizgesi ile K asikar ¢izgesinin toplanmasi (¢izge islemi altinda)
ile olusan cizgeye tekerlek ¢izge denir ve n > 4 olmak tizere W, ile gosterilir. Yani W,, =
Ch—1 + K ¢izgesi i¢in nokta ve kenar kiimesi |W,,| = n ve |W,,| = 2(n — 1) dir (Sekil
3.25).

Yukaridaki tanimda oldugu gibi, temel ¢izge tanimlarini ve ¢izge islemleri kullanarak

oldukca kullanish 6zel ¢izge aileleri tiretilebilir.

Tamm 3.7.12. K, tam ¢izgesine P, yol ¢izgesinin bir kenar (koprii) ile baglanmasi
sonucu olusan ¢izgeye ucurtma (kite) ¢izge denir ve U,,,, ile gosterilebilir. Aciktir ki

nokta ve kenar kiimeleri |U,,, ,| = m + n ve ||Up..|| = m(mT_l) + n dir.
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a,b Seviyel

¢, d, e, f Seviye2

g, h Seviye3

R F

Sekil 3.33. R agac cizgesi r kokli ve 3 yiikseklige sahip koklii agactir. Ayrica a ve
b noktalarina ogul (child) ve r noktasina bu noktalarin atasi (parent) denir.
Benzer sekilde diger noktalar i¢cinde ata-ogul iliskisi kurulabilir. F' yapisi ise

agaclardan olusan ormandir.

Tamm 3.7.13. C,, tam ¢izgesine P, yol ¢izgesinin bir kenar (koprii) ile baglanmasi sonucu
olusan ¢izgeye lolipop (lollipop) ¢izge denir ve L, ,, ile gosterilebilir. Aciktir ki nokta ve

kenar kiimeleri | L,, ,| = m + n ve || Ly, || = m + n dir.

Kavram farklilagmasinin en bariz 6rneklerini ¢izge ailelerinin tanimlarinda goriiriiz. Bazi
yazarlar lolipop ¢izgesi i¢in ugurtma ¢izgesinin birbirinin yerine kullanirken, kimi yazarlar
ise ugurtma ¢izgesi icin iribas (tadpole) ¢izgesi olarak isimlendirmektedir. Kavram
zenginliginin bir sonucu olarak tanimlar ¢esitlenebilir. Ayrica bazi ¢izge ailelerinin kisa
tiirleride tanmimlanabilir. Ornegin L, kisa lolipop (veya m-pan) ve U,, ; kisa ugurtma

(short kite) gibi.

Tamim 3.7.14. K, tam cizgesi ile kendisinin bir kenar (koprii) ile baglanmasi sonucu
olusan ¢izgeye halter ¢izge denir ve B, ,, ile gosterilebilir. Nokta ve kenar kiimeleri

|Bnn| = 2nve || By,,|| = n(n — 1) 4+ 1 seklinde ifade edilebilir.

Tanim 3.7.15. Tam olarak iki sarkik (pendant) olmayan nokta iceren aga¢ ¢izgesine ¢ift
yildiz (double star) denir. Yani derece dizisi < m + 1,n+1,1,1,...,1 > olan agagtir ve

Sm.n ile gosterilebilir. Agiktir ki [Sy, | =m +n+2ve ||Spn||=m+n+1
Tamim 3.7.16. Sadece bir yol igeren ve yol lizerinde olmayan noktalar1 direk olarak kenar
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Sekil 3.34. Yukaridan asagi lolipop ve ugurtma ¢izge ornekleri

kabul eden aga¢ ¢izgesine tirtil (caterpillar) denir.

PRl
S

Bg g T

L

Sekil 3.35. Bg ¢ halter ¢izge, Ss ¢ ¢ift ¢izge ve T tirtil ¢izge 6rnekleri

Tamim 3.7.17. n noktali kokteyl parti ¢izgesi, eslestirilmis olanlar digindaki tiim
noktalarin bir kenar ile baglandig: iki sira eslestirilmis nokta kiimesinden olusan ¢izgedir
ve C'P(n) ile gosterilebilir. Ayrica kokteyl parti ¢izgesi n tane P» yol ¢izgesinin tiimleyeni
olarak da tanimlanir. Nokta ve kenar kiimeleri |CP(n)| = 2n ve |CP(n)|| = 2n(n — 1)
seklinde ifade edilebilir.
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4-P, CP(4)

Sekil 3.36. P, U P, U P, U P, gizgesinin tiimler ¢izgesi kokteyl parti ¢izge C'P(4) dir.

Tamim 3.7.18. n-hiperkiip veya kisaca n-kiip ¢izge, etiketleri [00...0],...,[11...1]
olacak sekilde farkli n-bit ile etiketli 2" noktadan olusan bir ¢izgedir ve O, ile
gosterilebilir. Bu ¢izgede iki noktanin etiketi sadece 1 bit pozisyonunda farkliysa kenar

olusturur. n-hiperkiip ¢izge 2" 'n kenar sayisina sahiptir.

0> 03 Q4

Sekil 3.37. n-hiperkiip veya n-kiip ¢izge 6rnekleri, boyut farkliliklar1 dikkate alinarak

temsiller izdiisiim perspektifinden yapilmistir.

Tamm 3.7.19. G, cap1 d olan (diam(G) = d) baglantili ¢izge olmak iizere, herhangi bir
v € V(@) noktasi i¢in, d(v,u) = d olacak sekilde sadece bir v € V(G) noktast var
ise GG ¢izgesine zitkutuplu (antipodal) ¢izge denir. Diger bir yaklagimla tanim su sekilde
de ifade edilebilir. G ¢izgesi nokta kiimesi farkli nokta siniflarinin pargalanisina, ki o
siiflarda bulunan nokta ciftlerinin mesafeleri ¢ap1 verir, esit ise G ¢izgesine zitkutuplu
cizge denir. Ayrica bu siniflarin eleman sayilari sabit (r) ise G ¢izgesine r-zitkutuplu ¢izge

denir. K, p, « diizenli tam cizge, C'y;, dongii ¢izge,

77777777

Py, yol ¢izge, ), hiper kiip cizge, Ko kokteyl parti ¢izge zitkutuplu ¢izgelere drnek

verilebilir.
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Tamim 3.7.20. Riizgar giilii ¢cizgesi (windmill), k£ tane tam ¢izgenin (K,,) bir ortak noktay1
paylasmasi ile olusan ¢izgedir. Literatiirde farkli gésterimlere sahip olmasina karsin Wk
notasyonu yaygin olarak kullanilmaktadir. Oldukga basit ve anlagilir taniminin yani sira
spektral karakterizasyonda sikca karsilasilan bir ¢izge ailesidir. Eger n = 3 alinirsa ¢izge
ailesi dahada 6zelleserek Hollanda riizgar giilii (Dutch windmill) ¢izge ailesine doniisiir.

Nokta sayis1 |WT(Lk)| = n(k — 1) + 1 ve kenar say1s1 ||W£k)\| = nk(k — 1)/2 seklindedir.

WSEQ) W?Eii) W3(4)
W4(2) W4(3) Wi4>

Sekil 3.38. Riizgar giilii ¢izge ailesi

Esik ¢izge tanimi (Threshold graph) ilk olarak 1977 de Chvatal ve Hammer [61] ve de
Henderson ve Zalcstein [62] isimli bilim insanlar1 tarafindan literatiire kazandirilmistir. Bu
cizge smufi bilgisayar bilimleri ve pisikoloji alanlar1 bagta olmak {izere bir ¢ok disiplinde
yogun bir sekilde ¢alisiimaktadir. Cok fonksiyonlu tanimi sebebi ile akademik platformda

sikca topolojik ve spektral 6zelliklerine atifda bulunulmaktadir.

Tamim 3.7.21. [63] Asagida tanim verilen 6zellikler esdegerdir ve esik ¢izgelerin sinifini

tanimlar.



» w; gergel sayili agirliklar ve ¢ esik deger olsun. Cizgede bulunan 7 noktasindan j

noktasina kenar olusmasi i¢in gerek ve yeter kosul w; + w; > ¢ olmasidir.
* (5 cizgesi yinelemeli olarak izole ve/veya baskin nokta ekleme yordamu ile olugsun.
* 2K, P, ve Cy gizgelerini indirgenmis alt ¢izge olarak igermesin.

Anlagsilir ve agiktir ki esik cizgelerin noktalari ya izole yada baskin noktalardan olusur. Bu
sebepten esik c¢izgeler ikili diziler olarak ifade edilebilir. Yani {0O:izole, 1:baskin} ikilik
sistem yardimi ile (by = 0,by, b, ..., b,) seklinde ¢izge temsil ve tarif edilir. Baglangig
noktasi izole kabul edildigi i¢in by = 0 olmalidir. Eger v; izole ise b; = 0, v; baskin
ise b; = 1 olarak agirliklandirilir. Boyle bir gosterime olusum dizisi denir. G ¢izgesinin
baglantili olmasi ile b, = 1 olmasi esdegerdir. Cizgenin noktalarint {vy,vs, ..., v,}
sekilde etiketlersek v; gosterimi 7. adimda eklenen noktay:1 temsil eder. Daha genel
tarif/gosterim ile esik cizge, 1 < ¢ < m i¢in s; > 1 ayrik noktalar ve ¢; > 1 baskin
noktalari gostermek tizere (0%, 1, ... 05 1) yegane ikili dizgeye sahip ¢izgeye denir.

Ozel durumlara sahip gercek diinya problemleri i¢in uygun model , cizge yapisinin

1 2 3

8

Sekil 3.39. (0,0,0,1,0,1,0, 1) ikili dizgeye sahip esik ¢izge gosterimi. Cizgeye ait 4, 6

ve 8 noktalar1 baskin, diger noktalar izoledir [63].

veya soyutlamanin 6zelliklerini ifade eden, tasarlanarak sorulan soruya yanit verebilmesi
arzu edilir. Farkli nesne tiirleri arasindaki iliski agin1 gostermek istiyorsak literatiirde cok
onemli bir boliim olusturan (miistakil kitap olacak sekilde) bir kavrama ihtiyacimiz vardir.

Bu kavram ise parc¢ali ¢izgeler kavramidir.

Tamim 3.7.22. Nokta kiimesi X ve Y seklinde pargalanabilen ve her kenarin ug noktast

farkli parcalarda bulunan ¢izgeye iki parcali (bipartite) ¢izge denir. Yani GG ¢izgesi her
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e=xy € E(G)iginz € X (X CV(G))vey €Y (Y C V(G)) kosulunu sagliyorsa G

cizgesi iki pargalidir.

Tamim 3.7.23. | X| = m ve |Y| = n iki par¢ali K, ,, ¢izgesi i¢in eger her x € X noktasi
her y € Y noktasi ile komsu ise K, ,, ¢izgesine iki pargali tam (complete bipartite) gizge

denir.

Tanim 3.7.24. Nokta kiimesi X, X», ..., X}, olarak % par¢alanisa sahip ve her e = z;x;
kenartigin z; € X, x; € X; (1 < i # j < k) kosulunu saglayan ¢izgeye k-parcali gizge
denir. Eger parcalanislarin her birinde bulunan noktalar arasinda kenar var ise bu ¢izgeye

k-parcali tam (complete multipartite) gizge denir.

K174 K2,4

2N
[\

4iD
i Site
W

oo e o ¢

2R

4 — Parcal Kioa3

Sekil 3.40. K 4 = S5, K 4 iki pargali tam ¢izge ve K 5 3 3-par¢ali tam ¢izge

Son yillarda ¢izge kuramindaki hizli degisim ve gelisimin etkisiyle bazi 6zel ¢izge siniflar
daha detayli incelenir hale getirmistir. Diizlemsel (planar) cizgeler, isaretli (signed)
cizgeler, hiper c¢izgeler, diizenli (regular) c¢izgeler, rasgele diizenli (random regular)

cizgeler vb. bu smiflara 6rnek verilebilir. Bu tarz ¢alismalar beraberinde biiyiik ¢apli
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akademik birikimi getirmektedir. Gelinen bu noktalada bu ¢izge siiflar1 miistakil kitap
haline gelerek arastirmacilarin ¢calismalarina yardimci olmaktadir (detayl bilgi i¢in [64],
[65], [66] ve [67] referans numaral1 kaynaklara bakilabilir). Ayrica mesafe ile ilgili ¢cizge
kavramlart uygulamali bilimlerde kilit bir rol oynamaktadadir 6rnegin mesafe diizenli

cizgeler (distance-regular graphs).

Tanim 3.7.25. Noktalarini1 derecesi ayni olan ¢izgelere diizenli (regular) gizgeler denir.
Genel olarak < k,k,...,k > derece dizisi olsun bu durumda ¢izge k-diizenli olarak
isimlendirilebilir. Platonik ¢izgeler, Petersen ¢izgesi, O (Oksijen molekiilii) ¢izge models,
kiibik ¢izgeler (3-diizenli), tam ¢izgeler, kokteyl parti ¢izgeleri, r-boyutlu kiip ¢izgeler ve

dongii cizgeler 6zel diizenli ¢izgeler icerinde yer alir.

Tablo 3.1. Bazi1 baglantil1 diizenli ¢izge say1 dagilimi [68]

k=3 k=4 k=5 k=6 k=7
n=4 1 0 0 0 0
n=> 0 1 0 0 0
n=~6 2 1 1 0 0
n="17 0 2 0 1 0
n=23 ) 6 3 1 1
n=9 0 16 0 4 0
n=10| 19 99 60 21 5
n=11 0 265 0 266 0
n=12| 85 1544 7848 7849 1547
n =13 0 10778 0 367860 0

Tanim 3.7.26. G ¢izgesi n noktali ve k-diizenli olsun. Her noktasi k£ komsuluga sahip,
komsu olan her nokta ¢ifti A ortak komsuluklu ve komsu olmayan her nokta ¢ifti © ortak
komsuluga sahip G ¢izgesine gii¢lii diizenli (strongly regular) gizge denir ve (n, k, \, )
parametre dortliisii ile gosterilebilir. Ornegin Petersen (10,3,0,1) parametrelerine sahip
giiclii diizenli ¢izgedir. Eger bir ¢izge giiglii dlizenli degil ise zayif diizenli (weakly regular)

cizge denir.
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Tamm 3.7.27. G, k-diizenli ve d ¢apl bir ¢izge olmak iizere; sifirdan farkli elemanlardan
olusan ve asagidaki kosullar1 saglayan {bg,by,...,b4_1;¢1,Ca,...,cq} kesisim dizisine
sahip G ¢izgesi mesafe diizenli ¢izge denir.

d(u,v) = r mesafe kosulunu saglanyan her u, v nokta ¢ifti i¢in,
® b():k?Vecl =1 dir.

* u noktasina komsu olan ve v noktasi ile uzakligi » — 1 olan nokta sayisi ¢, dir

1<r<a).

* u noktasina komsu olan ve v noktasi ile uzakligt » 4+ 1 olan nokta sayis1 b, dir

O<r<d-1.

Sekil 3.41. Mesafe diizenli ¢izge 6rnegi. Kiibik ¢izgede £ = 3, r = 3 ve kesisim dizisi
{3,3,3;1,2,3} dir.

Tanim 3.7.28. Noktalarini digsmerkezliligi ayni olan ¢izgelere diizenli (dismerkezlilige
gore) gizgeler denir. Yani her v € G igin eccq(v) = k olacak sekilde bir £ sabiti var ise G
cizgesine digmerkezlilige gore diizenlidir denir. Asikar 6rnek olarak i, ve C), ¢izgeleri

dismerkezlilik dizisine gore diizenlidir.
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4. BOLUM
SPEKTRAL CiZGE KURAMI

Tezin bu boliimiinde kullanilan tarihi altyapi, tanimlar, gosterimler, teoremler vb.
bilgiler [3], [69], [70], [71], [72] ve [73] referans numaral1 kaynaklardan faydalanilarak
olusturulmustur. Ozel olarak atifda bulunulmasi gereken bilgiler igin kaynak ek olarak

alintilanacaktir.

4.1. On bilgiler

Matris kavraminin literatiire tanitilmasi ve gelistirilmesi, lineer denklem sistemlerine
ait katsayilarmin incelenmesi ile ortaya ¢ikan ve determinant gelisimi ile devam eden
matematigin en énemli kavramidir. Analizin kurucusundan biri olan Leibnitz ilk olarak
1693 ’de determinant kavramini kullandi. 1750 de Cramer lineer denklem sistemlerini
(glinlimiizde Cramer kurali olarak bilinen) ¢6zmek i¢in determinant tabanl formiiliinii
literatiire tanitt1. Matris kavraminin dolayli kullanim1 aslinda daha eskilere dayanmaktadr.
Kavramin ayak izleri 1700 ’lere kadar gitmektedir. Lagrange’in bilineer formlar
tizerindeki c¢alismalarinda matris kavrami oOrtiilii bir sekilde karsimiza c¢ikmaktadir.
Lagrange ¢ok degiskenli fonksiyonlarin maksimum ve minimumlarim1 karakterize
etmemenin arzusu ile ¢alismalarina devam etti. Bunu gergeklestirmek i¢in dnce birinci
mertebeden kismi tiirevlerin sifir olmasin1 ve ayrica ikinci mertebeden kismi tiirevlerin
matrisindeki kosulun gegerli olmasini amagladi. Lagrange’in yontemi bugiin Lagrange
carpanlar1 yontemi olarak bilinmektedir. Lagrange, matrisleri acgik¢a kullanmasa da,
bugiin onun hedefinde bulunan kosullara pozitif veya negatif tanimlilik denilmektedir.

Gauss 1800 ’lerde, giiniimiizde Gauss eleme olarak bilinen, yontemini gelistirdi ve bu
yontemi gokyiizii ile ilgili hesaplamalarda (en kiiciik kareler problemlerini ¢6zmek i¢in)
kulland1. Daha sonra ise Gauss yerkiirenin ylizey 6l¢iimlerini igeren ¢alismalarinda eleme
yontemini gelistirdi (diinyanin seklini 6lgmek veya diinya yiizeyindeki noktalar1 tam
olarak belirlemekle ilgilenen uygulamali matematigin dalina jeodezi denir). Gauss’un
ad1 bu teknikle iliskilendirilse de degiskenleri sistemden art arda yokederek elde etme
yaklasimi Gauss’un zamanindan 6ncesine dayanmaktadir (Cin el yazmalarinda eleme
yontemi ile ii¢ bilinmeyenli ii¢ denklem sisteminin nasil ¢oziilecegi incelenmistir).

Yillarca Gauss yok etme yontemi, matematik biliminden ¢ok, jeodezi bilim gelisiminin
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bir pargas1 olarak kabul edilmistir. Gauss-Jordan yok etme yonteminin basili olarak ilk
ifadesi Wilhelm Jordan tarafindan yazilan jeodezi kitabinda yeralmistir [71].

Matris cebirinin verimli bir sekilde gelisimi hem uygun gosterimlere hem de matris
tizerindeki islemlere bagli olarak ilerlemistir. Her iki gelisim yaklasik olarak ayni zamanda
ve ayni yerde baglamistir. J. J. Sylvester 1848 yilinda ilk olarak matrix kavramini
kullanmistir. Latince’de rahim anlamina gelen matrix terimi, say1 dizisinin ismi olarak,
tiretkenligi vurgulamasi1 bakimindan ¢ok 6nemli bir kavramdir. Matris cebiri 1855°de
Arthur Cayley’nin ¢alismalarindan beslenerek seckin arastirmacilarin ilgisini ¢ekmis ve
bagimsiz ¢aligma alan1 olma yolunda ciddi adimlar atmistir. Cayley lineer doniisiimlerin
bilesimlerini incelemis ve matris ¢arpimini tanimlamistir. Yine Cayley matris tersleri
de dahil olmak iizere bu bilesenlerin cebirini incelemeye devam etmistir. Bir kare
matrisin karakteristik polinomu ve bu polinomun kokii ile ilgili {inlii Cayley-Hamilton
teoremi Cayley tarafindan 1858 ’de literatiire kazandirilmistir (Memoir on the Theory
of Matrices [74]). Bir matrisi temsil etmek i¢in tek bir 4 harfinin kullanilmas1 yine bu
donemlerde gerceklesmistir. Matris cebiri ve determinant arasindaki iligkiyi ortaya koyan
ilk esitlik det(AB) = det(A)det(B) alan gelisiminin ilk dénemlerine rastlamaktadir.
Matris kuraminin gelecegine doniik miithis bir 6ngdrii Cayley tarafindan kaleme alinmistir
“There would be many things to say about this theory of matrices which should, it
seems to me, precede the theory of determinants” (Bana gore determinant kuramindan
once gelmesi gereken matrisler kurami hakkinda sdylenecek ¢ok sey olabilirdi).

Matris kurami dogrusal doniigiimlerle yakindan iligkili olarak gelisimine devam etmistir.
1900 y1lina gelindiginde matrisler ortaya ¢ikan lineer doniisiimler teorisinin yalnizca sonlu
boyutlu bir alt durumundan ibaretti. Vektor uzaymin modern tanimi Peano tarafindan
1888 yilinda yapilmustir. Kisa bir siire sonra bu gelisime elemanlar1 fonksiyon olan soyut
vektdr uzaylar1 eklendi. ikinci Diinya Savasindan sonra modern dijital bilgisayarlarin
gelismesiyle birlikte matrislere 6zellikle de matrislerin sayisal analizine olan ilgi yeniden
canlandi. Giinlimiizde , bilgisayar tabanli ¢alismalarda, matris kurami disiplinler arasi
calismalarda ¢ok kullanigh bir arag haline gelmistir [71].

Lineer denklem sistemlerinin varligina dair bilinen en eski kaynak Chiu-chang Suan-shu,
Jiu Zhang Suan Shu (Aritmetik tizerine Dokuz boliim veya Matematiksel Sanatin Dokuz
Boliimii) isimli Cince kitaptir. Tahmini olarak M.O. 202-186 yillar1 arasinda yazildig

distintiilmektedir.
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“ Iyi bir mahsulden ii¢ demet, vasat bir mahsulden iki demet ve bir demet
kétii mahsul 39 dou’ya satiliyor. Iki demet iyi, ii¢ vasat ve bir kétii 34 dou’ya
satiliyor. ve bir iyi, iki vasat ve ii¢ kétii 26 dou’ya satiliyor. Iyi mahsuliin her
demeti, vasat mahsuliin her demeti ve kotii mahsuliin her demeti icin alinan

fiyat nedir?” Dou: Antik Cin’de tahil i¢in kullanilan bir 6l¢ii birimi.

Kitabin VIII. bolimi, Fang Cheng (dikdortgensel dizi/dizilis), yukaridaki problemle
baslamaktadir. Detayli bilgilere [75] referans numarali calisma veya makalenin
kaynaklarindan erisilebilir. Bu kadim problemi gilinlimiiz bilgisi ile asagidaki formda (x =

iyi, y = orta ve z = kotii mahsiil) ifade edebiliriz.

3r+2y+z2=39
2v+3y+ 2z =34

x4+ 2y + 32 = 26

Denklemlerdeki katsayilarin 6nemini farkeden Cinli bilim insanlar1 bu problemin
(sistemin) katsayilarini (renkli bambu g¢ubuklarla temsil edilen) bir “sayma tahtasi”
tizerinde kare bir diziye yerlestirdiler. Boylelikle matris gosterimi, lineer denklem
sistemlerinin katsayilar1 olarak, literatiirde derin bir iz birakmistir. Genel olarak n

bilinmeyenli m lineer denklem sistemi,

a1 + a1oxe + ... + a1,T, = by,

211 + 299 + ...+ aA9n Ty — bQ,

Am1T1 + AmaT2 + ..+ ATy, = bm

ayj; a2 ... Qi T by
921 929 ... Qop i) b2

A= LT = b= JAr = b
Ami Qma -+ Qmn Tn b,
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seklinde gosterilir. Denklem sisteminde bulunan katsayilarin olusturdugu dikddrtgensel

dizilise matris denir. Gosterim kolaylig1 saglamas1 adina genel olarak bir matrisi

mi1 12 o My

mao1 ™Moo oo Moy
men =

mMmi1 Mypm2 ... Mm;mp

ile gosterecegiz. Matris gosterimi yazarlarin se¢imleri dogrultusunda farklilik gdsterse de
ortak kabuller igerisinde kdseli parantez gdsterimide sikca karsilagilabilen bir gésterim
seklidir. Kullanim kolaylig1 agisindan M,,,, notasyonu islevseldir. Eger m = n
ise kare matris olur ve kisaca M, ile gosterilir. Matrisin elemanlarinin (indisleri ile
birlikte) vurgulanmasi durumunda kisaca M,,xn, = (M4;)mxn = [Mij]mxn. Boyutlarin
vurgulanmasina gerek yok ise M,,,, = (m;;) = [m;;| gosterimi daha uygun olacaktir.
Matrisin elemanlariin ait oldugu kiime farkliliklarina goére matris gosterimi F cismi

tizerinde tanimh M, ., (F) olacak seklinde ifade edilir.

Tanim 4.1.1. M,,,, matrisinin devrik matrisi (transpose),

MY = (i)l = (M) nxm

bi¢imindedir.

Tanim 4.1.2. M,,,,, matrisinin eslenik matrisi (conjugate),

men == (mij)mxn
bigimindedir.
Tamm 4.1.3. M, «,, matrisinin eslenik devrigi (conjugate transpose),

My = @)} n

bigimindedir.

Tanim 4.1.4. M, kare matrisin kdsegen (esas) elemanlarinin toplamima o matrisin izi

(trace) denir ve tr(M,) ile gosterilebilir. Yani,

tT(Mn) :m11+m22+...+m,m:Zmii



Tamim 4.1.5. Kosegen elemanlar1 1 ve diger elemanlar1 0 olan kare matrise birim matris

denir. Kisaca I,,«,, I,, veya kisaca [ ile gosterilir.

Tamim 4.1.6. Biitiin elemanlar1 1 den olusan kare matrise J matris denir. Kisaca .J,,«,, J,

veya kisaca J ile gosterilir.

Tamim 4.1.7. Biitiin elemanlar1 0 dan olusan kare matrise sifir matris denir. Kisaca 0,, .,

veya 0,, ile gosterilebilir.

Tamim 4.1.8. Kosegen elemanlart dy,ds,...,d, ve diger elemanlar1 0 olan matrise
kéosegen matris denir. Yani kisaca D = diag(dy, ds, . . ., d,) ile gosterilir.
Egerd, =dy = ... =d, = dise D = dI, matrisine skaler matris denir.

Tamim 4.1.9. )M, kare matrisi icin,
* 4> ji¢in eger m;; = 0 ise iist liggensel (upper triangle)
* 4 < jig¢in eger m;; = 0 ise alt ticgensel (lower triangle)
o« M = M, ise simetrik
o MI' = —M, ise ters-simetrik

s M = M, ise hermityen

n

s M} = —M, ise ters-hermityen
o MM, = M,M ise normal

MM, = M, M = 1, ise birimsel (unitary)

o MTM, = M, M = I, ise dikey (orthogonal)

matrisleri ifade edilir.

Tamim 4.1.10. M, kare matrisi i¢in asagidaki kosulu saglayan (matris ¢carpimi altinda) /V,,

matrisine M,, matrisinin tersi denir ve N,, = M, ! ile gdsterilir.

* M,N, =1, ve N, M, =1,
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Kare matrislerin tamami icin tersinirdir denemez. Tersi olan veya tersinir matrislere tekil
olmayan (nonsingular) matris denir ve tersi olmayan matrislere tekil (singular) matris

denir.

Tanim 4.1.11. Her bir satir ve siitununda sadece bir tane 1 olan ve diger elemanlar1 0
olan kare matrise permiitasyon matrisi denir ve P = (p;;) ile gosterilebilir. Matematiksel
tanimi ise {1,2, ..., m} kiimesinin 0 = k1 ks . . . k,,, permiitasyonu i¢in matris,

1 ,Egerj =k ise
pij =

0 , Diger durumlarda
seklindedir. Permiitasyon matrisi ile ¢izge matrisinin ¢arpimu, ¢izgenin farkli etiketlenmesi

ile olusabilecek matris anlamina gelir ki dnemli bir aragtir.

Ornegin o = 3124 permiitasyonu igin,

(@]

—
o o o =
= o O O

permiitasyon matrisini olusturabiliriz.

Tamm 4.1.12. M, m satir ve n siitundan olusan bir matris olsun. K C {1,2,...,m}
olmak iizere k tane elemandan olusan K = {iy, iy, ..., 4} kiimesi ve L C {1,2,...,[}
olmak iizere [ tane elemandan olusan L = {ji, jo,..., i} kiimesi i¢in, M matrisinin

satir-stitun indisleri K ve L kiimeleri ile kisitlanan matrise M matrisinin alt matrisi

(submatrix) denir. Yani,

Miygr Migge oo My

mim minQ e mm-l
MK, L] =

Mg Migge - Mg,

dir. Eger K = L ise olusan alt matrise asi/ alt matris (principal submatrix) denir ve kisaca

M|K] ile gosterilir.
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Tanim 4.1.13. M, m satir ve n siitundan olusan bir matris olsun. Matrisin satir uzayinin
boyutuna (lineer bagimsiz satir sayisina) matrisin satir ranki denir ve rr(M,,,) ile
gosterilebilir. Benzer sekilde matrisin siitun uzayinin boyutuna (lineer bagimsiz siitun

sayisina) matrisin stitun ranki denir ve cr(M,,,) ile gosterilebilir.

Teorem 4.1.1. [76] Bir matrisin satir ranki ile siitun ranki birbirine esittir. Yani

11 ( M) = cr(My,) esitligi her matris igin gecerlidir.

Tanim 4.1.14. Bir M,,,, matrisinin sifir uzayr, M,z = 0 denkleminin ¢éziimii olan
n boyutlu x siitun vektorlerinin kiimesine denir ve kisaca N(M,,,) ile gosterilebilir.
N (M,,,) sifir uzayi, R"” vektor uzaymin bir alt uzayidir. N (M,,,,) sifir uzaymim boyutuna

M., matrisinin hi¢ligi (nullity) denir ve null(M,,,) ile gosterilebilir.

Matris kuraminin en &nemli kavramlarindan biri determinant dir. ik izlenim ile
determinant kabaca matrisin ne kadar “biiyiik!”” oldugunun 6lgiilmesi olarak diisiiniilebilir.

Her kare matrisin bir lineer doniisiim olmas1 gergeginden hareketle diyebiliriz ki lineer

doniisiim, eksenleri ej,es,...,e, olan birim kare (kiip, hiperkiip) cismini eksenleri
AeqAes, ..., Ae, olan parelelkenar (paralel yiizli, hiper paralel yiizlii) cisme doniistiriir.
) )
A
€2 Aes
X x
€1 A61

Sekil 4.1. 2 x 2 boyutlu bir A matrisi eksenleri ej, e; olan birim kareyi yine eksenleri
Aey, Aes olan paralelkenara doniistiirmesi (temsili). A matrisinin determinant:

bu parelelkenarin alanidir.

Agiklama 4.1.1. Bir A matrisi i¢in determinant degisen birim karenin (kiipiin, hiperkiipiin,
...) boyuta bagl olarak alanma (hacmine, hiperhacmine, ...) esittir. Diger bir ifade
ile determinant A matrisinin lineer doniisiim esnasinda uzayr nekadar genislettiginin

Olclimiidiir (determinantin literatiirde birden fazla tanimi vardir).
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Tamm 4.1.15. Bir p permiitasyonun isareti, dogal diizen (1,2, ...,n) olmak iizere

) +1 ; pcift sayida diizenleme ile dogal diizene doniistir
o(p) =
—1 ; ptek sayida diizenleme ile dogal diizene doniisiir

seklinde ifade edilir.

Tanim 4.1.16. Bir M, kare matrisinin determinant1 asagidaki form ile tanimlanabilir.

det(M,) = Z o(p)mip,Mapy - - - My,

p
Esitlikte {1, 2, ..., n} kiimesinin n! farkli p = (p1, pa, . . ., p,) permiitasyonlari izerinden
toplam alinmigtir. Determinant gosterimi metnin uygunlugu gergevesinde |V, | gosterimi

ile de gosterilebilir.

o det(MT) = det(M) ve det(M~1) = 2

= det(M)"

* N matrisi, M matrisinin ¢ ve j satirlarinin yerleri degismis hali ise

det(N) = —det(M)

* N matrisi, M matrisinin . satirinin o # 0 kat1 ile ¢arpilmis hali ise

det(N) = adet(M)

* N matrisi, M matrisinin ¢. satirina « katinin eklenmis hali ise

det(N) = det(M)

M, matrisinin tekil olmasi i¢in gerek ve yeter sart det(M,,) = 0 olmasidir.

* M,, matrisinin sifir olmayan en biiylik mindriiniin boyutuna },, matrisinin ranki

denir.
* det(MN) = det(M)det(N)
* Eger M ve N kare matris ise,

M X
det = det(M)det(N)
0 N
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Ornek 4.1.1. A matrisinin determinantini, tanim kullanarak hesaplayalim.
1 2 3

A=14 5 6
789

permiitasyonlarin ve isaretlerinin bulundugu tablo,

p=(p1,p2,p3) | a(p) |  a1p, a2p,aps
(1,2,3) + | 1x5x9=45
(1,3,2) - | 1x6x8=48
(2,1,3) - 2x4x9="T2
(2,3,1) + | 2xXx6x7T=84
(3,1,2) + | 3x4x8=96
(3,2,1) - |3 x5xT7=105

det(A) = 0(p)ay, azp,azp, = 45 — 48 — 72+ 84+ 96 — 105 = 0

p

Ayrica determinantin uygulamalarindan biride diferansiyel denklem ¢oziimlerinde
karsimiza ¢ikar drnegin, birinci mertebeden du, /dt = Tu; — 4usy ve dusg /dt = buy — 2us
lineer diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerini inceleyelim. Bu diferansiyel denklemlerin

matris gosterimleri,

) 7 —4 U
Y = : 4.1)
ub 5 -2 Us
seklindedir veya denk bir sekilde lineer diferansiyel denklemleri v/ = Au ile
gosterebiliriz. Son esitlik i¢in
u) 7 —4 u
W= "], A= veu=|
ul, 5 =2 Us
dir. Tek bir '/ = Au denkleminin ¢oziimleri v = ae* bigiminde oldugu igin u

A

vektoriindeki ifadeler u; = o e ve uy = anet ¢dziim formlar ile saglanir. Bu iki ifadeyi

diizenleyerek ve (4.1) esitliginde yerine koyarak asagidaki esitlik gegisleri yazilabilir.

adeM = TageM — dage™ = A = Ty — 4oy

asde™M = Bager — 2ane = s\ = By — 209
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7T —4 a — (05}

5 —2 (0%) (6]

Gelinen agsamada \ ifadesi i¢in ¢6zliim saglanmis olur ve Ax = Az matris esitligi,

aq
Tr =

&%)
olacak sekilde bir = vektorii ile dogrulanabilir. Ag¢iktir ki x = 0 asikar bir ¢oziimdiir.
Ama bu ¢dziim matris esitlikleri i¢in gerekli olan bilgiyi dogrulamaz. ihtiyacimiz olan
sey Ax = Az ifadesini saglayan skaler A\ ve sifir olmayan = vektorleridir. Arzu edilen
¢oziimler Az = Az esitliginin (A — AI) = 0 haline donistiiriilmesi ile elde edilebilir. Sifir

olmayan ¢6ziimlerin bulunabilmesi i¢in A — AI ifadesinin tekil olmasi gerekmektedir ki

bu durum det(A — A\I) = 0 olmasina ile esdegerdir.

Tanmim 4.1.17. n x n tipinde A matrisi, A skaleri ve x,x; # 0 vektorl i¢in Az = Az
matris-skaler-vektor esitligini saglayan A skalerlerine 6zdeger ve x vektorlerine ozvektor
denir. Ayrica (A, x) ikilisine A matrisine ait oz¢ift ve farkli 6zdegerlerin olusturdugu

kiimeye ise spektrum denir. Genellikle bir A matrisin spektrumlar1 o(A) ile gosterilir.

Ozdeger ve dzvektor kelimeleri, sahip olunan veya ona dzgii anlamina gelen Almanca
eigen kelimesinden tiiretilmistir. Ozdegerler ve dzvektorler bazen karakteristik degerler
ve karakteristik vektorler, uygun degerler ve uygun vektorler veya gizli (6rtiik) degerler ve
gizli (ortiik) vektorler olarak adlandirilir. Latince de spektrum “hayalet” anlamini da igeren
“gdriintli” veya “gorliniim (belli belirsiz)” anlamina gelir. “scope” kelimesi ile de ortak
kokene sahip olan spektrum derin etimolojik kdkeni ile birlikte bir matrisin goriinmeyen
degeri veya matrisin 6ziinde yer alan “tin (ruh)” olarak da metaforlastirilabilir. Geometrik
manada 6zdeger ve 6zvektor olduk¢a derin anlamlar barindirir. A dzdegeri, A tarafindan

doniistiiriilen x ozvektériiniin maruz kaldigr “uzama” veya “biiziilme” miktaridur.

Tamm 4.1.18. A,,.,, matrisinin karakteristik polinomu p(\) = det(A — XI) dir. p(\)
polinomunun derecesi n ve ilk terimi (—1)™\" dir. Ayrica A,,,, matrisi i¢in karakteristik
denklem p(\) = 0 olarak ifade edilir. A, ., ’nin 6zdegerleri, karakteristik denklemin
coziimleri olarak veya esdeger ifade ile, karakteristik polinomun kokleri olarak tanimlanir.
A, «n matrisinin elemanlar1 reel say1 olsa bile 6zdegerleri karmasik say1 olabilir ayrica
Ozdegerler farkli olmak zorunda degildir. Eger A,,«,, matrisinin tiim elemanlar1 reel say1

ise matrisin karmagik say1 6zdegerleri eslenik ¢iftler halinde bulunur.
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Aw \w Av
. v
Sekil 4.2. Av = M\v esitligi geometrik olarak bize v ve Av vektorlerinin orjine gore

esdogrusal oldugunu ifade eder. Agiktir ki v vektorii A matrisi igin bir

Ozvektordiir ama w 6zvektor degildir.

Tanim 4.1.19. A,,.,, matrisinin A{, \s, ..., \, artmayan 6zdeger dizisine A,,,, matrisinin
spektrumu denir ve o ( A) veya kisaca Spec(A) ile gosterilir. Dahas1 bir A,,,, matrisine ait
6zdegerlerinin mutlak degerce biiyiik olanina A,,,.,, matrisinin spektral yarigapt denir ve

kisaca p(A) ile gosterilir. Yani spektral yarigap,
p(A) = maz{|Al}, (1 <i<n)
ile ifade edilir.

Teorem 4.1.2. [71] A,,«,, matrisinin 7. satir elemanlarinin toplama,

n

ri= lagl,(1<j<n)

Jj=1

olmak tizere p(A) < max{ry,ro,...,r,} esitsizligi gegerlidir.

Teorem 4.1.3. [71] (Cayley—Hamilton) A matrisi kendi karakteristik polinomunu saglar.

Yani,
A" 4 AV 4 A" e At e, =0
esitligi gegerlidir.

Tamim 4.1.20. Bir matrise ait 6zdegerlerin k. simetrik doniisiimii, £ I1 6zdegerlerin

carpimlarinin toplamina esittir. Yani,

S = Z )\“/\Zk

1<ii<..<ip<n
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dir. Ornegin n = 4 igin,

S1 :/\1+)\2+>\3—|—)\4

S = A2 + Mg + A As 4+ AoAs + Aoy + Az Ay

S3 = /\1/\2>\3 + )\1)\2/\4 + /\1)\3)\4 + )\2/\3/\4

S4 = )\1)\2)\3)\4

Aciklama 4.1.2. A, ., kare matrisinin karakteristik polinomu A" 4c; A\ 1o A2 4.+

Cn1A + ¢, = 0ve A, x, matrisine ait \;, A9, ..., A, 0zdegerlerin k. simetrik fonksiyonu

s olsun. Bu durumda,
» ¢x = (—=1)* >"(k x k tipindeki as1l minérler)
* s = »_(k x k tipindeki asil mindrler)

° tT(Aan>:>\1+)\2+...+)\n:—01

det(Aan) = )\1)\2 ce )\n = (—1)"cn

Tanim 4.1.21. A matrisi A 6zdegerine sahip kare matris olsun. A matrisine ait karakteristik
polinomunda 6zdegere karsilik gelen kokiin katina A 6zdegerinin cebirsel kati denir. Eger
A 0zdegerinin cebirsel kat1 1 ise A 6zdegerine yalin ozdeger denir. Ayrica A\ 6zdegerine

karsilik gelen 6zuzayin boyutuna A\’nin geometrik kat: denir.

Tanim 4.1.22. Bir A matrisinin pozitif, negatif ve sifir 6zdegerlerin cebirsel katlarindan
olusan tgclii diziye matrisin eylemsizligi (inertia) denir ve In(A) ile gosterilebilir. Yani,
ny, n_ ve ng strastyla pozitif, negatif ve sifir 6zdeger sayilarini gostersin. Bu durumda

eylemsizlik In(A) = (ny,n_, ng) seklinde gosterilebilir.

Tamim 4.1.23. A ve B matrisleri n x n boyutlu iki matris olsun. Eger PT AP = B olacak
sekilde tekil olmayan (tersinir) bir P matrisi var ise A ve B matrislerine denk (congruence)

matrisler denir ve A = B ile gosterilir.

Tanim 4.1.24. Kabul edelim A ve B matrisleri n x n boyutlu iki matris olsun. Eger
P7'AP = B olacak sekilde tekil olmayan (tersinir) bir P matrisi var ise A ve B
matrislerine benzerdir denir ve A ~ B ile gosterilebilir. Ayrica P~*AP carpimina

A matrisinin benzerlik doniisiimii denir. Verilen herhangi bir kare matrisi benzerlik
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dontistimii ile miimkiin olan en basit forma indirgemek literatiirde Temel Problem olarak

adlandirilir. Matrisler i¢in benzerlik, denklik bagintis1 olma kosullarini saglar.

Tamim 4.1.25. Eger A kare matrisi, kosegen bir matrise benzer ise A matrisine

kosegenlestirilebilir matris denir.

Teorem 4.1.4. [76] Bir A matrisinin kosegenlestirilmesi i¢in gerek ve yeter sart A
matrisinin n lineer bagimsiz 6zvektdr kiimesine sahip olmasidir. Dahast P~'AP =
diag(A1, Mg, ..., \,) olmasi i¢in gerek ve yeter sart P’nin kolonlarinin lineer bagimsiz

0zvektorlerden olusmasidir.

Teorem 4.1.5. [76] Bir A € C™*" matrisinin herbir A 6zdegerlerine ait geometrik kat
cebirsel kattan kiigiik veya esittir. Esitlik durumunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart

A matrisinin koésegenlestirilebilir matris olmasidir.

Teorem 4.1.6. [76] Eger A,., matrisi n farkli 6zdegere sahip ise A matrisi
kosegenlestirilebilir bir matristir. Dahas1 farkli 6zdegerlere karsilik gelen Ozvektorler

daima lineer bagimsizdir. Dikkat edilmeli ki teoremin tersi dogru degildir.

Teorem 4.1.7. [76] Benzer matrisler ayn1 karakteristik polinoma sahiptir. Dolayisiyla ayn
cebirsel katli 6zdegerler matrislerin 6zdegerleri olur. Ama benzer matrisler ayni1 6zvektore

sahip olmak zorunda degildir.

Teorem 4.1.8. [76] A ve B matrisleri benzer matris olsun. Bu durumda det(A) = det(B)

ve rank(A) = rank(B) esitlikleri saglanir.

Teorem 4.1.9. [76] Her kare matris bir iist liggensel matrise benzerdir. Yani A, ,,, birimsel
matris U ve Ust tiggensel matris 7" olmak tizere U* AU = T benzer matris esitligi saglanir.

Dahas1 7’nin kosegen elemanlari A matrisinin 6zdegerleridir.

Teorem 4.1.10. [76] Reel/Hermityen simetrik matrisinin 6zdegerleri reeldir. A matrisinin
reel simetrik bir matris olmasi i¢in gerek ve yeter sart A matrisinin reel kdsegen D
matrisine ortagonal olarak benzer olmasidir. Yani bazi ortagonal P matrisi i¢in PTAP =
D olmasidir. Dahasi reel ters-simetrik matris ve ters-Hermityen matrisinin 6zdegerleri saf

imajinerdir.
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Teorem 4.1.11. [76] A, «,, hermityen matris olsun. Bu durumda 6zdegerler reeldir ve A; >
Ay > ... > A\_1 > A\, olacak sekilde siralanir. Dahasi en biiyiik ve en kiigiik 6zdegerler
i¢in,

A = max x*Axve N\, = min z*Ax
[|#]]2=1 [|z][2=1

esitlikleri gecerlidir.

Teorem 4.1.12. [76] (Rayleigh orani1) Genel manada biitiin x # 0 vektorleri igin Ay >

z* Az
T*r

> \, esitsizligi saglanir. Esitsizlikte bulunan £A% orania Rayleigh oran: denir.

T*x

Teorem 4.1.13. [76] (Courant—Fischer) A, y, hermityen matrisin A\; > Xy > ...

Vv

An_1 > A\, 0zdegerleri igin,

A, = max min x"Ax
dimV=i x€V
[|z]|2=1

A= min max z*Ax
dimV=n—i+1 zeV
llzll2=1

Teorem 4.1.14. [76] (Cauchy arada olma) A € R"*" simetrik ve bazi ¢ degerleri i¢in A
matrisinden hem 4. satir hemde . stitunun silinmesi ile olusan B € R™*™(m < n) matrisi
A matrisinin asil alt matris olsun. A matrisinin 6zdegerleri o; < ... < «,, ve B matrisinin

ozdegerleri f; < ... < Bpise My < Bk < Metnem (B =1,...,m) esitsizligi saglanr.

Teorem 4.1.15. [71] (Sylvester teoremi) A ve B reel simetrik matrisleri igin A matrisinin
B matrisine denk olmasi i¢in gerek ve yeter sart A ve B matrislerinin ayn1 eylemsizlige

sahip olmasidir. Yani,
A=B < In(A) = In(B)
dir. Ayrica teorem literatiirde Sy/vester in eylemsizlik kanunu olarak bilinir.

Tamm 4.1.26. A ¢ R™*" matrisinin her eleman i¢in a;; > 0 esitsizligi var ise A
matrisine negatif olmayan matris denir ve A > 0 ile gosterilir. Benzer sekilde bir A matrisi

icin pozitif matris tanimi1 yapilabilir ve A > 0 olarak gosterilebilir.

Teorem 4.1.16. [76] (Perron teoremi) Eger A,,,, > 0 matris ve p(A) = r ise asagidaki
ifadeler gecerlidir.
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7> 0.
* r € g(A), r 6zdegerine Perron kokii denir.

* 7’ nin cebirsel kat1 1 dir.

L]

Ax = rx olacak sekilde bilesenleri pozitif olan x 6zvektorii vardir.

Ap = rp, bilesenleri pozitif olan ve ||p|| = 1 olacak sekilde yegane p vektorii vardir

ve p’ye Perron vektorii denir.

Tanim 4.1.27. A matrisine indirgenebilir matris denir dyle ki,

Y
0 Z

PTAP =

esitligini saglayan bir P permiitasyon matrisi vardir (X ve Z bloklar1 kare matristir). Aksi
durumda A matrisine indirgenemez matris denir. Ayrica PT AP ifadesine A’nimn simetrik

permiitasyonu denilebilir.

Tamm 4.1.28. A matrisinin yonlii ¢izgesi, asagida bulunan nokta ve kenar kiimeleri ile
olusan ¢izgedir ve I'(A) ile gosterilebilir. ['(PTAP) = T'(A) esitliginde P permiitasyon

matrisinin etkisi basit olarak ¢izgenin tekrar etiketlenmesi olarak yorumlanabilir.
* V(F(A)) = {Nla N27 cee 7Nn}

+ B(D(A)) = {N.N, : ay; # 0}, (1 < i,j < n)

No
4 2 1
Ny
A= 0o 1 1 (A) =
0 1 1
N3

Sekil 4.3. A matrisinin yonlii ¢izgesi ['(A)

Tanim 4.1.29. T'(A) gizgesindeki her bir nokta ¢ifti (N;, N;) igin eger N; den N, ye yonlii

kenarlar var ise I'(A) ¢izgesine gii¢lii baglantili ¢izge denir.
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Daha once verdigimiz tanimla ayn1 olmasina ragmen bir matrisin yonlil ¢izgesi tanim

biitlinliigii ve agsagidaki teoremin énemi agisindan tekrardan tanim verilmistir.

Teorem 4.1.17. [73] A matrisinin indirgenemez matris olmasi i¢in gerek ve yeter sart

['(A) cizgesinin giiglii baglantili olmasidir.

Teorem 4.1.18. [73] Eger A,,,, > 0 matrisi indirgenemez bir matris ise (I + A)"~! > 0

esitsizligi gegerlidir.

Teorem 4.1.19. [73] (Perron—Frobenius) Eger A, ,, > 0 matris indirgenemez bir matris

ise asagidaki ifadeler gegerlidir.
s r=p(A) €cg(A)ver >0.
* r’nin cebirsel kat1 1 dir.
* Az = rx olacak sekilde bilesenleri pozitif olan = 6zvektorii vardir.

» Ap = rp, bilesenleri pozitif olan ve ||p|| = 1 olacak sekilde yegane bir p vektorii

vardir ve p’ye Perron vektori denir.

Yukaridaki teoremden hareketle, A matrisinin spektral yarigap1 ayni zamanda A matrisinin
0zdegeridir yani A’nin tim 6zdegerlerinin mutlak degerinden biiylik veya esit olacak
sekilde bir pozitif 6zdeger vardir. Bu pozitif 6zdegere Perron 6zdegeri denir. Dahasi
Perron 6zdegerinin cebirsel ve geometrik kat1 1 dir (Bu 6zdeger A matrisine ait
karakteristik polinomun yalin kokiidiir). A matrisi Perron vektoriiniin pozitif katlari
disinda negatif olmayan hi¢ bir 6zvektore sahip degildir. Aslinda Perron 6zvektori
oldukca kullanish bir aragtir.

Ornegin insan etkilesim aginda, énemli kisilerin birgok baglantis1 vardir. Gézlemci en
yliksek dereceli kisileri (noktalar1) secip onlar1 en énemli olarak adlandirmak ister ama
bu sadece kisilere ait (noktalarin) komsu sayis1 degildir. Onemli insanlarin diger birgok
Oonemli insanlarla baglantilar1 olabilir. Boyle bir durumda Perron ézvektorii bize ¢ok
onemli bilgiler verebilir. Bir gézlemci bunu modelleyebilir ve kisinin 6neminin ¢izgedeki
Oonemlerinin toplami oldugunu ifade edebilir. Bu durumda her noktanin énemini Perron

0zdegerine karsilik gelen Perron 6zvektdrii ile hesaplayabilir (Sekil 4.4).

Teorem 4.1.20. [73] Eger A’, A matrisinin asil alt matrisi ise p(A’) < p(A) esitsizligi
gegerlidir. Esitlik durumu A’ = A ile saglanir.
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A =3.35+

0.15 0.08 o424

0.42+
0.47+
0.52—
0.15+
0.08—
0.27—
0.22+
0.08—

Sekil 4.4. A\ = 3.35+ Ozdegerine karsilik gelen v Perron 6zvektorii. Ayrica A = 3.35+
komsuluk 6zdegeri ¢izgenin spektral yarigapidir. Her noktaya atanan etiket
aslinda Perron 6zvektoriiniin bilesenleridir.

(Basamaklardaki + ve — gosterimleri binde birler basamaginin yoniinii ifade

etmektedir).

Teorem 4.1.21. [73] Eger B matrisi B < A olacak sekilde (A ve B matrislerinin
eleman-eleman karsilastirilmasi) negatif olmayan bir matris ise p(B) < p(A) esitsizligi

gecerlidir. Esitlik durumu B = A ile saglanir.

Teorem 4.1.22. [73] A, «, indirgenemez matrisinin ¢. satir elemanlarinin toplama,

T = Z|aij|7(1 <j<n)
=1

olmak tizere min{ry,ro,...,r,} < p(A) < max{ry,ra,...,r,} esitsizligi gecerlidir.
Esitlik durumu sol tarafin sag tarafa esit olmasi ve r; = - - - = r,, olmasi ile saglanir.
Tamm 4.1.30. Satir ve siitunlar1 P = {1,...,n} ile etiketlenmis M matrisi reel ve

simetrik olsun ve P = P, U ... U F; parcalanis1 dikkate alinarak A matrisi M;; blok
alt matrislere ayrilsin (P; deki satirlar ve P; deki siitunlar ile olusan M;; matrisi). Yani M

matrisi,

M11 Mls

Mg ... Mg
seklindedir. Kabul edelim ki ¢;;, M;; matrisinin ortalama satir toplamimi gostersin. Bu
durumda () = (g;;) matrisine boliim (quotient) matrisi denir. Eger M, ; matrisine ait her bir
blogun satir toplami sabit bir say1 ise bu durumda P parcalanisa adil (equitable) parcalanis

denir.
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Teorem 4.1.23. [76] () matrisi, herhangi bir A kare matrisinin adil pargalanisina karsilik

gelen boliim matrisi olsun. Bu durumda A nin 6zdegerleri () nin 6zdegerlerini igerir.

Teorem 4.1.24. [77] (Vieta teorem) a,, " + a,_12" * + ...+ a12 + ag polinomunun reel

kokleri x1, xs, . . ., x,, olsun. Bu durumda,

n _ an—1
Zi:l Zi - an

-1 _
> it H?:i-i—l Tiwy =t

[Timy = (=g

esitlikleri gecerlidir.
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4.2. Cizge Matrisleri

Spektral cizge kurami 6zdegerlerin, 6zvektorlerin ve diger cebirsel niceliklerin bize
nasil faydali bilgiler verebilecegini (¢izge hakkinda) inceleyen bir alt alandir. Ornegin
cizge ne derecede baglantisallifa sahiptir, yapinin (¢izgenin) noktalarini etkili bir sekilde
hangi yollarla 6bekleriz veya renklendirebiliriz ve rastgele yliriiyiisler ne derece hizli bir
sinir dagilimina yakinsar? Spektral ¢izge kuraminin lineer sistemleri ¢6zmede, rastgele
algoritmalar1 deterministik algoritmalara doniistiirmede, Markov Zinciri, Monte Carlo
yoluyla 6rnekleme, sayma, web aramasi ve maksimum akisa kadar degisen uygulamalarla
teorik bilgisayar biliminde son derece yararli ve kullanigh bir aragtir. Cizgeler ve matrisler
karsilikli olarak fayda saglayan iliskiler agina sahiptir. Cizgeler ve ¢izge matrisleri ayni
fikrin farkli bakis agilarii ve kavramsallagtirmalarini ifade eder. Cizge matrisleri ve
iliskili lineer cebir, gizge kuraminda bilinen en 6nemli (bazende tek) aractir (Ornegin
cebirsel baglantisallik). Ote yandan ¢izgeler, matris yapisin1 anlamanin ve bunlardan

yararlanmanin yollarin1 gosterir (rnegin indirgenebilirlik).

Tamm 4.2.1 (Yo6nsiz). V(G) = {vi,vs,...,v,} nokta ve E(G) = {e1,ea,...,€n}
kenar kiimesine sahip G ¢izgesini ele alalim. Asagidaki yordam ile iiretilen matrise GG nin

(nokta-kenar) ¢akisim matrisi denir ve Q(G) ile gosterilebilir (0 — 1 incidence matrix).
« Satirlar1 V' (G) nokta kiimesiyle ve siitunlar1 E(G) kenar kiimesiyle etiketle
* v; noktast ile e; kenari ¢akisik degilse Q(G) matrisinin (4, j). elemani 0

* v; noktast ile e; kenari ¢akisik ise Q(G) matrisinin (g, j). elemant 1

Tamm 4.2.2 (Yonli). V(G) = {vy,ve,...,v,} noktave E(G) = {ey, e, ..., e,} kenar
kiimesine sahip G ¢izgesini ele alalim. G nin her bir kenarina rastgele fakat sabit bir yon
atandigini varsayalim. Asagidaki yordam ile iiretilen matrise G nin (yonlii) ¢akisim matrisi

denir ve Q(G) ile gosterilebilir.

Satirlar1 V' (G) nokta kiimesiyle ve siitunlar1 F(G) kenar kiimesiyle etiketle

v; noktasi ile e; kenar1 gakisik degilse Q(G) matrisinin (7, j). elemani 0

v; noktasi e; kenarmnin bas-noktasi ise Q(G) matrisinin (4, j). eleman1 —1

v; noktasi e; kenarmin kuyruk-noktasi ise Q(G) matrisinin (¢, j). elemani 1
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b1 €1 €2 €3 €4 €5 €6
U1 -1 1 -1 0 0 0
€1 €3
V2 1 0 0 -1 0 0
Vo U4 U3 0 -1 0 0 1 0
V4 0 0 1 0 0 -1
€4 €6
Us 0 0 0 1 -1 1

Us

Sekil 4.5. Yonlii bir G gizgesi ve onun Q((G) ¢akisim matrisi

Cakisim matrisinin ¢izgelerle ilgili bir ¢ok 6zelligi anlamamiza yardim eder (Sadece
birkag 6zellige dikkat ¢ektik). Herhangi bir G ¢izgesi i¢in Q(G) matrisinin kolon toplami

sifira esittir ve boylece satirlari lineer bagimlidir.

Lemma 4.2.1. [69] Eger G ¢izgesi n noktali ve baglantili bir ¢izge ise rank(Q(G)) =

n — 1 dir.

Teorem 4.2.1. [69] Eger G n noktali ve k-baglantili bilesene sahip bir ¢izge ise
rank(Q(G)) = n — k dir.

Lemma 4.2.2. [69] C,, ¢izgesi n > 3 noktali dongii ¢izge olsun. Eger n ¢ift say1 ise
rank(Q(C,)) = 0 ve n tek say1 ise rank(Q(C,)) = 2 dir.

Lemma 4.2.3. [69] G cizgesi n noktali baglantili ¢izge olsun. Eger GG iki pargali ise
rank(Q(G)) = n — 1 ve diger durumda rank(Q(G)) = n dir.

Cakisim matrisinden tiiretilen ¢izge matrisleri 6zellikle kimyasal ¢izge kuraminda derin
uygulamalara sahiptir. Cakisim temelli matrislere 6rnek olarak kenar-nokta, kenar-dongii,
dongii-kenar, nokta-yol ve agirlikli-altigen-Kekulé matrisleri verilebilir [78]. Milan
Randi¢ benzoidlerin Kekulé yapilart ile ilgili yeni bir iddia ileri slirmiistiir [79]
(Kekulé yapisinin standart formuna geometrik Kekulé agirlikli haline niimerik Kekulé).
Calismasinda, geometrik Kekulé yapisinda c¢ift baga sahip her bir kenar icin agirligi
2 (eger cift baga sahip kenarlar ortak ise agirligi 1) olarak tanimlamistir (Sekil 4.6).
Krizen aromatik hidrokarbon molekiilii i¢cin ¢akisim matrisi Sekil 4.7 de verilmistir.

Cizge matrisleri icerisinde giiclii bir yere sahip olan matris komsuluk matrisidir. Komsu
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Si4

Srpe

@CQ

A

Sekil 4.6. Krizen aromatik hidrokarbon molekiiliiniin geometrik Kekulé yapis1 ve agirlikli

altigen niimerik Kekulé yapisi.

FEtiketleme

Sekil 4.7. Krizen aromatik hidrokarbon molekiiliintin agirlikli-Kekulé- cakisim matrisi

Matris
k1 ko ks k4 ks ke ke ks
a 5 5 5 6 6 6 4 4
b 4 4 3 3 3 2 6 6
c 4 3 6 3 4 6 2 3
d 5 6 4 6 5 4 6 5
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olma kavraminin derin anlaminin dogal bir sonucu olarak literatiirde komsuluk temelli bir
cok matris tanim1 yapilmistir. Bunlardan bazilar1 atom-baglantisalltk matrisi, arttirilmis
(augmented)-komsuluk matrisi, nokta-agwrlikli komsuluk matrisi, kenar-agirlikl komsuluk
matrisi, Hiikel matrisi, zit-komsuluk matrisi, Seidel-komsuluk matrisi. Tamimlamalar
kaynaklara bagli kalarak arttirilabilir ama o6zlinde iki nokta (iki nesne) arasindaki

varlik-yokluk iligkisidir.

Tamim 4.2.3. G bir ¢izge ve nokta kiimesi V(G) = {vy,v9, ..., v,} olsun. Bu durumda

komsuluk matrisi (adjacency matrix) elemanlar

1 » Vg ™~ U5 ise
G .
0 , Diger durumda

bi¢iminde olan A(G) = (a; ;) dir.

Komguluk matrisi tanimini ¢izgenin tiiriine (¢oklu ¢izge, genel ¢izge, yonlii ¢izge, agirlikl
cizge vb.) gore uyarlama oldukca kolay ve verimlidir. Eger ¢izge katli kenara sahip
ise komsu olan noktalar arasindaki kenar sayisi, ¢izge yonlii ise a;; # aj; ve ¢izge
kenar-agirlikli ise komsu kenarlar i¢in a,; = w;; alinarak komsuluk matrisine evrilebilir.
En yalin haliyle (ilmek ve katli kenar icermiyorsa) A matrisi kosegenleri sifirlardan olusan
(0 — 1) simetrik matristir. A(G) nin 6zdegerleri Ay > Ay > --- > A, seklinde siralansin
ve matrisin farkli 6zdegerleri A\; > Ay > --- > A, (K < n) olsun. Bu durumda A(G) nin

spektrumu

A A A
Speca(G) = b :

my Mo ... Mg

ile gosterilebilir.

Teorem 4.2.2. [80] (A-Cauchy arada olma) G ¢izgesi n noktali bir ¢izge ve A(G) nin
ozdegerleri \1(G) > Xo(G) > -+ > A\, (G) bigiminde siralansim. H ¢izgesi n’ noktali
ve G nin indirgenmis alt gizgesi olsun. A(H) nin dzdegerleri A\ (H) > M\(H) > --- >
N (H) ise

esitsizligi gecerlidir.
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Komguluk matrisinin 6zdegerleri son derece ilgingtir ve kullanish 6zelliklere sahiptir.
Ornegin bilgisayar aglar1 iizerinde tanimlanan yapi igin en biiyiik 6zdeger )\, viriis
saldirlar1 veya yapmin dayaniklig: ile dogrudan iligkilidir. Karmagik bilgisayar agina
ait \, 6zdegeri ne kadar kiigiiliirse agin dayaniklih@ o kadar artar. Ozellikle sosyal
aglarda iliskili nesleneleri renklendirme ¢ok 6nemli bir yere sahiptir (6rnegin eslestirme
problemlerinde). Bir ¢izge (veya ag) iki parcali ise komsuluk matrisinin 6zdegerleri orjine
(0 noktas1) gore simetriktir bu ise yapinin 2-renklendirilebilir oldugu anlamina gelir.
Diger bir 6rnek ise kimyasal cizgeler i¢in En Yiiksek Bos Molekiiler Yoriinge (HOMO)
ve En Diisiik Dolu Molekiiler Yoriinge (LUMO) enerji degerleri komsuluk matrisine ait
ozdegerlerin ortancalarina esittir. Yani HOMO degeri A ni1y Ve LUMO degeri A ni1 | dir.

Teorem 4.2.3. [81] G bir ¢izge ve nokta kiimesi V (G) = {vy, v, ..., v, } olsun. k pozitif
tamsayis1 i¢in A* matrisinin (i, j). elemani, v; noktasindan v; noktasina uzunlugu & olan

ylirliyiis sayisina esittir.

U1 U2
v3
G:

Uy
01 10 2111 2 3 41
A(G) = 1 010 A2(G) = 1211 43(G) = 324 1
11 01 1130 4 4 2 3
0 010 1101 1130

Sekil 4.8. Ornegin G ¢izgesi ve A(G), A%(G), A*(G) matrisleri igin v; noktasindan
vz noktasia 3 uzunluklu yiiriiyiis sayis1 4 dir. Wy, Wy, W3, W, yiirlylisleri
goztermek iizere,

Wi = (v1,v3,01,v3), Wa = (v1,v2,01,03),

W3 = (7117?13,?12,03), Wy = (UlvUSvU4vU3>

Komsuluk matrisine ait bazi temel 6zellikleri ve yukaridaki teoremin ilging sonuglarini
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sOyle Ozetleyebiliriz.

* A(G) matrisinin 6zdegerleri reeldir.

tr(A%) = ey (g deg(v) = 2| E(G)].

tr(A3) = 6 x(G g¢izgesinde bulunan iiggen sayist).

Genel olarak tr(A*) = >0 (M)

Bir ¢izge komsuluk matrisinden hareketle ¢izilebilir.
* ( cizgesinin tiimleyeni G° olmak iizere A(G®) = J — I — A(G) esitligi saglanir.

* A(G) matrisi kosegenlestirilebilir matristir.

L]

Tam, dongii, yol ve diizenli iki pargali tam c¢izgelerin komsuluk spektrumlar

belirlidir.

Komguluk matrisi ile ilgili 6zellik, sonug, ¢ikarim veya uygulama literatiirde 6nemli bir
yere sahiptir. Bu konuda [69], [81], [18] ve [55] referans numarali kaynaklara bakilabilir.
Son olarak temel ¢izge matrisi olan komsuluk ile ilgili dnemli bir yordami ifade edelim.

Coulson Sachs Yordamm [82]: (G c¢izgesi n noktali keyfi bir cizge olmak {izere

karakteristik polinom,

n

PA(G,\) = Z AP = aox™ + N N 2+ a4 )+ ay,
k=0

olsun. Biitiin ¢izgeler i¢in,

® Ay = 1
* ay = 0
* ay = —||G||, ||G|| ¢izgenin kenar sayisi

* a3 = —2C3, (5 ¢izgedeki 3 uzunluklu yol sayisi
katsay1 esitlikleri gecerlidir.

Tamm 4.2.4. Egyapili olmayan G ve H cizgeleri i¢in eger Speca(G) = Speca(H) ise

cizgeler esspektrumludur (komsuluk matrisine gore) denir.
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Coulson Sachs Yordamini ve benzer spektral teknikler (Randi¢ kriteri gibi) kuramsal ¢izge
kuraminda ¢ok 6nemli bir yere sahiptir [82]. Ozgiil agirlig1 yiiksek akademik ¢alismalarin
kalbinde yatan temel felsefe karmasik yapilarin 6zelliklerini formiile edebilmektir.
Ormegin tek uzunluklu déngii igeren ¢izge ¢ift uzunluk iceren ¢izge ile esspektrumlu
olamaz.

Genel olarak eger G ve H ¢izgeleri egspektrumlu ise,

» Karakteristik polinomlari esittir.
* Nokta sayilar1 aynidir (n.dereceden polinom).
* Kenar sayilar1 aynidir (a2).

* 3 uzunluklu yiirliyiis sayilar1 aymidir (as).

1,4 Divinylbenzene 2-phenylbutadiene
Speca(G) = Speca(H) = {#2.21,+1.67, £1? 4+0.53}

Sekil 4.9. Simetrik 6zdegere sahip esspektrumlu iki ¢izge (molekiil) 6rnegi

Tamm 4.2.5. G ¢izgesinin nokta kiimesi V(G) = {vy,v9,...,v,} ve derece dizisi
< deg(vy),deg(vq), ... ,deg(v,) > olsun. Dg = diag(deg(vy),deg(va), ..., deg(vy,))

matrisine G nin kosegen (derece) matrisi denir.

Tamm 4.2.6. G yalm bir ¢izge A(G) komsuluk matrisi ve D¢ ¢izgenin kosegen matrisi
olmak tizere, L(G) = D¢ — A(G) matrisine G nin Laplasyan matrisi denir. Diger bir

gosterim ile L(G) = (I; ;) Laplasyan matrisinin elemanlari

deg(v;) ,1=jise
li; =4 —1 L1 # Jvev; ~ v ise

0 , Diger durumda
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seklinde ifade edilir. Ayrica Laplasyan matrisi literatlirde admittance matrix olarak bilinir.
Laplasyan matrisinin diger bir tanimi ise ¢akisim matrisi yoluyla verilebilir. Kabul
edelim G ¢izgesinin biitiin kenarlar1 keyfi olarak yonlendirilsin. Bu durumda L(G) =
Q(G) QT (@) esitligi gegerlidir. L(G) nin 6zdegerleri 1y > pg > -+ > u, = 0 seklinde
siralansin ve matrisin farkli 6zdegerleri p11 > po > -+ > ug (K < n) olsun bu durumda

L(G) nin spekturumu;

Specs (@) = M1 p2 .ol

my Mo ... Mg

ile gosterilebilir. Laplasyan matrisinin en kiigiik ikinci 6zdegerine (u,,_1) karsilik gelen
ozvektore Fiedler 6zvektorii denir ve p,,—1 6zdegerine 6zel olarak cebirsel baglantisallik
(algebraic connectivity) denir. Ayrica |L(G)| = Q(G) = D¢ + A(G) matrisine ise
isaretsiz Laplasyan (signless Laplacian) denir. Cizge matrislerin verimlili§ine vurgu

yapan bir baska kavram ise normallestirilmis (normalized) matris kavramidir.

Tamim 4.2.7. G bir gizge ve D¢ ¢izgenin kdsegen matrisi olmak tizere Dal/ 2A(G)DC:1/ 2

matrisine normallestivilmis komsuluk matrisi (normalized adjacency matrix) denir.

Tamm 4.2.8. G bir ¢izge ve L(G) g¢izgenin Laplasyan matrisi olmak {izere
D(_;l/ 2L(G)D(_;l/ ? matrisine normallestirilmiy Laplasyan matrisi (normalized Laplacian
matrix) denir. Yani [ — D(_;l/ QA(G)D;/ * matrisi olarak komsuluk matrisi ile birlikte

tanimlanabilir.

G bir ¢izge (izole nokta igermeyen) ve V(G) = {vy,vs,...,v,} nokta kiimesi olmak

. . —1/2 1 .. ..
lizere tanimlarda verilen D, / kdsegen matrisi,

1
—_— 0 - 0
v/ deg(v1)
0 + o 0
D51/2 _ eg(v2)
0 0 .. L

seklindedir. Tabiki Laplasyan matrisinden hareketle literatiirde ¢ok cesitli matrisler
tanimlanmistir.  Ornegin  simetrik olarak normallestirilmis  Laplasyan —matrisi
(symmetrically normalized Laplacian), rastgele yiiriiyiis normallestirilmis Laplasyan

matrisi (random walk normalized Laplacian), vb.
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Teorem 4.2.4. [80] G ¢izgesinin Laplasyan matrisi L(G) ve matrisin 6zdegerleri pi; >
po >+ > p, = 0 olsun. Bu durumda G° ¢izgesine ait Laplasyan matrisi L(G¢) nin

Ozdegerlerin — f,,—1 >n — fy_o > --- > n — g > 0 seklinde siralanir.
Lemma 4.2.4. [69] G ¢izgesi n noktali ve m kenarli olsun. Bu durumda,
i. L(G) simetrik ve pozitif yar1 tanimli matristir.
ii. k baglantili bilesen sayis1 olmak iizere rank(L(G)) = n — k dir.

iii. Herhangi bir x vektori igin,

T L(GQ)r = Z(wl —z;)%.

inj
iv. L(G) matrisinin satir ve siitun toplamlar1 0 dir.
v. L(G) nin herhangi iki elemanin kofaktorii esittir.

Teorem 4.2.5. [80] Bir (G ¢izgesine ait Laplasyan matrisi i¢in: Sifir 6zdegerinin kati
G cizgesinin bilesen sayisina esittir. Ozel olarak bir ¢izgenin en kiiciik ikinci dzdegeri

tn—1 = 0 ise ¢izge baglantisizdir.

Teorem 4.2.6. [80] (L-Cauchy arada olma) G ¢izgesi n noktali bir ¢izge ve L(G) nin
ozdegerleri 111 (G) > po(G) > -+ > u,(G) seklinde siralansin. H ¢izgesi n noktali
ve G den k (k < n) kenarm silinmesi ile olusan alt ¢izge olsun. L(H) nin dzdegerleri

p(H) = pa(H) 2 -+ = pp(H) ise,
1i(G) = pi(H) > pis(G), (1 < i <n—k)
esitsizligi gecerlidir.

Teorem 4.2.7. [80] Bir GG gizgesi baglantilidir ancak ve ancak Q(G) isaretsiz Laplasyan
matrisinin spektral yarigapi yalin bir 6zdegerdir. Yalin 6zdegere karsilik gelen 6zvektoriin

bilesenleri sifirdan farklidir (ayni isaretli).

Teorem 4.2.8. [80] GG nin ()-spektrumuna ait sifir 6zdegerinin kat1 iki parcali bilesen

sayisina esittir.
Teorem 4.2.9. [80] Iki pargali G ¢izgesi i¢in Spec,(G) = Speco(G) esitligi gegerlidir.
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Teorem 4.2.10. [80] (Q-Cauch arada olma) G ¢izgesi n noktali bir ¢izge ve Q(G) nin
ozdegerleri k1 (G) > kao(G) > -+ > kK,(G) seklinde siralansin. H ¢izgesi n noktali
ve G den k (k < n) kenarin silinmesi ile olusan alt ¢izge olsun. Q(H) nin dzdegerleri

ki(H) > ko(H) > -+ > Ky (H) ise,
ki(G) > ki(H) 2 kig(G), (1 <i <n—k)
esitsizligi gecerlidir.

Basli basma biiyiik bir ¢alisma alani1 olan Seidel/ matrisi (Seidel-Adjacency matrix)
literatiirde onemli bir yere sahiptir. Tezin ana amaci mesafe ile ilgili matrisler oldugu i¢in
Seidel matrisinin temel tanimin1 vermek ile yetinecegiz. Detayl bilgi icin [83] referans

numarali makaleye bakilabilir.

Tamm 4.2.9. G, n noktal1 bir ¢izge olmak iizere, J — I — 2A(G) matrisine Seidel matrisi

denir ve S(G) ile gosterilebilir. Orjinal ismi ise (—1, 1, 0)-komsuluk matrisidir.

Mesafe matrisi (Distance matrix) Graham ve Pollack tarafindan 1971 de literatiire
kazandirild1 [84]. 70’lerde telefon hatlar1 arasinda kullanilan dolasim modellerinin
bilgisayarlar arasinda gerceklesen bilgi transferleri i¢in uygun olmadigini fark eden
Graham ve Pollack /loop-switching modelini gelistirerek yeni bir iletisim sema
modeli olusturmuslardir. Model temelde mesajin (bilginin) 6nceden ayarlanmis bir
rotasit olmayacagi ancak her bir kavsakta (doniim noktasinda) dolasimin degistirilip

degistirilmeyecegini karar verilecegi iizerine kurulmustur. Mevcut adres ile hedef adres

O

Sekil 4.10. Bir dongii (hat) konfigiirasyonu ve onun temsili ¢izge modeli.

0—0-

arasindaki uyusmaziigr azaltarak gegis yapmanin ve mesajin kaynagindan hedefe verimli
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bir sekilde hareket etmesini saglayan yeni bir adresleme semasi arastirmacilar tarafindan
onerildi. Yazarlar, veri iletisim sistemlerinde mesafe matrisinin negatif 6zdeger sayisi ile
adresleme sorunu arasinda bir iliski kurmuslardir [85]. Bir ¢izgeye ait mesafe matrisinin
baslica iki versiyonu vardir. Bunlardan biri ¢izge-teorik versiyon ve digeri ise geometrik
versiyon. Baglantili bir ¢izge i¢in, ¢izge-teorik versiyon durumunda mesafe matrisi,
komsuluk matrisinden ayrisir ve komsuluk kavramiin dogal bir genellemesidir. Iki nokta
arasindaki mesafe noktalarin arasindaki en kisa yolun uzunlugu (kenar sayisi) olarak
tanimlanir. Geometrik versiyon s6z konusu oldugunda uzaklik kavrami bir diizlemdeki
noktalar ve bu noktalar arasindaki Oklid mesafesi dikkate alinir (metrik uzay). Ayrica bazi
kaynaklar ¢izgede (soyutlamada) bulunan iki nesne arasindaki en kisa mesafeyi jeodezik

mesafe olarak isimlendirmektedir.

Tamim 4.2.10. G nokta kiimesi V(G) = {v1,vq,...,v,} olan bir ¢izge ve herhangi
v;,v; € V(G) noktasi i¢in d(v;,v;) en kisa yol olmak tlizere mesafe matrisi (distance

matrix) D(G) = (d; ;) ile gosterilir ve elemanlari

0 , Vi = vjlse
dij =94 d(vi,v;) ,v; vev; arasinda yol var ise
00 , Diger durumda

seklindedir. Eger ¢izge baglantili ise mesafe matrisinde bulunan tiim elemeanlar (kdsegen

harig) sifirda farkhidir.

D(G) nin o6zdegerleri & > 0y > --- > 0, seklinde siralansin ve matrisin farkl

ozdegerleri 9y > 0y > -+ - > 0k (k < n) olsun bu durumda D(G) nin spektrumu;

Specn(G) — O 0Oy ... O

mp; Mg ... My
ile gosterilebilir. D matrisi indirgenemez, negatif olmayan, reel ve simetrik matris oldugu
icin 0; yalin 6zdegerdir. Yani ¢ = 2,3,...,n i¢in d; > |0;| esitsizligi gegerlidir ve 0,
ozdegerine karsilik gelen 6zvektor pozitiftir. Dogal olarak 9, 6zdegerine spektral yarigap
(mesafe matrisinin) veya mesafe indeksi (distance index) denir. Distance matrisinin
Onemini belkide en iyi ifade eden kavram Wiener indeksidir. Baglantili bir GG ¢izgesi igin
Wiener indeksi mesafe matrisindeki eleman toplaminin yarisina esittir. Yani,

WG = > dy

1<i<j<n
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01211222 701211222
10121122 10121112
21012212 21012212
12102211 12101211
DE= | 11220111 DH)= | 11210122
21221012 21221021
22111101 21112201
22211210 229212110

Sekil 4.11. G ve H esyapili olmayan ¢izgeler ve mesafe matrisleri. Ayni mesafe
0zdegerlerine sahiptir. Yani her iki ¢izge i¢in mesafe matrisinin spektrumu:

{10.32,0.30,0.01, —0.81, —1.26, —2.48, —2.80, —3.36} bigimindedir.

bi¢cimindedir. Baglantili olan G ¢izgesine ait v noktasinin iletkenligi (transmission) v nin
diger noktalara olan uzakliklar1 toplamudir ve ¢ (v) ile gosterilebilir.Kisaca,
te(v)= > d(v,u)

v#ueV(G)
seklinde ifade edebiliriz. Bir ¢izgede (baglantili) bulunan tiim v; (1 < i < n) noktalar
icin tg(v;) = k ise ¢izgeye k-iletken diizenli (k-transmission regular) denir. Kosegen
elemanlari ¢ (v;) olan kdsegen matrise iletkenlik matrisi denir ve T'(G) ile gosterilebilir.
Yani T'(G) = (t;;) ve elemanlart,
" tG<Ui) » 1= j ise
ij =

0 , Diger durumda
bigimindedir. Baglantili G ¢izgesi igin mesafe Laplasyan matrisi D (G) = T(G) — D(G)
ve isaretsiz mesafe Laplasyan matrisi D?(G) = T(G) + D(G) bigiminde tanimlanir.

Tamm 4.2.11. Baglantili bir G ¢izgesine ait normallestirilmis mesafe Laplasyan matrisi

(normalized distance Laplacian)

DE(G) = T(G) /*DHG)T(G) 2
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bigiminde tanimlanir. Yani, matrisin elemanlari

_ 1 . ..
ta(vi)ta(v;) 17 jise
1 , 1 =jise
bi¢iminde ifade edilebilir.

Mesafe matrisi ve tiirevlerinin spektral karakterizasyonu iizerine yapilmis onemli bir
caligma [86] referans numarali makaledir. Mesafe iizerine daha detayl bilgi i¢in (yonli
cizgeler ve agirlikli ¢izgeler dahil ) bu makale (survey) incelenebilir. Dahasi 6zel
cizge ailelerine ait mesafe ile ilgili spektrum analizleri ve mesafe matrisleri iizerine
tanimlanan ¢izge enerji calismalarida makalenin Gneminin arttirmaktadir. Bir bagka
elit calisma ise [85] referans numarali calismadir. Mesafe matrisi ve iligkili ¢izge
matrisleri i¢in esspektrum ¢iftine sahip baglantili ¢izgeler Tablo 4.1 de verilmistir. Doktora
tezi i¢in mesafe lizerine yapilan 6zgiin ¢alismalar motive kaynagi olmustur. Spektral
karakterizasyon ve cizge sayim (graph enumeration) ¢alismalar1 sonraki aragtirmalar
i¢in de ayrica 6nemli bir yere sahiptir. Onceki mesafe matrisler kadar olmasada yine
ilging Ozelliklere sahip bir diger ¢izge matrisi ise maksimum yol (detour) matrisidir.
Tanimi itibariyle iki nokta arasindaki maksimum yol uzunlugu olarak 6zetlenebilir.

Bu kadar farkli 6zelliklere ve cesitli kullanim alanlarina sahip ¢izge matrislerini ¢izge

Tablo 4.1. D, D%, DX, D* matrislerinin esspektrum ¢ift sayis1 (3-10 noktalr)

n | Baglantih ¢izge sayisi D D D*E D*
3 2 0 0 0 0
4 6 0 0 0 0
5 21 0 2 0 0
6 112 0 6 0 0
7 853 22 38 43 0
8 11117 658 453 745 2
9 261080 25058 8168 19778 8
10 11716571 1389984 | 319324 | 787851 | 7538

degismezleri (derece, komsuluk, dismerkezlilik, mesafe, vb.) kullanilarak tanimlamak

biitlinliik agisindan ¢ok dnemli olacaktir.
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}_<27]) = g[(PO = O)V(Pl = 1)\/(732 = _1)V(Pd = d(i))\/('PE = ecc(i>)v(7)distance =
d(i,7))V...] degismez 6zellik doniisiimii ile olas1 biitiin matrisler ifade edilebilir. Ornegin

Laplasyan matrisinin elemanlari,

Py ,i=jise
Py i~ jise
Po 1] ise
seklinde tanimlanabilir. Komsuluk matrisi ve sonraki boliimde izah edilecek dismerkezlilik

matrisi mesafe anlaminda spektral ¢izge kurami icerisinde ug bolgelerde yer alir.

Anti — Adjacency Matrix

00 0 1 Apmin (U, v) Amin (U, v) = min(ecc(u), ecc(v))
u=v  Adjacency Matriz Distance Matrix FEccentricity Matriz
(Komsguluk Matrisi) (Mesafe Matrisi) (Digmerkezlilik Matrisi)
O Q O
dimaz (U, v)

Detour Matrix
(Maksimum yol Matrisi)

Sekil 4.12. Temel mesafe matrisleri. A, D,E ve Detour matrisleri arasindaki iliskiler

konunun 6nemi agisindan sekildeki gibi 6zetlenebilir.
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5. BOLUM
DISMERKEZLILIK MATRISI

5.1. Dismerkezlilik Matrisinin Gelisimi ve Onemi

Matematiksel kimya alaninda 6nemli katkilart bulunan Milan Randi¢, 2013 yilinda
Dpae-Matrix of Dominant Distances in a Graph isimli ilging bir makale kaleme aldi
[87]. Bu makale ile kimyada molekiiler tanimlayicilar (molecular descriptors) olarak
isimlendirilen kavramlarin ¢izge degismezleri (¢izge parametreleri, ¢cizge matrisleri, ¢izge
indeksleri, v.b.) ile ifade edilmelerinin 6nemine vurgu yapan Randi¢, ¢izgelerde (6zellikle
agaclarda) dallanma duyarlilifina sahip yeni bir matris tanimladi. Bu matrisin diger
matrislere (6zellikle mesafe ve detour matrisi) gore fark/benzerlik iliskisi oldukga ilgingtir.

Randi¢’in notasyonu ile D,,,, matrisi;

(D)Zj . (D)” Z mm{RZ, C]} ise

(Dmax)ij - ] .
0 , (D)U < mm{Ri, CJ} 1S€

biciminde ifade edilmistir. Matris taniminda Randié¢, D ile mesafe matrisini, R; ile
mesafe matrisinin i. satirinda bulunan en biiylik eleman1 ve C} ile mesafe matrisinin j.
stitununda bulunan en biiylik eleman1 gostermistir. Makalede vurgulanan ilging baska
bir yaklasim ise D,,,, matrisindeki en biiyiik eleman kosulunu sifir olmayan en kiiciik
eleman ile degistirilirse komsuluk matrisi elde edilecegidir. Bu yaklagimdan haraketle
Randi¢, D,,,, matrisi i¢in karsit-komsuluk matrisi denilebilecegini ifade etmistir. Randi¢,

H

RN

/

Sekil 5.1. 4-etil-2-metil-heptan molekiiliiniin 2-D gdsterimi

D, matrisini ve onemini anlatmaya Sekil 5.1 de verilen molekiiliin mesafe matrisi
ile baglamistir. Devaminda ise yeni matris ile mesafe matrisi arasindaki iliskiyi ortaya
koymustur. Ayrica, n-alkanlar, yildiz ¢izge, tam ¢izge, iki parcali tam c¢izge, heptan

izomerleri ve kiiglik yapili alkanlar i¢in D,,,, matrisi ile ilgili sonuglar karsilagtirmali
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bir bicimde ifade etmistir. Randi¢, D,,,, matrisinin elemanlarini belirlerken iki nokta
arasindaki en kisa yollar i¢erisinde bulunan en uzun olanlarin alinmasi kosulunun ¢izgeleri
karakterize etmede mesafe matrisinin detour matrisinde ayrisabilecegini ifade etmistir.

Sekil 5.2° de detour matrisleri esit olan ii¢ farkli ¢izgenin D,,,,, matrisi gosterilmistir.

01111 01111 01111
1 00 2 0 1011 2 10111
100 0 2 11011 11011
12 0 00 11101 11101
1 0 2 00 12110 11110

Sekil 5.2. Randi¢’in makalesinde kullandig1 ilk ¢izge 6rnekleri ve bu cizgelere ait D, .

matris elemanlari.

Randi¢’ in dikkat ¢eken bir baska yorumu ise; izomerler s6z konusu oldugunda D,
matrisinin (bu tez calismasinin merkezinde yer alan dismerkezlilik matrisi) molekiiler
cizgelerin dallanma modelinde ¢ok hassas oldugudur. Sonu¢ olarak yazar, D,
matrisinin molekiiler ¢izgeleri karakterize etmede onemli olabilecegini vurgulamis ve
cizge esyapililik testlerinde D,,,, degismezlerinin etkin bir sekilde kullaniminin olas1
oldugunu ifade etmistir. Sonraki akademik c¢alismalarda D,,,, matrisi dismerkezlilik
degismezine atfen dismerkezlilik matrisi olarak tekrardan isimlendirilmistir.

Nokta kiimesi Vi; = {v1, vg, . .., v, } olacak sekilde etiketlenmis baglantili G = (Vi, E¢)
cizgesi i¢in £((G) dismerkezlilik matrisinin elemanlari,

d(vi,v;) , d(v;,v;) = min{ecc(v;), ecc(v;)} ise

Ei,j
0 , Diger durumda

bigiminde tanimlanir ve £(G)’nin 6zdegerleri ¢y > e > --- > ¢, artmayan bir dizi
olarak siralanabilir (£(G) simetrik bir matris oldugundan 6zdegerler reel sayidir). Ayrica

matrisin farkl 6zdegerleri €; > &5 > - -+ > ¢, olmak iizere £(G) nin spekturumu

€1 €2 ... €
Spec.(G) = b ‘

myp Mo ... Mg
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notasyonu ile gosterilebilir. Burada £ < n i¢in m; gosterimi 6zdegerlerin katlarin ifade
eder. Digsmerkezlilik matrisi reel ve simetrik matristir. Ayrica 6zdegerlerin toplami sifira

esittir. Yani,

i&i =0
i=1

Ayrica dismerkezlilik matrisinin tanimindan,
Yior ¥

1<i<j<n
esitligini kolayca gozlemleyebiliriz.
Ivan Gutman 1978 senesinde ¢izge enerjisi kavramini literatiire kazandirmistir [88].
Bu tanim, Hiickel molekiiler orbital toplam 7-elektron enerjisi i¢in daha dnce bilinen
sonuglar desteklenmistir. Gutman bu makalesinde, matematik diinyasi tarafindan enerji
kavraminin 6neminin anlasilacagini, gelecekteki arastirmalar tetikleyecegi ve ¢ok sayida
yeni sonuclarin kesfedilmesine yol agacagini arzulayarak ¢izge enerjisi tanimini literatiire
kazandirmistir. Enerji kavramini popiilerlestirmeye yonelik girisimine ragmen, ¢izge
enerji kavramina ilgi baslangi¢ta olduk¢a az olmustur. Dahasi sonraki yirmi yildan fazla
bir siirede, ¢izge enerjisi kavrami diger matematik¢iler tarafindan neredeyse tamamen
g6z ardi edilmistir. Bu durum 2000’11 yillarda hizla degismeye baslamistir [89]. G keyfi
bir ¢izge ve n nokta sayisi olmak iizere, ¢izgenin komsuluk matrisine ait 6zdegerler
A1, A2, ..., A, biciminde olsun. Bu 6zdegerlerin artmayan bir sirayla etiketlendigini
varsayalim. Hiikel molekiiler yoriinge teorisi i¢inde, doymamis bir konjuge hidrokarbonun

m-elektronlarinin toplam enerjisi su sekilde ifade edilir.

no_ 252\ , Eger n ¢ift ise

" QZ(n D2\, + Ant1)2 » Eger n tek ise
Yukaridaki enerji tanimi1 molekiiler ¢izgeler i¢in tanimlanmasi beraberinde bazi
kisitlamalar1 getirmistir. Ornegin, ¢izgenin baglantili olmasi ve maksimum derecenin en
fazla 3 olmasi gibi. Enerji kavraminin uzun yillar ilgi gérmemesinin bir sebebi de bu
kisitlamalar olabilir. Ote yandan n ¢ift ise A\, ;2 > 0 > X041 ve n tek ise A,q1y2 =

0 olacak sekilde kosullarin diizenlenmesi durumunda kolayca ifade edilebilir ki enerji

tanimi,
n
Eg=E.=) |\
i=1
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haline getirilebilir. Kimyasal Cizge Kuraminda ¢izge enerjisinin 6nemli bir kimyasal

indeks oldugu iyi bilinmektedir [90]. Genel olarak n-boyutlu bir matrisin enerjisi

n

oy :Z|)\i(M)_t7’(M>|

bicimindedir. Komsuluk ve mesafe matrisi i¢cin tanimlanan enerji tarifine benzer olarak

baglantili G ¢izgesinin digmerkezlilik matrisine ait enerji,
Ee(G)=) |l
i=1

seklinde tanimlanabilir ve £-enerji kisaltmasi ile de gosterilebilir.
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5.2. Dismerkezlilik Matrisi ve Literatiir

Dismerkezlilik matrisi, her satir ve siitun i¢in yalnizca komsu noktalara karsilik gelen en
kii¢iik mesafeler (komsu noktalar 1 uzunluklu mesafeye sahiptir) segilerek olusturulan,
komsuluk matrisinin tersi olarak metaforlagtirabilecegimiz bir matristir. Bu bakis agis1
ile birlikte komsuluk ve dismerkezlilik matrisleri mesafe temelli ¢izge matris ailesi
icerisinde ug¢ bolgelerde yer alir (min-maks iliskisi). Cizge matrisleri iizerine calisma
yapan her arastirmacinin sik sik karsilastigi komsuluk ve mesafe matrisleri spektral ¢izge
kuraminda genis bir calisma sahasina sahiptir. Baglantili ¢izgelere ait komsuluk ve mesafe
matrislerinin bilinen en 6nemli 6zelligi indirgenemez olduklaridir ama digmerkezlilik
matrisi igin bu sdylenemez. Ornegin K, tam ¢izgesinin £(K,) matrisi indirgenemez
iken K, iki pargali tam cizgesine ait £( K, ;) matrisi indirgenebilirdir. Ote yandan cizge
matrisleri ve spektrumlar arasindaki iliskilerin arastirilmas: spektral ¢izge kurami sahasi
icerisinde 6nemli bir yere sahiptir. “L(G) ve Q(G) matrislerine ait d6zdegerlerin ayni
olmasi i¢in gerek ve yeter sart G ¢izgesinin iki parcali olmasidir” ifadesi motivasyon
acisindan ¢ok degerlidir. Cizge matrisleri adina olduk¢a ilging bagka bir iliski ise
sudur: “Eger iki ¢izge () esspektrumlu ise bu cizgelerden olusturulan hat ¢izgeler A
esspektrumludur”. Bu ve benzer ¢alismalar bizlere ¢izge matrislerinin oldukga ilging ve
verimli olduklarini ifade eder. 21.yiizy1lda kompleks yap1 modelleri ve bu yapilardan elde
edilecek verilerin yorumlanmasina doniik 6nemli ilerlemelerin ivmelendigi bir donemdir.
Ayrica nesneler arasinda ki mesafe iligkisi hala 6neminin korumaktadir. Bu baglamda
modeller (¢izgeler) lizerine tanimlanan mesafe matrislerinin arastirilmasi elzem olmustur.
(Basta komsuluk matrisi, mesafe matrisi ve dismerkezlilik matrisi gibi). Doktora tezinin
bu boliimiinde akademik alan i¢in olduk¢a yeni olan dismerkezlilik matrisi ile ilgili derin
literatiir bilgisine yer verilmis ve orjinal sonuglar gerekli atiflar ile birlikte sunulmustur.
Sorulabilecek ilk soru baglantili ¢izge aileleri icerisinde dismerkezlilik matrisine gore
indirgenebilir veya indirgenemez olan ¢izgeler hangileridir? Bu ve benzeri problemlere

ilk olarak Wang ve caligma arkadaslari tarafindan cevap aranmstir [91].
Teorem 5.2.1. [91] T  nokta sayisi n olan bir agag ise £(7") matrisi indirgenemezdir.

Wang ve digerleri, agaclar i¢in ispatladiklari bu 6nemli teoremin devaminda asagidaki

sonucu literatlire kazandirmislardir.
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Sonug 5.2.1. [91] T, diam(T') < 3 olacak sekilde bir aga¢ olmak iizere, k tane sarkik
nokta kiimesi 0 6zdegerinin cebirsel katin1 £ — 1 artirirken, sarkik olmayan noktalarina

sarkik noktalar eklenmesi £(7") matrisinin spektral yarigapini artirir.

Yazarlar ¢izgeler diinyasinda sik sik atifda bulunan dongii ¢izgelerine ait spektrum

esitligini ifade ve ispat etmislerdir.
Teorem 5.2.2. [91] C), nokta sayisi n olan dongii ¢izge olmak tizere,
1. Eger n = 2k ise,

k. —k
ko k

Spece(Cor) =

2. Egern = 2k + 1 ise U5 1 in 0zdegerleri,

271
2k + 1’

€i(Cakt1) = 2k cos (1=1,2,...,2k+1)

Ilk esitlik icin matris bloklamast ikinci esitlik icin ise asagidaki lemma kullanmistir.

Lemma 5.2.1. [91] G ¢izgesi diam(G) = 2 olan bir ¢izge ve G tiimler gizgeyi gostermek

uzere, £(G) = 2A(G) esitligi gegerlidir.

Hemen hemen tiim ¢izgeler baglantilidir ve iki ¢apa sahiptir [92]. Bu bilgiden hareketle
denilebilir ki diam(G) = 2 olan baglantili ¢izgeler iizerine yapilan karakterizasyonlar
literatiirde Ozgiil agirligi yiiksek c¢aligmalar olacaktir. Doktora tez caligmasinin ana
arastirma alanlarindan biri de bu tarz ¢izgelerin spektral analizini yapmak ve miimkiin

olan en genis ¢izge aile/ailelerini siniflandirmaktir.

Tanim 5.2.1. [91] G U Gs, iki ¢izgenin ayrik birlesimini gostermek iizere, G1’in her
noktasini (G5 nin her noktasina komsu yapan ve G; U (5’den tiiretilen ¢izge islemine
tam carpim (complete product) islemi denir ve GGy V G5 ile gosterilir (Cizge islemleri
alt boliimiinde ifade ettigimiz cizge toplami ile es deger bir tanimdir. Akademik atif

hassasiyetine binaen arastirmacilarin sembol se¢imlerini aynen aktarmay1 uygun bulduk).

Lemma 5.2.2. [91] G ¢izgesi diam(G) = 2 olan r-dizenli ¢izge ve
G ¢izgesinin komsuluk oOzdegerleri {r = A1, A2, ..., A, olmak lizere,
n—r—1)++/(n—7r—-12+n —2N+1) ... 2\, +1
R B E R Cer (a+1) (w41
1 1 . 1
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Wang ve digerleri ¢izge islemlerinden ve Lemma 5.2.1°den yararlanarak A-6zdegerleri ve

E-0zdegerleri arasinda ki iliskiyi kisith bir aile ile ifade etmislerdir.

Teorem 5.2.3. [91] G, diam(G) = 2 olan ve r-diizenli ¢izge olmak iizere, G ¢izgesinin

A-0zdegerleri r = Aj, Mg, ..., A\, ise,

X2 1 2N+ 1) .. =20\, + 1
Spece(GV K,) = 2 (A ) ( )
1 m-—1 1 1

Burada X =2n — 2r + m — 3 ve

Y =+/(©2n—2r+m—3)2—4(m—1)(n—2r —2) +4n
dir.

Spektral cizge kurami arastirmalarinda en ¢ok karsilasilan problemlerden biride farkli
M-ozdegere sahip ¢izgeler nasil simiflandirilir? Wang ve digerleri makalelerinde bu
konuya deginerek, capt 2 olan ve (n,k,\ u) parametreli G ¢izgesinin 3 farkh
A-6zdegerine sahip oldugunu ve de G V K, ¢izgesinin 5 farkli £-6zdegerine sahip

oldugunu belirtmislerdir.

Lemma 5.2.3. [91] G, diam(G) = 2 olan ve r-diizenli ¢izge ayrica GOP, ¢izgesi
diam(GOP;) = 3 olan (r + 1)-diizenli ¢izge olmak lizere G ve K, ¢izgelerinin kartezyen

carpimi ile olusan ¢izgenin dismerkezlilik matrisi,

0  34(G)

3A(G) 0

£(GOPR,) =

bigimindedir.

Onerme 5.2.1. [91] G, diam(G) = 2 olan ve r-diizenli ¢izge olmak iizere; i gizgesinin
A-bzdegerleri 7 = A\i, Ao, ..., \, ise, E(GOP,) matrisinin 6zdegerleri,
+3n—r—1),...,£3\, + 1)

formundadir.

Lemma 5.2.4. [91] G ¢izgesi, diam(G) = 2 olan r-diizenli ¢izge ve diam(G V G) = 2

olsun bu durumda digmerkezlilik matrisi,

2A(G) 0

024G

E(GVG) =

formundadir.
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Onerme 5.2.2. [91] G, diam/(G) = 2 olan ve r-diizenli gizge olmak iizere, G ¢izgesinin

A-bdzdegerleri r = A\, Ao, ..., A\, ise £(G V ) matrisinin 6zdegerleri,
+2(n—r—1),...,£2(\, + 1)
formundadir.

Digmerkezlilik matrisi Kimyasal ¢izge kurami arastirmalarindan beslendigi ig¢in
matrislerden elde edilen degismezler ile kimyasal ¢izgelerin fizikokimyasal 6zellikleri
arasinda kurulabilecek iliskiler ilgi cekici olacaktir. Genelde bu tarz iligkiler, matris
degismezleri ve molekiiler tanimlayicilar kullanilarak, coklu regresyon analizi ile
gerceklestirili. Wang ve digerleri 18 oktan (CgHig) izomerinin ortalama &-matris

degerini hesaplamiglardir.

Esas kdsegen iizerinde bulunan elemanlarin toplami

rtal & —
ortalama(é (izomer)) Esas kosegen ilizerinde bulunan elemanlarin(# 0) sayisi

2 uzunluklu yollarin artisi ile ortalama matris deger azalmasi arasinda diizenli bir iligki
oldugu, 3 uzunlugundaki yollarin sayisindaki artig ile matris elemanlar1 arasinda diizenli
bir azalma oldugu, vb. sonuclar Wang ve meslektaslar1 tarafindan tablolar, sekiller ve
gozlemler vasitasiyla izah edilmistir.

Mesafe ve dismerkezlilik matrisleri her ne kadar tamim itibariyle benzesselerde,
spektral ozellikler bakimindan ayrisirlar. Ornegin agaglar icerisinde P, ¢izgesi, mesafe
matrisi agisindan, maksimum spektral yaricapa sahip cizge ailesidir ama dismerkezlilik
matrisi icin bu sdylenemez. Bu baglamda, ¢izge matrisleri iizerine yapilan u¢ deger
karakterizasyon c¢aligsmalar1 nitelikli olarak degerlendirilecektir. Wang ve digerleri
asagidaki varsayimlar {izerinden, u¢ deger karakterizasyon c¢aligmalarin1 dismerkezlilik

matrisine uyarlamislardir.

Varsayim 5.2.1. [91] n noktali agaglar arasinda, n — 2 dereceli noktaya sahip agac,

minimum &-spektral yarigapa sahiptir.

Varsayim 5.2.2. [91] T' # P, ¢izgesi n noktali bir agag ve ¢, £(T") matrisinin minimum

0zdegerini gostermek iizere,
En < —2
esitsizligi gecerlidir. Esitlik durumu saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart 7' = S,, olmasidir.
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Wang ve digerleri ¢alismalarina devam ederek 2019 yilinda £-enerji lizerine bir makale
kaleme almislardir [93]. Makale ilging ve dikkat ¢ekici bir 6nerme ile enerji ¢alismalarinin
onemini vurgulamistir. Yazarlar ilk olarak yol ¢izge ve dongii ¢izge igin spektrum

esitliklerini vererek, enerjisi ile ilgili sonuglar1 vermislerdir.
Lemma 5.2.5. [93] P, gosterimi n noktali yol ¢izgesini gostersin. Bu durumda,

1 Egern =1,2,3 ise,

0
Spece(Py) = ,Spece(Py) =

1+v3 1—43 =2
1 1 1

Spece(Ps) =

ii Egern =2k (k > 2) ise,

(6k—3)++va (6k—3)—y/a —(6k—3)+va —(6k—3)—+/a 0
. 6 6 6 6
S]?BCg(PQk) =
1 1 1 1 2k — 4

Esitlikte a = (6k — 3)(14k2 — 20k + 9) dir.

iii Egern =2k + 1 (k > 2) ise,

6k+vb 6k—vb —6k+yc —6k—y/C 0
. 6 6 6 6
SpeCS(P2k+1) =

1 1 1 1 2k -3

Esitlikte b = 6k(14k* + 3k + 1) ve ¢ = 6k(14k* — 9k + 1) dir.
Teorem 5.2.4. [93] P, gosterimi n noktal1 yol ¢izgesini gostersin. Bu durumda,

i Ee(Py) =0, Bg(Py) =2, Ee(P3) =24 2V/3

ii Be(Po) = (2/3)\/(6k — 3)(14k% — 20k + 9), k > 2

iii Ee(Pogt1) = (1/3)(\/6k(14k% + 3k + 1) + /6k(14k2 — 9k + 1)), k > 2
Teorem 5.2.5. [93] C,,, nokta sayis1 n olan dongii ¢izge olmak lizere,

i Eger n = 2k ise Eg(Cyy,) = 2k?
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ii Egern =2k + 1ise

k . 4k +3 . 1

E¢(Co) = (sin 7 sin

: s
SHl 2k+1

Matris kuraminda yaygin olarak kullanilan iki kavram; boliim matrisi ve adil par¢alanis

dir. Wang ve digerleri bu iki kavrami etkin bir sekilde kullanarak cift yildiz ¢izgesinin

spektrumunu ve enerjisini ifade/ispat etmislerdir.

Lemma 5.2.6. [93] S, ¢ift y1ldiz ¢izge ve a, b > 1 olmak iizere,

\/aw? \/awﬁ 0 _JarvB _ [a=vB
Spece(Sap) = 2 2 2 2
1 1

1 1 a+b—2

esitligi gecerlidir. Spektrum da o = 4a + 4b + 9ab ve B = (4a + 4b + 9ab)? — 64ab dir.

Teorem 5.2.6. [93] S, cift y1ldiz ¢izge ve a,b > 1 olmak iizere,

Be(Sup) = \/2[(4a + 4b + 9ab) + v/(da + 4b + 9b)2 — 64ab)

+ /2[4 + 4b + 9ab) — v/(da + 1 + 96)2 — 6dal)

enerji esitligi gecerlidir.

Cizgelerin spektral karakterizasyonunda 6nemli bir yere sahip olan bagka bir problem
ise az sayida Ozdegere sahip ¢izgelerin siniflandirilmasidir. Bu tez ¢alismasinin ana
ciktilarindan biri olan “Tam olarak bir tek pozitif dismerkezlilik ozdegerine sahip

cizgelerin siniflandiriimasi” 6zdeger arastirmalarinda 6nemli bir boslugu doldurmaktadir.

Lemma 5.2.7. [93] n noktal1 ve d ¢apli baglantil1 bir G ¢izgesi, ancak ve ancak agagidaki

durumlarda iki farkli £-6zdegerine sahiptir.

- G=K,

Spece (K,) =

* (G = a-zitkutuplu ¢izge

Spece () = dla—1) —d

n
a
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Lemma 5.2.8. [93] G nokta sayis1 m ve ¢api1 d olan a-zitkutuplu ¢izge ve H nokta sayisi

m ve diam(H) < d olan bir ¢izge olmak tizere,
dn(a —1) 0 —dn
mo p(p—1) ™ol

Spece(GR H) =

spektrum esitligi gegerlidir (a|m).
Teorem 5.2.7. [93] G nokta sayist m ve ¢ap1 d olan bir a-zitkutuplu ¢izge ve H nokta
sayist m ve diam(H) < d olan bir ¢izge olmak iizere,

)

Fe(G R H) = 2mnd(*—"

a
enerji esitligi gegerlidir.
Sonug 5.2.2. [93] Cy, dongii ¢izge, H nokta sayist n ve diam(H) < k olan bir ¢izge

olmak tizere,
Ee(Cy X H) = 2kn
enerji esitligi gegerlidir.

Cizge enerjisi aragtirmalarinda isimli ¢izgeler (dongii, yol, yildiz, tekerlek, tam, iki pargali
tam, ¢ok parcali tam, vb. ¢izgeler) igin enerji formiillerinden daha 6nemli bir konuda
enerjiler i¢in alt/iist sinir esitsizliklerinin ¢izge parametreleri ile ifade edilmesidir. Bu
sinirlarin hassas olmasi ve ¢izge parametrelerinin anlasilabilir olmasi arastirmacilar

tarafindan arzu edilen ¢iktilardandir.

Teorem 5.2.8. [93] G nokta sayist n olan bir ¢izge ve £(G)’nin determinantinin mutlak

degeri A = |det(E(G))| olmak tizere,

> Y 6?,j+n(n—1)A2/"§Ee(G)§\/2(n—1) S @ nav

1<i<j<n 1<i<j<n

esitsizligi gecerlidir. Esitlik durumu ¢apsal ¢izge olmasiyla saglanir.

Lemma 5.2.9. [93] G nokta sayisi n olan bir ¢izge, 6zdeger dizisie; > e > -+ > g, ve
dismerkezlilik matrisinin i.satir toplami £(i) = 22:1 €;,; olmak tizere,

Z:’L:l €(i)?

n

€1 >

esitsizligi gegerlidir. Esitlik durumu satir toplamlar1 esit olan dismerkezlilik matrisine

sahip ¢izgeler i¢in gegerlidir.
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Teorem 5.2.9. [93] GG nokta sayis1 n olan bir ¢izge olmak iizere,

Ee(G) < w+ (n—1)] Z 633{_2?:1”5@)2]

saglanir. Esitlik durumu diam(G) = 4/ zn%‘w kosulunun saglandigi ¢apsal cizgeler

icin gegerlidir.

Son olarak Wang ve diger yazarlar iki tane problem ile makaleyi sonlandirmiglardir.
Problem 5.2.1. [93] Cift sayida nokta iceren (n = 2k), ¢ap1 2’ye esit veya biiyiik olan ve
n > 4d — 4 esitsizligini saglayan ¢apsal ¢izge olusturulabilir mi?

Problem 5.2.2. [93] Verilen bir S ¢izge ailesindeki ¢izgelerin £-enerjisi igin {ist ve alt

sinirlart bulun ve u¢ deger cizgelerini (extramal graphs) karakterize edin.

Spektral ¢izge kurami ¢alismalarinda 6zgiil agirliga sahip akademik yayinlar genelde
varsayim ispati icermektedir. Yeni varsayimlar ve problemler ilizerine kaleme alinan
makaleler kiymetli olsa da, alan duayenleri tarafindan kabul gérmiis varsayimlarin
veya problemlerin ispati daha da oOnemlidir. Bu bakis acisi ile denebilir ki Iswar
Mahota ve g¢alisma arkadaglar1 6nemli bir makaleyi literatiire kazandirmislardir [94].
Yazarlar, oncelikle Wang ve calisma arkadaglarimin yazdigir [91] referans numaral
makalede bulunan varsayimin ispatini y1ldiz ¢izgenin spektrumundan hareketle ifade/ispat

etmislerdir.
Teorem 5.2.10. [94] S,, = K ,,—1 ¢izgesi nokta say1s1 n olan bir y1ldiz ¢izge olmak lizere
det(E(Kip-1)) = (1) ' (n—1)2"2

A~

(n—2)+£vn?—3n+3 -2

1 n—2

Specs(Kl,nq) =

dir. Dahast n > 3 i¢in min(Specg(Ki ,—1)) = —2 esitligi saglanir.

Teorem 5.2.11. [94] [Varsayim 5.2.2] T' # P; ¢izgesi n noktali bir agag ve ¢, £(T)

matrisinin minimum 6zdegeri olmak tizere
€, < =2

esitsizligi korunur. Esitlik durumunun saglanmasi igin gerek ve yeter sart ' = 5,

alinmasidir.
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Ozel ¢izge islemleri ile elde edilen ¢izge aileleri iizerine yapilan spektral galismalar
oldukgca ilging sonuglar barindirir. Mahota ve diger aragtirmacilar makalelerinde bir ¢ok

0zel ¢izge aileleri icin spektrum hesaplamalar1 da yapmislardir.

Teorem 5.2.12. [94] K, ¢izgesi p noktali tam ¢izge ve G ¢ noktali baglantili bir ¢izge

olmak tizere,

0 —3q++/9¢%+16q (p _ 1) —3q£+/9¢%+16q
Specg(KpoG) = 2 2
p(g—1) p—1 1

spektrum esitligi saglanir

o O © KioG
_—
K, G

p=4 q=3

Sekil 5.3. Teorem 5.2.12 i¢in 6rnek gosterim.
Spece(Ky0G) = {—10.18%), -3.54,0®,1.18)30.54}

Aciklama 5.2.1. [94] G ¢izgesinden n kopya alma yerine G1, G, . . ., G, olacak sekilde
baglantili ¢izgeler almak Teorem 5.2.12 ifadesinde bulunan spektrum ile ayni formata

sahiptir. Bu ilgin¢ durum ise sonsuz sayida spektrumu belirli ¢izge liretmek anlamina gelir.

Mahota ve digerleri C), dongii ¢cizge ve K tam ¢izgesinin spektral 6zelliklerini kullanarak

asagidaki teoremi ifade/ispat etmislerdir.
Teorem 5.2.13. [94] W,, tekerlek ¢izge (n > 4) olmak iizere,

(n—3)Ety/(n—3)24+n —2N\+1) ... —2(\,+1)
1 1 1 1

Spece(Wpi1) =

esitligi gegerlidir.
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Teorem 5.2.14. [94] B,, ,, halter ¢izge (n > 3) olmak iizere,

0 3(n—1)+v9In?2—2n—7 —3(n—1)£v/9n2—-2n—7

Spece(Bpn) = 2 2
2(n — 2) 1 1

esitligi gecerlidir.

Teorem 5.2.15. [94] C'P(n) kokteyl parti ¢izgesi olmak iizere,

9
Spece(CP(n)) =

n n

esitligi gegerlidir.

,,,,,

tam ¢izgesi i¢in,

Spng (Knhm ,,,,, nk) -

olacak sekilde spektrum esitligi vardir.

Mabhota ve diger yazarlar Onerme 5.2.1 den yararlanarak, iki farkli tam olmayan ¢izgenin

tam carpim ¢izgesi i¢in matris esitligini ifade etmislerdir.
Teorem 5.2.17. [94] GG; ve G5 herhangi bir tam olmayan baglantili ¢izge olmak iizere,

24(Gy) 0

E(GLV Gy) = _
0 2A(Gy)
blok matris esitligi gegerlidir.

Mahota ve diger yazarlar son olarak spektral ¢izge kuraminin ilging kavramlarindan
biri olan bir matrisin eylemsizligi (inertia) iizerine iki teorem ifade ve ispat etmislerdir.
Teoremleri acik ifade edebilmek i¢in n pozitif 6zdeger sayisi, n_ negatif 6zdeger sayisi

ve ng sifir 6zdeger sayisi notasyonlarini teoremlere ekledik.

Teorem 5.2.18. [94] ¢ > 2 olmak lzere L,, Lolipop ¢izgesine ait digmerkezlilik

matrisinin eylemsizligi,

In(E(Lyg)) = (0 = 2,m- = 2,m0 = p+q — 4)
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Teorem 5.2.19. [94] P, yol cizgesine ait dismerkezlilik matrisinin eylemsizligi,
In(E(P,))=(ny=2,n_=2ng=n—4)
seklindedir.

Spektral ¢izge kuraminin baska bir elit caligma alani ise ¢izge matrisine ait spektrumlarin
cebirsel oOzellikleridir. 2020 tarihli makalelerinde Jianfeng Wang, Mei Lu, Lu Lu
ve Francesco Belardo dismerkezlilik matrisine ait 6zdegerlerin cebirsel 6zelliklerini
incelemislerdir [95]. Wang ve calisma arkadaslari makalelerinde dncelikle Cs;, ¢izgesinin
indirgenebilir, Cyy,; ¢izgesinin indirgenemez oldugunu ifade ederek indirgenebilirlik

tizerine kismi bir teorem vermistir.

Teorem 5.2.20. [95] G cizgesi n noktali baglantili bir ¢izge olmak tizere, v. € V(G) bir
kesen-nokta (cut vertex) i¢cin, G — v, ¢izgesi asagidaki kosulu saglayan 7" aga¢ ¢izgesini

bilegen olarak igeriyorsa GG ¢izgesinin digsmerkezlilik matrisi £(G) indirgenemezdir.
* Bazi v € V(T') nokta/noktalar1 igin eccq (v.) = d(v, v.) esitligi saglanir.

Yukaridaki teoremden hareketle yazarlar iki sonug iizerine tartisma yapmuslardir. ilk
sonuglar1 agac cizgelerin indirgenemezligi (herhangi bir aga¢ ¢izgeden kesme noktasi
kullanilarak istenen kosulu saglayan agac cizge bilesenleri elde edilebilecegi) diger
sonug¢ ise 2 dallanmis ¢izgeyi ve nokta cakistirma islemi kullanilarak indirgenemez
dismerkezlilik matrise sahip bir ¢izge iiretilebilecegidir. Wang ve digerleri ¢izge
kuraminda mesafe tabanli 6zel ¢izge ailelerinden biri olan zit kutuplu (antipodal) ¢izgeler
icin en kii¢iik 6zdeger 6zelligi lizerine elde ettikleri sonuglar1 ifade ve ispat etmislerdir.

G, r-zitkutuplu ¢izge olmak iizere digmerkezlilik matrisi,

d<Jr - [r)

seklinde etiketlenebilirir. Bu matrisin kdsegenleri 6zdes bloklardan olugmaktadir, J ve I
sirastyla bir elemanindan olusan sabit kare matris ve birim matris dir. Kolayca goriilebilir

ki £(G) matrisinin en kiigiik 6zdegeri —d dir.
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Teorem 5.2.21. [95] G ¢izgesi n noktali ve d ¢apli baglantili bir ¢izge olmak {izere,
E(G)’nin dzdegerleri €1 > &5 > -+ > ¢, seklinde artmayan bir dizi olarak siralansin.
Digmerkezlilik matrisinin en kiiglik 6zdegeri i¢in ¢, < —d esitsizligi gegerlidir. Esitlik
durumunun gegerli olmasi igin gerek ve yeter sart ¢izgenin d ¢apa sahip r-zitkutuplu ¢izge

olmasidir (r > 2). Ozel olarak,

v, =—1 <= G=K,(n>2)

-----

Teoremin dogal sonucu olarak Wang ve diger arastirmacilar bazi 6zel ¢izge ailelerinin

spektrumlari ile ilgili temel ¢ikarimlarda bulunmuslardir.

Sonu¢ 5.2.3. [95] K, tam ¢izgesi ve K, ,, . n, k-parcali tam ¢izgesi dismerkezlilik

-----

spektrumu ile belirlidir.

Ayrica isimleri gegen yazarlar yukarida ki teoremde genel ¢izge yerine aga¢ cizge
aldiklarinda, ¢, < —2 esitsizliginin gegerli oldugunu ve esitlik durumunun ise 7' =
K -1 yildiz ¢izge olmasi durumunda saglanacagimi ifade ederek 8 noktali agaglar
icin spektrum tablosunu ek olarak vermislerdir. Makalenin sonraki boliimiinde yazarlar

spektral yaricap ile ilgili baz1 sinirlar ifade/ispat etmiglerdir.

Teorem 5.2.22. [95] G ¢izgesi n > 2 noktali baglantili bir ¢izge ve S = >, 7 olmak

i=1%1

uzere,

(n—1)S

n

€1 >

dir.

Cizgelerin en temel parametrelerinden biri olan derece dizilerine benzer olarak bir ¢izge
icin digmerkezlilik derece dizisi tanimlanabilir. Yazarlar bu motivasyondan hareketle bazi

tanimlar vermislerdir.
Tamim 5.2.2. [95] G ¢izgesi n > 2 noktali baglantili bir ¢izge olmak iizere,
* v; € V(G) igin dismerkezlilik derecesi £(i) = > 7_ €;(G)

* v; € V(G) igin ikincil digmerkezlilik derecesi T¢ (i) = > 7, €5 (j)
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Tanim 5.2.3. [95] G ¢izgesi n > 2 noktali baglantili bir ¢izge ve digsmerkezlilik derecesi
{£(1),E(2),...,E(n)}, ikincil dismerkezlilik derecesi {T¢(1),T¢(2),...,Te(n)} olmak

lizere,
* 1 < i < nigin £(i) = k ise G ¢izgesine digmerkezlilik derece dizisi altinda
diizenlidir (regular) denir.

*1 <17 < nigin 7;‘?((5) = k ise GG ¢izgesine dismerkezlilik derece dizisi altinda

diizenimsidir (pseudo regular) denir.

Teorem 5.2.23. [95] G ¢izgesin > 2 noktali baglantili bir ¢izge ve digmerkezlilik derecesi
{£(1),£(2),...,E(n)}, ikincil dismerkezlilik derecesi {T¢(1),T¢(2),...,Te(n)} olmak

lzere,

>4 > iy E(i) esitsizligi gegerlidir. Esitlik durumunun saglanmast igin gerek ve

yeter sart GG ¢izgesinin dismerkezlilik derece dizisi altinda diizenli olmasidir.

¢« 5 > \/ ng((ll);f;f 2)2: :gT(‘iL ()’2‘) esitsizligi gecerlidir. Esitlik durumunun saglanmasi
icin gerek ve yeter sart GG ¢izgesinin dismerkezlilik derece dizisi altinda diizenimsi

olmasidir.

Yine Wang ve diger yazarlar asagidaki problemleri literatiire kazandirmislardr.

Problem 5.2.3. [95] Kii¢iik sayida farkli 6zdegere (dismerkezlilik matrisinin 6zdegeri)

sahip ¢izgeleri karakterize ediniz.

Problem 5.2.4. [95] Maksimum digsmerkezlilik spektral yarigapina sahip agac cizgeleri

hangileridir?

Problem 5.2.5. [95] En kii¢iik dismerkezlilik 6zdegeri €, = —d (d > 3) olan gizgeleri

belirleyiniz.

Diger bir arastirma makalesi Wei Wei, Xiaocong He ve Shuchao L isimli yazarlar
tarafindan kaleme alinmistir [96]. Calismalarinda agirlikli olarak iki varsayim iizerine
yogunlasarak onemli sonuclar elde ederek literatiire kazandirmislardir. Varsayim 5.2.1
in hatali oldugunu ve Varsayim 5.2.2 nin ise gecerli oldugunu ifade ederek gerekli
teoremler, yardimci teoremlerle vb. ifadeleri ispat etmislerdir. Yani, Wei ve digerleri

Varsayim 5.2.1 i¢in karsit 6rnek bularak (16 noktali bir aga¢ ¢izge 6rnegi ile) varsayimin
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hatali oldugunu ifade etmislerdir. Devaminda ise digsmerkezlilik matrisi i¢in spektral
yarigap lizerine ekstremal sonuglar ifade ederek gerekli ispatlar1 sunmuslardir. Varsayim

5.2.2 ispati verdikten sonra yazarlar en kiiciik 6zdeger icin aralik vererek makalelerini

tamamlamiglardir.
a,b
Tn,d
Vd—3 Vd—1 Vd+1 Vd+3
Yo 1 = = o< o2 Vd—1 Vd
U1 Uq w1 Wy
Vg V1 Vd_q vd Vd g Ud 42 Vd-1 Ud

Uy Uq Y1 Yb w1 We
a,b,c
Tn,d

Sekil 5.4. TS,’Z ve TSV’S’C agag ¢izge aileleri

Lemma 5.2.10. [96] G, n noktali ve d ¢apli baglantili bir ¢izge olsun. Bu durumda
£1(G) > dve e, (G) < —d dir.

Lemma 5.2.11. [96] a + b = n — 4 ve b > a > 1 kosullarin1 saglayan ng agac cizge
ailesi (Sekil 5.4), 7, 3 (¢ap1 3 olan agag cizgeler) genel ailesinin alt kiimesi olmak iizere,
e (T3 < e (T105) esitsizligi gegerlidir.

n,

Teorem 5.2.24. [96] 7,3 formunda ki tiim agag¢ ¢izgeler igerisinde dismerkezlilik

matrisine ait en kii¢lik spektral yarigapa sahip yegane ¢izge ailesi Tﬁ; ~ dir.

Lemma 5.2.12. [96] n noktali Tirtil agag 7', ¢ap uzunluklu yolu
Pii1 = vo,v1,...,04-1,v4 (d > 5, tek) olan bir ¢izge ve kabul edelim ki dr(v;) > 3

olsun (Sekil 5.5). Bu durumda ¢, (7") > ¢, (7") esitsizligi gecerlidir.
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T

Vo U1 () Vd—2 Vdg—-1 Vd

. A m A A '
U

Vo U1 (%) Vd—2 V-1 Ud

. m /\ /\ .

u

T

Sekil 5.5. T ve T agag cizge aileleri

Lemma 5.2.13. [96] Verilen n noktal1 Tirtil aga¢ ¢izgesi 7', ¢ap uzunluklu yolu

Py = vo,v1,...,04-1,v4 (d > 7,tek) olan bir agag ¢izge ve kabul edelim ki baz1 i €
{2,3,..., %53} i¢in dr(v;) > 3, dr(v1) = dr(va—1) = 2 olsun (Sekil 5.5). Bu durumda
e1(T) > e1(T) esitsizligi gegerlidir.

Lemma 5.2.14. [96] d > 5 kosuluyla 7, ; formunda ki tiim agac ¢izgeleri igerisinde
dismerkezlilik matrisine ait en kiiclik spektral yarigapa sahip ¢izge aileleri a+b = n—d—1

esitligi kullanilarak 7’ Zdb agac ¢izgesinden elde edilir.

Lemma 5.2.15. [96] Verilen n noktali Tirtil agag cizgesi 7', cap uzunluk yolu
Pii1 = vo,v1,...,04-1,v4 (d > 8) olan bir aga¢ ¢izge ve kabul edelim ki bazi i €
{2,3,..., % =2} i¢in dr(v;) > 3, dr(v1) = dr(vg—1) = 2 olsun (Sekil 5.5). Bu durumda

e1(T") > &1(T) esitsizligi gegerlidir.

Lemma 5.2.16. [96] Cap d > 4 kosuluyla 7,, ; formunda ki tiim aga¢ ¢izgeler icerisinde
digsmerkezlilik matrisine ait en kii¢ilik spektral yaricapa sahip ¢izge aileleric > a > 0,b >
0 esitsizlikleri ve a + b + ¢ = n — d — 1 esitligi kullanilarak Tgﬁﬁ agag ¢izgesinden elde

edilir.
Lemma 5.2.17. [96] Tek sayili d > 7 ¢apa sahip agag ¢izgeleri igerisinde,
er(Tohls™) < en(Toy)
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esitsizligi gecerlidir.

Lemma 5.2.18. [96] Cift sayili d > 6 capa sahip agag cizgeleri icerisinde,
(T < ey (T2)

esitsizlik gegerlidir.

Teorem 5.2.25. [96] n > 4 esitsizlik kosulullu U J—> Tn.a agac cizge aileleri icerisinde
digsmerkezlilik matrisine ait en kii¢lik spektral yarigapa sahip yegane agac ¢izge 7, 3; -

dir.

Teorem 5.2.26. [96] | a>5 Tn.a agag cizge aileleri igerisinde dismerkezlilik matrisine ait

n—=6 n— 6
en kiiciik spektral yaricapa sahip yegane aga¢ ¢izge TnL 5 DT i
Teorem 5.2.27. [96] T agag cizgesi n noktali olmak iizere,

i. Bger 4 < n < 15 ise, &1(T) > \/75\/1371—354—\/(13n—35)2—64(n—3

IR . it - .. ~ 0,n—4
esitsizligi gecerlidir. Esitlik olmast i¢in gerek ve yeter sart 7" = 75" .

ii. Egern > 16 ve n tek ise, &1 (T") > ‘/i\/16n — 21 + /800n — 1419. Esitlik olmas1

L. k Ln 6J {n 6‘|
icin gerek ve yeter sart 7" =T, 5

iii. Egern > 16 veniftise, e1(7T) > \/75\/1671 — 21 + 54/32n — 67. Esitlik olmasi igin

~ L2215
gerek ve yeter sart T' = T, .

Teorem 5.2.28. [96] 7, 4 formunda ki tiim aga¢ ¢izge aileleri icerisinde dismerkezlilik

matrisine ait en kiigiik spektral yaricapa sahip ¢izge ailesi TQ’TS’O dir.

Teorem 5.2.29. [96] d > 5 olacak sekilde tek say1l1 capa sahip 7, ; formunda ki tiim agag
cizgeleri igerisinde dismerkezlilik matrisine ait en kiiclik spektral yaricapa sahip ¢izge

7d 1 n— d l
ailesi T 3 L= dir.

Teorem 5.2.30. [96] d > 6 olacak sekilde ¢ift sayili ¢apa sahip 7, ; formunda ki tiim agag

cizgeleri igerisinde dismerkezlilik matrisine ait en kii¢iik spektral yarigap sahip ¢izge ailesi
n—d—lJ 0 "n—d—l

7o T i

Teorem 5.2.31. [96] G ¢izgesi n > 3 noktali ve A(G) < n — 2 olan baglantil bir ¢izge
olmak iizere ¢, (G) = —24/2 olmasi icin gerek ve yeter sart, hern; > 2veyas > 2. k=0
yada s > 1, k > 1 kosulu ile birlikte G = (Uf:1 Pg)C + (Kn1 U...U Knk)c olmasidir.
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Wei wei ve diger aragtirmacilar genel baglantili ¢izgelerin dismerkezlilik matrisine ait en
kii¢iik 6zdeger icin kosullu olarak asagidaki teoremi ifade ve ispat ederek makalelerine

son vermislerdir.

Teorem 5.2.32. [96] G ¢izgesi n noktali ve A(G) < n — 2 olan baglantil bir ¢izge olmak
lizere, £,(G) € [~2v/2, —2] olmasi igin gerek ve yeter sart her birn; > 2,1 < i < k

ve k > 2 olmak lizere G = K, ... n, 0lmasi yada her n; > 2 veyas > 2,k = 0 yada

.....

s > 1,k > 1 kosulu ile birlikte G = (|J;_; P3)" + (K, U... U K,, )" olmasidur.

Xingyu Lei, Jianfeng Wang ve Guozheng Li isimli arastirmacilar On the eigenvalues of
eccentricity matrix of graphs baslikli makalelerinde [97] spektral ¢izge kuraminin bagka
bir aragtirma konularindan biri olan en kiiclik ikinci 6zdeger tizerine dnemli sonuglari
ifade/ispat etmiglerdir. Ayrica yazarlar spektrumlar ile belirli olan ¢izgelerin tasnifi ile
ilgili dikkate deger sonuglar elde etmislerdir. Son olarak bazi ¢izgelerin dismerkezlilik
matrisine ait enerjileri i¢in sinirlar ve ii¢ farkli dismerkezlilik 6zdegerine sahip ¢izgeler baz
alinarak cesitli karakterizasyonlar yapmislardir. Xingyu ve diger yazarlar ana sonuglarin

lic temel teoreme ayirmislardir.

Teorem 5.2.33. [97] G cizgesi n > 3 noktali ve d ¢apli bir ¢izge olsun bu durumda

en—1 < 0 esitsizligi saglanir. Dahasi,
hd 5n—1 E <_%,O) <1:> Gg K711—271'

* g1 € (—1,—-3) <= G= K}

s,t)

s>t>2.
* ep1 = —1 <= G= Pyveya G= K,
en—1 & (—V15 — /193, —1).

En—1 < =V 15 —+V193 < d > 3ven > Hyadad = 2 ve G ¢izgesi K, 3, Py, Cy

s>t>1yadar+s>3vet=0.

alt ¢izgelerini indirgenmis olarak igerir.

Yukarida ifade edilen teoremde bulunan gizge ailesi K7, = K, A(K,UKy),r > 1,8 >t >
0 olacak sekilde tam ¢izgeler ve ¢izge operasyonlari vasitasi ile olusturulmus bir ailedir.
Bu 6nemli teoreminin ¢iktist olarak yazarlar asagida ki teoremi spektral belirlenebilirlik

adina ifade ve ispat etmislerdir.
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Teorem 5.2.34. [97] En kiiciik ikinci 6zdegeri €,,_; > —+/15 — /193 olan tiim ¢izgeler

digmerkezlilik spektrumu ile belirlidir.

Teorem 5.2.33 ve Teorem 5.2.34 nin ispat1 i¢in asagida yer alan lemmalar elde edilmistir.

Daha 6nceki literatiir taramasinda ifade ettigimiz gibi £(i) = > 7, €y, Te(i) =
o e€(d) ve S = Yic,€i’ = Y.y esitlikleri yazarlar tarafindan

kullanilmistir. Xingyu Lei ve diger yazarlar az sayida digsmerkezlilik 6zdegerlerine sahip
cizgelerin karakterizasyonu motivasyonundan hareketle ¢izge islemleri ile olusturduklari

cizge ailesinin 6zdegerlerini oldukga kisitlayici kosullar altinda ifade ve ispat etmislerdir.

Lemma 5.2.19. [97] G ¢izgesi n > 3 noktali baglantili bir ¢izge olsun. G = K[, (r >
1,s > t) olmas igin gerek ve yeter sart G nin K 3, Py, Cy ¢izgelerini indirgenmis alt

cizge olarak icermemesidir.

Lemma 5.2.20. [97] G = K[, gizgesir > 1 ve s > t > 0 kosullarin1 saglasin, bu
durumda ¢izgenin spektrumlari,

wl—i—wg—ﬁ—% 0 w3w1+w2w2+%1 -1 w3w1+w3w2+%
1 s+t—2 1 r—1 1

Spec.(G) = {
esitlikte;
p=1/3(=3(rs +rt+4st) — (1 —r)?),

q=1/27(2(1 —r)> + 9(1 — r)(rs + rt + 4st) — 108st) olmak tizere,

4 Gl (T

Dahasi,

Loen1(K,)€e(—3.0) <= r=1s>t=1

ii. 6,1 (KL, €(=1,—3) <= r=1s>t>2

iii. 6n_1(K§7t) =—1 <= r>2s>t>1yadar+s>3,t=0.

verilen yardimci teoremin (lemma) asir1 kisitlamalardan olusturuldugu net bir sekilde
goriilmektedir. Test edilebilirlik agisindan sorunlu goriinsede verilen spektrum esitligi
kiigiik sayida 6zdeger iceren gizgeleri anlamada onemli bir yere sahiptir. Yazarlar ana
sonuglar1 ispat edebilmek i¢cin Cauchy arada olma teoremini ve kullanigh bazi yardimci

teoremleri kullanmistr.
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Lemma 5.2.21. [97] G ¢izgesi n > 3 noktali ve d < 2 ¢apli baglantili bir ¢izge ise

€n—1 < 0 dir. Dahasi,

en-1 € (—2,0) <= G=K}_,,.

En_1 € (—1,-2) <= G= K!

5 st’(sthQ)'

en-1=—1 <= G=K[,.r>2ands >t >1yadar +s > 3vet=0kosullari

altinda.
En—1 € (1 — \/5, —1)

£n—1 < 1 —+/5 olmast icin gerek ve yeter sart G ¢izgesinin K 3, Py, Cy ¢izgelerini

indirgemis alt ¢izge olarak icermesidir.

Lemma 5.2.22. [97] G c¢izgesi n noktali ve d > 4 ¢apli baglantili bir ¢izge olsun. Bu

durumda ¢,,_; < 2 — /13 esitsizligi gegerlidir.

Lemma 5.2.23. [97] G ¢izgesi n > 4 noktali ve d = 3 ¢apli baglantili bir ¢izge olsun. Bu

durumda,

En1=—1 <— G= P,
En_1 & (—V 15 —+/193,—1).
Eno1 < —V 15 —+/193,n > 5

Teorem 5.2.35. [97] G ¢izgesi n > 2 noktali bir ¢izge olsun. Bu durumda,

Ee(G) < 4| 2= 52)+\/<S Lo,

2 &2 2 E2(0)

esitsizligi gecerlidir. Esitlik durumunun saglanmasi icin gerek ve yeter sart G ¢izgesinin

2-zitkutuplu cizge olmasi veya dismerkezlilik dizisi altinda £ diizenimsi ¢izge olmasi ki

bu ¢izgenin spektrumlari,

Spec.(G

F -

n—1—m

seklindedir (m < [ — 1).

110



Ucgiincii ana teorem olarak yazarlar dismerkezlilik matrisinin enerjisi ile ilgili {ist sinir
esitsizliginin ifade/ispat etmislerdir. Matris enerjisi kavraminin popiilerligi ve prestiji
diistintildiiglinde gerek bu doktora tezinde gerekse sonraki akademik ¢aligmalarda siklikla
enerji kavramina atifda bulunulacaktir.

Xingyu Lei ve diger calisma arkadaslar1 yogun hesaplamalar ve matris teori ile ana
catry1 olusturan teoremlerini ifade ve ispat etmislerdir. Makalenin tez i¢in en Onemli
yanlarindan biri de son bdliimle verilen 6nerme, sonu¢ ve acik problemlerdir. Sonraki
akademik caligmalarda bizlere ve yeni arastirmacilara motivasyon olusturmasi maksadiyla

makalenin son boliimii bu kisma alintiliyoruz.

Onerme 5.2.3. [97] G cizgesi n noktali ve 2 yarigapa sahip k diizenli ¢izge olsun, eger
A(G) < n—1ise G gizgesinin 3 farkli digmerkezlilik 6zdegerine sahip olmasi igin gerek

ve yeter sart GG ¢izgesinin gii¢lii diizenli (strongly regular) olmasidir.

Sonu¢ 5.2.4. [97] G cizgesinin bir ve yalniz bir negatif dismerkezlilik 6zdegerine sahip

olmasi i¢in gerek ve yeter sart G = P, olmasidir.

Makalede sunulan problemleri biitiinliik ve erisilebilirlik amaciyla asagidaki diizende

ifade edebiliriz.

Problem 5.2.6. [97]

L]

Iki pozitif ve bir negatif dismerkezlilik 6zdegerlerine sahip gizgeleri belirleyin.

Ug farkl pozitif dismerkezlilik 6zdegerlerine sahip ¢izgeleri karakterize edin.

Parametreleri (n, 7, A\, A + 2) olan giiglii diizenli gizgeleri tasnif edin.

Iki tane negatif dismerkezlilik 6zdegerlerine sahip ¢izgeleri belirleyin.

Dismerkezlilik matrisi 2020 li yillarda gordiigii ilgi katlanarak 2021 yilinda da farkli
arastirmacilar tarafindan incelenmeye devam etmistir. Ajay Kumar Patel, Lavanya
Selvaganesh ve Sanjay Kumar Pandey isimli arastirmacilar dismerkezlilik enerjisi ve
0zdeger eylemsizigi iizerine makale kaleme almislardir [98]. Makalelerinde oncelikle
dismerkezlilik matrisinin indirgenemez ailelerinin olusturulmasi ve olusturulan bu ¢izge
ailesinin spektral 6zelliklerinin belirlenmesi konusunda verimli sonuglar elde etmislerdir.

Doktora tezinde bu makaleye yer vermemizin en 6nemli gerekg¢esi, danigsmaninmla birlikte
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yogunlastigimiz kavramlardan biri olan indirgenebilirlik/indirgenemezlik konusu tizerine
caligilmis olmasidir. Sonug olarak yazarlar baz1 6zel ¢izge aileleri i¢in ¢izge islemi altinda
cesitli sonuglar elde ederek literatlire kazandirmistir. Riizgar giilii ¢izge ailesinin olusum
yapisi dikkate alan yazarlar toplagim olarak isimlendirilen ¢izge islemini genellestirerek

cesitli sonuglar elde etmistir.

Tanmm 5.24. [98] G ve H iki farkli ¢izge olmak iizere, ¢izgelerin ayrit edici
nokta/noktalarin ¢akistirilmasi ile yeni ¢izge olusturma islemine toplagim (coalescence)
islemi denir ve G * H ile gosterilir. Kolayca soylenebilir ki riizgar giilii ¢izgesi i¢in ¢izge
islemi asagida ki formda genellestirilebilir.

Wi = K, s Kx. . K,
m—‘tgne

Teorem 5.2.36. [98] ay,as, ..., a, > 2 olmak iizere G = K,, *x K, *...x K, ¢izgesi

indirgenemez dismerkezlilik matrisine sahiptir.

Teorem 5.2.37. [98] a,b > 3 olmak lizere G = K, * K, ¢gizgesinin spektrumlari,

2\/§cos§ 0 2@005”% 2\/ﬁcos9+%
1 at+b—4 1 1

Spec.(G) =

ve Eg(G) = 4v/Rcos § = 2p(£(@)), R = }(4ab—3(a+b) +2), 6 = cos™ (247401

Sonugc 5.2.5. [98] a, b > 3 olmak iizere G = K, x K, ¢izgesinin digmerkezlilik matrisine

gore eylemsizligi,
In(E(G))=(ny =1,n_=2,ng=a+b—4)

Teorem 5.2.38. [98] G = Wéﬂ cizgesinin spektrumu,

b+ Vb>+mn 0 b—Vb>+mn —2n
1 m(n —1) 1 m—1

Spec.(G) =

ve Eg(G) = 2(b+ Vb2 +mn) =2p(E(G)), b =n(m —1)

Sonug 5.2.6. [98] G = Wflﬁ cizgesi riizgar giilii olmak {lizere dismerkezlilik matrisine

gore eylemsizligi,
In(E(G)) = (ny =1,n_=m,nyg=m(n—1))

112



Teorem 5.2.39. [98] indisler ay, as, . .., a,, > 2 olmak iizere G = K, * K,, *...* K,

am

cizgesi i¢in asagidaki esitlikler gegerlidir.
* ny(G) =1
* no(G) = |G| —m — 1.
* n_(G)=m.
* Be(G) = 2p(E(G))

Patel ve digerleri son bolim olarak dongii ¢izgesinin toplasim islemi altinda spektral
ozelliklerini inceleyerek dismerkezlilik matrisinin rankini, spektrumlarini, enerjisini ve

eylemsizligini ifade ve ispat etmislerdir [98].

Teorem 5.2.40. [98] Herhangi bir m > 3 nokta sayis1 i¢in G = C,, x (), ¢izgesi igin
rank(E(G)) = 4 esitligi gegerlidir.

Lemma 5.2.24. [98] G = (), * (), ¢izgesi i¢in,
i. Egerm = 2k (k > 2) ise,

k+a —k+0b a k—a —k-—0
1 1 4k — 5 1 1

[ k(14k2—6k+1 [ k(14k2—12k+1

ii. Egerm =2k+1(k>1)ise,

Spec.(G) =

2k+c —2k+d 0 2k —c —2k—d
1 1 4k — 3 1 1

2k(14k2—3k+1 2k(14k2—9k+1
c:\/—( 3 +)Veb:\/—( 3 +1)

Teorem 5.2.41. [98] C,, x C,, ¢izgesi i¢in,

Spec.(G) =

i, Be(Cop » o) = 2/ 5(VIIRE = 6k + 1+ v/I4R2 — 12k + 1), > 2

ii. Ee(Copyr * Copyr) =24/ 2(VI4R? =3k + 1+ V14k2 =0k + 1),k > 1
Sonu¢ 5.2.7. [98] C),, * C,, ¢cizgesi i¢in,

113



* ny (CpxCpy) = 2.
* no(Cp, x Cpy) = 2m — 5.

e n_(Cp*Cp) =2.

Digmerkezlilik matrisinin yeni bir matris olmasi sebebi ile diinyanin ¢esitli kesimlerinden
(6zellikle Cinli ve Iranli arastirmacilar tarafindan) yogun bir sekilde arastirilmaktadir.
Ayrica matrisin mesafe ile olan ilging iliskisi disiplinler arasi ¢aligmalara 6ncelik veren
akademik platformda dikkatle takip edilmektedir. Spektral ¢izge kuraminin popiiler ilgi
alanlarindan biri ise topolojik indisler ile molekiiler 6zellikler arasinda kurulabilecek
iliskilerin incelenmesidir. Yani, 7 topolojik indeksi, M molekiili ve P arzu edilen
fizikokimyasal 6zelligi gostermek iizere 7 (G) <= P(M) olmasi igin gerek ve yeter
kosullarin belirlenmesidir. Bu baglamda asagida atifta bulunacagimiz makale ve secilmis
sonuglar1 Tiirkge akademik igerik olusturma agisindan 6nem arz etmektedir (sonraki
caligmalar1 motive edecegi inancindayiz). Wang ve digerleri Chemometrics and Intelligent

Laboratory Systems isimli dergi de dikkate deger bir makale kaleme almislardir [99].

Teorem 5.2.42. [99] G baglantili bir ¢cizge olmak iizere, digsmerkezlilik matrisinin spektral

yaricap1 en biiyilik 6zdegerine esittir. Yani,
p(E(G)) = &1

Lemma 5.2.25. [99] G =2 K, + K,, n, ¢izgesi n noktali (k + t) pargali ¢izge olmak

1,125y

tizere (her bir n; > 2),

i. Egert =0,k =1yadat =1,k =0ise ¢g(G,\) = \".

ii. Egert =0,k > 2ise ¢pg(G,\) = (A —2n; +2)... (A —2n;, +2)(A +2)" 2
iii. Egert > 2k =01ise ¢pg(G,\) = (A —n+1)(A+1)""L.

iv. Egert > 1,k > 1ise,

De(GA) = A+ DA+ 2" F (A=t + 1) (A =201 +2) ... (A — 2ni +2))
—tng(A—2ns+2) ... (A — 2ng + 2)

—tng(A—2n; +2) ... (A — 2ng + 2)

— tnk()\ — 2711 + 2) Ce ()\ — 272,]471 + 2)]

114



Sonu¢ 5.2.8. [99] G = K,

k>2ven; >2,1<i<kise,

n. 1zgesi n noktali £ pargali tam ¢izge olmak tizere eger

1,125,

2n —2 ... 2np—2 =2
1 1 n—=k

Spec.(G) =

dir. Ozel olarak ¢izge kokteyl parti alinirsa CP(n) & Ky s o,n = 2k igin,

2 =2

Spec.(CP(n)) = -

Lemma 5.2.26. G = (Uzzl Km)c + (ng,)C cizgesi n noktali baglantili bir ¢izge olmak
lizere,

i. Egert =0, s > 2ise,

2v2 0 —2v/2

S S S

Spec.(G) =

ii. Egert > 1, s > 1ise,

M —2 ... 2m,—2 22 0 -2 —2v/2
Spec.(G) = ' '

1 1 s s n—t—3s S
Jianfeng Wang ve digerleri dismerkezlilik matrisinin spektral yarigapinin
karakterizasyonu icin ¢izge islemlerinden yararlanarak cesitli sonuglari ifade/ispat

etmislerdir.

Teorem 5.2.43. [99] G ¢izgesi n > 4 noktal1 baglantili bir ¢izge olsun. £; > 2 olmasi igin
gerek ve yeter sart G = C'P(n) olmasidir. Dahasie; > 21/2 olmast igin gerek ve yeter sart
t=0,s>2yadat > 1, s > 1kosulu ile birlikte G 22 CP(n) ve G = (tP5)° + (sP3)°

olmasidir.

Lemma 5.2.27. [99] G ¢izgesinin ¢ok pargali tam ¢izge olmasi i¢in gerek ve yeter sart

K U K, alt ¢izgesini indirgenmis alt ¢izge olarak igermemesidir.

Lemma 5.2.28. [99]1G = K, + K,,

tizere (herbirn; > 2vel <k <4),egert =1, 1 < k<2, t=21<k < 3yada

n, Sizgesi n noktali (k + t) pargali ¢izge olmak

1,125

t>3, 1<k<2isee, = —2.
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Teorem 5.2.44. [99] G cizgesi n > 2 noktali baglantili bir ¢izge olsun. ¢, < —1
esitsizliginde esitlik durumunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G = K,, olmasidir.
Dahas1 G 2 K, i¢in ¢,, < —2 esitsizliginde esitlik durumunun saglanmasi igin gerek ve

yeter sart ya k > 2 ve her n; > 2 kosuluile G = K,,, _,, olmasi yada n; > 2 kosulu ile

Tyeeey

G2 K+ Ky nyn,olmasidir (t =1lisel <k <2, t=2isel <k <3yadat>3

ise 1 < k < 2 kosullar1 altinda).

Teorem 5.2.45. [99] G 2 { K1 ;... : N1, - -, N6 > 2} kosulunu saglayan baglantili bir
¢izge olmak iizere £, = —2/2 olmas icin gerek ve yeter sart G = (|J'_, K,,,)¢ + (sP3)°

olmasidir (1 < < kiginn; >2vek =0, s > 2yadak > 1,s > 1 kosullar1 altinda).

Lemma 5.2.29. [99] Her bir n; > 2 ve t > 1 olmak iizere G = K; + K, 1, n, ¢lzgesi
n noktali (k + t) parcali gizge olsun.

i. K; + niK; ¢izgesinin dismerkezlilik matrisine ait —1 ve —2 6zdegerlerinin kati

sirastylat — 1 ven —t — 1 dir.

. K; + K, n, ¢izgesinin dismerkezlilik matrisine ait —1 ve —2 6zdegerlerinin kati

sirastylat — 1 ven —t — 2 dir.

. K, nons ¢lzgesinin dismerkezlilik matrisine ait —1 ve —2 o6zdegerlerinin kati

sirastyla 0 ve n — 4 dir.

1v. Ky + Ky, pn,yns ¢lzgesinin digmerkezlilik matrisine ait —1 ve —2 6zdegerlerinin kati

sirastyla 1 ve n — 4 dir.

V. K15y nomsma Gizgesinin dismerkezlilik matrisine ait —1 ve —2 6zdegerlerinin kat1

sirastyla 0 ve n — 4 dir.

Ayrica digmerkezlilik matrisine ait esspektrumlu ¢izge ailelerinin belirlemesi iizerinde

cesitli sonuglar elde etmislerdir.

Lemma 5.2.30. [99] n;, n} > 0 olacak sekildeki Ko, nyngns V€ Ky, GiZgelerinin

esspektrumlu olmasi i¢in gerek ve yeter sart her a > 2 igin,
(n1,n2,n3,n4) = (a+ 1, a,a,a) ve (n},ny,ny,ny) = (a,a,a,a)

esitliklerinin saglanmasidir.
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Teorem 5.2.46. [99] G cizgesi n > 2 noktali baglantili bir ¢izge olsun.

i. Eger p(£(Q)) € {2,2V/2} ise G gizgesi dismerkezlilik matrisine ait spektruma gore
belirlidir.

ii. Eger g, = —2 ise G ¢izgesinin dismerkezlilik matrisine ait spektruma gore belirli

olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
G ¢ {Ka+1,a,a,a L a 2 2} U {Kl,a,a,a,a L a 2 2}

dir. Dahas1 ¢ > 2 tamsayist i¢in sadece K,i14a0a V€ Kigaaa Glzgeleri

esspektrumludur.

Jianfeng Wang ve diger arastirmacilar makalelerinde ki son boliimii kimyasal ¢izge
kuraminin popiiler ¢alisma alanlarindan biri olan topolojik indisler ve molekiiller
arasindaki iliskinin analizine ayirmislardir. Literatiirde sikca karsilasilan molekiil
yapilarindan biri olan benzoid hidrokarbon ailesine (21 tane) ait kaynama noktasinin,
dismerkezlilik matrisine ait spektral yarigap, birincil ve ikincil baglantililik indeksi,
Wiener indeksi, birincil ve ikincil dismerkezlilik-baglantililik indeksi ile olan iligkilerinin
tablo ve grafikler yardimi ile ifade ederek gerekli-gecerli yorumlarda bulunmuslardir.
Oncelikle Maplesofi programu ile spektral yarigap ve topolojik indisleri hesaplamislardir.
Devaminda benzoid hidrokarbonlarin kaynama noktasi ile bu degerler arasinda ki
iligkiyi dagilim grafiginde gorsellestirmislerdir. Lineer rekresyon metotlar1 vasitasi
ile mevzu bahis iliskinin gii¢lii(zay1f) regrasyon katsayilarin1 hesaplamislardir. Ozetle
kaynama noktasi ve spektral yaricap, birincil/ikincil digmerkezlilik-baglantililik indeksleri
arasinda gii¢lii bir iliski oldugunu ifade etmisleridir (yaklasik olarak iligki katsayilari
0.8751,0.9128). Diger tarafdan yazarlar oktan izomerlerinin fiziko-kimyasal 6zellikleri
ile topolojik indisler (enerji de dahil) arasindaki iligskiyide benzer olarak incelemislerdir.
Dikkat edilecek olursa iligkiler herzaman olumlu sonuglar vermemistir. Dismerkezlilik
matrisine ait enerji ve oktan izomerlerinin 6zellikleri arasinda ki iliski katsayis1 yaklagik
olarak 0.6 dir. Makalenin sonug¢ boliimiinde ise yazarlar genel bir degerlendirme yaparak
digsmerkezlilik matrisine ait spektral 6zelliklerin literatiirde ki yerini vurgulamislardir.
Xiaocong He isimli arastirmaci 2022 tarihli makalesinde agag ¢izgelerin digmerkezlilik
matrisine gore spektral 6zellik tahlilinde bulunarak asagidaki problemlere kayda deger

yaklasimlar getirmistir [100].
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Problem 5.2.7. [95] Hangi cizgeler maksimum dismerkezlilik spektrumuna sahiptir?
Yukaridaki problem Problem 5.2.4 iin genel bir halidir.

Problem 5.2.8. [100] Verilen bazi ¢ < —24/2 sayilari igin [c, —2+/2) araligina diisen en

kiiciik dismerkezlilik 6zdegerine sahip aga¢ ¢izge hangisidir?

V0 U1 Vo Vd—2 Vd—1 Vq
[ ® - o o - o o
U1 ce Ugq D?L’Z w1 .. wy,

Sekil 5.6. Lemma 5.2.31 de kullanilan 6zel tanimli agag ¢izge ailesi

T».q ¢izge ailesi n noktali ve d ¢apli agag ¢izgelerini gostermek iizere,

Lemma 5.2.31. [100] a+b=n —4ve b > a > 1 kosullarini saglayan fo;g € Tn,3 cizge

ailesi i¢in gl(Dngl’bH) < 51(Dflig) esitsizligi gecerlidir.

Teorem 5.2.47. [100] 7, 3 tiim agag cizgeleri arasinda en biiyiik spektral yarigapa sahip

n=4|rn-d
yegane ¢izge D}%f DT formuna sahip agag cizge ailesidir.

Lemma 5.2.32. [100] T" € 7,4 aga¢ c¢izgesi ¢apsal uzunluk yolu P =
Vo, V1, - - -, Va—1,Vq (d > 5, tek say1) olan bir aga¢ ¢izge ve ;7 € {0,1,...,d} kosulu
ile T}, v; yiigceren T — E(Py41) ¢izgesinin baglantili bileseni olsun. Kabul edelim ki bir
uy € V(T;) (2 < i < %) noktast olsun dyle ki, dr, (v;,u1) = ecer,(v;) > 2 kosulunu
saglayan (agiktir ki u; sarkik noktadir). Ayrica u; noktasinin tek komsulugu v ve w nun
diger komsuluklart ug, ug, . . . , us ki bu komsuluklar 1 < j < s olacak sekilde dr(ug) > 2
ve dr(u;) = 1 kosullarni saglasin. T =T — uuy + uyv, ise e1(T) < 51(f) dir. Esitlik

durumunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart dr, (v;, uq1) = eq.(v;) = ¢ olmasidir.

Lemma 5.2.33. [100] Verilen n noktal1 Tirtil aga¢ ¢izgesi 7', ¢apsal uzunluklu yolu
Py = vo,v1,...,v4-1,v4 (d > 5, tek say1) olan bir aga¢ cizge ve kabul edelim ki
dr(v;) > 3 (2 < i < 1) olsun. v;u kenarini vyu kenari olarak kaydirilarak olusturulan

T agag izgesi i¢in e1(T') < &1 (T) esitsizligi geerlidir.
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Vi+1 Vd—1 Vd

LRI

Vi+1 Vd—1 Vq

Sekil 5.7. Lemma 5.2.32 de kullanilan 7" ve T agac ¢izge aileleri

Vo U1

T

Vd—2 Vd—1 Vd
“.J ‘/\ \

U;

Sekil 5.8. Lemma 5.2.33 de kullanilan 7" ve T agac ¢izge aileleri

Teorem 5.2.48. [100] T" € T, 4 agag ¢izgesi d > 5 (tek) ¢apa sahip olsun. Bu durumda,

—d—1 —d—1
n ] J[n

p(E(T)) < max{e, (D251, e (DL M)

esitsizligi gecerlidir. Esitlik durumunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart,

n—d—1 n—d—1
T = Dg”zfdfl yada T = D}L’d = M5 Glmasidir,

Teorem 5.2.49. [100] T" € 7T, 4 agag ¢izgesi d tek sayil1 ¢apa sahip olsun. Bu durumda,

n—d—1

n—d—1
p(g(jv) f;nlaX{€1<l)&Z—d—l)’gl(l);d2 JJ 2 ])}
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esitsizligi gecerlidir. Esitlik durumunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart

n—d—lJ’I'n—d—l-‘

T = Dg’f;*dfl yada T = D}%d 2 >~ olmasidir. Ozellikle 7, 3 agag ¢izge ailesi

icerisinde digmerkezlilik spektral yaricapt maksimum hale getiren yegane agac ¢izge

n—4| rn—4
piz " i

Xiaocong He makalesinin son boliimiinde dismerkezlilik matrisine ait en kii¢lik 6zdegeri
[—2 — /13, —21/2) arahigma diisen agac cizgeler icin cesitli sonuglar1 ifade ve ispat
etmistir. Oncelikle ifade ve ispatlarda kullandig1 6zel agag ¢izge ailesinin seklini verelim

(Sekil 5.9). Dikkat edilecek olursa verilen aile, yildiz ¢izgesinin 6zellestirilmis halidir.

b1 C1

Sekil 5.9. H,, , agag ¢izge ailesi
Verilen soyutlama p > 0 ve ¢ > 0 olmak lizere S, .41 y1ldiz ¢izge ailesine ¢ tane sarkik
kenar eklenmesi olarak yorumlanabilir.

Lemma 5.2.34. [100] p > 0 ve ¢ > 2 i¢in H,, aga¢ ¢izge ailesine ait digsmerkezlilik

matrisinin karakteristik polinomu,
MPHELONZ 4N — 9) A2 + (4 — 4g)\ — (9pq + 9¢° + 9 — 14q)]
seklindedir.

Lemma 5.2.35. [100] n = p + 2¢ + 1 olmak iizere H, , aga¢ ¢izge ailesi i¢in,
en < —2 — /13 esitsizligi gegerlidir. Esitlik durumunun olmasi icin gerek ve yeter sart

asagidaki kosullarin gerceklesmesi ile saglanir.
Lp=0ve2<q<4;

ii. p=1veq=2yadaq=3;

. p=2veq = 2;
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Teorem 5.2.50. [100] 7" agag ¢izgesin > 3 noktali olsun, &,, € [-2—+/13, —2\/5) olmasi

icin gerek ve yeter sart asagidaki kosullarin gergeklesmesi ile saglanir.

.. ~ 70,1
u '=D_;;

n3 >

. p=0ve2<qg<4igmT = H,,;

ivv p=1lveq=2yadaqg=3icinT = H,,;
v.p=2veq=2i¢inT = H,,;

Yazar tek sayili ¢ap uzunluguna sahip n noktali agaglar icerisinde ek biiyilik
digsmerkezlilik spektral yarigapina sahip agac ¢izgelerini karakterize etmistir. Makalesinin
yorum bdliimiinde ¢ift sayili ¢ap uzunluguna sahip n noktali agaclar c¢izgeler i¢in
karakterizasyonun hala a¢ik oldugunu ifade ederek asagidaki problemi aragtirmacilarin

ilgisine sunmusgtur.

Problem 5.2.9. [100] Cift sayili cap uzunluguna sahip n noktal aga¢ ¢izgeleri igerisinde

dismerkezlilik matrisine ait spektral yaricap: en biiylik olan ¢izgeleri karakterize edin

Yukaridaki problem Problem 5.2.7 nin daha 6zel bir halidir.

Teorem 5.2.51. [101] Bir 7" aga¢ cizgesine ait dismerkezlilik matrisinin tersinir olmasi
icin gerek ve yeter sart n > 2 kosulu ile ya " = Py yada T' = K, ,_; (yildiz gizge)

olmasidir.

Teorem 5.2.52. [101] n noktali ve d = 2 ¢apli tiim baglantil1 ¢izgeler icerisinde en biiytlik
dismerkezlilik spektral yarigapina sahip yegane ¢izge K ,,—; yildiz ¢izgesidir.

Yukaridaki teorem mesafe matrisi igin literatiire kazandirilan bir teoremin digmerkezlilik

matrisine uyarlanilmis halidir.

Lemma 5.2.36. [101] Herhangi bir £ > 3 tamsayist i¢in ¢ap1 3 olan ve 2k noktali Wy, ;,
cizgesi yegane iki parcali ¢apsal ¢izgedir. Burada W, 5, K i, ¢izgesinden £ tane bagimsiz

kenarin ¢ikarilmasi ile olusan ¢izgedir.

Teorem 5.2.53. [101] G ¢izgesi n > 5 noktali iki pargali bir ¢izge olsun. Bu durumda
p(E(G)) > 3 esitsizligi saglamir. Dahasi p(€(G)) = 3 durumunun olmast igin gerek ve

yeter sart bazi k tamsayilari i¢in n = 2k ve G = W), ;, olmasidur.
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Mesafe matrisi tizerinden tanimlanan Wiener indeks tanimina benzer olarak dismerkezlilik

kavrami kullanilarak Wiener-dismerkezlilik indeksi asagidaki formda tanimlanabilir.

u,veV(G)

Teorem 5.2.54. [101] G c¢izgesi n noktali baglantili bir ¢izge olsun. Bu durumda

p(E(G)) > %(G) esitsizligi gegerlidir. Dahast p(£(G)) = 2= olmas igin gerek ve

n

yeter sart GG ¢izgesinin dismerkezlilige gore diizenli ¢izge olmasidir.

Sonuc 5.2.9. [101] G ¢izgesi n noktali, m kenarli ve ¢ap1 2 olan baglantili bir ¢izge olsun.
Eger G ¢izgesi k-baskin (dominating) nokta igeriyorsa,

2(n® —n—2m)+k@2n —k—1)
n

p(E(G)) =

esitsizligi gecerlidir.

Teorem 5.2.55. [101] G ¢izgesi n noktali baglantili bir c¢izge olsun. Ayrica

(e(1),e(2),...,e(n)) dismerkezlilik dizisini gostermek iizere,

1

n —

P(E(G)) Z max{——((Wz — (i) + /(W= — £())” + (n = 1)e*(1)) }

esitsizligi gecerlidir.

Aciklama 5.2.2. [101] Yukaridaki teorem de bulunan ifadede esitlik durumunun olmasi

icin gerek ve yeter sart GG ¢izgesinin dismerkezlilige gore diizenli ¢izge olmasidir.

Gl GZ

Sekil 5.10. Dismerkezlilik matrisine gore esspektrumlu olmayan esenerjili ¢izge cifti.

Lemma 5.2.37. [101] n = p + ¢ noktali K, ; iki parcali tam ¢izgesi i¢in, eger p,q > 2
ise Eg(K,,) = 4(p + q — 2) esitligi gecerlidir.

Bilgisayar programlari kullanilarak rahatlikla 3 ve 4 noktali baglantili ¢izgeler icerisinde

enerjileri esit olan ¢izgeleri bulabiliriz. Sekil 5.10 de bulunan G, ve G2 ¢izgeleri
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dismerkezlilik matrisine gore enerjileri esit olan ve esspektrumlu olmayan 5 noktali ¢izge

ciftine bir 6rnektir. Dahas1 bu ¢izge ¢ifti,

20l++v2) —4 0 +v2 £2 0
Specs(Gl) = ( \/_) >Speca(G2) = \/_
1 1 2 1 1 1

olacak sekilde spektrum esitliklerine sahiptir. Basit bir hesaplama ile enerjilerin esit

oldugu goriilebilir. Yani E¢(G,) = E¢(Gy) = 4 + 4+/2 goriilebilir.

Teorem 5.2.56. [101]n > 6,2 < p,q < n —2vep+ g # n olmak lizere, K ,,_, ve
K

on—p Gizgeleri esspektrumlu olmayan esenerjili ¢izgelerdir.

Son olarak yazarlar asagidaki teoremi ifade ve ispat etmislerdir.

Teorem 5.2.57. [101] Ayni1 nokta sayisina sahip k-pargali (k > 2) iki tam ¢izge igin, eger
her parcalansinda en az iki nokta var ise bu iki ¢izge esspektrumlu olmayan ve esenerjili

olan ¢izgelerdir.

Nokta sayist n olan bir aga¢ ¢izgesine ait uzaklik matrisinin tam olarak bir tane pozitif
ve n — 1 tane negatif 6zdegere sahip olmasi literatiirde iyi bilinen bir gergektir. Bu
gercek rank(D(T)) = n oldugunu ifade eder. [101] referanshi makalede yazarlar n
noktali aga¢ ¢izgeler igerisinde digmerkezlilik matrisi tersinir olan yegane ¢izgenin K ,,_
yildiz ¢izge oldugunu ifade ve ispat etmislerdir, yani rank(D(K; ,,—1)) = n dir. Dahasi
D(Ky 1) = E(K1p—1) oldugu i¢in In(E(Kyp-1)) = (ny = L,n_ =n—1,n9 = 0)
olur. Iswar Mahato ve M. Rajesh Kannan isimli yazarlar makalelerinde [102] 6ncelikle n
noktal1 tim agag¢ cizgelerinin digmerkezlilik matrisine ait eylemsizlik degerlerini ifade ve

ispat etmiglerdir.

Lemma 5.2.38. [102] B matrisi 2n X 2n boyutlu ve asagidaki parcalanmaya sahip bir
matris olmak tizere In(B) = (ny =n,n_ = n,ny = 0) esitligi gegerlidir.
B 2d(J — 1) 2d—1)(J —=1)

(2d—-1)(J —1) 0
Teorem 5.2.58. [102] T ¢izgesi d € N olmak iizere ¢ap1 diam(T) = 2d + 1 olan
n > 4 noktali aga¢ ¢izge olsun. Bu durumda rank(E(T)) = 4 esitligi saglanir. Dahasi
E(T') matrisi tam olarak iki pozitif ve iki negatif 6zdegere sahiptir. Yani agag ¢izgesinin

eylemsizligi In(T) = (ny =2,n_ = 2,ny = —4).
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Tanim 5.2.5. [102] T agag ¢izgesi ¢ift ¢capa ve uy € V(T') merkez noktaya sahip olsun.
Bu durumda v, noktasina komsu olan ve ¢apsal yol tizerinde bulunan v € V(7T') noktasina

capsal olarak ayirt edici (diametrically distinguished) nokta denir.

Teorem 5.2.59. [102] T agag ¢gizgesi ug € V(T') merkezi noktayave d € N, d > 2 kosulu
ile diam(T') = 2d gapa sahip bir ¢izge olsun. Kabul edelim ki u( noktasinin komsulari,
heri =1,2,...,1igin T — J\_,{uo, u;} yapisin bileseni olan T} ile birlikte e, (u;) =
d— 1 kosulunu saglayan uy, us, . . ., u;({ > 2) noktalarindan meydana gelsin. Bu durumda

In(T) = (ny =l,n_=1,ny=n—2l)dir

Iswar Mahato ve M. Rajesh Kannan makalelerine kisith cizgeler i¢in digsmerkezlilik
matrisine ait 6zdegerlerin orjin (0) noktasina gdre simetrik olup olmamas i¢in gerek ve

yeter sartlar1 incelemislerdir.

Teorem 5.2.60. [102] T cizgesi tek sayida ¢apa sahip bir aga¢ ¢izge ise dismerkezlilik
matrisine ait 6zdegerler simetriktir. Yani A 6zdegeri kati1 k£ olacak sekilde £(7") matrisine

ait ise —\ da kat1 k olacak sekilde £(7") matrisine aittir.

Sonu¢ 5.2.10. [102] Eger T' ¢cizgesi n > 5 noktali ve tek sayili ¢apa sahip bir agag cizge

olsun. Bu durumda 7" tam olarak bes farkli dismerkezlilik 6zdegerine sahiptir.

Yazarlar [96] referans numarali makalede bulunan maksimum dismerkezlilik 6zdegeri i¢in
verilen sinir1 kendi ¢aligmalar ile birlikte kullanarak asagidaki teoremi ifade ve ispat
etmislerdir. Teoremin ifadesinde bulunan Tg”s cizgesi ilgili referans numarali makalede

tanimlanan ¢izge ailesidir.
Teorem 5.2.61. [102] Tek capa sahip ve n > 4 noktali T ¢izgesi i¢in,

1. Egerd <n < 15ise,

en(T) < \/13”_35+\/(13n—35)2—64(n_3)
T 2

Dabhasi esitlik olmasi igin gerek ve yeter sart 7' = TS:Q ~ du.

ii. Eger n > 16 olacak sekilde tek ise,

16m — 21 + +/800n — 1419
€n(T)§—\/ n +2 n

n=6| rn=6
Dahasi esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart 7" =2 T;Ef DY o,
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. Eger n > 16 olacak sekilde ¢ift ise,

16n — 21 + 5v/32n — 67
en(T) < — 5

n—~6
2

n—=6
dir. Dahasi esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart 7" = T$752 DTy,

Teorem 5.2.62. [102] T ¢izgesi ¢ift sayida ¢apa sahip bir agag cizge ise dismerkezlilik

matrisine ait 6zdegerler simetrik olamaz.

Teorem 5.2.63. [102] T ¢gizgesi n > 4 noktal1 bir aga¢ olmak lizere, £(T") matrisinin tam

olarak ti¢ farkli 6zdegere sahip olmasi igin gerek ve yeter sart 7" = K ,, olmasidir.

Yazarlar sonug¢ olarak makalelerini 6nemli bir problemi literatiire kazandirarak

tamamlamislardir.

Problem 5.2.10. [102] Orjine gore simetrik digmerkezlilik 6zdegerlerine sahip cizgeleri

karakterize ediniz.

Jianfeng Wang, Mei Lu, Maurizio Brunetti, Lu Lu ve Xueyi Huang isimli aragtirmacilar
dismerkezlilik matrisine ait spektral 6zelliklerin aragtirilmasi ve derinlestirilmesini
amaciyla 6nemli diyebilecegimiz bir makale kaleme almiglardir [103]. Spektral ¢izge
kuraminda belirli bir matrisin karakterize edilmesi her ne kadar prestijli olsa da matrisin
diger ¢izge matrisleri ile olan iliskisi bilimsel ¢aligmanin 6zgiil agirhig arttiracaktir. Bu
baglamda yazarlar oncelikle ¢esitli ¢cizge matrisleri ile dismerkezlilik matrisi arasinda
ki kiyasi incelemislerdir. Devaminda iki farkli 6zdegere sahip ¢izgeler igin gerek
ve yeter kosular ifade/ispat etmislerdir. Dahasi esspektrumlu (digsmerkezlilik matrisi
icin) cizge ¢iftlerinin belirlenmesi problemi i¢in ¢izge islemlerinden faydalanmislardir.
Nihai olarak spektral ¢izge kuramina digsmerkezlilik matrisini daha fazla dahil etmek
icin oldukca yetkin ve gesitli problemleri ifade ederek caligmalarini tamamlamisglardir.
Asagida alintiladigimiz teorem ve varsayim spektral ¢izge kurami ¢alismalarinda 6nemli

bir yere sahiptir.

Teorem 5.2.64. [104] Hemen hemen her aga¢ ¢izge komsuluk matrisine gore

esspektrumludur.

Varsayim 5.2.3. [104] Hemen hemen her c¢izge komsuluk matrisine gore

esspektrumludur.
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Esspektrumlu ¢izge ailelerinin genisletilmesi ¢aligmalari literatiir i¢in dogrudan 6zgiin bir
deger ifade edecektir. Spektral ¢izge kuraminin segkin isimleri bu varsayimin herhangi
bir M-¢izge matrise paralel olarak genisletilebilecegini ifade etmislerdir. Hemen hemen
her ¢izge esspektrumludur varsami iizerine 6dnemli sonuglar [105] referans numarali
makalede bulunmaktadir. Ozet olarak yazarlar esspectrumluluk iizerine genel bir kani
olusturmak i¢in karsilastirma tablolar1 vermistir. Makaledeki iki tablonun birlestirilmis

hali Tablo 5.1 de sunulmustur. Cizge kuraminda spektrumlarin genellestirilmesi diger bir

Tablo 5.1. M-esspektrumlu ¢izgelerin oranlari

n 4 5 6 ! 8 9 10 11
A 0 0.059 | 0.064 | 0.105 | 0.139 | 0.186 | 0.213 | 0.211
A&A 0 0 0 0.038 | 0.094 | 0.160 | 0.201 | 0.208
L 0 0 0.026 | 0.125 | 0.143 | 0.155 | 0.118 | 0.090
@ |0.182 | 0.118 | 0.103 | 0.098 | 0.097 | 0.069 | 0.053 | 0.038
D 0 0 0 0.0258 | 0.0592 | 0.0960 | 0.1186 ?
Dt 0 0 0 0.0670 | 0.0504 | 0.0758 | 0.0672 ?
D% 0 0.0952 | 0.0536 | 0.0445 | 0.0407 | 0.0313 | 0.0730 ?
& 0 0.0952 | 0.2143 | 0.4576 | 0.4464 | 0.4953 ? ?

yaklasim seklidir. Dikkat edilirse Tablo 5.1 de A& A ifadesi, ¢izge ve ¢izgenin tiimleyenine

ait komsuluk matrisleri birlikte diigiiniilerek esspektrumluluk orani verilmistir.

Varsayim 5.2.4. [103] Hemen hemen her c¢izge komsuluk (Laplasyan yada

genellestirilmis) olarak belirlidir.

Onerme 5.2.4. [103] G ¢izgesi n noktali baglantili bir cizge ve G gdsterimi G’nin

tiimleyenini gostermek iizere,
i. Eger diam(G) =2ve A(G) <n —lise A(G) = D(G) + I, — J,, = 1£(G).
ii. Eger diam(G) > 3ise A(G) = 1€(G)
Lemma 5.2.39. [103] Hemen hemen tiim baglantili cizgeler iki ¢ap ve iki yaricapa

sahiptir.
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Onerme 5.2.5. [103] Hemen hemen tiim baglantili cizgeler £(G) = 2A(G) esitligini

saglar.

Digsmerkezlilik matrisinin diger ¢izge matrisleri ile olan iligkisinin en bariz ve yalin olani
A(K,) = D(K,) = £(G) dir. Yazarlar bu motivasyondan hareketle agagidaki dnermeyi

ifade ve ispat etmislerdir.
Onerme 5.2.6. [103] G ¢izgesi n noktali baglantil bir ¢izge olsun. Bu durumda,

1. £(G) = 2A(G) olmasi igin gerek ve yeter sart G = K,

2. £(G) = D(G) olmasi igin gerek ve yetersart G = K, V K,,_,, (1 <r <n—1).
Onerme 5.2.7. [103] Asagidaki ifadeler denktir.

1. Varsayim 5.2.3 saglanir.

2. Hemen hemen tiim iki ¢apa sahip 6zmerkezli ¢izgeler A-esspektrumludur.

3. Hemen hemen tiim iki ¢apa sahip 6zmerkezli ¢izgeler £-esspektrumludur.
Onerme 5.2.8. [103] Asagidaki ifadeler denktir.

1. Varsayim 5.2.4 saglanir.
2. Hemen hemen tiim iki ¢apa sahip 6zmerkezli ¢izgeler A matrisine gore belirlidir.

3. Hemen hemen tiim iki ¢apa sahip 6zmerkezli ¢izgeler £ matrisine gore belirlidir.

Makalede yukaridaki iki Onermeyi desteklemek adina yazarlar az sayida noktaya

sahip cizgeler icin esspectrumluluk oranlarini tablolar haline 6zetlemislerdir. Yazarlar

Tablo 5.2. A esspektrumlu ¢izgelerin ve ¢apt 2 olan 6zmerkezli gizgelerin (A*, £%*)

oranlari

n |3/4] 5 6 7 8 9

A [0|0]0.0588 | 0.0641 | 0.1054 | 0.1395 | 0.1858
Ax 010 0 0 0.0971 | 0.1373 | 0.1941
Ex 1010 0 0 0.0971 | 0.1373 | 0.1941

makalelerinde zitkutuplu, 6zmerkezli ve mesafe diizenli ¢izgeler i¢in literatiir bilgisi

vererek asagidaki problemi ileri siirmiislerdir.
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Tablo 5.3. Kiigiik noktali §zmerkezli ¢izge sayilari. SCG = Ozmerkezli ¢izgeler, RSCG =

Diizenli 6zmerkezli ¢izgeler, DRG = Mesafe diizenli ¢izgeler

n [3/4|5]6 ] 7| 8

SCG | 125282213151
RSCG|1(22]5 | 4 16
DRG |12 (2]| 4| 2 5

Problem 5.2.11. [103] Hangi kosullar altinda diizenli 6zmerkezli ¢izgeler ayrica mesafe

diizenli ¢izgelerdir.

Akademik platformda 6zdegerleri az olan ¢izgelerin incelenmesi her zaman daha ¢ok ilgi
cekmistir. Bu konuda [106] referans numurali ¢aligma incelenebilir. Oldukea iyi bilinen bir
gercek sudur ki; Eger G baglantili ¢izgesinin M-spektrumu (M € {A,Q, L, D}) sadece
iki farkli ozdegere sahip ise G = K,, olmalidw. Bu ger¢ek malesef dismerkezlilik matrisi

icin oldukea farklidir (bazi kosullar altinda gecerlidir).

Lemma 5.2.40. [103] G c¢izgesi n noktali baglantili bir ¢izge ve indirgenemez
dismerkezlilik matrisine sahip olsun. Bu durumda G’nin iki farkli digsmerkezlilik

Ozdegerine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart £(G) = J,, — [,, olmasidir. Yani G = K,,.

Lemma 5.2.41. [103] G g¢izgesi n noktali baglantili bir ¢izge ve diam(G) > 2 olsun.
Bu durumda G’nin dismerkezlilik matrisinin indirgenebilir ve iki farkli digsmerkezlilik
0zdegerine sahip olmasi igin gerek ve yeter sart £(G) = dl» @ (J, — I.), r|n,r > 2
olmasidir (farkli etiketlenme ile). Dahasi iki farkli digmerkezlilik 6zdegeri €1 = d(r — 1)

ve g9 = —d.

Teorem 5.2.65. [103] (d, r) pozitif tamsay1 ikilisi 6yle ki > 2. n = rh noktali baglantili
G ¢izgesinin d ¢apli ve r zit kutuplu ¢izge olmasi icin gerek ve yeter sart G ¢izgesinin
iki farkli dismerkezlilik 6zdegerine sahip olmasidir. Eger bu durum saglaniyorsa, GG

cizgesinin digmerkezlilik spektrumu,

d(ir—1) —d
h h(r —1)

Spec.(G) =

Yukardida verilen teoremin haricinde diger karakterizasyonlarada vurgu yapan yazarlar

asagidaki problemi ifade etmislerdir.
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Problem 5.2.12. [103] r-zitkutuplu ¢izgeleri diger formlarda karakterize ediniz?

Arastirmacilar verilen probleme kismi olarak gesitli yaklasimlar getirmislerdir (Ozel ¢izge
islemleri, 6zel cizge aileleri ve 6zel tanimli kosullarla birlikte). Devaminda yazarlar
mesafe diizenli ¢izgeler i¢in tablo vererek iddialarini gliclendirmek istemislerdir (Johnson,
Tetrahedral, Kiip, Heawood, Pappus, Foster vb. ¢izgeler). Esspektrumlu ¢izgelerin ingaasi

icin arastirmacilar temel gozlemlerini ifade etmislerdir.

Lemma 5.2.42. [103] G ¢izgesi i¢in n nokta sayisi digsmerkezlilik matrisine gore

esspektrumluluk degismezidir.

liging ve gozlemlenmesi kolay olan bir gdzlem ise c¢izgenin kenar sayismnin

esspektrumluluk icin ¢izge degismezi olmamasidir.

Lemma 5.2.43. [103] G ¢izgesi n noktali r-zitkutuplu bir ¢izge olsun. Bu durumda G

¢izgesinin esspektrumlu ¢izgesi ayni noktali ve ayni ¢apa sahip r-zitkutuplu bir ¢izgedir.

Teorem 5.2.66. [103] Aynm1 noktali ve ayni1 capli tiim r-zitkutuplu ¢izgeler (r > 2)

dismerkezlilik matrisine gore esspektrumludur.

Wang ve digerleri r-zitkutuplu ¢izge ailelerini ¢esitli ¢izge islemleri altinda spektrum

incelemesi yaparak problemelerden olusan son boliim ile makalelerini tamamlamiglardir.

u @ n u ] vy
V2 V2
v v
U3 U3
G G*

Sekil 5.11. Problem 5.2.14 de bahsedilen asilama doniisiimii (graft transformation)

Problem 5.2.13. [103] Hangi baglantili ¢izgeler indirgenemez digmerkezlilik matrisine

sahiptir?

Yukarida ki problem [91] referans numarali makale ile literatiire katilmistir. Birinci yazar

ayni oldugu i¢in [103] referans numarasi verilerek tekrar edilmistir.

Problem 5.2.14. [103] Asilama doniisiimii altinda ¢izgelerin dismerkezlilik spektrumunu

arastiriniz.
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Problem 5.2.15. [103] Verilen bir S ¢izge ailesinde dismerkezlilik matrisine ait spektral
yaricap1t maksimum/minimum olan ¢izgeleri karakterize ediniz.

Problem 5.2.16. [103] Bir ¢izgenin alt ¢izgesi ve digmerkezlilik matrisine ait karakteristik
polinomun katsayilar1 arasindaki iliskiyi bulunuz.

Doktora tezinin ana amaglarindan biri olan agagidaki problemi Wang ve digerleri tekrar
ifade etmislerdir.

Problem 5.2.17. [103] Hangi kosullar altinda bir ¢izgenin ¢ap1 £-spektrum tarafindan

belirlenir?

Varsayim 5.2.5. [103] G c¢izgesi n noktali ve d ¢apli ¢ift ¢izge (capsal ¢izge) olsun. Bu
durumda n > 4d — 4 esitsizligi gecerlidir.

Problem 5.2.18. [103] Her n, d > 2 tamsayi ikilisi i¢in; n noktali, d ¢apl ve blok indeksi
r|n olan tiim r-zitkutuplu ¢izgelerini ingaa ediniz.

Problem 5.2.19. [103] Her n,d > 2 tamsayil ikilisi i¢in ve n noktali, d ¢apli ve blok
indeksi 7|n olan tiim r-zitkutuplu ¢izgeleri insaa ediniz.

Problem 5.2.20. [103] Sinir ¢izgelerde (peripheral graphs) kullanish olabilecek
karakterizasyon yontemlerini belirleyiniz.

Zhengping Qiu ve Zikai Tang isimli arastirmacilar 2022 basimli makalelerinde esik
cizgelerinin dismerkezlilik matrisine ait spektral 6zellikleri incelemislerdir [107]. Yazarlar
oncelikle esik ¢izgelerinin dnemini vurgulamistir. Spektral incelemelerden sonra yazarlar
temel tanim ve kullanigh matris yontemlerini (adil parcalanis, vb.) ifade ederek ana
sonuglarii sunmuslardir. Son olarak esik ¢izgelerin digmerkezlilik matrisine ait farkl

0zdeger dagilimini ifade ve ispat etmislerdir.

Tamim 5.2.6. [107] I" ¢izgesi, 1 < ¢ < m igin s; > 1 ayrik noktalar ve ¢; > 1 baskin
noktalari gostermek tizere (051, 1%, ... 0% 1') ikili dizisine sahip baglantili ¢izge olsun.
s=y ", s;vet = " t; gosterimi i¢in I' ¢izgesi s + ¢ noktali ve V(I') = U; UV} U
... U Uy, UV, nokta parcalanis kiimesine sahip iki ¢apl bir ¢izgedir.
Teorem 5.2.67. [107] I' = sK; + K, olmak iizere,
1. Eger (s,t) # (3,4) yada (s,t) # (4,3) ise
Al A -1 =2
1 1 t—1 s—1

Spece(I') =
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A1 ve )y ifadeleri A\; > )\, kosulu ile birlikte 22— (2s+t—3)z+ (st —25—2t+2) = 0

denkleminin kokleridir.

2. Eger (s,t) = (3,4) yada (s,t) = (4,3) ise

0 -1 -2
Spece(3K1 + Ky) =
1 1 t—1 s—1
ve
0o -1 =2
Spece(4K + K3) =
1 1 t—1 s—1

Lemma 5.2.44. [107] T gizgesi b = (0°*, 1%, ..., 0% 1'm) ikili dizisine sahip baglantil

cizge olsun. Bu durumda,
i. £(I') matrisi, kat1 en az s — m olan —2 6zdegerine sahiptir.
ii. £(I") matrisi, kat1 en az ¢,,, — 1 olan —1 dzdegerine sahiptir.
iii. £(I') matrisi, katt en azt — ¢, — (m — 1) olan 0 6zdegerine sahiptir.

Nokta parcalanig 7 : V(I') = U UV U ... U U, UV, bolim matrisli denk parcalanistir.

Yani,
2(s1—1) 0 259 0 25, tm
0 0 2589 0 25, tm
281 2t1 2(82 — 1) 0 28m tm
B = 0 0 0 0 28, tm
281 2t1 282 2t2 Ce 2(8m — 1) tm
S1 tl So tQ Ce Sm tm —1

matrisinin 6zdegerleri ile £(I") matrisinin 6zdegerleri aynidir.

Lemma 5.2.45. [107] m > 2 kosullu B,, matrisinin A 6zdegerine karsilik gelen bir x =

(T1, Y15+ -+ s Tin, Y ) Ozvektori olsun. Bu durumda,
1. )\yl = (/\ - 281 + 2)ZE1
i 2A =t + 2)Ym = (A + 2)x .
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iii. 1 <i<m—1igin2t;y; = (A +2) (241 — ;).
iv. 1 <i<m—2ig¢in2s;11Ti41 = MY;i — Yix1)-
Lemma 5.2.46. [107] Eger B,,, matrisinin bir 6zdegeri A ise A # —2 ve \ # —1 dir.
Lemma 5.2.47. [107] A\, B,,, (m > 2) matrisinin 6zdegeri olsun. Bu durumda,
i. Eger sy > 2ve sty — 28, — ty, # 0ise A # 0.

i. Eger s1 > 2 ve sty — 28y, — t, = 01se A = 0 6zdegeri B,,, matrisinin yalin

Ozdegeridir.

iii. Eger 1 = 1 ve sty — 28, — t, # 0 ise A = 0 dzdegeri B,, matrisinin yalin

0zdegeridir.

iv. Eger sy = 1 ve s;uty, — 28, — t,, = 01se A = 0 6zdegeri B,,, matrisinin kati iki olan

yalin 6zdegeridir.
Lemma 5.2.48. [107] B,, matrisinin A # 0 6zdegeri yalindir.

Lemma 5.2.49. [107] C, boyutu h olan B, matrisinin asil alt matrisi olsun. Eger B,,
matrisinin 6zdegerleri Ay > Ay > ... Ay, ve C' matrisinin 6zdegerleri 1 > o > ...y
ise 1 < ¢ < hkosuluile Aoy—pts < py < A esitsizligi gegerlidir (Cauchy arada olma

teoreminden hareketle).

Lemma 5.2.50. [107] B,, + 2I matrisi i¢in,
det(Bp, +21) = (=4)™ Ysy . sty oo b1 (tm + 2)
esitligi gegerlidir.

Tamim 5.2.7. [107] [, 1 gizgesi by, = (0%, 1%, ... 05=+1 1'm+1) ikili dizisine sahip
baglantilt ¢izge ve [inii Gizgesi b1 = (05, 1% ... 0sm=t 1fm—t (Smt1 {Pme1) kil

dizisine sahip baglantili ¢izge olsun. £ (fmﬂ )’in boliim matrisi §m+1 olarak tanimlayalim.

Aciklama 5.2.3. [107] me esik cizgesine karsilik gelen §m+1 matrisi 5, matrisinin
asil alt matrisidir ama §m+1 matrisi B,, matrisinden farklidir. me ve I',41 esik

cizgelerinin ayni ikili diziye sahip oldugunu sdyleyemeyiz.
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Lemma 5.2.51. [107] B,, matrisinin —2 den kii¢iik m — 1 6zdegeri vardir.
Lemma 5.2.52. [107] B,, (m > 2) matrisinin (—2, —1) araligina diisen 6zdegeri yoktur.
Lemma 5.2.53. [107] B,, (m > 2) matrisinin 6zdegeri A ve s; > 2 olsun. Bu durumda,
i. Eger sty — 28y, — t, > 0ise A € (—1,0).
ii. Eger s,t, — 28, — t, < 0 ise sadece bir tane A € (—1,0) 6zdegeri vardir.

Son olarak yazarlar makalelerini esik cizgelerin dismerkezlilik matrisine ait spektrum

esitliklerini ifade eden bir teorem ile sonlandirmiglardir.

Teorem 5.2.68. [107] s = > " s; vet = » ", ; olmak tizere, (0%, 1%, ... 0%, 1)
ikili dizisine sahip I' ¢izgesi esik cizge olsun. B, matrisinin 6zdegerleri Ay > Ao >

... A9y ICIN,

1. Eger sy > 2ve syt — 25, — t, < Oise,

Spece(T) = {1, ..., A, Q& tm=(m=1)) 5 1Gm=) _9(s=m) A o ., Aam )

ii. Eger s > 2ve sty — 28, — t,, > 01ise,

Sp€Cg(F) = {Ala R A’m-‘rh O(titM7(m71))7 _1(tm71)7 _Q(Sim)v )‘m-‘y—?) ) >‘2m}

Cizge matrisleri arasindaki iliskiler oldukea ilgingtir. Ornegin mesafe matrisi daima
indirgenemez bir matris olmasina ragmen digmerkezlilik matrisi indirgenemez olmak
zorunda degildir. Cizgelerin dismerkezlilik matrisi, uzaklik matrisi ile yakindan
iliskili olmasina ragmen, dismerkezlilik matrisinin bazi 6zellikleri, mesafe matrisinin
ozelliklerinden o©nemli Olglide farklilasir. Kenar silme nedeniyle bir ¢izgenin
dismerkezlilik enerjisindeki degisim boyle bir ozelliktir (Sekil 5.12). Iswar Mahato
ve M. Rajesh Kannan isimli arastirmacilar ¢izge enerjileri ile ilgili literatiir bilgisi vererek
makalelerine giris yapmiglardir [108]. Yazarlar makalerinin ana fikrini asagida ki problem

ile 6zetmemislerdir.

Problem 5.2.21. [108] Kenar silme islemi ile dismerkezlilik enerjisi siirekli artan veya

azalan ¢izgeleri siniflandiriniz.

Mahata ve diger yazar k-par¢ali tam ¢izge icin dismerkezlilik enerjisinin

Ee(Kpyny..ny) = 4(ny + no + ..., np — k) oldugunu ifade ederek enerji degisimini

.....

inceleyen makalelerinin ana sonuglarini ifade ve ispat etmisglerdir.

133



% W

G1 Gl—e
I I o I I o
GQ Gg—e

Sekil 5.12. Digsmerkezlilik enerji degisiminin farkliligini ifade eden 6rnek bir gorsel.

Eg(Gl) ~ 1228, Eg(Gl —6) ~ 1093, Eg(Gg) ~ 1683, Eg(Gg—e) ~ 17.89

Tablo 5.4. Mesafe matrisi ve digsmerkezlilik matrisi i¢in enerji degisim tablosu.

Cizge | Ep(G) E:(G) Cizge | Ep(G) E:(G)

Gs ~ 23.5415 | = 22.6856 | G35 — e | =~ 23.4115 | ~ 24.0922
Gy | =19.2470 | = 17.3808 | G4 — e | =~ 22.4508 | ~ 16.9706

Lemma 5.2.54. [108] m,n > 2 olmak iizere ,,, ,, ¢izgesi iki par¢ali tam ¢izge olsun. Bu
durumda herhangi bir e € E(K,, ,,) kenar1 i¢in K, ,, — e ¢izgesi kat1 en az m +n — 4 olan

—2 digsmerkezlilik 6zdegerine sahiptir.

K,,.n — e ¢izgesinin nokta pargalanist 7 := V(K,,,, —e) = P, U P, U P; U Py olsun.
ESItllk l(;ll’l P1 = {Ul}, P2 = {1)2, c. ,Um}, P3 = {ul} \% P4 = {UQ, . ,Um} dir. Dikkat
edilmelidir ki 7, (K, ,—.) matrisin adil parcalanisidir ve bu parcalanisa karsilik gelen

boliim matrisi,

N
)
Bl
I
Do
N~—

N O O W
o
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G3—€

- W7
Y

G4 G476

Sekil 5.13. Dismerkezlilik enerji degisiminin farkliligin1 ifade eden 6rnek.

seklindedir. Ayrica (), matrisine ait karakteristik polinom,

p(r) = 2* — 2(m +n — 4)2® + (dmn — 12(m + n) + 15)2?

+ (16mn — 6(m + n) — 40)x — 4(5mn — 14(m +n) + 32)
ile gosterilebilir.
Lemma 5.2.55. [108] n > 2 olmak iizere eger e kenar1 K ,, ¢izgesine ait ise,
E¢(Ksp) < Eg(Kap —e)
esitsizligi gecerlidir.
Lemma 5.2.56. [108] n > 3 olmak iizere eger e kenar1 K3, ¢izgesine ait ise,
E¢(Ksy) < Eg(Ks, —e)
esitsizligi gecerlidir.

Lemma 5.2.57. [108] m > 4 ve n > 5 olmak {izere p(z) polinomu tam olarak ii¢ pozitif
ve bir negatif koke sahiptir. Yani 24, < 0 < 23 < x5 < 2 esitsizligi saglanir. Dahasi

—5 < x4 < —4 aralig1 gegerlidir.
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Teorem 5.2.69. [108] K, ,, ¢izgesi (m,n > 2) iki par¢ali tam ¢izge olsun. Bu durumda
herhangi bir e kenari i¢in K, ,, — e ¢izgesinin digmerkezlilik matrisine ait 6zdegerler kati

m + n — 4 olan —2 6zdegeridir ve

p(z) = 2* —2(m +n —4)2® + (4mn — 12(m + n) + 15)2?

+ (16mn — 6(m + n) — 40)x — 4(5mn — 14(m + n) + 32)
polinomunun kokleridir.

Teorem 5.2.70. [108] K,, ,, ¢cizgesi (m,n > 2) iki parcali tam ¢izge olsun ve herhangi bir
e kenart silinerek olusturulan K,, ,, — e ¢izgesi igin,

Ee(Kypn) < Eg(Kim, — e) esitsizligi saglanir.

Teorem 5.2.71. [108] K, n,... n, Glzgesi k-parcali tam ¢izge olsun Oyle ki Zle n;=mn

.....

vei = 1,2,...,ki¢in n; > 2 kosullarmi saglayan. Bu durumda K, ,,, ., ¢izgesinin

.....

herhangi bir e kenari igin,

esitsizligi gegerlidir.
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5.3. Bulgular, G6zlemler ve Yorumlar

Tezin bu boliimiinde danismanim ile birlikte uzun siiredir ¢alistigimiz, gézlemledigimiz,
test siirecinden ge¢irdigimiz ve de kuramsal zeminde ifade ederek ispatini yaptigimiz
tiim sonuglar aktarilmustir. {lk olarak, Jianfeng Wang ve calisma ekibinden bagimsiz
olarak olusturdugumuz calismalar partnerlerimizin teklifi ile ikili isbirligi makalesine
dontstiiriilmiistiir. Sorumlu yazar Jianfeng Wang kendi sonuglari ile bizim ¢alismalarimizi
harmanlanmis ve seckin bir dergiye sunmustur [109]. ikinci olarak danismanmim ile
birlikte makale formatina getirdigimiz ve 6n degerlendirme i¢in akademik bir dergiye
gonderdigimiz ¢alismalardan bahsedilmistir. Hali hazirda sunulan sonuglarin literatiirde
onemli bir yer kaplayacagini diistinmekteyiz.

Komguluk matrisinin spektrumu tarafindan belirli olan ¢izgeleri arastirmak Spektral
cizge kuramimin merkezinde yer almistir. Ozellikle son yillarda spektral karakterizasyon
konusunda 6nemli ve prestijli ¢alismalar1 bulunan seckin bilim insan1 Willem Haemers
[110] referans numarali makalesin de kullanish ve bir o kadar da iiretken ¢izge islemi
olan karma genisleme (mixed extension) islemini literatiire kazandirmistir. Haemers’in bu
giiclii ve kullanish ¢izge isleminin spektral karakterizasyonda ne kadar 6nemli oldugunu
gosteren bir baska calisma ise [111] referans numarali makaledir. Bu ortak ¢alismanin
([109]) temel motivasyonu iki meshur varsayima dayanmaktadir. Bu varsayimlardan
biri Schwenk tarafinda one siiriilen “Hemen hemen her ¢izge komsuluk matrisine gore
esspektrumludur.” diger varsayim ise Haemers tarafindan literatiire kazandirilan “Hemen
hemen her ¢izge komsuluk/Laplasyan matrisine gore belirlidir.”

Wang ve diger yazarlar dnceki ¢alismalarinda komsuluk ve digmerkezlilik matrislerinin
esspektrumluluk bakis agisindan oldukca benzer davranislar sergilediklerini ifade ederek
cesitli gozlemlere yer vermislerdir (6zmerkezli ve iki capa sahip ¢izgelerde). Ayrica
digsmerkezlilik matrisine ait tam olarak iki farkli 6zdegere sahip ¢izgelerin r-zitkutuplu
cizgeler olmasi mevcut aragtirmacilar tarafindan bilinen bir gercektir.

Baglantili bir ¢izgenin bir ve yalniz bir pozitif komsuluk 6zdegerine sahip olmasi igin
gerek ve yeter sart (—ny, —no, ..., —n;) karma genisleme ile iiretilen K, ,, ., ¢ok
parcali tam ¢izgeye esyapili olmasidir. Benzer motivasyon ile tezin bu bdlimiinde
agirhikh olarak K 4 yi1ldiz ¢izgenin karma genislemesi yardimiyla bir ve yalmz bir

dismerkezlilik 6zdegerine sahip ¢izgelerin karakterizasyonuna yer verilecektir. Ayrica
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iki 0zdeger hari¢ digerleri —2 ve 0 dan olusan c¢izgelerin karakterizasyonu ifade ve
ispat edilecektir. Nihai olarak cesitli problemlerle birlikte bu kisim tamamlanacaktir
(Wang ve diger yazarlar tarafindan bagimsiz olarak elde edilen HOMO-LUMO indeksi
ile ilgili sonuglar tezin amaglari igerisinde olmadigindan verilmeyecektir). Ana sonuglara

gecmeden Once yuldiz ¢izge genislemesini ifade edelim.

Tamim 5.3.1. K ;4 yildiz gizge olsun ve deg(vg) = k + 1,deg(v1) = 1,deg(vs) =
1,...,deg(vgy1) = 1 olacak sekilde K1 = Ski1 yildiz gizgesini etiketleyelim.
Mevcut etiketlenme diizeni igerisinde K1, yildiz cizgesinin karma genislemesini
S(to, t1,. .., 1) ile gosterebiliriz. Kosullar 0 < p,q¢ < k(p = k —q) vet; > 2(1 <
Jj < q) olmak lizere eger t; > to > ... > t;, > 2 >t = ... =t = lise
S(to, t1,. .., tk) = S(to, —p, t1, - .., ty) olur. Eger p = 0 almirsa her bir bilesen ¢; > 2(i =
1,2,..., k) kosulunu belirtir. Sekil 5.14 de goriilecegi tizere her bir bilesen + sembolii ile
gosterilerek klik veya koklik durumlarini ifade edilir. Ayrica karma genisleme iglemini
ME (K gy1)[tos 1, - - -, tr] ile de gosterebiliriz (asil alt matris gosterimi ile karismamasi

icin bu kisimda ilk gosterim sekli kullanilacaktir).

+t;

S

+t

Sekil 5.14. K ;41 yildiz ¢izgesinin karma genisleme modeli

Ana sonugclarin kanitin1 vermeden 6nce 6zmerkezli ¢izgeler ile ilgili temel yaklagimi ifade

ve ispat edelim.

Lemma 5.3.1. Bir ve yalniz bir tane pozitif dismerkezlilik 6zdegerine sahip 6zmerkezli

cizge yoktur.

Ispat. G gizgesi ¢ap1 d olan 6zmerkezli ¢izge olsun ve nokta kiimesi V(G) =
{v1,v9,...,v,} olsun. G ¢izgesi 6zmerkezli oldugundan en az 2d dolasim igerir bu ise

G c¢izgesinde en az iki ¢ift ¢apsal noktalarin oldugunu garantiler. Diyelim ki bu nokta
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giftleri (vy, v2) ve (v, v4) olsun. Bu durumda £(G) matrisi,

o O a O
S O O o«

0
0
d
0

QL O O O

seklinde bloklanabilir. A;; matrisinin 6zdegerleri {d, d, —d, —d} olacagindan (simetrik
0zdegerler) ve Cauch arada olma teoreminden hareketle ispat tamamlanir. Yani G

O0zmerkezli ¢izgesi en az iki pozitif dismerkezlilik 6zdegerine sahiptir. 0

Kanitlarda gosterim kolaylig1 i¢in, tam olarak bir pozitif digmerkezlilik 6zdegerine sahip

cizge ailelerini ¢ ile ifade edelim.

Lemma 5.3.2. G baglantili bir ¢izge ve H C G olsun (H ¢izgesi G’nin alt ¢izgesi).
Herhangi u, v € V(H) noktalari i¢in eger eccy (u) = eccg(u) ve dy(u,v) = dg(u, v) ise

E(H) matrisi £(G) matrisinin asil alt matrisidir.

Ispat. Herhangi u,v € V(H) noktalari igin, £(H) ve &(G) matrislerinin €,,(H) ve
€w(G) elemanlart goz 6niine alalim. Eger €,,(G) # 0 ise €,,(G) = dg(u,v) dir ve
dp(u,v) = dg(u,v) = min{eg(u),eq(v)} = min{ey(u),ey(v)} esitlikleri gegerlidir.
Boylece €,,(H) = dg(u,v) = dg(u,v) = €,(G) esitlik gecisleri saglanir. Eger
ew(G) = 0ise dg(u,v) = dg(u,v) < min{eg(u),eq(v)} = min{eg(u),ex(v)} dir.
Boylece €,,(H) = 0 = €4,(G) ve €y (H) = 0 = £,,(G) esitlikleri elde edilir. Sonug

olarak €,,(H) = €,,(G) ve boylece £(H) matrisi £(G) matrisinin asil alt matrisi olur. [J
Sonug 5.3.1. Lemma 5.3.2 deki kosullar altinda ve n’ = |H| nokta kiimesini ve ¢;(G)
Ozdegerleri gostermek tizere i = 1,2, ..., 7/ igin,

en-w+i(G) < gi(H) < &(G)

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Cauchy arada olma teoremi ve Lemma 5.3.2’den ispat kolayca saglanir. U
Lemma 5.3.3. p,g > 0,t; > 2vel < j < gkosuluyla G = S(to, —p,t1,...,1,)

olsun. Eger G € ¥ ise G ¢izgesi Tablo 5.5 ile verilen gizgeleri indirgemis alt ¢izge olarak

icermez.
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Tablo 5.5. En biiyiik ikinci dismerkezlilik 6zdegerleri verilen bazi ¢izgeler.

Etiket | Cizge €9
Fy | S(5,-3) ~ 0.127
F, | S(5,-2,2) ~ 0.138
Fy; 1 59(5,-1,2,2) ~ 0.152
F, | S(4,-4) ~ 1.579
Fs | S(4,-3,2) ~ 0.238
Fs | S(4,-2,2,2) ~ 0.248
F, 1 S4,-1,2,2,2) ~ 0.259
Fs | S(3,-5) ~ 0.101
Fy | S(3,—4,2) ~ (0.103
Fio | 5(3,-3,2,2) ~ 0.105
Fii | 5(3,-2,2,2,2) ~ 0.107
Fio |5(3,-1,2,2,2,2) | ~0.109

Ispat. Sonug 5.3.1 ve Tablo 5.5 den agiktir. O

Lemma 5.3.4. Herhangi bir G € ¥ ¢izgesi i¢in diam(G) < 2 esitsizligi saglanir.

Ispat. Kabul edelim ki diam(G) > 3 olsun ve G ¢izgesi diam(G) = d olacak sekilde
Pyi1 = 0901 . .. v4_10g yolunu igersin bu durumda eccg(vg) = ecca(vg) = dved — 1 <
ecci(v1), eccq(vg—1) < d olur.

1. durum: eccg(vy) = d ve eccg(vg—1) < dyada eccg(v1) < d ve eccg(vg—1) = d.
Genellemeye sadik kalarak bazi u € V(G) ve eccg(v1) = dg(vi,u) = d = ecca(u)

olsun. Bu durumda {vy, v4, vy, u} etiketlemesi ile birlikte £(G) matrisinin asil alt matrisi,

0 d 0 €yu
d 0 0 e
Wl =
0 d 0 d
€uvy €uwvy d 0

seklindedir. Ayrica dg(vi,u) < d i¢in €, € {0,d} (0 < i < d). Bu durumda

{vo,v4,v1,u} etiketlemesi ile birlikte £(G) matrisinin asil alt matrisi asagidakilerden
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birine denktir.

0 d 0O 0 d 00

d 0 0 0 d 0 0 d
WQZ 7W3:

00 0 d 00 0 d

0 0 do 0 d d 0

0 d 0d 0 d 0 d

d 0 00 d 0 0 d
W4: 7W5:

00 0 d 00 0 d

d 0 d 0 d d d 0

Direk hesaplama yaparak Wy, W3, W, matrislerinin en biiyiik ikinci biiylik 6zdegerleri
sirastyla d > 0, #gd > 0 ve #gd > 0 dir. Ayrica W5 matrisinin karakteristik
polinomu f(A\) = A3 — d\? — 3d?)\ + d® olmak iizere ¢y (A) = (A +d) f()) seklindedir.
d > 3igin f(—d?) = d® = 3d* —d®> —d° < 0, f(0) = d® > 0, f(d) = —2d> < 0 ve
f(d*) = d®—3d* — d° +d° esitsizlikleri saglanir. Bdylece W alt matrisinin ikinci 6zdegeri
£9(W5) > 0 olur. Cauchy arada olma teoreminden e5(G) > min{eo(W;) : i = 2,3,4,5}
elde edilir. Bu durum ise ¢eliskiyi dogurur.

2. durum: eccg(v1) = d — 1 = ecci(vg—1) olsun.

Bu durumda {vg, vy, v1, u} etiketlemesi ile birlikte £(G) matrisinin asil alt matrisi,

0 d 0 d-1

oS
ISH
| )
—_
SH
=R
—_
] o

seklinde yazilabilir. Kolayca hesaplanir ki e2(Ws) = 3(—d 4+ v4 —8d + 5d?) > 0 ve
Cauchy arada olma teoreminden e5(G) > e9(Ws) > 0 esitsizlikleri elde edilir ki ¢eligki
meydana gelir (yalniz ve yalniz bir pozitif 6zdeger icermesi). Sonug olarak G' € ¢ ¢izgesi

icin diam(G) < 2 olur. O
Lemma 5.3.5. ¢ ailesinde bulunan ¢izgeler { P, Cy, P; U K} ¢izgelerinden hi¢ birini
indirgenmis alt ¢izge olarak icermez.

Ispat. 4 ailesi igin Lemma 5.3.4 den hareketle diam/(G) = 2 oldugunu diisiinmek yeterli

olacaktir (diam(G) = 1 durumu agikar olacagindan).
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Kabul edelim ki Py = vyvv3v4 € G olsun (aksini kabul edelim). 1 < ¢ < 4 esitsizligi
i¢in eccq(v;) < 2 olmasi gerektiginden herhangi i, 5 € {1,2,3,4} i¢in dg(v;,v;) < 2
esitsizligi saglanmalidir. Boylece dg(vy,v3) = 2, dg(vi,v4) = 2, dg(va,v4) = 2 ve
i € {1,2,3,4} i¢in eccg(v;) = 2 sonucuna ulagilir. Tim bu 6n bilgilerden hareketle

diyebiliriz ki; vy, vq, v3, v4 etiketli £(G) matrisinin asil alt matrisi,

NN O O
O O O
o O O N
S OO NN

formunda olmalidir. as1l alt matrisin en bityiik ikinci 6zdegeri e5(W5) = /5 — 1 olur.
Cauchy arada olma teoremini kullanarak £5(G) > eo(W5;) > 0 esitsizlik gegisi saglanir.
Bu ise ¢eliskiyi dogurur (tam olarak bir pozitif 6zdeger). Tiim bu sonug¢lardan hareketle
P, ¢ G olmasi gerektigi ispat edilir.

Kabul edelim ki C;, C G olsun Agiktir ki £(G) matrisinin asil alt matrisi (formal

etiketleme ile),

0 0 2
0 20
200
000

0
0
Ws =
0
2
formunda olur. Kolayca hesaplanabilir ki e5(Wg) = 2 dir. Boylece e32(G) > 2 > 0

esitsizligi olur ki GG ¢izgesinin tam olarak bir pozitif digsmerkezlilik 6zdegerine sahip

olmasiyla gelisir. Kabul edelim ki P; U K; C G olsun. £(G) matrisinin asil alt matrisi,

0 2 2 2

2 00 2
Wgz

2 0 00

2200

formunda olur. Kolay bir sekilde e5(WWy) =~ 0.6222 oldugu hesaplanabilir. Yukarida
bulunan kabullere benzer olarak €5(G) > 0 olur ki bu ise ¢eliski dogurur.

Yani P; U K € G olmalidir. O

Kabul edelim S(to,t1,...,t) (K > 2)’nin nokta kiimesi Vo U V; U ... U V} olsun.

Genellemede 1 < ¢ < Kk araligi i¢in t; bilesenine karsilik gelen kiime setini
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Vi = {vi1, via, . . ., vy, } seklinde alalim. Ayrica G[vy, . .., v;] gosterimi ile G ¢izgesinin

{v1,...,v;} nokta kiimesi tarafindan indirgenen alt ¢izgesini gosterelim.

Lemma 5.3.6. ¢; > 1 olmak tizere G’ = S(to,t1,...,t) olsun (k > 2). Eger G’ € ¥ ve
G ¢izgesi G’ gizgesine yeni bir w noktasi eklenerek olusturulan bir ¢izge (G € ¥) ise w

noktas1 Vj bileseninde bulunan tiim noktalara komsu olmalidir.

Ispat. S, yildiz gizgesinin karma genislemesini diisiinelim. V; bilesenindeki herhangi
bir nokta diger V/ (1 < i < k) bilesenindeki noktalardan birine komsudur. Ayrica tanim
geregi 1 < 7 # 7 < ki¢in V; ve V; bilesenlerindeki noktalar komsu degildir. Aksini
kabul edelim Gyle ki bazi vy; € Vg noktalari i¢in vg; »¢ w olsun. Bu durumda v;; € V; ve
vj1 € V; (1 # j)i¢in vo1, vi1 Ve Vo1, v;; noktalart komsu olur. Lemma 5.3.5 den biliyoruz
ki PsUK; € G gegerlidir. Ayrica w noktasi, v;; ve v;; noktalarinin enaz biri ile komsudur.
Eger w noktasi, v;; ve v;; noktalarinin her ikisi ile komsu ise Glvgy, vi1, w, vj1] = Cy ve
diger durumda Glvp1, vi1,w,v;1] = P; olur. Bu ise yine Lemma 5.3.5 ile ¢elisir. Tiim
bunlardan hareketle w noktast V[ bilesenindeki tiim noktalar ile komsu oldugu sonucuna

varilir. ]

Onerme 5.3.1. G € ¥ ¢izgesi n nokta olsun. Bu durumda k > 1vet; > 1 (1<i<k)

kosuluyla G ¢izgesi S(to, t1, ..., tx) karma geniglemesine esyapili olur.

Ispat. Lemma 5.3.4 den; Eger diam(G) = lise G = K,, = S(tg,n—t,) olur. Eger G agag
cizge ve diam(G) = 2ise G = Sy ,-1 = S(1,1,...,1) (n > 3) olur. $imdi G ¢izgesinin
en az bir dongii i¢erdigini diisiinelim. Cy, P; € G oldugunu 6nceki sonuglardan biliyoruz.
Bu durumda G ¢izgesi sadece Cj igerir (iggen). Eger n = 3ise G = C3 = S(1,2) olur.
Aciktirkin =4 i¢in G = 5(1,1,2) veya G = S(2,1, 1) olur. Kalan durumlar i¢in tiime
varim yontemini uygulayacagiz (n > 5). Kabul edelim ki n — 1 noktali ¢izgeler i¢in
teorem dogru olsun. G ¢izgesi dongii i¢erdigi i¢in dyle bir w noktasi vardirki G' = G —w
¢izgesi baglantilidir. Eger diam(G’) = lise G' = K,—; = S(to,n — 1 —ty) € ¢
gecerlidir. Eger diam(G’) > 3ise P, C G’ C G olur ki bu durum Lemma 5.3.5 ile
celisir. Boylece diam/(G’) = 2 olmalidir.

Iddia: Bazi G € 9 gizgeleri ve w € V(G) igineger G’ = G — w C G ve diam(G') = 2
ise G’ € ¥4 olur.

Iddianin ispati: Lemma 5.3.4 ve G € ¢ olmasindan hareketle diam(G) < 2 oldugunu
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biliyoruz ve diam(G’) = 2 oldugu i¢in diam(G) = 2 olur. Diger durumda diam(G) = 1
ve boylece diam(G') = diam(G — w) = 1 olur ki bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla herhangi
iki z,y € V(G') i¢in d(z,y) = dg(z,y) mesafe esitligi gecerlidir. Herhangi bir
u € V(G") noktasi igin eccy(u) ve eccq(u) dismerkezliliklerini géz 6niine alalim. Eger
ecc(u) = 1ise eccg(u) = 1 olur. Diger durumda diam(G) = 2 ile eccg(u) = 2
ve de ecc;(u) = 2 olur ki bu bir ¢eliski dogurur. Benzer sekilde eger eccl;(u) = 2 ise
eccg(u) = 2 aksine diam(G) = 2 vasitastyla eccg(u) = 1 ve ecci;(u) = 1 olur ki bu
da baska bir geliskiyi getirir. Boylece u € V(G’) noktasi i¢in ecc, (u) = ecce(u) esitligi
saglanir. Tiim bu yaklagimlarla birlikte ve Sonug 5.3.1 den,

e1(G) > &1(G") > ... > ,.1(G) > €,(G) esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik ve G € ¢

ile birlikte G' € ¢ iddiasinin ispatini tamamlar.

Timevarim hipotezi ve G’ € % olmasindan hareketle Zf:o t: = n—1veV =
{viv, v} s b > 2vet; > 1(0 <4 < k) olmak tizere G' = S(tg,t,...,1})

ifadesini yazabiliriz. Bu durumda yukarar1 da belirtilen w noktas1 icin ve Lemma 5.3.6 dan
V; bileseninin tiim noktalari ile w noktast komsudur. Eger w, V' U ... U V) nin herhangi
bir noktasina komsu degil ise G = S(t(,t],...,t}, 1) olur. Eger w noktas: {V/U...UV/}
kiimesinin herhangi bir bileseni olan V nin herhangi bir noktasina (v, diyelim ) komsu
ise w noktas1 V] nokta kiimesinin hepsine komsu olur. Aksi taktirde w ve vy, noktalarmin
komsu olmadig1 dyle bir vst, inV, vardir ki Glw, verr, vsp ,vj1r] =2 P3 U Ky € G olan.
Bu ise ¢eliski olusturur. Sonug olarak G = S(t,t},...,t; 4,...,t;) elde edilir. Eger
w noktast, {V/,..., V/} bilesen setinde ki en az iki bilesendeki noktalara (Diyelim ki
0 < i # j < kicin bu bilesenler V; ve V/ olsun) komsu ise w noktas1 V{ U ... UV}
kiime setinin tiim noktalarina komsu olur. Aksi taktirde dyle birv € V/ U ... U V/
noktast vardir ki u ve w noktalarinin komsu olmadigi. Bu durumda eger v € V;/ U V/
ise Glw, v, vy, vj] = Pyoluryadav & V) UV ise Glw,v, v/, vj] & Py U K olur
ki bu bir geliski olustururdu (Lemma 5.3.5). Sonug olarak w noktas1 V/ U ... U V/ setinin

tiim noktalarina komsu olur ve bdylece G = S(t, + 1,1}, ..., ;) ile ispat tamamlanir. [J

Onerme 53.2. p,g > 0O vet; > 2(1 < j < g) kosulu ile birlikte G =
S(to,—p,t1,...,t,) olsun. Eger G € ¥ ise,

Litgp=1Lp+qg=1;
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. 1p=3,0<¢<4-p, 0<p<4
iv. tp=4,0<¢<3-p, 0<p<3;
V. 10 >25,0<¢g<2-—p, 0<p<2;

fspat. Kabul edelim ¢y > 5 olsun eger p > 3 ise F; C G olur ki bu bir ¢eliskidir. Boylece
p < 2 olmalidir. Eger p = 2 ise F» € G oldugu i¢in ¢ = 0 olur. Eger p = 0,1 ise F3 € G
oldugu i¢in ¢ < 2 — p olur. ty = 4 alalim F; € G i¢in p < 3 olur. Fj, Fg, F7 € G oldugu
icin biz ¢ < 3 — p esitsizligini elde ederiz. Ayrica Fy ¢ G oldugundan p < 4 olmalidir,
i = 9,10, 11,12 olmak iizere F; Z G genellemesininden hareketle ¢ < 4 — p (p < 3)
esitsizligi yazilabilir. GG ¢izgesinin nokta sayisi en az 2 oldugundan eger ty = 2ise p,q > 0

ve eger to = 1 ise p + ¢ > 1 olur ki ispat tamamlanir. U

Sonug olarak ortak ¢alismanin ana teoremlerinden biri olan Teorem 5.3.1 in ispat1 i¢in

yeter kosul tamamlanmustir.

Onerme 5.33. p,g > Ovet; > 0(1 < j < h) kosullar1 ile birlikte G =
S(to, —p, kit1, ..., knty) karma genislemesi olsun. Onerme 5.3.2 kosullarla birlikte G

cizgesi tam olarak bir dismerkezlilik 6zdegerine sahiptir. Dahasi,
i. p+q < 1kosuluile egerty > 1ise G = K, olur ve dzdegerler,

n—1 -1
Spece(G) =
1 n—1
i. p+q < 2vep > 1 kosuluyla birlikte eger ty = 1,¢ = 0,1y = 3,q = 4 — p yada
to=4,q =3 — pise,

€ 0 -1 -2 &5 =2, e ... =2ty ¢ —2t
Spng(G):{ 1 o €7 2 E2h43 1 }

1 n—to—p—q+1 to—l p—l 1 kh—l 1 ... k’g—l 1 kl—l

g5 € (—2tp, —2), €549; € (—2tp_i, —2tp_i11) (1 < i < h — 1). Diger kosullar i¢in
(Onerme 5.3.2 kosullari ile birlikte),

Spece(G) = {

€1 0 £3 —1 —2 €6 *ch g ... *2152 Eoh+4 *2151

€6 € (—Zth, —2), E€6+2i € (_ch—z’7 _ch—i—i-l) (1 <i<h- 1)
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p+ q < 2 ve p = 0 kosuluyla birlikte eger ty = 3,q = 4 yada ty = 4,q = 3 ise,

e 0 -1 —2ty, €5 —2t, — 1 —2ty  E9y —2t
Specs(G) — { 1 L L 2 €2h+1 1 }

1 7L—t()—q+1 t[]—l }{’}L—l k’h,l—l kz—l 1 kl—l
€319i € (—2tn_s, —2tn_i11) (1 < i < h — 1). Diger kosullar igin (Onerme 5.3.2
kosullari ile birlikte),

Spece(G) = {

€1 0 €3 -1 *2th €6 72th—1 R *21&2 E2h+2 *21&1
1 n—to—q 1 to—]. kh—l 1 kh_l—l kg—]. 1 kl—l

€ay2i € (—2tp—i, —2tp_i11) (1 < i < h—1).

fspat.

1.

ii.

Eger p + ¢ < 1ise agitktir ki G = K, gizgesi S(tp,n — ty) karma geniglemesine
esyapilidir.

Spece(G) =

Kabul edelim p+¢ < 1 ve p > 1 oldun. G ¢izgesinin uygun bir sekilde etiketlenmesi

ile asagidaki matris elde edilir.

J—1 J oJ .
Jo2J=1) 2] 2] ... 2J
@) =\ J 2 0 2J ... 2]
J 2J 2J 2] ... 0

ve matrise ait digmerkezlilik polinumu,
(G, ) = NOTPTIN + 1) N+ 2)P gy, —p, ..., ()

Polinomda gto, —p, . . ., t4(A\) = [T (A + 2t,)5Lh(\) ve
h h
h(A) = (A = 2pX —toA + 83X+ top — 2t — 2p + 2) [J(A +28:) — (A +2)@2A —t0 +2) Y (A +2t)
i=1 i=1,ij
esitlikleri gecerlidir. Polinomun detayli ¢oziimii Onerme 5.3.2 de bulunan kosullar
altinda gerceklestirilerek arzu edilen sonuc elde edilir. Yani, p+¢q < 2vep > 1

kosuluyla birlikte eger to = 1,¢ = 0,ty = 3,¢q =4 —pyadaty =4,q =3 — pise,

€ 0 -1 -2 &5 =2, e ... =2ty ¢ —2t
Spng(G)—{ 1 o €7 2 E2h43 1 }

1 n—to—p—q+1 t()—l p—l 1 kh—l 1 ... k2_1 1 kl—l
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iil.

€5 € (—ch, —2), E54+2; € (—Zth,i, _2th7i+1) (1 < 1 < h — 1) veE

Spng(G)_{El 0 ez —1 -2 egg —2tp €8 ... —2ly eopys —2 }

€6 € (—ch, —2), €6+2i € (_2th7i7 —ch,prl) (1 <1< h — 1) ifadeleri elde edilir.

p+q > 2vep=0yaniq > 2 kosullar1 ile birlikte G ¢izgesi etiketlenir ise,

J—1 J J ... J
J 0 2J ... 2J
&(G) =
Jo2] 2] ... 0

matrisi elde edilir. Bu matrise ait dismerkezlilik polinomu,

h

GG, A) = Xm0+ ) T[T+ 26)5 (V)
i=1
olarak yazilir. Burada,
h h h
N =0N—to+ DA +2t) — @A —to+2)> (kit; J[ 2 +2t)
=1 7j=1 z‘:l,i;éj

esitligi gegerlidir. Onerme 5.3.2 de ki kosullar altinda ve yogun hesaplamalarla
birlikte istenen sonug elde edilir. Yani, p + ¢ < 2 ve p = 0 kosuluyla birlikte eger
to=3,q=4yadaty=4,q = 3ise,

Specg(G> _ { &1 0 —1 *ch Es *Zth —1 72t2 E2h+1 721’1 }

1 ﬂ*to*(]ﬁ”l fo*l khfl kh*lil kg*l 1 klfl
£342i € (—2tp_i, —2tp_;i11) (1 < i < h —1). Diger kosullar i¢in,

Spe(jg(G) _ { €1 0 £3 -1 —2th €6 —2th_1 . —2t2 E2h+2 —2t1 }

1 n—to—q 1 to—l kh—l 1 kh,1—1 kg—l 1 kl—l

E442; € (—ch,i, —ch,¢+1) (1 <i<h-— 1)

0

Teorem 5.3.1. Baglantili bir G ¢izgesinin digsmerkezlilik matrisine ait tam olarak bir

pozitif 6zdegerinin olmasi i¢in gerek ve sart p,q > 0 ve t; > 2 (1 < j < ¢) olmak lizere

asagidaki sartlar1 saglayan (¢o, —p, t1, .. .,t,) bilesenleri ile olusturulan S; ;1 ¢izgesinin

karma genislemesine esyapili olmasidir.
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Ltg=1vep+q>1;
. to=2vep,q>0;
1. to=3ve0 < g<4—p, 0<p<A4;
. tg=4ve0<g<3—p, 0<p<3;
V.lp25ve0<¢q¢g<2-—p, 0<p<2

Ispat. Onerme 5.3.1, Onerme 5.3.2 ve Onerme 5.3.3 den ispat tamamlanir. O

Bu boliimde ise —2 ve 0 hari¢ en fazla iki dismerkezlilik 6zdegerine sahip ¢izgelerin
siiflandirilmasi yapilmistir.
K, ng...m, Glzgesing > ng > ... > n; kosulunu saglayan ¢ok pargali tam ¢izge olsun.

.....

Lemma 5.3.7. [99] G ¢izgesing > 1,n, > 2vel > 2 (1 < r <) kosullarinin saylayan

G = K,y + Ky, ny....n, bir ¢izge olsun. Bu durumda,

-----

l l l
GG A=A+ A+ A =g+ DA =2n+2) =no Y [ ne(A—2n.+2)
r=1 r=1 s=1,r#s

Lemma 5.3.8. [99] G cizgesi n noktali ve en kiigiik dismerkezlilik 6zdegeri €,,(G) olan

bir ¢izge olsun. Bu durumda ¢,(G) = —2 olmasi igin gerek ve yeter sartlar,

i.l>2ven,>2(1<r<l)icinG =K,

1,102,500y n

. Egerng=11se2 <[ <4,egerng=21se2 <[ < 3Jyadaegernyg > 3isel =2 ve
n.>2(1<r<l)iginG = K,, + Ky, n

Nokta sayis1 n > 2 olan baglantili ¢izgeler en az bir pozitif dismerkezlilik 6zdegerine
sahiptir. . sembolii ile —2 ve 0 hari¢ en fazla iki dismerkezlilik 6zdegerine sahip
baglantili ¢izgeleri gosterelim. G € .7 i¢in olast durumlar; —2 ve 0 den farkli bir negatif

ve bir pozitif, sadece bir pozitif yada tam olarak iki pozitif 6zdegere sahiptir.

Lemma 5.3.9. Nokta sayis1 n olan G € . ¢izgesini ele alalim. Bu durumda G ¢izgesinin
iki pozitif digmerkezlilik 6zdegerinin olmasi i¢in gerek ve yeter sart ny, no > 2 kosulu ile

G = K, ., olmasidir.
1,12
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Ispat. Eger G € .7 cizgesi —2 ve 0 den farkli tam olarak iki pozitif 6zdegere
sahip ise G’nin en kiigiik 6zdegerleri —2 olur. Lemma 5.3.8 den hareketle iki durumu
degerlendirelim.

1. durum:1>2ven, >2 (1 <r<l)icin G = K, »,

77777

.....

iki pozitif dismerkezlilik 6zdegerine sahiptir. Boylece n;,ne > 2 kosulu ile G = K, ,,
esyapililik iliskisi saglanir.
2. durum: ng > 1,1 > 2ven; > ... > n > 2(1 < r < ) olacak sekilde

G = K,, + K, ., cizgesine ait digmerkezlilik matrisinin karakteristik polinomu,

.....

l l l
fno,nl ,,,,, nl()\) — <)\ — Ny Sl 1) H()\ - 2”7' + 2) — TNy Z H nr()\ - 2”3 + 2)

r=1 r=1 s=1,r#s

Eger ny > 3 ise G ¢izgesi en az ii¢ dismerkezlilik 6zdegerine sahip olur. Yani —2 ve 0 dan
farkl1 bir pozitif ve en az iki tane —1 6zdegeri olur ki bu bir ¢eliskidir. Béylece ng < 2
esitsizligi dogrulanir. Ayrica bir 6nceki lemma’dan 2 < [ < 4 araligina sahibiz. Ispat i¢in
asagidaki alt durumlari inceleyelim.

Alt durum (1): | = 2 ve dnceki lemma’dan (n > 1).

fromina(A) = (A —ng+ 1)(A —2ny + 2)(A — 2ny + 2)

— noni(A — 2ny + 2) — ngna(A — 2ny + 2)

Bir dizi hesaplamalar kullanilarak,

fno,n1,n2

—2) = —4dnyny < 0,

1) = (n1 + ng — 1)’/7,0 > 0,

fno,n]_,TLQ

(

(

Jromime (202 — 2) = 2ngne(ng — ng) > 0,

fromi s (201 — 2) = 2ngni(nz — ny) <0,
(

fno,m,ng 2(”0 +n + nQ) — 2) = 271%(4710 + 3n2)

+ 2710[371% + 2(77/0 — 1)710 + n2(5n0 — 2)} + 2711[4713 +n0(5n0 — 2) + 2n2(5n0 — 1)] >0

esitsizlikleri elde edilir. Boylece G ¢izgesi —2 ve 0 dan farkli ikiden fazla digsmerkezlilik

0zdegerine sahip olur. Yani,
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£1 € [2n1 —2,2(ng+ny +ng) —2), 9 € [2ny — 2,201 —2) Ve £, 40 € (—2, —1) Ozdeger
araliklar1 olur ki bu bir ¢eligkidir.
Alt durum (2): | = 3 ve 6nceki lemma’dan ny = 1 yada ny = 2 olur.

Egerng = lise G = Ky + K, ny.ns V€,

fl,n1,n2,n3 - )\(/\ - 2711 + 2)(/\ - 2712 + 2)()\ — 2713 + 2)
— nonl()\ — 2711 —+ 2)()\ — 2712 —+ 2) — nong()\ — 2711 -+ 2)(}\ — 2713 -+ 2)

— 7’LoTL3(>\ — 2ng9 + 2)()\ — 2n3 + 2)

polinomdaki foksiyon esitligi saglanir. Yogun hesaplamalarla birlikte,

finimans (—2) = dningng > 0,

finanaims (213 — 2) = 4dng(ny — n3)(nz — ng) <0,

fing nams(2n2 — 2) = 4ng(ng — ng)(ny — ng) <0,

finnams (201 — 2) = —4ng(ng — no)(ny —ng) <0,

finmams(2(n1 +n2 +n3) — 2) = 4(nf(—1 + 4ny + 4ny)

+n2(ng + n3)(8ny + 8ng — 5) + (ng + n3)(4ny(ns — 1)ns — nj + n3(4ns — 1))

+ n1(4n3 + n3(4ns — 5) + nans(16ns — 11) + n3(16ns — 5))) > 0

esitsizlikleri elde edilir. Boylece G ¢izgesi —2 ve 0 dan farkli ikiden fazla 6zdegere sahip
olur. Yani,

£1 € [2n1 —2,2(ny + ny +n3) — 2), 9 € [2ny — 2,201 — 2), 3 € [2n3 — 2,2ny — 2)
Ve Engts € (—2,—2ng — 2) 6zdeger araliklart olur ki bu bir celiskidir. Eger ny = 2
ise G = Ky + Ky, nyng olur. Agiktir ki (K5 + Ky, n,.n,) Matrisinin asil alt matrisi
E(K1 + Kp, nyns)- Onceki degerlendirme ve sonuglardan hareketle &1 > 2n; — 2, &5 >
2ny — 2 ve 3 > 2n3 — 2 olur ki yine bir ¢eliski olusturur.

Alt durum (3): | = 4 esitligi ve onceki lemmadan, ng = 1 ve G = Ky + K, . ns,n, OlUL
Agiktir ki £(Ky + K, ny.ns.ny ) matrisinin asil alt matrisi £( K + K, pn, ., ) dir. Sonuglarda
ve alt durumlardan hareketle ¢; > 2n; — 2, 9 > 2n9 — 2 ve €3 > 2n3 — 2 olur ki bu da
baska bir ¢eliski olusturur.

Tim bu olasi durumlarin hepsi birlikte diistiniildiigiinde eger G ¢izgesi iki pozitif

dismerkezlilik 6zdegerine sahip ise G = K, ,, (nin2 > 2) esyapilig1 gegerlidir. O
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Sonraki lemma i¢in . ailesi ile sadece bir pozitif veya bir pozitif ve bir negatif
digsmerkezlilik 6zdegerine sahip cizgeleri gostersin. Ayrica ¢ gosteri ile de sadece bir

pozitif dismerkezlilik 6zdegerine sahip ¢izgeleri gosterelim.

Lemma 5.3.10. G € .¥ N'¥ olmasi igin gerek ve yeter sart p > 1 olmak lizere G =
S1p = S(1, —p) dir.

Ispat. G € ¥ igin ve Teorem 5.3.1 den G = S(to, —p,t1,...,1,) olur (tabiki gerekli
kisitlamalarla birlikte). ¢, > ¢, > ... > ¢, > 2 siralamasi i¢in eger ¢, ise G ¢izgesinin
en az iki dismerkezlilik 6zdegeri —1 sonucu ¢ikarilir ki bu bir celiskidir. Boylece ¢y < 2
durumunu ele alalim.

1. durum: Teorem 5.3.1t = 0 ve p,q > 0 kosulu ile p + ¢ > 1 durumunu ele alalim.

Alt durum (1): p = 0ise ¢ > 1 ve boylece t; > 2(1 < j < g) sart1 ile G =
S(1,ty,ta,...,t,) olur. Egerqg = lise G = K,,,n = 2(K, = S(1,—-1)) i¢in G € .¥ ama
Egerq = 2ise G = S(1,t,t,) olur. Onceki Onerme 5.3.3, G ¢izgesi —2 ve 0 dan farkli ii¢
dismerkezlilik 6zdegerine sahip olur. Yani e; > 0, ¢, € (—1,0) ve g, € [—2t;, —2t5)
olur ki bu da celiskiyi gerektirir.

Eger ¢ = 3ise G = S(1,ty,ts,t3) olur. Onerme 5.3.3, G ¢izgesi —2 ve 0 dan farkli dort
dismerkezlilik 6zdegerine sahip olur. Yanie; > 0, £,_2 € (—1,0), g,1 € [—2ty, —2t3)
ve €, € [—2t1, —2ty) olur ki yine celiskiyi gerektirir.

Eger ¢ > 4ise G = S(1,14,...,t,) olur. Agiktir ki (Lemma 5.3.2) G ve S(1,t;,1s,13)
cizgeleri ayn1 kosullart paylasir. Boylece £(S(1,t1,t,t3)) matrisi £(S(1,¢4,...,1,))
matrisinin asil alt matrisi olur. Sonug olarak ¢ > 0, ¢,_1 < —2t3 ve g, < —2t, olur
ki bu bir ¢eliskidir. (Sonug 5.3.1)

Alt durum (2): p=1iseq > 0.Egerqg=0ise G = S(1,—1) € /' N¥ olur.

Eger ¢ = 1ise G = S(1,—1,t,,t,). Benzer sekilde Onerme 5.3.3, G ¢izgesi —2 ve
0 dan farkli ti¢ dismerkezlilik 6zdegeri sahip olur. Yani, ¢ > 0, ¢,.1 € (—1,0) ve
en € (—2t1,—2) olur ki bu ¢eligkidir.

Eger ¢ = 2ise G = S(1,—1,t,t5). Onerme 5.3.3 den aciktir ki G ¢izgesi —2 ve
0 dan farkli dort dismerkezlilik 6zdegeri sahip olur. Yani, &1 > 0, &,.5 € (—1,0),
En_1 € [—2ty, —2) ve &, € (—2t1, —2t5) olur ki bu celigkidir.

Eger ¢ > 3 ise G = S(1,-1,t,...,t,) olur. Agiktir ki G ve S(1,—1,t1,15)
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onceki kosullara sahip olur (Lemma 5.3.2). Boylece £(S(1,—1,¢1,t2)) matrisi
E(S(1,-1,ty,...,t,)) matrisinin asil alt matrisi olur. Sonuglar ve olasi durumlardan
(Sonug¢ 5.3.1)e; > 0,¢,-1 < —2ve e, < —2t, olur ki yine ¢eliski elde edilir.

Alt durum (3): Eger p > 2ise ¢ > 0 ve eger ¢ = 0 ise G = S(1,—p) olur. Dahasi

Ozdegerler,

Spece(S(1,—p)) = {V/p* —p+1+p— 1,070 =D /52— p 41 4p—1,-20"1}

Boylece S(1, —p) € ¥ N¥ olur.

Eger ¢ = 1ise G = S(1,—p,t;) olur. Onerme 5.3.3 dan hareketle —2 ve 0 dan farkh
tic dismerkezlilik 6zdegerine sahip olur ki bu bir geligkidir. Yani 6zdegerler; ¢, > 0,
En—p € (—1,0) ve g, € (—2t1,—2).

Eger ¢ > 2ise G = S(1,—p,t4,...,t,). Benzer sekilde £(S(1, —1,t;,t2)) matrisi
E(S(1, —p,t1,...,t,)) matrisinin asil alt matrisi olur. Alt durum 2 dekine benzer sekilde
celigki elde ederiz.

2. durum: Teorem 5.3.1 ve ty = 2 den p, g > 0 esitligine sahibiz.

Alt durum (1): Eger p = Oise ¢ > 1ve G = S(2,ty,t9,...,t,). Eger ¢ = 1 ise
G=K, & % Egerq=2ise G = 5(2,t1,t3) ve G gizgesi —2 den ve 0 dan farkli
tic digmerkezlilik 6zdegerine sahip olur. Yanie; > 0,¢,_1 € (—1,0) ve &, € [—2t1, —2)
olur ki Onerme 5.3.3 den celiski olusur.

Eger ¢ > 3ise G = S(2,14,...,t,) olur. Benzer sekilde £(S(1, —1,t,ts,t3)) matrisi
E(S(2,t1,...,t,)) matrisinin asil alt matrisi olur. ¢ = 3 oldugu durum i¢in g¢eliski elde
ederiz.

Alt durum (2): p=1,q > 0. Egerq = 0ise G = S(2,-1) = (O3 ¢ .. Eger q = 1 ise
G = S(2,—1,t,) olur. Onerme 5.3.3 den hareketle G gizgesi —2 den ve 0 dan farkl iig
dismerkezlilik 6zdegerine sahip olur. Yani ¢; > 0, ¢, 1 € (—1,0) ve g, € [—2t1,—2)
olur ki ¢eliskidir. Eger ¢ > 2 ise G = 5(2,—1,11,...,t,) esyapililik gecerlidir. Benzer
sekilde £(S(1, —1,t1,t5)) matrisi £(5(2, —1,%;,...,t,)) matrisinin asil alt matrisi olur.
q = 2 oldugu durum i¢in G ¢ . elde ederiz.

Alt durum (3): p > 2. Eger ¢ = 0 ise G = S(2, —p) ve Onerme 5.3.3 den G ¢izgesinin
—2 ve 0 dan farkli {i¢ dismerkezlilik 6zdegeri olur. Yani Yanie; > 0, £,,,-1 € (—1,0)
ve €,—, = —1 olur ki celiskidir.

Y

Eger ¢ = 1ise G = S(2,—p,t;). Boylece G gizgesinin —2 ve 0 dan farkh ig
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digsmerkezlilik 6zdegeri olur. Yani Yani ey > 0, ¢,_,1 € (—1,0) ve g, € (—2t1, —2)
olur ki ¢eliskidir (Onerme 5.3.3).

Eger ¢ > 2ise G = S(2,—p,t1,...,t,) olur. Benzer sekilde, £(S(1, —1,%1,t2)) matrisi
E£(S(2,—1,t4,...,t,)) matrisinin asil alt matrisi olur ve G ¢ .7

Tim bu durumlar ve altdurumlarla birlikte sonug olarak,

p>2icinG € Y NY <— G=S(1,—p) d
Asagida ki sonu¢ Lemma 5.3.10 dan elde edilmistir.
Sonug¢ 5.3.2. G, —2 ve 0 dan farkli sadece bir pozitif dismerkezlilik 6zdegere sahip ¢izge

icin G ¢ . kosulu gegerlidir. Agiktir ki S7, = S(1,p) ¢izgesi Ky, n, = S(—nq, —n2)

iki parcali tam ¢izgesinin 6zel bir tiirtidiir.
Teorem 5.3.2. G baglantil bir ¢izge ise,

1. —2 ve 0 dan farkli tam olarak bir tane dismerkezlilik 6zdegerine sahip ¢izge yoktur.

ii. G ¢izgesinin —2 ve 0 dan hari¢ tam olarak iki tane digmerkezlilik 6zdegerine sahip
olmasi igin gerek ve yeter sart to,¢; > 1 olmak lizere (—to, —t;) bilesenleri ile

olusturulan S, ; yildiz ¢izgenin karma genislemesine esyapili olmasidir.

Ispat. Lemma 5.3.9 ve Lemma 5.3.10 dan ispat tamamlanur. 0J

Buraya kadar verilen sonuglar uluslararasi saygin bir deriye gonderilmis olup ayrica [109]

referansa bakilabilir. Simdi daha 6nceki boliimde de bahsedilen iki problemi ele alalim:

Problem 5.3.1. Baglantili hangi cizgeler i¢in dismerkezlilik matrisi indirgenebilir veya

indirgenemezdir?

Problem 5.3.2. Kiigiik sayida farkli digmerkezlilik 6zdegerine sahip ¢izgeleri karakterize
ediniz.

Tekrardan vurgulamak gerekir ki indirgenebilirlik asikar bir ¢ikarim degildir. Agag
cizgeler i¢in indirgenemezlilik ispat edilmisse de baglantili ¢izge aileleri diisiiniildiigiinde
problem hala ag¢ik ve verimlidir.

Tanim 5.3.2. [112] G bir ¢izge olmak iizere, G ¢izgesinde bulunan maksimum dismerkezli
noktalar tizerinden tanimli ve kenar olusumu i¢in noktalar arasindaki mesafenin ¢apa esit
olmasi gerekliligini saglayan cizgeye G ¢izgesinin S-zitkutuplu ¢izgesi denir ve SAp(G)

ile gosterilir.
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Onerme 5.3.4. [112] G bir ¢izge olmak iizere, G ¢izgesinin 6zmerkezli ¢izge olmast igin

gerek ve yeter sart SAp(G) = Ap(G) dir.

Onerme 5.3.5. G ¢izgesi 6zmerkezli bir ¢izge. G nin zitkutuplu gizgesinin (S zitkutuplu)

baglantisiz olmasi igin gerek ve yeter sart £(G) matrisinin indirgenebilir olmasidir.

Ispat. Onerme 5.3.4 den hareketle G ¢izgesinin zitkutuplu ve S zitkutuplu gizgesi
esyapilidir. G’nin her noktast maksimum dismerkezlilige sahip oldugu i¢in I'(£(G)) =
Ap(G) iliskisi saglanir. £(G) matrisine ait I'(£(G)) ¢izgesi baglantisiz ise £(G) matrisi
indirgenebilir, £(G) matrisi indirgenebilir bir matris ise I'(£(G)) ¢izgesi baglantisizdir.

Arzu edilen sonu¢ 6zmerkezli ¢izgeler i¢in saglanir. [l

Tamm 5.3.3. [113] G ¢izgesi n noktali baglantili bir ¢izge olsun. Asagidaki nokta ve kenar

kiimelerine sahip cizgeye G ¢izgesinin digsmerkezli ¢izgesi denir ve G ile gosterilir.
* V(G) = V(@)
* B(G®) = {ww : d(u,v) = min{ecc(u), ecc(v)}}

Dismerkezlilik matrisinin tanimindan ve G°¢ ¢izgesinin olusturulmasindan agiktir ki G¢ =

['(E(G)) esyapililik iliskisi vardir.

G H
Ge=H
_—
o ®
He =M
Me=N
—
o—©
N M

Sekil 5.15. Bir ¢izgenin dismerkezlilik ¢izge gosterimleri

Sonug 5.3.3. G ¢izgesi n noktali olmak iizere £(G) matrisinin indirgenemez olmast igin

gerek ve yeter sart G ¢izgesinin baglantili olmasidir.

154



Agiklama 5.3.1. Dikkat edilecek olursa d-6zmerkezli gizgeler icin G¢ = ['(E(G)) =
S Ap(G) esyapililik saglanir. Dahast A(G) matrisi G ¢izgesinin komsuluk matrisi olmak
lizere £(G) = dA(G®) esitligi gegerlidir. Ozel olarak d = 2 i¢in kolayca goriilebilir ki

E(G) =2A(G°) = 2A(G) esitlikleri saglanir.

Lemma 5.3.11. G cizgesi 2-6zmerkezli olsun. G baglantilidir ancak ve ancak £ (G) matrisi

indirgenemezdir.

Ispat. G cizgesi 2 6zmerkezli oldugundan £(G) = 2A(G) esitligi saglamir. A(G)
komguluk matrisinin indirgenemez bir matris olmasi gergeginden hareketle £(G)
matriside indirgenemezdir. Ispatin diger kismi igin, £(G) matrisi indirgenemez bir matris
ise A(G) matrisinin indirgenemez olmasi igin gerek ve yeter sart G cizgesinin baglantili

olmasidir. Boylelikle ispat tamamlanir. U
G ¢izgesi yarigapi 1 olan bir ¢izge olsun. Keyfi bir ¢izgenin yaricapi 1 ise en az bir tane
derecesi n — 1 olan noktas1 var dyle ki bu nokta diger tiim noktalar ile dismerkezlidir.

Boylece G ¢izgesinin baglantili olmasi zorunlu hale gelir.

Sonu¢ 5.3.4. G yarigap1 1 olan ¢izge olsun. Bu durumda G ¢izgesinin digmerkezlilik

matrisi daima indirgenemez bir matristir.

Sekil 5.16. Cift yildiz ¢izgesinden liretinen 6zel ¢izge

Tiim agag cizgelerinin dismerkezlilik matrislerinin indirgenemez oldugu savi 6ncelikle
Wang ve calisma arkadaslar1 tarafindan ispat edildi [91]. Sonrasinda alternatif ispat
Mahato ve diger arastirmacilar tarafindan [101] referans numarali makalede ele alindi.
Digmerkezlilik ¢izgesi tanimindan ve Sonug 5.3.3 den hareketle ¢okta daha kisa bir ispat
yapmak miimkiindiir. Eger T' bir agag ¢izgesi ise 1 ¢izgesi baglantilidir. Gergektende
T agag ¢izgesinde bulunan her nokta cifti arasinda sadece bir tek yol vardir. Boylece

T"nin her noktasi ¢apsal noktalardan birine dismerkezlidir. Bu ise 7 ¢izgesinin baglantili
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Tablo 5.6. Baz1 6zel ¢izgeler ve onlarin dismerkezlilik ¢izgeleri

Isim G G° Isim

Tam c¢izge K, K, Tam c¢izge

Yildiz ¢izge Sn K, Tam ¢izge

Dongii ¢izge Con nko n-Tam ¢izge: Ayrik birlesim

Dongii ¢izge Con-1 | Cop-1 Dongii ¢izge

Yol ¢izge B, Shon Cift yildiz cizge

Yol ¢izge B, S;;n Sekil 5.16

Iki pargali tam ¢izge | K,.,, | K, + K, | ki tam gizge:Ayrik birlesim

Kiibik ¢izge Qn 2nlK, 2"~1 tam ¢izge:Ayrik birlesim

Parcal1 tam ¢izge CSna | Ky Tam ¢izge

Tekerlek cizge W, W, Tekerlek ¢izge

Ugurtma ¢izge K} CSg+1p-1 | Pargali tam ¢izge

Koktely parti ¢izge | K .o | nKs n-Tam ¢izge: Ayrik birlesim

Zitkutuplu cizge Ay | hK, h-Tam ¢izge: Ayrik birlesim

Tablo 5.7. Capt 2 den biiyiikk 10 noktali ¢izgelerin dismerkezlilik matrisine ait
indirgenebilir/indirgenemez durum dagilimi
Nokta Sayisi 415| 6 7 8 9 10
) Ozmerkezli olan 0]0] 1 3 32 352 6987
Indirgenebilir | |
Ozmerkezli olmayan [0 | O | O | O 4 45 1069
, Ozmerkezliolan |00 | 0 | 1 7 147 4653
Indirgenemez |
Ozmerkezli olmayan | 1 | 6 | 51 | 475 | 6919 | 169017 | 7586965

olacagi anlamina gelir. Tablo 5.7 da goriilecegi lizere 6zmerkezli ¢izgelerin indirgenebilir

olmas1 daha olasidir. Bu 6nemli gbzlem ve algoritma destekli sonuglar asagidaki problemi

anlamli kilmaktadir.

Problem 5.3.3. Indirgenebilir dismerkezlilik matrisine sahip 6zmerkezli ¢izge ailelerini

simiflandirin veya insa ediniz.

Yukarida bulunan problemin ¢6ziimiine kap1 aralamak ve sonraki akademik caligmalara
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motivasyon olusturmak amaci ile 6,7 ve 8 noktali tiim 3-6zmerkezli ¢izgeleri gosteren

gorsel Sekil 5.17 de sunulmustur.

Spektral ¢izge kuraminin etkin ¢alisma alanlarindan biriside esspektrumlu ¢izge ¢iftlerinin

siniflandirilmasidir.

Tamim 5.3.4. .% sembolii ile ¢ap1 en az {i¢ olan ve en az bir u, v € G ¢ifti igin agagidaki

kosullar1 saglayan G ¢izgelerini igeren aileyi gosterelim

* Tim w € V(G) noktalar1 i¢in d(u, w) = d(v, w).

» ecc(u) # 2 ve ecc(v) # 2.

Onerme 5.3.6. G € .Z olsun. Bu durumda,

1.

11.

det(£(G)) = 0

G cizgesi en az bir tane esspektrum ciftine sahiptir.

fspat.

1.

il

G € Z ve tanimdan hareketle G ¢izgesini en az bir tane u ve v noktalar1 vardir dyle ki
V(@) nokta kiimesindeki diger noktalarla ayni1 mesafelere sahip olan. Dismerkezlilik
matrisinin tanimi geregi en az iki satir estir. Boylece rank(€(G)) < n — 1 ve sonug

olarak det(€(G)) = 0 olur.

Kabul edelim G ¢izgesinde Oyle u, v noktalar1 vardir ki w € V(G) igin d(u,w) =
d(v,w) olan. Béylece N(u) = N(v)yada N|u]| = N[v] olacak sekilde olasi iki durum
soz konusu olur. Eger N(u) = N(v) ise u ve v noktalarini birlestirerek olusturulan
bir H ¢izgesi i¢in £(G) = E(H) olur. Benzer sekilde eger N[u] = N[v] ise u ve v
noktalart komsu olur. A¢iktir ki v ve v arasinda ki kenari ¢ikartarak £(G) = E(H)
esitligini saglayan bir H ¢izgesi elde edebiliriz. Sonug olarak G ve H ¢izeleri ayni

digmerkezlilik spektruma sahiptir.

Boylelikle ispat tamamlanur. U

Sonug 5.3.5. .7 ailesinde ki tiim ¢izgeler digsmerkezlilik spektrumu ile belirli degildir.
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Tablo 5.8. Esspektrumlu ¢ifte sahip olmayan baglantili ¢izgeler (3-9 nokta say1li)

Nokta sayis1 314, 56| 7 8 9

Baglantili ¢izge sayis1 | 2 | 6 | 19 | 88 | 548 | 6154 | 131777

Hamemers tarafindan literatiire kazandirilan keyfi bir c¢izgenin karma genislemesi
kavraminin, spektral karakterizasyon agisindan kullanigh bir ara¢ olmasinin yani sira
indirgenebilir/indirgenemez ¢izge matrislerinin insaasinda da ¢ok énemli bir argiimandir

([109], [110], [111]).

Lemma 5.3.12. G ¢izgesi n noktali ve rad(G) > 3 olan baglantili bir ¢izge olsun.
Karma genisleme dizisi p1, po, . . ., p, olan ¢izgeyi .# & q[p1,p2, - - -, pnl ile gosterelim.
Bu durumda asagidaki esitlik gecerlidir.

n

null(E(AM Eclpr,p2, - - -, pal)) = null(G) + Z(pz —1)

i=1
Ispat. M Eqlp1,pa, ..., pn) cizgesi G 'nin karma genislemesi ise her p; bilesenindeki
nokta, diger noktalara ayni mesafededir. Boylece her i i¢in £(G) matriside p; — 1 es satir
olusur. Boylece x2-i=1(Pi=) ifadesi £ (.4 E¢[p1,p2, . . ., pn]) matrisinine ait karakteristik

polinomunun ¢arpanini olusturur. Ayrica,

OE(MEGIpr P2, . pa)), 2) = 221 Vg(£(Q))

esitligi gegerlidir. Sonug olarak arzu edilen ispat tamamlanir. U

Sonu¢ 5.3.6. H = .#&¢|p1,p2, - - -, cizgesi rad(G) > 3 olan G ¢izgesinin karma
genislemesi olsun. Bu durumda en az bir p; > 2 i¢in H ¢izgesi dismerkezlilik matrisi

altinda belirli degildir.

Ispat. Farzedelim p; = k olsun. Bu durumda ilk bilesende w1, uo, . . . , uj, noktalar1 vardir
oyle ki, 7, j € [1,k] i¢in d(u;,v;) < 2 ve tim w € V i¢in d(u;, w) = d(u;,w) olur.

Onerme 5.3.6 den H cizgesinin en az bir esspektrumlu ¢ifti vardir. Ispat tamamlanir. [J

Tezin bu alt bolimiinde karma genisleme kavramimi kullanarak sifirdan farkl
dismerkezlilik 6zdegerine sahip ¢izgelerin karakterizasyonu i¢in elde ettigimiz sonuglari

ifade/ispat edecegiz.
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Teorem 5.3.3. [103] Nokta sayist n = rh olan baglantili G ¢izgesi, ¢ap1 d olan
r-zitkutuplu ¢izgedir ancak ve ancak £(G) matrisinin iki farkli 6zdegere sahip olmasidir.

Yani G’nin digsmerkezlilik matrisine ait spektrum esitligi,

Spec(E(G)) = {d(r — 1)), —dr=D)1 dir,

Lemma 5.3.13. Ap(d,r) ¢izgesi rh noktali zitkutuplu ¢izge olsun. .# & ¢izgesine ait
dismerkezlilik matrisinin O dan farkli tam olarak iki 6zdegerinin olmast igin gerek ve yeter

sart Ap(d,r)¢ = hK, yada p;, ps > 2 kosulu ile Ap(d, r)® = hK,, , olmasidir.

Ispat. Ap(d,r) cizgesinin dismerkezlilik matrisi,

d(J, — 1)
E(Ap(d.r)) =
d(J, - I,)
Ve
AA(K, )
E(MEA,r))) =
AA(Ky), )

..........

.....

matrisi 0 dan farkli tam olarak iki farkli 6zdegere sahip ¢izge olmasi icin gerek ve yeter

sart r = 2ve p; = pl = ...pl, po = pi = ...pk olacak bigimde A(d,r)¢ = hK, yada

A(d,r)¢ = hK,, ,, olmasidir. Boylece K, ve K, , ¢izgelerinin komsuluk matrisine ait

spektrumlari
Spece(K,) = {d(r — 1)(”7 _d(h(r—l))}
ve

Spng(an) = {d\/plql(h), —d\/]T(h(h), O(h(plﬂ’rz))}

seklindedir. O

Teorem 5.3.4. G ¢izgesi ¢ap1 d ve nokta sayist n olan baglantili bir ¢izge olsun. G’nin 0
dan farkli tam olarak iki farkli dismerkezlilik 6zdegerine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter

sart asagidaki kosullarin saglanmasidir.
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© ME A2 D -0 Ve ME a2 )=, ..., —Dp], diam(G) > 3 igin
%éaA(d,T) H:pa SRR :l:p]

* ME A2 DG - -, q) ve diam(G) > 3igin M E sar)[ED, 24, ..., £D, £q].

Ispat. Kabul edelim ki G ¢izgesi 0 dan farkli tam olarak iki farkli digmerkezlilik
0zdegerine sahip olsun. Bdylece GG ¢izgesinin digmerkezlilik matrisine ait blok matris

asagidaki formattadir (¢ift boyutlu).

d(J. — 1) d(J, —1,)
E(G) = J,® ,E(G) = J,®
d(J, — 1) d(J, —1,)
yada,
X X
&E(G) = yE1(GQ) =
X X

Yukaridaki matrisler i¢in,

0p dJpxq
dJpxq Og

X —

G ¢izgesi en az bir capsal nokta ¢iftlerine sahip oldugu i¢in dismerkezlilik matrisinin
sifir olmayan elemanlar1 kabuliimiiz ile ayn1 olmalidir. Boylece G ¢izgesi 6zmerkezli
¢izge olur. Genellemeye sadik kalarak, kabul edelim ki iki form olsun (&1 (G) ve &(G)).
E1(G) ve &(G) matrisleri £(G) ve £,(G) matrislerine benzer olur. Dahast p = ¢
icin £(G) = &(G) esitligi gegerlidir. Bu kabullerle ve onceli lemmadan G¢ = hK,
esyapililik gegerlidir. Ayrica A4 & s(2)([D; - - ., p) yada A & ai2,5)[—p, - - ., —p] esyapililig
saglanir (d = 2). Ana 6nermeden d > 3 oldugu zaman & (G) formu i¢in G ¢izgesi
ME A ED, £, - .., £p, £q] gizgelerden birine esyapilidir.

Kabul edelim p # ¢ olsun. Benzer bir sekilde £3(G) formunda ki matrisin 0 dan
farkli iki farkli 6zdegeri vardir ancak ve ancak &((G) matrisinin tim bloklarinn ayni
boyutlu olmasidir. Onceki sonuglardan p = pi, ¢ = py ve r = 2 durumunda
G = MEape2 P4 ---,p,q) olur. Yada d > 3 igin A E aar)|[E£p, £q, ..., £p, 4]

cizgelerden birine egyapilidir. U
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Lemma 5.3.14. G1,Gy,...,G,, (m > 2) baglantili gizgeler olsun. |JG; ¢izgesi r
farkli komsuluk 6zdegerine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart | | G; ¢izgesinin r farkli

dismerkezlilik 6zdegerine sahip olmasidir.

Ispat. Kabul edelim H = (JG; olsun. Tiim G; gizgeleri baglantili oldugu igin H
cizgesinin 2 6zmerkezli ¢izge oldugu agiktir (yani diam(H) = rad(H) = 2). E(H) =
2A (U Gi> esitliginden A <U GZ-> ve £(H) matrisleri ayni sayida r farkli 6zdegere sahip

olur. OJ

Cizge kurammin diger bir prestijli alani ise ¢izge enerjisi ¢aligmalaridir. Son olarak
danismanim ile birlikte hazilamis oldugumuz makalemizde bulunan 6nemli iki sonucu

ifade/ispat edecegiz.

Teorem 5.3.5. (G ¢izgesi n noktali ve d-6zmerkezli ¢izge olsun. Bu durumda,

Eg(G) < d HZTd(Z)

=1

esitsizligi gecerlidir. Ifadede Ty(i) gosterimi {j € V(G) : d(i,j) = d} kiimesinin
kardinalitesidir. Esitlik durumunun saglanmasi igin gerek ve yeter sart G = Ap(d,r)

olmasidir.

Ispat. Cauchy-Schwarz esitsizliginden,

n

Eee) =

elde ederiz. Diger yandan G ¢izgesi 6zmerkezli ¢izge oldugu i¢in £(G) matrisinin her bir
i. satirmin sifir olmayan elemanlari 7;(7) olur. Yukaridaki son esitligin diizenlenmesi ile

birlikte,

ES(G) S d TLZTd(l)

i=1

esitsizligini elde ederiz. Dahasi esitsizlikteki ifadeleri esit olarak alirsak eger GG ¢izgesi

r-zitkutuplu ¢izge ise |e1| = ... = |&,,| esitsizligi gegerlidir. O

161



Agiklama 5.3.2. d 6zmerkezli G ¢izgesi i¢in G de bulunan T;(i) G° ¢gizgesindeki d; lere
karsilik gelir. £(G) = dA(G°) esitligi oldugu i¢in Exey < V2mn esitsizligini elde

ederiz.

Sonug 5.3.7. G ¢izgesi nokta sayisi n ve kenar sayist m olan 2 6zmerkezli ¢izge olsun.

Bu durumda,

Eacey < 2v/n3 —n2 — 2mn
enerji esitsizligi elde edilir.

Ispat. G gizgesi 2-6zmerkezli ¢izge oldugu igin £(G) matrisinin her bir 4. satirinin sifir

olmayan elemanlari n—d; — 1 olur. Boylece T5(:) = n—d;—1 olur ve enerji esitsizliginden,

FEec) <2 Z(n —d; = 1)v/n
=1

:2(Zn—2di—21)

=1

= 2vn3 —n2 —2mn

gecisleri yapilarak arzu edilen ispat tamamlanir. 0

Bu kisimda ispatlar1 da verilen sonuglar [114] referans numarali ¢alisma olarak hakemli

bir dergiye gonderilmistir.
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Sekil 5.17. Cap1 2 den biiyiik 6, 7 ve 8 noktali indirgenebilir 6zmerkezli ¢izgeler.




6. BOLUM
SONUC, ONERILER ve TARTISMA

Tez calismasinin merkezinde bulunan “dismerkezlilik” matrisi oldukca ilging 6zellikleri
biinyesinde barindirir. Onceki boliimlerde degindigimiz 6zelliklerden en &nemlisi
(belkide ilk dikkat c¢eken zorluk) digmerkezlilik matrisinin indirgenemezliligi veya
indirgenebilirligi. Akademik platformda 1yi bir sekilde bilinen spektral 6zellik: Baglantili
cizgelerin komsuluk matrisi herzaman indirgenemez bir matristir. Bu gercek ele aldigimiz
matris i¢in herzaman gegerli degildir (kismen bu durumu inceleyen makalelere literatiir
taramasi kisminda yer verilmistir). Diger bir zorluk ise G ¢izgesinin indirgenmis (nokta
bazli) H alt ¢izgesine ait dismerkezlilik matrisi G ¢izgenin digmerkezlilik matrisi

tarafindan icerilmez (asil alt matris olarak). Sekil 6.1 de bu durum resmedilmistir.

G H
00 2 2 0 2] 00 2 2 1]
000200 000 21
EG)=12 0000 0|EH) =200 01
22000 2 2200 1
00000 2 11110
20022 0 - B

Sekil 6.1. G, £(G) ve indirgenmis (nokta) alt ¢izgesi H, E(H ).

Spektral ¢izge kuraminin verimli bir baska ugras alani ise kiiglik sayida 6zdegere
(arzu edilen matrisin) sahip g¢izgelerin karakterizasyonudur. Ayrica bu ve benzeri
karakterizasyonlar beraberinde seg¢ili 6zdeger icermeyen ¢izgelerin incelenmesini getirir.
Hali hazirda sunulan doktora tezinin 6zgil agirligi, bahsedilen zorluklara getirilen tatmin
edici izahlar ve karakterizasyon konusunda elde edilen 6nemli sonuglarin varlig iizerine
tasarlanmig olmasidir.

Ugdeger Cizge Kurami (Extremal Graph Theory), ¢izge degismezlerine (nokta sayisi,

kenar sayisi, kalinlik, renklendirme sayisi, vb.) bagli fonksiyonlar ve ¢izge yapilari (alt

164



cizgeler) arasindaki esitsizlikler ve bu esitsizliklerin miimkiin olan en iyi sekilde (en

kiigiik/en biiyiik) oldugunu gosteren (iligskilendiren) ¢izgelerle ilgilenir. Daha soyut bir

tanim olarak, bir ¢izgenin global parametrelerinin yerel altyapilarin1 nasil etkiledigini

inceler. Ornegin; dongii igermeyen n noktali hangi ¢izge olas1 maksimum kenar sayisina

sahiptir?, Cap1 3 olan baglantili ¢izgeler icerisinde minimum dismerkezlilik 6zdegeri —d

olan ¢izge aileleri nelerdir? Bu ve benzeri sorular 1s181inda su anlasilabilir ki ¢izge kurami

calismalarinda genellikle u¢deger ¢izgeler arastirilir [115]. Hazirlanan tezin biinyesindeki

caligmalar ayrica ugdeger ¢izge kurami ¢alismalarinada hizmet eder.

Digmerkezlilik matrisi ile ilgili onceki bdliimlerde bahsedilen problemler asagida

belirtilmistir:

10.

I1.

. Cift sayida nokta iceren (n = 2k) ¢ap1 2’ye esit veya biiyiik olan ve n > 4d — 4

esitsizligini saglayan ¢apsal ¢izge olusturulabilir mi?

. Verilen bir S ¢izge ailesinde, S’deki cizgelerin £-enerjisi i¢in iist ve alt sinirlari

bulun ve ekstrem ¢izgeleri karakterize edin.

. Kigiik sayida farkli 6zdegere (dismerkezlilik matrisinin 6zdegeri) sahip cizgeleri

karakterize ediniz.

Maksimum dismerkezlilik spektral yarigapina sahip agag ¢izgeleri hangileridir?

. Iki tane negatif dismerkezlilik 6zdegerlerine sahip ¢izgeleri belirleyin.

Dismerkezlilik matrisine ait en kii¢iik 6zdegeri ¢,, = —d ve ¢ap1 d > 3 olan

baglantili GG ¢izgelerini belirleyiniz.

. Hangi ¢izgeler maksimum (en biiyiik) dismerkezlilik spektrumuna sahiptir?

. Verilen bazt ¢ < —22 sayilart igin |[c, —2\/5) aralifina diisen en kiiciik

dismerkezlilik 6zdegerine sahip aga¢ ¢izge hangisidir?

Cift sayili cap uzunluguna sahip n noktali agac cizgeleri igerisinde digmerkezlilik

matrisine ait spektral yarigapi en biiylik olan ¢izgeleri karakterize edin.
Orjine gore simetrik dismerkezlilik 6zdegerine sahip ¢izgeleri karakterize ediniz.

Hangi baglantili ¢izgeler indirgenemez dismerkezlilik matrisine sahiptir?
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12. Asilama doniistimii altinda ¢izgelerin dismerkezlilik spektrumunu arastiriniz.

13. Verilen bir S ¢izge ailesinde digmerkezlilik matrisine ait spektral yarigapi

maksimum/minimum olan ¢izgeleri karakterize ediniz.

14. Bir ¢izgenin alt ¢izgesi ve dismerkezlilik matrisine ait karakteristik polinomun

katsayilar1 arasindaki iliskiyi bulunuz.
15. Hangi kosullar altinda bir ¢izgenin ¢ap1 £-spektrum tarafindan belirlenir?

16. Smur c¢izgelerde (peripheral graphs) kullanisli olabilecek karakterizasyon

yontemlerini belirleyiniz.

17. Kenar silme iglemi ile digmerkezlilik enerjisi siirekli artan veya azalan cizgeleri

siniflandiriniz.

Belirtilen problemler hala giincelligini korumakta ve ¢oziildiikleri taktirde literatiire
onemli katkilar saglayacag: diisiiniilmektedir.

Bu tez ¢alismasinda 3 ve 11 nolu problemlere kismi cevaplar verilmistir. Kullanilan
metotlar diger problemlerin ¢oziimlerine katki saglayacaktir. Ayrica bir ve yalniz bir
porzitif 6zdegere sahip cizgelerin (ugdeger ¢izgeleri) tam karakterizasyonu yapilmistir. Tez
boyunca verilen 6zgiin sonuclar uluslararasi saygin dergilere yayin i¢in gonderilmistir.
Uzunca bir zamandir gergeklestirilen gozlemler neticesinde arzu edilen simetrik
O0zdegerlere sahip bazi aileler c¢esitli insa yoOntemleri ile olast goziikmektedir.
Algoritma temelli yaklagimlar umut vericidir ve digmerkezlilik enerjisi ile ilgili
ucdeger cizgeler (extremal graphs) kosullar konulara iiretilebilmektedir. Maksimum
O0zdegeri degismeyecek sekilde gergeklestirilebilecek mevcut c¢izge islemleri veya
hibrit cizge islemleri (alt-ayrisim/subdivision gibi) yine algoritma tabanli (python ve
julia programlama dilleri vasitasi ile hazirlanan kodlar) gézlemlerlerden edindigimiz
izlenimlerdir. Seidel komsuluk matrisinde oldugu gibi diger ¢izge matrisleri (6zellikle
mesafe matrisi) ile digmerkezlilik matrisi arasinda kuvvetli bir iligkinin varlig1 zor
problemler sinifindadir (¢cok 6zel ¢izge aileleri i¢in bazi asikar iliskiler literatiirde

mevcuttur).
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TERIMLER SOZLUGU

Tiurkge English

Cizge Graph

Nokta, Diiglim Vertex, Node

Ug noktalar Endpoints

Kenar, Ayrit Edge, Link

Cakisik Incident

Komsu Adjacent, Neighbour
(Acik/Kapali) komsuluk (Open/Closed) Neighborhood
Uygun kenar Proper edge

Yalin komsuluk, Katli-kenar
Katli-¢izge

Kenar-¢oklugu

[lmek

Yalin ¢izge

[Imeksiz ¢izge

iki kutuplu

Buket

Yon

Agirlik

Agirlikli edge, Yonlii kenar
Yay

Bas

Kuyruk

Coklu-yay

Yonlii (Yonlendirilmis) cizge
Karigik ¢izge

Kismen yonlii ¢izge

Temel cizge

Nokta renklendirme

Simple-edge, Multi-edge
Multi-graph
Edge-multiplicity

Loop

Simple graph

Loopless graph

Dipole

Bouquet

Direction

Weight

Weighted, Directed edge
Arc

Head

Tail

Multi-arc

Digraph (Directed graph)
Mixed graph

Partially directed graph
Underling graph

Vertex coloring
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TERIMLER SOZLUGU (DEVAM)

Tiirkce

English

Uygun renklendirme
Renklendirme sayis1
Nokta sayisi

Kenar sayis1

Derece

Bagdeger

Gelen derece

Giden derece

Izole nokta

Baskin nokta
Cizilebilir

Baslangic nokta
Bitis nokta
Acik/Kapali yiirtiytis
Gezi

Tur

Yol

Dongu

Baglantili ¢izge
Baglantisiz ¢izge

Zay1f baglantili yonlii ¢izge

Giiglii baglantili yonlii ¢izge

Euler yolu

Euler turu

Euler ¢izgesi
Hamilton yolu
Hamilton dongiisii

Hamilton ¢izgesi

Proper coloring
Chromatic number
Order

Size

Degree

Valence

Indegree
Outdegree
Isolated vertex
Dominating vertex
Graphical

Initial vertex

Final (Terminal) vertex
Open/Closed walk
Trail

Circuit

Path

Cycle

Connected graph

Disconnected graph

Weakly connected directed graph

Strongly connected directed graph

Eulerian path
Eulerian trail
Eulerian graph
Hamiltonian path
Hamiltonian cycle

Hamiltonian graph
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TERIMLER SOZLUGU (DEVAM)

Tirkee English
Mesafe Distance
Dismerkezlilik Eccentricity
Cap Diameter
Yarigap Radius

Merkezi nokta
Merkez

Ozmerkezli ¢izge
Sinir nokta

Sinir

Kalinlik

Cevre uzunlugu
Capsal nokta
Capsal ¢izge

Cift cizge

Alt cizge

Bilesen

Geren alt ¢izge
Indirgenmis alt ¢izge
Klik

Klik sayis1
Bagimsiz kiime
Bagimsizlik sayist
Kesen nokta kiimesi
Eklem noktasi
Kesen kenar kiimesi
Koprii

Nokta baglantisallig

Kenar baglantisalligi

Central vertex
Center
Self-centered graph
Peripheral vertex
Periphery

Girth
Circumference
Diametrical vertex
Diametrical graph
Even graph
Subgraph
Component
Spanning subgraph
Induced subgraph
Clique

Clique number
Independent set
Independence number
Vertex-cut
Articulation point/Cut-vertex
Edge-cut
Bridge/Cut-edge
Vertex-connectivity

Edge-connectivity
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TERIMLER SOZLUGU (DEVAM)

Tirkee English

Esyapili ¢izgeler Isomorphic graphs
Altayrisim Subdivision
Tlmler Complement

Hat ¢izge Line graph
Birlesim ¢izgesi Graph union
Ayrik birlesim Disjoint union
Kesisim ¢izgesi Graph intersection
Nokta ekleme Vertex join

Cizge toplam1 Graph join
Kartezyen ¢aprim Cartesian product
Direk, Tensor, Kroneker ¢arpim Direct, Tensor, Kronecker product
Giiclii, Normal ¢arpim Strong, Normal product
Korona ¢arpim Corona product
Karma genisleme Mixed extension
Sonlu ¢izge Finite graph
Sonsuz ¢izge Infinite graph
Tam ¢izge Complete graph
Bos cizge Null graph

Asikar ¢izge Trivial graph

Yol cizge Path graph

Dongii ¢izge Cycle graph
Cevrimsiz ¢izge Acyclic graph
Agac Tree

Orman Forest

Yaprak Leaf

Sarkik Pendant

Koklii agag Rooted tree

Ogul, Ata Child, Parent
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Tirkee English

Yildiz ¢izge Star graph

Tekerlek ¢izge Wheel graph

Ugurtma ¢izge Kite graph

Lolipop ¢izge Lollipop graph

Kisa ugurtma ¢izge Short kite graph

Halter ¢izge Barbell graph

Cift yildiz ¢izge Double star graph

Tirt1l agac ¢izge Caterpillar tree

Kokteyl parti ¢izge Cocktail party graph
Hiperkiip ¢izge Hypercube graph
Zatkutuplu cizge Antipodal graph

Riizgar giilii ¢izgesi Windmill graph

Esik cizge Threshold graph

Parcali cizge Partite graph

iki parcali gizge Bipartite graph

Iki parcali tam ¢izge Complete bipartite graph
Cok pargali tam ¢izge Complete multipartite graph

Diizenli ¢izge
Mesafe diizenli ¢izge
Giicli diizenli ¢izge
Zay1f diizenli ¢izge
Devrik

Eslenik

Eslenik devrik

Iz

Birim matris
Kosegen matris

Ust iicgensel

Regular graph
Distance-regular graph
Strongly regular graph
Weakly regular graph
Transpose

Conjugate

Conjugate transpose
Trace

Identity matrix
Diagonal matrix

Upper triangle
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Alt tiggensel Lower triangle
Simetrik Symmetric

Ters simetrik

Ters Hermityen
Birimsel matris
Dikey matris

Tekil

Altmatris

Asil altmatris

Higlik

Karakteristik polinom
Ozdeger, Ozvektor, Ozgift
Spektrum

Spektral yarigap
Cebirsel kat
Geometrik kat

Cok pargali tam ¢izge
Eylemsizlik

Denk matris

Benzer matris
Kosegenlestirilebilir matris
Cauchy arada olma
Indirgenebilir
Indirgenemez

Giglii baglantili ¢izge
Boliim matrisi

Adil pargalanig

Negatif olmayan

Skew-symmetric
Skew-Hermitian

Unitary matrix
Orthogonal matrix
Singular

Submatrix

Principal submatrix
Nullity

Characteristic polynomial
Eigenvalue, Eigenvector, Eigenpair
Spectrum

Spektral radius

Algebraic multiplicity
Geometric multiplicity
Complete multipartite graph
Inertia

Congruence matrix
Similar matrix
Diagonalizable matrix
Cauchy interlacing
Reducible

Irreducible

Strongly connected graph
Quotient matrix
Equitable partition

Nonnegative
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Tiirkce

English

Cakisim matrisi

Arttirilmis komsuluk matrisi
Komsuluk matrisi

En yiiksek bos molekiiler yoriinge
En diisiik dolu molekiiler yoriinge
Esspektrum

Laplasyan matrisi

Cebirsel baglantisallik
Normallestirilmis komsuluk matrisi
Normallestirilmis Laplasyan matrisi
[saretsiz Laplasyan matrisi

Seidel matris

Mesafe matrisi

Wiener indeksi

fletkenlik

Mesafe Laplasyan matrisi

Isaretsiz mesafe Laplasyan matrisi

Normallestirilmis mesafe Laplasyan matrisi

Maksimum yol matrisi

Cizge Enerjisi

Diizenimsi

Toplagim

Esenerjili
Wiener-digsmerkezlilik indeksi
Ay1rt edici nokta (¢apsal)
Cizge degismezi

Asilama dontistimii

Ucgdeger ¢izge
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Incidence matrix

Augmented adjacency matrix
Adjacency matrix

Highest occupied molecular orbital
Lowest unoccupied molecular orbital
Cospectral

Laplacian matrix (Admittance matrix)
Algebraic connectivity

Normalized adjacency matrix
Normalized Laplacian matrix
Signless Laplacian matrix
Seidel-Adjacency matrix

Distance matrix

Wiener index

Transmission

Distance-Laplacian matrix

Signess Distance-Laplacian matrix
Normalized Distance-Laplacian matrix
Detour matrix

Graph energy

Pseudo regular

Coalescence

Equienergetic

Wiener-eccentricity index
Diametrically-distinguished vertex
Graph invariant

Graft transformation

Extremal graph



