
T.C.
NEV

FIBONACCI VE LUCAS 
2k - q-ANALOGLARI

Proje No: ABAP20F35

-BAP)

U

:
S

/

:
Hafize G

/

2021



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 

 

 



ORU

bir

sonucu elde edilen ve projen EK-1 de 

verilen tez roje 

3.B Tez 

ri ise proje konusu

hedefle bulgular di

mlerde 

BAP Koordinasyon Birimi mas

y

uluslarara sayesinde tez p hedeflenen konferansa 

ka

T ve v

neticesinde p larken koyulan hedeflerin 

Sempozyumlar

1. BILMES,

2. Notes on 

Number Theory and Discrete Math., 26 (4) 173-186, 2020.

3. Bi-periodic Fibonacci and Lucas ions with integer 

(SCI expanded), 2021 (BAP ).

4. analogues of biperiodic Fibonac

UBAK, Ankara, 2021 (BAP da ).



y , h olan ve BAP projesi  

 makalenin mlanab lara devam edilecektir. 

  nemli ka

bu  

getirmektedir. bu proje a

 . Hatta 

ma 

i 

beklenmektedir. 

 

Son olarak, 

Hafize e bu tez projesini tamamlarken  

m

ederiz. 

 

   

                                                                                     

                                                                       Hafize  

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



EK-1 

T.C. 
 

 
 

 
 
 

IBONACCI VE LUCAS 
ONLARININ  

 

 

 

 
Hafize  

 
 
 
 
 

 
  

 
 
 
 
 
 

Matematik  
 

 
 
 
 
 
 
 

 2021 
 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



T.C. 
 

 
 

 
 
 

  
 

 

 

 
Hafize  

 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 



i 
 

Dr.    Hafize  

Periyotlu Fibonacci ve Lucas  

Matematik   Lisans Tezi  

 

27 8  2021 

 

 

 

        

 

 

        

 

 

        

 

 

 

ONAY 

 

 

     

 

   

     



ii 
 

 

 

bana ait 

. 

 

 

Hafize   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



iii 
 

 

Bu  

zaman esirgemeyen   hocam Dr.  yesi ve 

Matematik a 

  

   

 

a olan, moral ve motivasyonumu  

ilirim.  

-

 

Bu 

Koordinasyon Birimince D ABAP20F35 

             

                                                                                                                Hafize  

 

 
 
 
 
 
 



iv 
 

IBONACCI VE LUCAS ONLARININ 
 

(  Tezi) 
 
 

Hafize  
 
 

 
 

 
 2021 

 

 

Bu tez  

de,  

 

, 

,  

. 

, iki periyotlu Fibonacci ve Lucas  

, 

. 

,  ile ilgili  ve 

 . 

Anahtar Kelimeler: Fibonacci dizisi, Lucas dizisi, ionlar, B

fonksiyonu, Catalan ,   .  

: Dr.  

Sayfa Adedi: 50 



v 
 

GENERALIZATION OF THE BIPERIODIC FIBONACCI AND LUCAS 
IONS 

(M. Sc. Thesis) 
 
 

 
 
 

 
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES 

August 2021 

 

ABSTRACT 

This thesis consists of four chapters. 

In the first chapter, the literature on the subject has been searched and basic definitions 

and theorems are given. 

In the second chapter, the definitions of the modified generalized Fibonacci and Lucas 

ions, Binet formulas, Generating functions and some important identities are 

investigated. 

In the third chapter, the bi-periodic Fibonacci and Lucas ions are defined. 

Also in this section, the binomial sums and Catalan, Cassini etc. identities are obtained. 

In the fourth chapter, the conclusions and discussions section, which is regarding to the 

contribution of the thesis to the literature, is given. 

Keywords: Fibonacci sequence, Lucas sequence, ions, Binet formulas, 

Generating functions, Catalan  identity, Cassini  identity,   identity. 

Thesis supervisor: Assist. Prof. Dr.  

Page Number: 50 

 

 



vi 
 

 

KABUL VE ONAY SAYFASI ..i 

SAYFASI ii 

.iii 

iv  

ABSTRACT .v  

vi  

TABLOLAR viii 

 KISALTMALAR ix  

1.  

1.1  

1.2. A  ve Kapsam . ...2 

1.3. Kaynak A .2 

1.4. Temel K 7 

2.  

IBONACCI VE LUCAS 

.. 15 

2.1. Modifiye Ed  .. .15 

2.2. Modifiye E  G Lucas  ... 24 

3.  

q-FIBONACCI VE q-LUCAS  . ..... 28 

3.1. ki Periyotlu q-Fibonacci  .. 8 

3.2. ki Periyotlu q-Lucas  .. 31 

3.3. ki Periyotlu q-Fibonacci ve q-Lucas  Toplam 
34 

3.4. ki Periyotlu q-Fibonacci ve q-Lucas   
40 



vii 
 

 

46 

KAYNAKLAR 47 

. 50 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



viii 
 

 

Tablo 2.1.  Fibonacci  

  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 

Tablo 2.2.   

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ix 
 

KISALTMALAR  

     s   

    

    

    

   Fibonacci dizisi 

   Lucas  dizisi 

    Fibonacci dizisi 

     dizisi 

    

    

     dizisi 

     dizisi 

   fonksiyonunun  diferansiyeli 

   fonksiyonunun   

    

    

    

  Fibonacci  

    

  Lucas  

 



1 
 

 1 

1.1.  

in yeri 

  

Leonardo Fibonacci, 

 Hemen 

hemen  matemat

 .  

 

1202  Liber Abaci   

 [1]

uygulamalarla 

 

 

Leonardo Fibonacci  bu  

ailesinin  . Her 

bir yavru  onun da bir ay sonra bir  

yavru   

 ve bu  

   her terimin 

   

ran  . Yani, b

  

 sonucunu vermektedir. Fibonacci dizisi 

verilmektedir.  
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.                       

1.2.  

iki periyotlu Fibonacci ve Lucas 

iki periyotlu Fibonacci ve Lucas 

Fibonacci ve Lucas 

 Buna   

 

1.3.  

 

Fibonacci (1202), Liber Abaci  

 [1]. 

Horadam (1963), Complex Fibonacci numbers and Fibonacci quaternions  isimli 

 

 [8]. 

Iyer (1969),  Fibonacci 

 

the Fibonacci numbers

[29]. 
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Falcon ve Plaza (2007), The Fibonacci sequence and the Pascal 2-triangle

 

-

[4]. 

Edson ve Yayenie (2009), A new generalization of Fibonacci sequence & extended 

Bi formula  Fibonacci dizisinin yeni bir genellemesi olan iki 

d  , 

n  lerdir [5]. 

Koshy (2011), Fibonacci and Lucas numbers with applications  

 

[2]. 

Yayenie (2011), A note on generalized Fibonacci sequences iki 

[6]. 

 (2012), On Fibonacci quaternions Fibonacci ve Lucas 

 

 

Bilgici (2014) Two generalizations of Lucas sequence odifiye 

 [7]. 

 

(2015) On dual Fibonacci octonions  dual Fibonacci 

 [10].  
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 The Fibonacci octonions i Fibonacci 

ve Lucas  n

ve   [11]. 

 (2015), Split Fibonacci and Lucas octonions

 . 

split Fibonacci ve Lucas oktonyon

 [12]. 

 

Ramirez (2015), Some combinatorial properties of the Fibonacci and the Lucas 

quaternions Fibonacci ve Lucas 

 

Ek  [13]. 

(2016) A note on bi-periodic Fibonacci and Lucas 

quaternions iki periyotlu Fibonacci 

kurarak iki periyotlu . Bu iki kavram 

 

b  [9]. 

Syznal-Liana ve  isimli 

lar oktonyon  [14]. 

Syznal-Liana ve Wloch (2016), A note on Jacobsthal quaternions  isimli 

 Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas 

 b  Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas 

 ve  matris  [15]. 

 (2016), The bi-periodic Fibonacci octonions  

Fibonacci oktonyon

lar lerdir [16]. 
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(2017) On Jacobsthal and Jacobsthal-Lucas octonions

 Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas oktonyon lard . Buna ek 

 [17]. 

On the bi-periodic Lucas octonions

[24]. 

 

 (2017), Fibonacci and Lucas sedenions

. bu 

 [21].  

 

 (2019), Modified generalized Fibonacci and Lucas 

quternions  

ni  [20]. 

 

 (2019), On a new generalization of Fibonacci sedenions

 

  

  [27]. 

 

Catarino (2019), Pell, Pell-Lucas and modified Pell sedenions

 Pell, 

. 

 [22].  

 

Soykan (2019), Tribonacci and Tribonacci-Lucas sedenions  

bi

[23]. 
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Horadam 

 

 

 

-complex 

l

-

7].  

 

 (2020), On The Generalized Fibonacci and Lucas ions

 

 [25]. 

 

 ve Kone (2021)

 

Fibonacci hiper-

Fibonacci 

i , Catalan 

6].  

 

- 

- 

 [28]. 

 

(2021) -periodic Fibonacci and Lucas ions with integer 

 Fibonacci ve Lucas  bir  

para  [26]. 
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1.4. Temel Kavramlar 

 

Fibonacci ve Lucas dizileri, matematik, fizik, bilgisayar bilimleri ve bunlarla ilgili 

 ve Lucas dizisi 

].  

                          (1.1)     

     

                    (1.2)     

   

 ve Lucas 

, 

 [2-7]. 

Fibonacci ve Lucas dizilerinin B i   

 

 ,                                                                        (1.3) 

.                                                                     (1.4) 

  

 

 

 

 

 1.4.1:  ve    

 

                                                

(1.5) 

 

 dizisine iki periyotlu Fibonacci dizisi denir [5]. Bu diziye ait 

B   
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ve     olarak 

 

 

                                                            (1.6) 

 

 [5]. 

 

 

 

4.2: Herhangi  ve    

 

                                                    (1.7) 

 

 dizisine iki periyotlu Lucas dizisi denir [7]. Bu diziye ait Binet 

  ve 

    

 

 

                                                                (1.8) 

 

 [7]. 

 

1.4.3: M  

 

                          (1.9)    

               

6]. Burada ve  
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                                                      (1.10)    

                           

in Binet 

 

 

                                                       (1.11)     

                                                     

eklindedir [6].  

 

4.4: M   

 

                     (1.12)    

 

n  [7].   ve  

 

 

                                   (1.13) 

 

tir.  

 

                               (1.14) 

 

dir. Burada  ve    

polinomunun  

fonksiyonu  

Burada  7]. 
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Kuaterniyonlar, ilk kez  [35]. Genel 

olarak bir  kuaterniyonu (  boyutlu kuaterniyon cebiri) 

 

 

  .          

                                                         

Burada   ve  

  

 

                  

                                                             

Fibonacci ve Lucas kuaterniyonl  ve 

   : 

 

                                        (1.15) 

 

                                                 (1.16) 

 

 Burada  -

-  

 

5: Fibonacci  

 

                                                           (1.17) 

 

[9]. Burada , iki periyotlu Fibonacci dizisidir. Benzer , 

Tan , iki periyotlu ,   
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                                                                   (1.18) 

 

 [9]. 

 

 

 -

12,14,16,24]. K

 

 

6:   ,  

 

                                                            (1.19) 

 

Burada  [11].  

 

 on cebiri,  boyutlu bir Cayley-

Dickson cebiridir.  n  ol bir 

sedenyon 

 

=                                                              (1.20) 

 

  Sedenyonlar ile ilgili pek 

-23,27]. Fibonacci ve Lucas sedenyonla

 

 

4.7:  , 

 

                                                    (1.21) 

 

                                                            (1.22) 

 



12 
 

[21]. 

 

Kuaterniyonlar ( ), Oktonyonlar ( ), Sedenyonlar ( ), 

Trigintaduonyonlar ( ),  

-Lucas ve Horadam 

 36, 37]. 

 

Genel olarak,  

 

4.8:   ,  

 

                                                               (1.23)     

 

Burada,  , 36, 37].            

 

Analiz, M . 

Analiz 

  

 

1.4.9:  

Herhangi bir keyfi  fonksiyonu  

 

                                                           (1.24) 

 

ifadesine diferansiyel denir [30]. 

 

1.4.10:  

   ifadesi                                                      (1.25) 

 

 in  [30]. 
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11: 

   ifadesine  benzeri . 

 

 

                                   (1.26) 

 

eklinde de ifade  [30]. 

 

 1.4.12: 

 in benzeri,  

 

                            (1.27) 

 

. 

 

 1.4.13: 

 polinomunun benzeri,  

 

,              (1.28) 

 

 

 

 1.4.14: 

 ifadesine  binom kat  Ve 

 

  

                                                                                     (1.29) 
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Dikkat edilecek olursa   ifadesi bilinen binom kat

   ifadesi 

 u  [30]. 
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 FIBONACCI VE LUCAS 

-  

 ve  denklemlerin

 ion ve Lucas i

Fibonacci ve Lucas i

, Catalan ve de ifade edilecektir. 

On The Generalized Fibonacci and Lucas 

 

 

2.1.  

verilecektir.  

 

: 

  i   

 

                                              (2.1)   

 

 ,  denkleminde  olan 

modifiye edil  [25]. 

 

ion , 
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     - i  

     Fibonacci  [8] 

     ] 

     Fibonacci 13] 

     Pell 14] 

      [15] 

     Fibonacci oktonyon  [11] 

     Oktonyon  

     Fibonacci Oktonyon  

     Pell Oktonyonlar [14] 

     Jacobsthal oktonyon  [17] 

     1] 

      

      

      

      

     27] 

      

 

fonksiyonunu ifade ve ispat etmektedir. 

 

Teorem 2.1.1 : 

 

 

 

.                                     (2.2)        

          

Burada  

 , 
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 , 

 

     ve      dir [25]. 

 

: 

 in iliriz. 

  

                                 (2.3) 

             

              (2.4)   

 

                        (2.5) 

 

 ifadesi,  ve   s 

l  
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elde edilir. Burada  

,    

 , 

    ve   dir. 

 

 

  

  

              

              

              

                                                 (2.6) 

                

ve  
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                                                  (2.7) 

 

 ve  , 

  

  

                                     

                                         

ve  

  

  

                                     

 

elde edilir.   

   ve       

 ve    

 

 ,                                          (2.8) 

 

de edilir.  
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Her   Binet 

 

 

                   (2.9)                          

 

Burada 

  

ve 

  

 

olarak verilmektedir [25]. 

 

 

. 
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                ) 

                                                                           (2.10) 

Burada  

  

ve  

  

 

ebilir. 

 

                          (2.11)                    

 

Burada 

   

ve 
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olarak bulunur. Son olarak  ve  

  

 

elde edilir. Burada   

  

ve 

  

 

olarak bulunur.  

 

 

 

Teorem 2.1.3 : 

Her   ve   

  

  

           

               

 

Burada ve , Teorem  

 [25]. 

 

   denkleminde verilen 

i n  

 

 

 



23 
 

  

                  

                       

                  

                                             

                                             

                                             

                  

                                                       (2.12) 

 

Benzer olarak   

 

  

                 

                                               (2.13) 

 

 ve denklemleri tek bir d se  

  

  

                  

 

 

elde edilir. Burada  ve , Teorem  .  

 

 

edilir. 
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Teorem 2.1.4   

Her    , 

  

  

                 

                                       ), 

 

e elde edilir. Burada  ve  , Teorem   [25].  

 

halidir. Teorem  e  

 

 

2.2  

verilecektir.  

 

 2.2.1: 

 Lucas 

 

 

                                                                                                      (2.14)  

 

,  

 [25].  

 

  

 

 

 
 



25 
 

 
                                     
 

       i  

      [8] 

      [9] 

       [13] 

     Lucas oktonyon  [11] 

     oktonyon  [24] 

     Lucas oktonyon  

      [21] 

      

       

      

 

fonksiyonunu ifade ve ispat etmektedir. 

 

Teorem 2.2.1 : 

 ion   

 

 

                                             (2.15)      

 

Burada, 

= , 

 , 

      ve     dir [25]. 
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Teorem        

 

Lucas inet 

 

 

Teorem 2.2.2 : 

Her    Lucas  i  

 

 

             (2.16)           

 

Burada,  

  

ve 

          

olarak verilmektedir [25]. 

 

Teorem 2.1.2 n   

 

 Bi . Daha 

sonra ise,  . 
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Teorem 2.2.3 : 

Her   ve  Catalan ,  

 

  

   

  

    

(2.17) 

 

elde edilir. Burada   ifadeleri Teorem   

ifadelerdir [25]. 

 

 Teorem 2.1.3   

                                                   

Teorem 2.2.4 ( ): 

Her     ,  

 

  

   

  

     

            (2.18) 

 

elde edilir. Burada   ifadeleri Teorem  

ifadelerdir.  

 Teorem 2.1.4   



28 
 

 

FIBONACCI VE LUCAS  

A  iki periyotlu 

Fibonacci ve iki periyotlu Lucas i

binom toplamlar  , Cassini 

 d  . -

periodic Fibonacci and Lucas ions with 

 bu makale  hakem incelemesindedir [26]. 

3.1. eriyotlu Fibonacci   

 iki periyotlu Fibonacci  verilecektir

ir. 

3.1.1: 

 iki periyotlu Fibonacci ,  

                                     

                                                               (3.1) 

 

Burada , . dereceden iki 

 [26]. 

3.1.2: 

periyotlu  Fibonacci ,  

                       

                                 (3.2) 
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iki periyotlu  Fibonacci 

ispat etmektedir. 

Teorem 3.1.1: 

Fibonacci   

                                       (3.3) 

Burada  

 ve   dir [26]. 

 

 

,  

  

                  

                          

                                                                                                 (3.4) 

 

elde edilir.  
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                                                                                            (3.5) 

 

ve  denklemlerinden faydalanarak,  

 

 , 

 

Burada, 

 ve   dir.  

   

iki periyotlu  Fibonacci 

ifade ve ispat etmektedir 

Teorem 3.1.2: 

Fibonacci  

 [26]: 

      (3.6) 

spat: 

 Fibonacci  
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 (3.7) 

 

elde edilir.  

 

3.2. eriyotlu -Lucas -  

periyotlu Lucas 

tir. 

3.2.1: 

 iki periyotlu Lucas ,  

                                                 (3.8) 

Burada  ,  dereceden iki 

periyotlu Lucas s  [26]. 
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3.2.2: 

periyotlu  Lucas ,  

                           (3.9) 

 

iki periyotlu  Lucas 

etmektedir. 

Teorem 3.2.1:  

periyotlu  Lucas   

                                                (3.10) 

eklindedir. Burada  

 ve   dir [26]. 

 

 

,  

  

              

                  

                                                                                               (3.11) 
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elde edilir.   

 

  

                          

                         

                                                                                         (3.12) 

 ve   

  

.  

iki periyotlu Lucas 

ve ispat etmektedir 

Teorem 3.2.2:  

Lucas   

 [26]. 

 

  (3.13) 

 

Lucas  
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(3.14)                  

elde edilir.  

3.3. Fibonacci ve Lucas  

Fibonacci ve Lucas 

 

Teorem 3.3.1: 

 ve   olsun.  [26]: 

        

(3.15) 
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(3.16) 

:  ,  arak; 

  

  

  

                                         (3.17) 

 

elde edilir.  denkleminde   ise; 

  

                                                          

                                                          

elde edilir. in tek  
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elde edilir.    

; 

  

  

  

                                   (3.18) 

elde edilir. (3.18) denkleminde  ise; 

  

                                                       

elde edilir.  in tek  

  

                                                       

bulunur.  

Teorem 3.3.2: 

 ve  olsun. Bu durumda  [26]. 

    (3.19) 
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    (3.20) 

 3.3.2: 

 ,  denkleminden faydalanarak .  

  

  

  

     

  

  

  

             (3.21)                

bulunur.   
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                                                        (3.22) 

elde edilir.  

Teorem 3.3.3:   

  olsun.  [26]. 

  

        

          (3.23) 

 

  

               

          (3.24) 
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   denkleminden yararlanarak  

  

  

  

     

  

       

     

     

  

     

    

    

, 
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ispatlanabilir.  

 

eriyotlu Fibonacci ve Lucas  

 Fibonacci ve  Lucas 

ifade ve ispat edilecektir. 

iki periyotlu Fibonacci iki periyotlu Lucas 

etmektedir. 

Teorem 3.4.1: 

 herhangi  [26]: 

  

 

 

 

                                 (3.25) 

: 

 ve b , 
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elde edilir. Burada gerekli i  

,  

  

  

      

       

      

sonucu bulunur.  

iki periyotlu Fibonacci iki periyotlu Lucas 

 

 

 ve   Catalan   

  

        

          , (3.26) 
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                                                    (3.27) 

 

    

kullan arak;  

  

          

elde edilir.  

  

  

                  

 

elde edilir. B    

hesaplanabilir.  

iki periyotlu Fibonacci iki periyotlu Lucas 

. 
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 Cassini  

  

  

            (3.28) 

  

      

  

        (3.29) 

 

 Teorem  de  

 

iki periyotlu Fibonacci iki periyotlu Lucas 

 

cagne  

 ve    [26]. 
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               (3.30) 

  

  

      

       

                                                           (3.31) 
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hesaplanabilir.  
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 4 

 

 4 Fibonacci dizisinin tarihsel 

 Lucas 

serilerinden   

kleri de 

Fibonacci ion ve iki periyotlu Lucas ion 

tir. tezin 

 

 

 olarak e  

  

 

[32, 33, 34 periyodik Fibonacci ve periyodik Lucas 

periyodik Fibonacci ve 
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