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OZET

Bu tez ¢alismasinda modifiye edilmis Kawahara ve genellestirilmis Rosenau Kawahara-
RLW denklemlerinin sayisal ¢éziimleri 7. dereceden (septik) B-spline fonksiyonlar
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Tezin ikinci boliimiinde modifiye edilmis Kawahara denklemi tanitilip, kollokasyon
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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

RLW Diizenli uzun dalga
KdVv Korteweg-de Vries
W Agirlik fonksiyonu
Un Yaklasik ¢6ziim

I Enerji

I, Momentum

I3 Enerji

L, ve L, Hata normlar1



1.BOLUM
GIRIS
Bu kisimda, tezimizde kullanacagimiz sonlu elemanlar ve kollokasyon yontemleri

hakkinda bilgiler ele verilecektir.

1.1 Sonlu Elemanlar Yontemi

Sonlu elemanlar teriminin ilk kullanim alam1 Ray William Clough tarafindan, 1960
yilinda yayimladigi diizlem esnekligindeki uygulamalar isimli makalesidir [1].
Sonrasinda bu yontemin; yapi, havacilik ve niikleer miithendisligi gibi alanlarindaki
problemler i¢in kullaniminin basarili oldugu ortaya ¢ikmistir. Sonlu elemanlar yontemi
komplike problemleri ¢dzebilmek icin ¢6ziim bolgesini daha basit bolgelere indirgeyen
ve denklem ¢6ziimii sonrasi alt bolgeleri birlestirerek yaklasik ¢éziimiin bulunmasini
saglayan bir yontemdir. Bilgisayar teknolojisi alanindaki gelismeler ile birlikte bu
yontemin gelisimi son yillarda ¢ok hizlanmistir. Uygulamali matematikgiler,
miihendisler, fizik¢iler ve diger bilim insanlari sonlu elemanlar yontemi ile ilgili cok
sayida ¢alisma ortaya koymustur [2].
Yontemin bir probleme uygulanmasi sirasinda izlenecek basglica adimlar asagidaki
gibidir [3]:
e Probleme ait c¢oziim bolgesinin sonlu sayida alt bdlgeye ayristirilmasi
(diskritizasyonu).
e (Coziim bolgesinde bulunan her bir tipik eleman igin eleman denklemlerinin
tiiretilmesi.
e Problemin denklemlerini olusturmak amaciyla eleman denklemlerinin
birlestirilmesi.
e Sinir sartlarinin uygulanmasi.
e Denklem sistemlerinin ¢oziimiiniin yapilmasi.

e (Coziim sonunda ortaya ¢ikan sonuglarin degerlendirilmesi.

1.2 Kollokasyon Yontemi

Agirlikli kalan yontemi diferansiyel denklemin tam ¢oziimii ile yaklasik ¢oziimii
arasindaki farkin, sifirdan farkli bir agirlik fonksiyonu ile g¢arpilip toplamlarinin en

kiigiik yapilmast islemidir. Agirlikli kalan yaklasimina dayanan metotlarda agirlikli
1



kalan metotlar1 ad1 verilir. Bu yontem i¢in £ bolgesinde, A lineer ya da lineer olmayan
operator ve f bagimsiz degiskenin bir fonksiyonu olarak alinirsa

AW = f (1.2.1)
operatdr denklemi yazilabilir.

Buradaki u ¢6ziimii i¢in bir yaklasim

uy = X1 ¢ ¢; + ¢o (1.2.2)
seklinde alinir. (1.2.1) denkleminde (1.2.2) ile verilen uy yaklasik ¢6ziimii yerine
yazildiginda fy = A(uy) fonksiyonu bulunur. A(uy) ile f  fonksiyonu arasindaki
fark

R =AW~ f = A(Z)y ¢ b+ bo) — f # 0 (1.2.3)
seklinde elde edilir ve yaklagimin kalani adi verilir. Bu calismada ele alacagimiz
kollokasyon yonteminde Q bolgesinde segilen N adet X' = (x!,y') kollokasyon
noktasinda sifir kalanin elde edilebilmesi i¢in

R(x%,y'¢) =0 (i=0,1,2,..,N) (1.2.4)
seklinde secilmelidir [4].



2.BOLUM

MODIFIYE EDILMiS KAWAHARA DENKLEMININ TANITILMASI VE
YONTEMIN DENKLEME UYGULANMASI

Bu kisimda T.Ak ve S.B.G.Karakog¢’ un [5] referansi ile verilen makaleleri incelenmistir.
Burada,
U +aUU, +pU,, —yU, . =0, (2.1)
bicimindeki genellestirilmis Kawahara denklemi
U(a,t)=0, U (b,t) =0,
U, (at)=0, U,(b,t)=0, (2.2)
U,@t)=0 U,({bt)=0, t>0
homojen sinir kosullar1 ve
U((x,00=f(x) a<x<b, (2.3)
baglangi¢ kosulu ele alinmistir. &, B ve y pozitif parameter olup x konum ve t ise

zamana gore tiirevi gostermektedir.

Modifiye edilmis Kawahara denklemi fizikte plazma dalgalari, kilcal yergekimi su
dalgalari, ylizey gerilimli su dalgalar1 , s1g su dalgalar gibi genis uygulamalara sahiptir .
Bu denklemin analitik (tam ¢oziimleri) bir¢cok bilim insani tarafindan elde edilmistir.
Mesela Wazwaz [6] sine-cosine, genisletilmis tanjanth ve ansatzh yontemleri ile,
Sirendaoreji direk cebirsel yontemi ile ve Parkes ve arkadaslari [7] jakobi eliptik
fonksiyon yontemi ile, denklemin analitik ¢6ziimlerini elde etmislerdir.

Bunlarin yanisira modifiye edilmis kawahara denkleminin niimerik ¢éziimleri Bibi ve
arkadaslar1 [8] agsiz ¢izgileri yontemini, Suarez ve Moralez [9] Fourier bolme
yontemini, Zarebria ve Aghili [10] radyal tabanli fonksiyonlara dayali kollokasyon
yontemini, Yuan ve arkadaglari [11] Dual-Petrov-Galarkin ydntemini, Gang ve
arkadaslar1 [12] multi-simplektik Fourier Psddospektral yontemini, Dereli ve Dag [13]
Kollokasyon yontemine dayali Meshless yontemini, Bagherzadeh [14] B-spline
Kollokasyon yontemini, Wen-Jun ve Yushun [15] yeni Multi-simplektik integrator
yontemini, Safavi, Khajehnasini [16] ve Necat Polat ve arkadaslar1 [17] Adomian
ayrisim yontemini, Marinov ve Marinova [18] sonlu fark yontemi igeren 6zel bir

nliimerik yontemini, Bellman [19] ve Ali Bashan [20] diferansiyel quadratur yontemini,



Lin Jin [21] varyasyonel iterasyon ve homotopi perturbasyon yontemlerini kullanarak
elde etmislerdir.
Yapilan nimerik hesaplamalara uygun olarak problemin ¢6ziim bolgesi a<x<b

< b-a . <
araligina kisitlanmig ve h = — = Xm+1 = Xm olmak lizere a< x<b aralig

a=xy<x; < <xy_1<xy=D>b seklinde N esit araliga boliinmiistiir.
., (x)(m==31)N +3) fonksiyonlar1 problemin ¢éziim bolgesi olan [a,b] aralig: icin

bir baz olusturmaktadir. Uy (x,t) yaklasik ¢oziimii

N+3

Uy (xt) = > 2, (x)3,(1). (2.4)

seklinde septik B-spline fonksiyon cinsinden yazilabilir. Burada o, (t) smir ve agirhikli
kalan kosullarindan belirlenecek zamana bagli parametrelerdir. Her septik B-spline 8
elemam kapsamakta ve her bir [X ,X.,] elemanm: 8 tane B-Spline tarafindan

kapsanmaktadir.

Uy (Xp,t) =8, 5 +1205, , +11915, , + 24168, +11915, , +1205, ., + 5

m+1 m+2 m+31?

U = m (—8,5 =560, , — 2455, , + 2456, ., +566,.,+5,.5),

m m+1 m+2

U = ﬁ—f(am +245, ,+155, , —805, +155, ., + 245, ,+5n.s),

20 s 85,4195, 195, ,+85,.,+3ns), (2.5)

—(5m73 =96, ,+166,,-96,,,,+ 90, .5 ) ,

-0,

m-3

+ 4'é‘m—Z - 5é‘m—l + 55m+1 - 4'é‘m+2 + 5m+3) ,

(8, 5—66, ,+155, , —205, +155, ., —65,.,+05y.5)

(2.5) ifadeleri (2.1) denkleminde yerine yazilirsa
S, +1208% , +11918% | +24168%+11918% , +1208% , + 8%

m+1 m+2 m+3

+ lazy (_5m—3 - 56é‘m—Z - 24'55m—1 + 2455m+1 + 565m+2 + é‘m+3)

h

+2% (-5 -85 ,+1968, ,-195 ,+85 ,+3. ) (2.6)

h3

+ 22 (-5, —46, ,+55, ,+55 45 ,+35, .5)=0,

hs m+2 m

adi diferansiyel denklem sistemi elde edilir.Burada



Z. =(5, ,+1205, ,+11915, | +24165, +11915,,, +1205,, , +3,,,)* dir.

m+1
(2.5) denkleminde goriilen J; ve 5,5 yerlerine sirasiyla
n+1 n
50048
2
Crank Nicolson ve

5in+l _ é‘in

S =
At

2.7)

(2.8)

ileri sonlu fark yaklagimi yazilirsa (n+1) inci ve (n) inci zaman adimlarinda & ve &'

(i=m-3m-2,...,m+2,m+3) bilinmeyen parametereler i¢in,

715:;; + 725:;12 + 735r:j + 745£+1 + 755;:1 + 765:1:12 + 775;]1113
= V10n3+ VeOn2 + VsOn 1+ YaOn + V30m.1 + V202 + V10m.3:
denklem sistemi bulunur. Burada

7,=[1-EZ,—M +K],

7, =[120—-56EZ  —8M —4K],

7, =[1191-245EZ +19M +5K],

7, =[2416],

7s =[1191+ 245EZ —19M +5K],

7s =[120+56EZ  +8M +4K],

7, =[1+EZ_ +M —K],

7 105 840
Mm=01..N, E=—aAt. M=—2pt K =22t
on & n P he /

dir. (2.2) ile verilen sinir sartlar1 kullanlarak 0 3,0 5,0 ; Ve Oy.;,04.2:0y.3

(2.9)

(2.10)

bilinmeyenleri (2.9) denklem sisteminden yok edilerek N +1 bilinmeyen ve N +1 tane

denklemden olusan
Pd™ = Rd"
denklem sistemi elde edilir. Burada d" = (5,,S5,,..., Sy )" dir.

(2.11)

P ve R matrisleri(N +1)x(N +1) seklindedir. Problemin sayisal ¢6zimii elde

edilmeden once, d° ile gosterilen baslangi¢ vektoriine ihtiya¢ vardir. Bu baslangig

vektori



U, (x,0)=U(x,,0); m=0,12,...,N
Uy),(a,0)=0, Uy),(b,0) =0,
Un)w(@,0) =0, (Un)w(0,0)=0,
Uy (@,0) =0, (Un ) (0,0) =0

(2.12)

seklinde verilen baglangi¢ sartlarinin kullanilmasiyla Wd® = C, sistemi coziilerek elde
edilir.

Burada

(1536 2712 768 24

82731 210568.5 104796 10063.5 1
81 81 81 81

9600 96597 195768 96474
81 81 81 81 120 1

W =
1 120 1191 2416 1191 120 1
1 120 96;174 192168 9685;)7 %
1 10063.5 104796 210568.5 82731
81 81 81 81
I 24 768 2712 1536
ve

d° = (50’51’52""’5N—2’5N—1’5N)T 1 C= [U(XO’O)!U(Xl’o)""1U(XN—110)1U(XN '0)]T dir.

2.1 Kararhlik Analizi

(2.9) ile verilen lineer denklem sisteminin kararlilik analizini incelemek i¢in Von-
Neumann yontemi kullanilmistir. Genellestirilmis Kawahara denkleminde bulunan

lineer olmayan U?U, terimindeki U 2 sabit olarak alinir.

5:] zgneiamh, i :\/__1

seklindeki Fourier esitligi (2.9) denkleminde kullanilirsa

a = (y5 +7s) cos[hk] + (y, + »;) cos[2hk] + (7, + ;) cos[3nK] + 7,
b= (y; + 71)sin[hk] + (75 + 7,) sin[2hk] + (75 + 7;) cos[3hK]

olmak iizere biiyiime faktorii & = a- _b seklinde bulunur. Bu ifadenin modiilii 1 e esit

a+l

olup bu ise lineerlestirilmis olan yontemimizin sartsiz kararli oldugunu gosterir.

6



2.2 Niimerik Hesaplamalar ve Sonuclar

Bu kisimda modifiye edilmis Kawahara denkleminin niimerik sonuglarini elde etmek
igin tek dalganin hareketi, iki ve {i¢ dalganin girisimi ve solitonlarin gelisimi seklinde
dort farkli problem ele almmistir. Yontemimizin gegerliligini ve dogrulugunu

gostermek icin

L2 — HU exact —uU N Hz ] \/hJZZO:‘U ;_-Z‘Xact _(U | )j ‘2 (221)
ve
L =[u=e—u | 0 maxjure—(u,) | (222)

hata normlar1 hesaplanilmigtir. Modifiye edilmis Kawahara denklemi

l, = [U (x,t)dx = hiU!‘,

I, = [P[U2(x, t)dx = hi(uj“)z,

seklinde sirastyla dalganin kiitle ve momentumuna karsilik gelen iki adet degismeze

sahiptir.

2.3 Tek Solitary Dalganin Hareketi

(2.1) ile verilen modifiye edilmis Kawahara denkleminin tek dalga hareketi i¢in tam

¢Ozim

U (x,1) =%\/gsech2[ /%g(x—%gt—xo)],

bi¢iminde U — 0 ve baslangi¢ kosulu ve sinir kosullart x — +oo iken

U(x,0)=% ﬁ—ysechm/%é(x—xo)],



3 |p

olup burada «, 8,7, X, keyfi sabitler ve burada dalganin genligi A=—,[— ve hiz1
v10 \ ay
c :%ﬁ dir.Tek solitary dalganin hareketini incelemek i¢in [-50,50] araliginda
e

a=F=y=1,h=01ve At=0.05 degerleri alinmistir. Bu degerler igin tek solitary
dalga 0.94868genligine sahip olur. Degismezlerin ve L, ve L, hata normlarinin
t =100 zamanina kadar farkli zamanlardaki degerleri Tablo 2.1 de verilmistir. Tablo 2.1
e bakildigmda L, ve L, hata normlarinin yeterince kiigik ve degismezlerin
degerlerinin de programin ¢alismasi boyunca hemen hemen sabit kaldig1 goriilmektedir.

Yine tabloya bakildiginda baglangi¢ degerlerine gore |, vel, degismezlerin degerlerinin

sirastyla %1.164x10*ve 9%6.854x10™ oraninda degistigi gorillmektedir. Tek
dalganin  [-50,50] arahiginda a=pfF=y=1h=0.1 ve At=0.05degerleri i¢in
t=0,20,40,...,100 zaman adimlarindaki hareketi Sekil 2.1 de gosterilmistir. Yine ayni
parametreler i¢in t =0,30,70,100 zaman adimlarinda tek dalganin hareketi Sekil 2.2 de

gosterilmistir. Sekil 2.1 ve Sekil 2.2 incelendiginde tek solitary dalganin seklini,
genligini ve hizin1 hemen hemen koruyarak saga dogru ilerledigi agik¢a goriilebilir.
t =100 zamaninda tek dalga icin hatalarin dagilimi Sekil 2.3 de sunulmustur. Sekilden
goriildiigii gibi yapilan hatalar daha ¢ok ¢aligilan bdlgenin orta kisimlarinda meydana

gelmistir. Bu ise bize sinir sartlarinin dogru uygulandigini géstermektedir.

Tablo 21 p=2, a=1, B=1, ¢ =1 degerleri igin tek soliter dalganin degismezleri ve
hata normlar1

t l, l, L, — Error L — Error
0 8.4852829335 5.3665642087 .0000000000 .0000000000
20 8.4852829848 5.3665642087 2.747538¢e-6 1.260529-6
40 8.4852830757 5.3665642086 4.045791e-6 1.620782¢-6
60 8.4852821848 5.3665642087 5.629183¢-6 2.617156e-6
80 8.4852800315 5.3665642087 6.811939¢-6 2.680477e-6
100 8.4852730550 5.3665642087 8.275389¢-6 2.909858¢-6
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Sekil 2.1. Tek dalgann a=f=y=1h=0.1 ve At=0.05 i¢in t=0,20,40,...,100
zaman adimlarindaki hareketi
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Sekil 2.2. Tek dalganin @ = =y=1 h=0.1 ve At=0.05 i¢in t=0,30,70,100 zaman
adimlarindaki hareketi
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Sekil 2.3. a=pf=y=1h=0.. ve At=0.05 i¢in t=100 zamanindaki hatalarin

dagilimi
2.4 ki Dalganin Girisimi Hareketi

Bu boliimde ayni dogrultuda hareketini siirdiiren iki pozitif solitary dalganin girisimi

2
hareketi U (x,0) = Zai sech’[b.(x—X)] baslangic sarti ile ele alinmistir. Burada

=1
aiz‘fﬁﬂ, b= E&, i=12 olup cvexde keyfi sabitlerdir. Iki dalganin
8 a 16 g

girisimi hareketini gorebilmek igin [-50,100] araliginda a=f=y=1 h=0.1ve
At=0.05,c, =085 ¢,=0.35 x =0, X,=20parametreleri alinmigtir. 1, ve I,
degismezlerinin degerlerini hesaplayabilmek igin program t=0 dan t=100 adimina
kadar hesaplanmis ve degerler Tablo 2.2 de listelenmistir. Tablodan degismezlerin
degerlerinin programin ¢alismasi1 boyunca hemen hemen sabit kaldig1 goriilmektedir.
Sekil 2.4 iki dalganin girisimi hareketini grafiksel olarak gostermektedir. Sekilden
t =0 zamaninda bagslangicta biiyiik genlikli dalganin kiiciik genlikli dalganin solunda
oldugu, zaman ilerledik¢e t=30 zamaninda biiyiikk genlikli dalganin kiigiik genlikli

dalgay1 yakaladigi, absorbe ettigi ve bu durumun t=60 zamanina kadar devam ettigi

10



goriilmektedir. Bu zaman adimindan sonra biiylik genlikli dalganin kiigiik genlikli

dalgadan tamamen ayrildigi ve t=100 zamaninda girisimin tamamlandig1 agikc¢a

izlenmektedir.

Tablo 22 a=f=y=1,h=0.1, At=0.05, ¢, =0.85,¢,=0.35,x =0 ve Xx,=20

t 1, ,

0 16.9705316311 20.3069218846
20 16.8465452348 20.1187647065
40 16.9748060046 20.0565572215
60 16.8992214653 19.9988890134
80 17.2676453891 19.9762119420
100 17.0413144553 19.9424422093

degerleri i¢in iki solitary dalganin degismezlerinin karsilastiriimasi
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Sekil 2.4 Iki soliter dalganin etkilesimi «=/f=y=1 At=0.05,h=0.1, |,
¢, =085 ¢,=035x =0, x,=20 i¢in a) t=0,30,40,50,60,100 zamanlarindaki
hareketi

2.5 Uc Dalganin Girisimi Hareketi

Bu boliimde ayn1 dogrultuda hareketini siirdiiren ii¢ pozitif solitary dalganin girigimi

3
hareketi U (x,0)= Za. sech’[b (x—x)] baslangic sarti ile ele almmustir. Burada

JEC— —i i=1,2,3 olup cvexde keyfi sabitlerdir. Ug dalganin

girigimi hareketini gorebilmek igin niimerik hesaplamalar  [-50,100] araliginda

12



a=B=y=1,h=01 ve At=0.05,c,=0.85, ¢,=050, ¢,=0.25

X, =—25 X, =0, X;=20 parametreleri segilerek yapilmistir. |, vel, degismezlerinin
degerlerini hesaplayabilmek igin program t=0 dan t =150 adimina kadar hesaplanmis
ve degerler Tablo 2.3 de sergilenmistir. Tablo 2.3’den anlasildig1 gibi degismezlerin
degerleri programin calismasi boyunca hemen hemen sabit kalmistir. Ug dalganm
girisimi hareketi Sekil 2.5 de verilmistir. Sekilden girisim hareketinin  t=40
zamaninda basladigi, bu durumun t=110 zamanina kadar devam ettigi ve t=150

zamaninda dalgalarimn orijinal sekillerine geri dondiigii goriilmektedir.

Tablo2.3. = f=y=1 h=0.1ve At=0.05,c,=0.85 c,=0.50, c,=0.25

degerleri i¢in iki solitary dalganin degismezlerinin karsilagtirilmasi

t | ,

0 25.4557818426 28.5673455186
25 25.6820777780 28.2475921308
50 25.7935768834 28.2118286972
75 25.1357840031 28.0967148921
100 24.9519313985 28.0933900647
125 249751678109 28.0875884719
150 25.0303969354 28.0810761856
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Sekil 2.5. Ucg soliter dalganin etkilesiminin a=f=y=1h=0.1ve At=0.05,

¢, =0.85 ¢,=0.35 x =0,
hareketi

X, =20

2.6 Dalgalarin Gelisimi Hareketi

icin  t=0,40,60,90,110,150

Kawahara denklemi i¢in bir soliton dizisinin geligimi

U (x,0) = exp[—(x—40)?]

zamanlarindaki

seklindeki Gaussian baslangic sarti goz Oniine alinarak incelenmistir. Niimerik

hesaplamalar [-100,100] arahiginda o= =y=1 h=0.25 ve At=0.25parametreleri

secilerek t =5e kadar yapilmistir. Bulunan degerler Tablo 2.4 de gosterilmistir.
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Tabloya bakildiginda

degismezlerin baglangi¢ degerlerine gore sirasiyla

oraninda degistigi

gosterilmistir.

gorilmemektedir. Burada zaman arttikca dalgalarin giderek artan bir salinim yaptigi

fark edilmektedir.

Tablo 24. a=f=y=1,h=0.25,At

degismezlerin

goriilmektedir.

Dalgalarin  gelisimi

degerlerinin  neredeyse

hareketi

degismedigi

%1.782x10°%ve 9%4.048x107°

Sekle bakildiginda t=0zamaninda herhangi bir dalga gelisimi

=0.25ve t=0,1,2,3,4,5 icin Gauss baslangic

t l, l
0 1.7724538509 1.2533141373
1 1.7724538507 1.2533141369
2 1.7724538506 1.2533141369
3 1.7724538506 1.2533141368
4 1.7724538506 1.2533141368
5 1.7724538506 1.2533141368
kosulu degismezleri
a) 40 ®) o6 l
0.8- 0.4 A
= 0.6+ = 0.24 r‘“
i o |
> 04 > o0 ﬁ’l’“ \
0.24 | 0.2 ”‘
0.0 ) i
100 75 50 25 0 25 50 75 100 100 75 50 25 0 25 50 75 100
X X
©) 064 08
0.4 0.4
l" A
= 021 | I = 0.2
o8 ‘ﬂ " ‘4 I'| z I ‘ ’ J
2 0.0 W""”U ‘N‘”H ’ e 2 00/ m"” it r.w \
i |
-0.2 IU 40 ‘ -0.2 'u J
0.4 - ———— 0.4 e &
400 75 -50 25 0 25 50 75 100 100 75 -50 25 0 25 50 75 100

Sekil 2.6. Dalgalarin gelisiminin ¢ =f=y=1h=0.25 ve At=0.25i¢in t=0,1,3,5

zamanlarindaki hareketi
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3.BOLUM

GENELLESTIRILMiS ROSENAU KAWAHARA RLW DENKLEMININ
TANITILMASI VE YONTEMIN DENKLEME UYGULANMASI

Bu boéliimde septik B-spline kollokasyon yontemine dayanan, sig su dalgalarinin
dinamiklerini iyi bir sekilde modelleyen genellestirilmis Rosenau-Kawahara-RLW
denkleminin sayisal ¢oziimleri T.Ak ve S.B.G.Karako¢’un [22] makalelerinde
belirtildigi gibi incelenmistir. Gegen on yillar boyunca lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemler teorisi ¢ok biiylik gelismeler kaydetmistir. Farkli yontemler
kullanilarak kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri icin ilerleyen (traveling)
dalgalarin incelenmesi matematikgiler, fizik¢iler, miihendisler ve diger bilim
insanlarmin uzun yillardan beri dikkatlerini ¢ekmistir. Ayn1 zamanda, lineer olmayan
optikler, optik fiberler, akiskanlar dinamigi, plazmalar, elektro manyetikler ve
yogunlagtirilmis madde gibi bir¢ok fiziksel olaydaki ortak uygulamalari nedeniyle kismi
diferansiyel denklemler i¢in soliton tiirii ¢6ziimlerin varligi 6zel bir ilgi kaynagi
olmustur. Bilindigi gibi bir soliton dalga diger bir soliton dalga ile ¢arpistiginda hizini,
genligini ve seklini degistirmeyen 0zel bir solitary dalgadir. Soliton ¢dziimler iceren
denklemlerden bazilart:

S1g sularda uzun dalgalarin yayilimini temsil eden ve

U, +aUU, +bU, =0, (3.1)
bigiminde olan Korteweg-de Vries (KdV) denklemi [23,24,25,26,27];

ilk olarak Peregrine tarafindan bir kanaldaki kiiciik genlikli uzun su dalgasi igin
tanimlanan

U, +U, +aoUU, -bU , =0, (3.2)
formunda olan Regularized Long Wave (RLW) denklemi [28,29,30,31];

S1g su dalgalarinda yiizey gerilimi ile ortaya ¢ikan

u,+y,+uu +U, -U, .. =0, (3.3
seklinde olan Kawahara denklemi [32,33,34] ve

u,+U, +U,.. +UU, =0, (3.4)
bicimindeki Rosenau denklemi seklinde siralanabilir. Yogun ayrik dinamik sistemler

incelendiginde, dalga-dalga ve dalga-duvar etkilesimlerinin KdV denklemi ile
16



tanimlanamayacag1 goriilmiistiir. Yine yliksek genlikli dalgalarin hareketi ve egimi,
zay1f uyumsuzluk varsayimi altinda yine KdV denklemi ile yeterince agiklanamaz. KdV

denkleminin bu eksikligini gidermek i¢in (3.4) ile verilen denklem Rosenau tarafindan

onerilmistir [35,36]. (3.4) denklemine U, viskozite terimi eklenirse

u,+y,+U, +UY,. +UU, =0. (3.5

XXXXt

seklindeki Rosenau-KdV denklemi elde edilir [37,38,39,40].Yine (3.4) denklemine

-U. . viskozite terimi eklenirse

Xxt

u+u,-uU,+U,.+UuU, =0 (3.6)
Bi¢imindeki Rosenau-RLW denklemi elde edilir [41,42,43]. Eger (3.5) denklemine
diger bir viskozite terimi olan U, eklenirse

U, +U, +U +U, o — U TUU, =0. (3.7)

Formundaki Rosenau-Kawahara [44] denklemi elde edilir.

Tezin bu bolimiinde

U,+oU, +bUU, +cU_, —oU, + AU, . —<¢U . =0 (3.8)

seklindeki genellestirilmis Rosenau-Kawahara-RLW denklemi (2.2) ile verilen sinir
kosullar1 ve (2.3) ile verilen baslangi¢ kosulu ile ele alinmistir. Burada p pozitif bir tam
sayl, a ve A pozitif sabitler ve a,b,c ve ¢ ise reel sabitlerdir. Literatiirde
genellesterilmis Rosenau-Kawahara-RLW denkleminin sayisal ¢oziimleriyle ilgili sinirl
sayida ¢aligmalar mevcuttur. Zuo [45] denklemin soliton ¢dziimlerini elde etmek icin
sech ansatz ve tanh ansatz yontemlerini uygulamistir. Hea ve Pan [46] denklem i¢in
sine-cosine yontemine dayanan {igiincli mertebeden lineerlestirilmis kapali sonlu fark
yontemini gelistirmislerdir. Hea [47] pertiitbe edilmis Rosenau-Kawahara-RLW
denkleminin tam solitary dalga ¢Ozlimlerini ve daha sonra denklemin {igiincii
mertebeden lineerlestirilmis kapali fark yaklasimini elde etmistir. Wang ve Dai [48],
genellestirilmis Rosenau-Kawahara-RLW denklemi i¢in dordiincii mertebeden sonlu

fark semasi gelistirmiglerdir.

3.1 Yontemin Uygulanmsi

< b-a .
a<x<b arahgt h= — = X1~ X olmak fizere a =xy < x; < <xy_q <

xy=Db seklinde N tane esit araliga boliinmiistiir. B-spline fonksiyonlarin
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{6.(x),0,(X),..., Ay s(X)} kilmesi ¢oziim bolgesi igin bir baz olusturur. Uy (x,t)
yaklasik ¢Ozlimii septik B-spline fonksiyonlar1 cinsinden (2.4) deki gibi verilir. Her
septik B-spline 8 eleman1 kapsamakta ve her bir [X,,X..,] eleman: 8 tane B-Spline

tarafindan kapsanmaktadir. (2.5) esitlikleri (2.9) denkleminde yerine yazilirsa

S, +1208% , +11918% | +24168% +11918% , +1208% , + &

m+1 m+2 m+3
_4_§ 0‘(5%—3 + 245%—2 +155§1L—1 - 805% +15(§1‘+1 + 245%2 +32%5)
h

m+1

+T_4OM5%3 o, +16& -9k + &)

7 (3.1.1)
+(a+bz,) ™ (=0,,5—560, ,+2456, ,+2456, ,+560, ,+03,.5)
+ 2;(;ﬁ (_5m—3 b 85m—2 +195m—1 _19§m+1 + 86m+2 + 5m+3)
+ 25:507 (_5m—3 + 45m—2 . 55m—1 + 55m+1 iy 45m+2 + 5m+3) =0,
adi diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Burada
Zm = U m

dir.

=(8,,.,+1200, ,+11916, , +24166,, +119165 ., +1206,. ., + 6, )"

(3.1.1) denklem sisteminde &, ve zamana bagh tiirevi olan o, yerine sirasiyla (2.8) ve

2.9) esitlikleri yazilirsa (n)inci ve (n+1)inci zaman adimlarmmda 6" ve &"
S y i i

(i=m-3,m-2,...,m+2 m+3) bilinmeyen parametereler i¢in,
Vi0nia +V20n s + Va0 1+ Va0 + VsOm + VeOmiz + V10m s (3.1.4)
=710m3 1 Y60m -2t ¥s0m1 T VaOn + V30mua + ¥20m2 + ¥10m.a»
Ile gosterilen denklem sistemi elde edilir. Burada
7,=[l-E+M-K(a+bzZ_ )-L-T],
7, =[120-24E -56K (a+bZ )—-8L+4T],
7, =[1191-15E —9M —-245(a+bZ ) +19L -5T],
7, =[2416+80E +16M ],
7s =[1191-15E —9M + 245(a+bZ,)—-19L +5T], (3.1.5)
7s =[120—-24E -56K (a+DbZ ) +8L —4T],
7;=[1-E+M +K(a+bZ_)+L+T],
42 840 1At _ 210At T 2520At

m=01.,N, E=a, M=-7D K=-——, L=""C ;
h h 2h 2h 2h

dir.
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(3.1.4) denklem sistemine (2.2) ile verilen sinir sartlar1 uygulandiginda 6 ,,0 ,,0 ,ve
On.41yOn .oy On,a Dilinmeyenleri denklem sisteminden yok edilerek

Kd" =Ld" (3.1.6)
seklinde (N +1)x(N +1) tipinde bir denklem sistemi elde edilir. Z den kaynaklanan

lineer olmama durumunun istesinden gelmek i¢in tiim zaman adimlarinda

* 1 . . . . . .
o =6" +§(5” —0"") seklindeki ig iterasyon iki yada ii¢ defa uygulanir. Coziime

baslamadan 6énce d° ile gosterilen baslangi¢ parametrelerini elde etmek i¢in (2.12) deki

baslangic kosullar1 kullanilmistir. Bdylece Vd° =w, denklem sistemi elde edilir. Burada

(1536 2712 768 24

82731 210568.5 104796  10063.5 1

81 81 81 81
9600 96597 195768 96474 1 20 1

81 81 81 81

V= :
1 120 1191 2416 1191 120 1
1 120 %4 leses  ggser 960
1 100635 10479 2105685 82731
81 81 81 81

24 768 2712 1536 |

d’ = (50’51’52""’5N—2’5N—1’5N )T’
ve

w = (U (%,,0),U(x,0),...,U (Xy_,0),U (xy,0))" dir.

3.2 Kararhilik Analizi

Yo6ntemin kararlilik analizini yapabilmek i¢cin Von-Neumann teorisini kullanildi. Bunun

icin UPU, lineer olmayan terimindeki U ifadesi sabit olarak alindi. &7 =¢&"e'™™

(i= \/—_1) Fourier esitligi (3.1.4) ile verilen denklem sisteminde yazilirsa

i(m+1)6 i(m+2)6 i(m+3)6)

Cfml (nlei(m—3)9 +772ei(m—2)6 +773ei(m_1)€ +774eim9 +775€
__gn i(m-3)0
=¢&" (e +776€

elde edilir. Burada h eleman biiyiikliigi, c mod numarasi, 8 =ch ve

+1,€
i(m+1)6

+n.e
i(m+2)6

(3.2)
i(m-2)6 i(m-1)0 im@ i(m+3)0
T 17, 4™ + e +177,€ +7,""%)

19



n=1-E+M-K(a+bZ )-L-T,

n, =120-24E -56K (a+bZ,)—-8L +4T,

n, =1191-15E —-9M —245(a+bZ ) +19L -5T,

n, = 2416 +80E +16M,

ns =1191-15E —-9M +245(a+bZ ) -19L +5T,

n, =120-24E -56K(a+bZ ) +8L —-4T,

n,=1-E+M +K(a+bzZ, )+L+T,

m=0,1,...,N

dir.

(3.1) ile verilen denklem sistemi sadelestirilirse

A = (2382 - 30E- 18M) cos(d) + (240 - 48E) cos(20) + (2 - 2E + 2M) cos(30)+(2416 + 80E + 16M)

B =(490K(1 + Z,) -38L - 10T) sin(6) + (112K(1 + Z,,) + 16L - 8T) sin(26)+(2K(1 + Z,) + 2L + 2T) sin(36).
A+iB

ABic bulunur. Fourier kararlilik analizine gore algoritmanin kararh
—1

olmak iizere & =

olabilmesi i¢in |£|<1 olmasi gerekir. Basit bir hesaplama ile a’+b*=a’+(-h)’
oldugundan |§|=1 elde edilir. Bdylece lineerlestirilmis algoritmamizin sartsiz kararli
oldugu goriiliir.

3.3 Niimerik Hesaplamalar ve Sonuclar

Bu boéliimde yontemimizin dogrulugunu gostermek icin bazi test problemleri sayisal
olarak ¢oziildii. Bunun i¢in tam ¢0zimii bilinen tek solitary dalga icin iki farkh

parametre ailesi secildi. (3.8)- (3.10) Baslangig¢ sinir deger problemi
I =%jg[Uz(x,t)+aUX2(x,t)+2,/\7de (3.3.1)

seklinde s1g su dalgasinin enerjisine karsilik gelen bir degismeze sahiptir [47]. Sayisal
algoritmanin dogrulugu ve etkinligini kontrol etmek i¢in (2.2.1) ve (2.2.2) hata normlar1

kullanildi.

3.3.1 1.Durum

Sayisal hesaplamalar i¢in ilk olarak [—40,200] araliginda h min farkli degerleri igin

p=2 ve At=0.005 parametreleri alindi. Bu durum igin problemin tam ¢oziimii [44]
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3370 -5/10 sechz[*/‘/ﬁ =5y 33-5437
4 537 -29 4 537 -29

U(x,t)= i

(3.3.1.1)
oludugundan baslangi¢ sarti

h=1.6 I L, x10° L, x10°
t=1 25.4521536 1.91446 0.94469
t=5 25.4515106 1.91446 0.94469
t=10 25.4513649 1.91446 1.30782
h=1.0
t=1 25.4517802 0.09357 0.04842
t=5 25.4517802 0.13110 0.05753
t=10 25.4517802 0.16745 0.07394
h=0.8
t=1 25.4517766 0.04106 0.02205
t=5 25.4517766 0.05276 0.02288
t=10 25.4517766 0.06242 0.02787
[11] t=10 25.4514057 266 103.2
[35] t=10 25.4474394 0.3279 0.1177
h=0.6
3370-5J10 __ , \\/37-5
U (X,0) = = ———=—=sech’ [——X] (3.3.1.2)
4 537 -29 4
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25.4517763 0.01333 0.00687

t=1
t=5 25.4517763 0.01460 0.00579

t=10 25.4517763 0.01529 0.00604

seklinde olur. [-40,200] araliginda yukardaki parametreler kullanilarak elde edilen

degerler Tablo 3.1 de verilmistir.

Tablo 3.1. Tek solitary dalganin —40<x<240 araliginda p=2 i¢in degismezi ve
dalganin hata normlari

Tablo 3.1 den h=0.8 igin yontemimiz ile bulunan hata normlarmin degerlerinin diger
yontemlere gore daha iyi oldugu ve |. degismezinin baslangic degerine gore
degisiminin h=1.6i¢in 7.9x10™ iken h=1.0,0.8 ve 0.6i¢in sifir oldugu goriiliir.
Yine tablodan L, ve L, hata normlarinin yeterince kiigik oldugu gozlemlenir.

Dolayisiyla yontemimizin verilen problem i¢in uygun oldugu soylenebilir.
t=123,..,10 zaman adimlarinda At=0.005 ve h=0.8 igin tek solitary dalganin
davranisi Sekil 3.1 de verilmistir. Goriildiigli gibi artan zaman adimlarinda tek solitary
dalganin genligini ve seklini muhafaza ederek saga dogru sabit bir hizla ilerledigi
goriiliir. t=0 zamaninda, X=0 konumunda dalganin genligi 2.1597256 iken t=10
zamaninda X =18.4 konumunda dalganin genligi 2.1580500 olarak bulunur. t=0 ve
t =10 zamanlarindaki genlikler arasindaki mutlak fark 1.67x10™ olup aradaki farkin
olduk¢a kiigiik oldugu soylenebilir. Tam ve sayisal c¢oziimler arasindaki hatalari

gostermek i¢in t=1,2,3,...,10 zamanlarindaki hata dagilimlar1 Sekil 3.2 de verilmistir.

Sekilden maksimum hatalarm —3x107° — 2x10™ arahginda oldugu goriiliir.
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2.5 4

U(x.t)

T T 1
-40 0 40 80 120 160 200

Sekil 3.1. t=12,3,.....,10 zaman adimlarinda p=2, h=0.8 Ve At=0.005 i¢in tek
solitary dalganin davranisi

2.0x10™ 1

1.0x10°

0.0 4

-1.0x10”

-2.0x10° 4

-3.0x10°

T T 1
-40 0 40 80 120 160 200

Sekil 3.2. t=123,..... ,10 zamanindaki p=2, h=0.8 ve At=0.005 i¢in hata
dagilimlar
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3.3.2 2.Durum

Sayisal hesaplamalar igin ikinci olarak [-40,240] araliginda h nin farkli degerleri igin

At =0.005 ve p=4 parametreleri segildi. Problemin tam ¢6ziimii [46]

2 1
Ut =( 40(\/127 —10) )¢ sech[ J127 -10 (X_118—10»\/127 Tt (33.2.1)
3(10v127 —109) 3 10/127 —109
olup baslangi¢ sarti
A27 —10)2 X 27 —
U (x,0) =( 40(y127 ~10) )4 sech[ﬂ x] (3.3.2.2)
3(10+/127 —109) 3

bi¢ciminde olur. t=0dan t=10 zamanma kadar [-40,240] arahiginda yukardaki

parametreler kullanilarak elde edilen degerler Tablo 3.2 de verilmistir.

Tablo 3.2. Tek solitary dalganin —40<x<240 araliginda p=4 i¢in degismezi ve
dalganin hata normlari

h=16 . L, x10° L, x10°
t=1 13.5736473 8.40940 4.09076
t=5 13.5549680 17.44637 7.88485
t=10 13.5725435 31.25806 1185995
h=1.0
t=1 13.5658554 0.17182 0.09781
t=5 13.5658605 0.25653 0.12195
t=10 13.5658562 0.39970 0.18451
h=0.8
t=1 13.5658560 0.07310 0.04803
t=5 13.5658560 0.12211 0.05817
t=10 13.5658560 0.20207 0.09192
[11] t=10 13.5656656 154.3 58.39
[35] t=10 13.5637615 1.684 0.7812
h=0.7
t=1 13.5658553 0.04322 0.02816
t=5 13.5658553 0.06912 0.03244
t=10 13.5658553 0.11088 0.05002
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Tablo 3.2 den h=0.8 i¢in yontemimiz ile elde edilen hata normlarinin degerlerinin
diger yontemlere gore daha iyi oldugu ve |. degismezinin baslangic degerine gore
degisiminin h=1.61i¢in 1.10x10™° ve h=1.0icin 8x10”" iken h=0.8 ve 0.7 i¢in sifir
oldugu goriliir. Ayrica yine tablodan L, ve L hata normlarinin oldukga kiigiik oldugu
goriilmektedir. Dolayisiyla yontemimizin verilen problem i¢in olduk¢a uygun oldugu

soylenebilir. t=1,2,3,...,10 zaman adimlarinda h=0.8 ve At=0.005 igin tek solitary

dalganin davranist Sekil 3.3 de gosterilmistir. Sekilden anlasildigi gibi artan zaman
adimlarinda tek solitary dalganin genligini ve seklini koruyarak saga dogru sabit bir
hizla ilerledigi goriliir. t =0 zamaninda, X =0 konumunda dalganin genligi 1.5529458
iken t=10 zamaninda x=14.4 konumunda dalganin genligi 1.5528307 olarak

bulunur. t=0 ve t=10 zamanlarindaki genlikler arasindaki mutlak fark 1.15x10™*
olup aradaki fark oldukca kiigiiktiir. Tam ve sayisal ¢ozlimler arasindaki hatalari

gostermek i¢in t=1,2,3,...,10 zamanlarindaki hata dagilimlar1 Sekil 3.4 de verilmistir.

Sekilden maksimum hatalarm 1x10™ — 6x10™ arahiginda oldugu goriiliir.

U(xt)

T T T 1
-40 0 40 80 120 160 200 240

Sekil 3.3. t=12,3, ..... ,10 zaman adimlarinda At =0.005, p=4, ve h=0.8 i¢in tek
solitary dalganin davranisi
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6.0x10°
4.0x10*

2.0x10°

0.0 -

-2.0x10° 4
-4.0x10°
-6.0x10°

-8.0x10°

-1.0x10™ 4

T T T 1
-40 0 40 80 120 160 200 240

Sekil 34. t=1, 2, 3, .. zamanindaki At=0.005,p=4, veé h=0.8 icin hata
dagilimlar

4. BOLUM

SONUCLAR

Bu ¢alisma bahsedilen konulara ilgi duyanlar i¢in bir basvuru niteligi tasimaktadir.

Bu calismada, g6z oniine alinan [5] ve [22] refanslarinda da belirtildigi gibi dogrusal
olmayan modifiye edilmis Kawahara ve genellestirilmis Rosenau-Kawahara-RLW
denklemlerinin sayisal ¢oziimleri igin septik B-spline kollokasyon sonlu elemanlar
metodu basariyla uygulanmistir. Her bir denklem i¢in yontemin kararlilik analizi

yapilmis ve yontemin sartsiz kararli oldugu goriilmiistiir. Kullanilan yontemin yeterliligi

ve etkinligi her iki denklem igin L,, L, hata normlari ile modifiye edilmis Kawahara

denklemi i¢in Il, ¥ degismezleri ve genellestirilmis Rosenau-Kawahara-RIw denklemi
icin ise |; ile belirtilen degismez hesaplanarak gosterilmistir. Hesaplanan degerler,

tablolar ve grafikler ile verilmistir. Tablolara bakildiginda bulunan degerlerin yeterince

kiigiik ve literatiirdeki sonuclarla uyumlu bazi durumlarda da daha iyi oldugu

sOylenebilir. Boylece tezde ele alinan yontemin modifiye edilmis Kawahara ve

genellestirilmis Rosenau-Kawahara-RLW denklemleri gibi 6nemli ve fiziksel olarak
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genis uygulama alanlarina sahip olan kismi diferansiyel denklemlerine de kolayca

uygulanabilecegini sdyleyebiliriz.
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