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TESEKKUR
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Aras’a, teknik yardimlarindan dolay1 Nevsehir Hac1 Bektas Veli Universitesi Matematik
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Bu tezin temel amaci 4-parametreli genellestirilmis Fibonacci ve 4-parametreli
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1. BOLUM

1.1.Giris

Hayati hakkinda, kendi kaleme almis oldugu matematik yazilari haricinde ¢ok fazla bilgi
bulunamayan Leonardo Fibonacci, XIII. yiizyillda yasamis bir Italyan matematik¢idir.
Cocuk denilecek yaslardayken Kuzey Afrika’ya giden Fibonacci ve orada gliniimiizde
kullanilmakta olan “0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,” rakamlarina yonelik bilgiler edinmistir.
Fibonacci 6grenmis oldugu bu bilgiyi “Liber Abaci” isimli kitabinda Avrupa’ya
tanitmistir. Boylece Fibonacci “Matematigi Araplardan alip Avrupa’ya aktaran kisi”

olarak taninmustir [1].

Leonardo Fibonacci, 6zgiin bir teori gelistirmistir. “Fibonacci Sayilar1” olarak
isimlendirilen bu teori sonucu ortaya ¢ikan sayilara bagli olarak “Altin Oran’
hesaplanmigtir. Nitekim fen bilimlerinde altin oranin kullanildigi bir¢ok calisma
yapilmistir [3,19,24,26]. Fibonacci, Liber Abaci isimli yapitinda, kendinden sonraki
matematikgilerin Altin Oran’1 anlamalar1 adina anahtar niteliginde olan matematiksel bir
bulmaca ortaya koymustur [29]. Bu bulmaca Liber Abaci’de yer alan pek ¢cok problemden
birisi olup, tavsan iiretme gibi ilk bakista matematik ile ¢ok fazla ilgisi olmadig
diisiiniilen bir konuya iligkindir. Her terimi, kendisinden dnceki iki terimin toplami olarak
hesaplanan 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21... say1 dizisi “Fibonacci Say1r Dizisi” olarak

bilinmektedir. S6z konusu bu sayilarin her biri Fibonacci Sayisi olarak adlandirilir ve .

Fibonacci Sayist £ ile gosterilmektedir. Bu say1 dizisi bir tavsan problemi sonucunda
meydana gelmistir.

Bu problem, eriskin bir ¢ift tavsanin her ay icin yeni bir yavru ¢ifti verdigi ve de yeni
dogmus olan bir ¢iftin, bir ay zarfinda tam ergenlige ulastiklar1 varsayimiyla, bir tavsan

ciftinden bagslaylp bir senede olusan toplam tavsan c¢ifti sayisin1 sormaktadir.

Fibonacci’ye ait bu problem asagidaki bigimde 6zetlenebilir.
1. Ocak aymin ilk giinii, kapali bir alanda bir ¢ift tavsan bulunmaktadir.

ii. Bu ¢ift subat aymnn ilk gilinli ve sonrasinda gelen her ayn ilk giiniinde bir ¢ift tavsan

diinyaya getirmektedir.



iii. Her yeni ¢ift, bir ay igerisinde olgunlastigi, dmriiniin ti¢lincli ayindan itibaren her ayin
ilk giinii bir ¢ift diinyaya getirdigi ve hi¢ tavsanin 6lmedigi kabul edilir.
Bu mantik dahilinde hareket edildiginde 1, 1,2, 3, 5, 8, 13,21, 34, 55, 89, 144, ... seklinde

say1 dizisi elde edilecektir. Bu dizinin terimlerinin ¢ok basit bir kurala dayanarak olustugu

goriilebilir. Bu kural “Ilk ikisi disinda her say1 kendinden once gelen iki saymim

toplamindan olusmaktadir” seklinde ifade edilebilir. Bu ise £{=lve F =2verildiginde

daha sonra gelen tiim terimlerin bulunabilmesini saglayan [, =F  +F ,rekiirans

bagintisidir.

Dizinin terimleri arasinda bu kadar rahat goriilmeyen fakat bundan c¢ok daha ilging
matematiksel iliskiler bulunmaktadir. Bu iliskilerden birisi daha 6nce de ifade edildigi
gibi altin orandir. Her Fibonacci sayist kendisinden dnce gelen ardisigina boliindiiglinde

“altin oran” sayisimna yakimnsar[11]. x*-x-1=0 kuadratik denkleminin kokleri

a_1+J§ 1-+5

> ve a= > seklindedir. Burada , pozitif kokiine altin oran denir [19].

"Altin oran" terimi (Almanca, goldener Schnitt veya der goldene Schnitt) ilk olarak

Martin Ohm tarafindan, Die Reine Elementar-Mathematik adli ders kitabinin 1835 yil1 2.
baskisinda kullanilmistir. Bu terimin Ingilizce'de bilinen ilk kullanimi, Encyclopedia
Britannica'nin 9. baskisindaki James Sulley'in 1875 tarihli makalesinde yer almaktadir.

Phi sembolii "(p)", Mark Barr tarafindan ilk kez 20. yiizyilin baslarinda Yunan
heykeltiras Phidias'in (yaklasik MO 490-430) anismna kullanilmistir. Benzer sekilde,

alternatif gosterim tau, Yunanca'nin bir kisaltmasidir ve “kesmek” anlamina gelmektedir
[28]. Altin oran birgok farkli alanda kullanilmistir. Giinliik hayatta kullandigimiz binlerce
dikdortgen iginde altin dikdortgeni gorebiliriz. Altin dikddrtgenin géze hos goriinen bir
cekiciligi vardir ve sanat insanlari bunu hala tartigmaktadir. Altin dikdortgenin giderek
kiiciilen dikdortgenlerinin koseleri ve merkezleri sirasiyla birlestirilse altin sarmal elde

edilir.[1]

Bu ¢aligmada yalnizca Fibonacci sayilari igin degil, Padovan, Jacobsthal, Pell ve Lucas

sayilart da dahil olmak iizere bazi iyi bilinen tamsay1 dizilerini ayn1 anda genellestiren

yeni bir dort parametreli dizi tamitilmistir. Dort parametreli dizi olan Fr’ J(k,n):



E’v (k,n)= rFr’;S (k,n—i)+ SE,I;S (k,n—Fk) uygun baslangi¢ kosullariyla rekiirans bagintisi

tanimlanir.

Calismada ayrica Lucas sayilari da L, tanitilmugtr:
L (k,n)y=r"" {(k —1)sF! (k,n—k—(k=1i)+F' (k,n(k - l)i}

F (k,n) ve L (k,n) *de i=r=s=1 ve k = 2 igin srastyla F, ve L, sayilar elde

edilmistir.

1.2. Amac¢ ve Kapsam

Bu c¢alismanin temel amaci, Da Silva ve arkadaslarinin “On a four -parameter
generalization of some special sequences” isimli ¢alismasi detayli bir sekilde
incelemektir. Bu tezde oncelikle Da Silva ve arkadaslarinin tanimlamis olduklari 4-
parametreli genellestirilmis Fibonacci ve 4-parametreli genellestirilmis Lucas dizileri
verilmis ve bazi 6zellikleri doseme teknigi ile agiklanmistir ve literatiirde yer alan bu
tanimlanmis olan dizilerin 6zel halleri ile ilgili yeni 6zdeslikler de verilmistir. Son olarak
elemanlar1 4-parametreli genellestirilmis Fibonacci sayilari olan matris tanimlanmig ve

bu matrisin bazi temel 6zellikleri incelenmistir.

1.3. Kaynak Arastirmasi

Bu kisimda tez igerisinde kullanilan ¢alismalarla ilgili bilgiler verilecektir.

Weger (1997), “ Padua and Pisa are exponentially far apart’” ¢aligmasinda Padovan ve
Fibonacci sayilan ile iligkili Ian Stewart tarafindan sorulan soru cevaplandirilmistir,
ayrica Padovan ve Fibonacci sayilar1 arasindaki fark ve negatif indisli artan Padovan

sayilari lizerine sonuglar verilmistir.[10].

Sergio Falcon ve Algen Plaza (2007), “On the fibonacci A-numbers’’isimli
caligmalarinda, hem klasik Fibonacci hem de klasik Lucas dizilerinin genellemesi olan
bir genel Fibonacci dizisi tanimlamislardir. Iyi bilinen (4TLE) paylasimi yonteminde
kullanilan iki geometriksel uygulama iizerinde ¢alisma yaparken k-fibonacci sayilarini
bulmusglardir. Ayrica bu sayilarin ¢ogu 6zellikleri elemanter yollarla olusturulan matrisi

kullanarak elde etmislerdir.[13]



Kocer ve Ark. (2009), “On the m—extension of the Fibonacci and Lucas p—numbers*

isimli  ¢alismalarinda Fibonacci ve Lucas p—sayilarinin  ,, - genislemesini
tanimlamiglar ve p ve m’nin 6zel degerleri i¢in sirastyla p =1 ve m =1 i¢in bilinen
Fibonacci ve Lucas sayilarini, p =1 ve m=2 igin Pell ve Pell-Lucas sayilarmi, m =1
icin Fibonacci ve Lucas p-sayilarini, p =1 igin Fibonacci , - sayilarmni, m=2ig¢in Pell
ve Pell Lucas p —sayilarini elde etmislerdir. Daha sonra genellestirilmis Binet formiiliini

kullanarak Fibonacci ve Lucas p-sayilarinin m-geniglemesinin siirekli fonksiyonlarim

elde etmislerdir [23].

Edson ve Yayenie (2009), “ A new generalization of Fibonacci sequence and extended
Binet’s formula“ isimli ¢alismalarinda iki periyotlu Fibonacci dizilerini tanimlamislardir.
Ayrica ¢alisma kapsaminda s6z konusu bu dizilere ait Binet formiiliinii ve lreteg
fonksiyonlarin1 ele alarak Cassini, Catalan ve d’Ocagne gibi temel ozellikleri ele
almiglardir. Calismada Binet formiillerin kullanilarak binom katsayilarini igeren toplam

formiilleri de elde edilmistir. [12]

Tasci ve Firengiz (2010), “Incomplete Fibonacci and Lucas p—numbers” isimli
calismalarinda tamamlanmamis Fibonacci p—sayilart ve tamamlanmamis Lucas
p—sayilarim1 tanimlamiglardir. Bunun yanmi sira bu dizilere ait 6zelliklere deginerek
rekiirans baglantilarini ele almiglardir. Ayrica tamamlanmamis Fibonacci p—sayilar ve

tamamlanmamis Lucas p—sayilar1 arasindaki bazi1 baglantilar1 ortaya koymuslardir [34].

Yazlik ve Ark.(2011), ”The Generalized (s,¢)-Sequence and its matrix sequence” isimli
caligmalarinda (s,2)-Fibonacci ve (s,7)-Lucas sayilarinin ayn1 zamanda genellemesi olan
yeni bir dizi tanimlamislardir daha sonra bunu kullanarak genellestirilmis (s,¢)-matris
dizilerini kurmuglardir. Son olarak (s,¢)-Fibonacci ve (s,¢)-Lucas ve bunlarin
genellemeleri olan genellestirilmis (s,7)-matris dizileri arasinda bazi 6nemli iligkiler

bulmuslardir.

Falcon (2011), “On the k—Lucas numbers” isimli ¢aligmasinda k-Fibonacci sayisinin 6zel
bir kareler dizisinden dogal bir yolla k-Lucas dizilerini elde etmistir. Daha sonra k-Lucas
sayilarmin 6zelliklerini ¢alismis ve k-Fibonacci sayilariyla iligkili olan baz1 6zellikleri de
ispat etmistir. k-Fibonacci sayilarinda oldugu gibi k-Lucas sayilar1 da pek ¢ok 6zelliklere

sahip olup bunlarin ¢ogunu da Binet formiiliinden yararlanarak ispat etmistir [14].



Gulec ve Ark. (2013), “A new approach to generalized Fibonacci and Lucas numbers
with binomial coefficients isimli caligmalarinda genellestirilmis Fibonacci sayilarini
kullanarak, Fibonacci ve Lucas sayilarim1 elde etmislerdir. Ayrica, binom katsayili
genellestirilmis Fibonacci sayilarinin bazi yeni o6zelliklerinin yeni bir yolla elde

etmislerdir [18].

Wloch ve Ark. (2013), “On a new type of distance Fibonacci numbers® isimli
caligmalarinda, mesafe kavramu ele alinarak Fibonacci sayilarinin yeni bir genellemesini
tanimlamiglardir. Bu genelleme, mesafeli Fibonacci sayilari ve mesafeli Lucas sayilartyla
iliskilidir. Ayrica negatif indisli terimlere sahip bu dizinin baz1 temel 6zellikleri graflar

yardimiyla yorumlanmig ve elde edilmistir.[21]

Uslu ve Uygun (2013), “The (s,¢)-Jacobsthal and (s,¢z)-Jacobsthal-Lucas Matrix
Sequences’’ isimli ¢aligmalarinda (S, t ) -Jacobsthal ve (S,t ) —Jacobsthal Lucas matris
dizilerini tanimlamislardir ve bu matris dizilerinin 6zelliklerini elde etmislerdir [35].
Nazmiye Yilmaz Tagkara (2013),”Matrix sequences in terms of padovan and perrin
numbers” isimli ¢alismalarinda elemanlar1 padovan ve perrin sayilari olan matris
dizilerini tanimlamiglardir. Bu yeni matris dizilerinin matris 6zellikleri dikkate alinarak

Padovan ve Perrin sayilariyla ilgili yeni esitlikler elde etmislerdir. Ayrica Padovan ve

Perrin matris dizileri arasinda bazi 6nemli esitlikler elde etmislerdir [41].

Sergio Falcon (2014), “Generalized (k,r)-Fibonacci Numbers* isimli ¢alismasinda bir
rekiirans bagintisiyla sayilar arasindaki bir mesafenin tanimindan yola ¢ikarak &-
fibonacci sayilarinin yeni bir ¢esidini elde etmistir. Bu verilen dizi sadece k dogal sayisina
bagli degil, ayn1 zamanda yeni bir “7* parametresine de baglidir. Son olarak bu sayilarin

cesitli 6zellikleri de ¢alisilmistir. [15]

Amdeberhan ve Ark. (2014), “Generalized Fibonacci Polynomials and Fibonomial

Coefficients* isimli ¢aligmalarinda Genellestirilmis Fibonacci polinomlari ve Fibonomial

katsayilarini ¢alismiglardir. n > 2 ve herhangi iki s, ¢ degiskenleri igin{O} =0 ve {1} =1

olmak {izere {n} =S {n - 1} +t {n - 2} rekiirans bagintisi ile {n} polinomlar1 verilmistir.

Daha sonra {n} !:{1} {2} . {n} olmak ftizere {Z} = {n—}' tanimlanmistir. Bu

K {n—k)!

oranlar s, degiskenlerinin polinomlaridir ve 6zel durumlar1 iyi bilinen binomial
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katsayilari, fibonomial katsayilar1 ve g-binomial katsayilarini verir. Ayrica onlarin temel

baz1 6zellikleri de gosterilmistir. Son olarak da katalan sayilar1 da ¢alisilmistir.[2]

Bilgici (2014), “Two generalizations of Lucas sequence® isimli ¢caligmasinda¢ = 2 ve

bt ,+1, ,, nciftise

rekiirans  bagintisiyla
al, ,+1

¢, =a baslangic kosullu /7 :{
ntekise

n-22
genellestirilmis Lucas dizisini tanimlamistir, bu dizinin baz1 6zelliklerini elde etmis ve
Edson ve Yayanie tarafindan tanimlanan genellestirilmis Fibonacci dizisi ve bu dizi

arasindaki bazi iligkileri vermistir. [7].

Ramirez ve Sirvent (2015), “A note on the k-Narayana sequence® isimli ¢aligsmalarinda,
rekiirans bagintilar1 bu sayilarin kombinatoriyel ozelliklerini ve bu sayilarin ilk »
terimlerinin toplaminin kombinatoriyel 6zelliklerini ¢calismislardir. Ayrica k-Narayana
dizisi ve kivrilmis k-Narayana dizisi ile Hessenberg matrislerinin bir tipinin determinant

ve permanentsleri arasindaki iliskileri de vermislerdir [31].

Ramirez (2015), “Matrices and the generalized Fibonacci-Narayana sequence® isimli
calismasinda genellestirilmis Fibonacci-Narayana dizisini tanimlamislardir daha sonra
ist Hessenberg matrisinin bir tipinin determinantlart permanentleri ve genellestirilmis

Fibonacci-Narayana dizileri arasindaki bazi iligkileri elde etmislerdir [30].

Yazlik ve Ark. (2018), “A new generalization of Fibonacci and Lucas p—numbers” isimli
caligsmalarinda yeni bir genellestirilmis Fibonacci p — say1 dizisi ve Lucas p — say1 dizisi
tanimlayarak bu say1 dizilerinin Binet formiilii ve baz1 esitliklerini ortaya koymusladir

[40].

Uygun ve Timbas (2018), “Generalized k-Jacobsthal Sequence® isimli ¢aligmalarinda
ikinci mertebeden yeni bir genellestirilmis Jacobsthal dizisi tanimlamislar ve bu dizinin

Binet formiiliinii, iirete¢ fonksiyonunu ve bazi 6zelliklerini ortaya koymuslardir [36].



2. BOLUM

Bu boliimde tez icerisinde kullanilacak olan genel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

2.1. Say1 Dizileri ile Tlgili Temel Kavramlar
Tamm 2.1.1 ([24]). [y = 0, I =1 baslangig kosullar1 ve n>2 tamsayilari i¢in

F=F +F, (2.1)

seklinde tanimlanan {Fn }::O dizisine Fibonacci dizisi denir. Esitlik (2.1) sabit katsayil1 2.

mertebeden bir lineer fark denklemidir. Bu fark denklemine ait karakteristik denklem

A? — 2 —1=0 seklindedir. Karakteristik denkleme ait kokler ise sirasiyla

1++/5 1-+/5

A= 5 Ve A IT' dir. Fibonacci sayisinin 7. terimi igin Binet formiilii,
n _ln
FeSE @)
2

bicimindedir. Fibonacci dizisinin iirete¢ fonksiyonu ise,

1 ) 1 0
Zﬂx” =—— seklindedir. Ote yandan Qz{1 0} olmak lizere Q matrisinin n.
—-X—X

F

n n—1

. . . F, F, e
kuvveti elemanlar1 Fibonacci sayilari olan Q" ={ b }matrlsml uretir.

Tamim 2.1.2 ([24]). L, =2, L, =1 baslangi¢ kosullar1 ve n>2 tamsay1 olmak iizere,

L =L +L,, (2.3)

1++/5 1-+/5

ve Jy =

ile tanimlanan {Lh}neNsayl dizisine Lucas say1 dizisi denir. A4, =

2
olmak {izere Lucas sayilarina ait Binet formiili,
L=4"+4 (2.4)
bicimindedir. Ayrica Lucas dizisine ait iirete¢ fonksiyonu ise,
= . 2—x
prs I-x—x

. L
seklindedir. Esitlik (2.4)’ten lim L”“ = A, oldugu kolayca goriilir. Burada A, altin

orandir.



Tamm 2.1.3 ([17]). P(0) = P(1) = P(2) =1 baslangi¢ kosullar1 ve n > 3 tamsayilar1 i¢in
P(n)=P(n-2)+P(n-3) (2.6)

ile tanimlanan {P (n)}neN dizisine Padovan dizisi denir. Padovan dizisinin ilk birkag terimi

1,1,1,2,2,3,4,5,7,9, 12,16, 21, 28, ... seklindedir. Ote yandan P = olmak

— O O

1
0
1

S = O

tizere P matrisinin n.  kuvveti, elemanlar1 Padovan  sayilar1  olan

P(n-5) P(n-3) P(n-4)
P'=|P(n—4) P(n-2) P(n-3) | matrisini iiretir. [17]
P(n-3) Pn-1) Pn-2)

Tamm 2.1.4. ([24]). J, =0, J;=1 baslangic kosullar: ve 7n>2 kosulunu saglayan

tamsayilar olmak iizere,

J, = +2,, (2.7)

rekiirans bagintisi ile verilen {Jn} dizisine Jacobsthal say1 dizisi denir. Sirasiyla

neN

n=0,1,2,3,... i¢in Jacobsthal sayilar1 0, 1, 1, 3, 5, 11, 21,... seklinde devam eder.

Jacobsthal dizisinin rekiirans bagintisina ait karakteristik denklem 7> -r-2=0

seklindedir. Karakteristik denkleme ait kokler ise ¢ =2vegp =-1 olup Jacobsthal

sayisinin Binet formiilii,

g == (2.8)
¢
dir. Ayrica Jacobsthal dizisinin iirete¢ fonksiyonu ise,
- x
JX'=— 29
;:‘ ! 1-x—2x° 29)

bi¢iminde yazilir.
Tamm 2.1.5. ([24]). =0 ve E =1 baslangi¢ kosullar1 ve n > 2 icin kosulunu saglayan

tamsayilar olmak iizere,

b =2F,+F, (2.10)



rekiirans bagintisi ile verilen {IZ}%N seklindeki tamsay1 dizisine Pell say1 dizisi denir.
Esitlik (2.10)’un karakteristik denklemi »*—-2r—-1=0 bi¢imindedir. Karakteristik

denkleme ait kokler sirast ile ¥ =1+\/§ ve §=1-+/2"dir. n. Pell sayis1 igin Binet

formiilii
ﬂn _5”
P = 2.11
=TS @.11)
seklindedir. Ayrica Pell dizisinin tirete¢ fonksiyonu ise;
— 2.12
Z(; 1 2x—x° @12)

seklinde ifade edilir.
Tamm 2.1.6 ([32]).1 < k < nigin

u(n, k) = 1(%) (knlj (2.13)

bagintisi ile tanimlanan u (n, k ) dizisine Narayana dizisi denir. Narayana sayilarinin ilk

8 terimi Tablo 1’de verilmistir.

Tablo 2.1. Narayana Sayilari

K 1 2 3 4 5 6 7 8
N

1 1

2 1 1

3 1 3 1

4 1 6 6 1

5 1 10 20 10 1

6 1 15 50 50 15 1

7 1 21 105 175 105 21 1

8 1 28 196 490 490 196 28 1

Tanim 2.1.7 ([24]). a ve b herhangi reel sayilar olmak iizere, G, =a, G =D, baslangic

kosullar1t ve n > 2 kosulunu saglayan tam sayilar olmak lizere,

G =G +G,, (2.14)

seklinde tanimlanan {Gn}neN dizisine genellestirilmis Fibonacci dizisi denir.
Genellestirilmis Fibonacci dizisinin ilk birka¢ terimi a, b, a+ b, a+2, 2b+3b, 3a+5b, ...

9



seklindedir.

Tamm 2.1.8 ([13]). k,n, k>1 ve n>2 kosullarim1 saglayan birer tamsay1

E{,O =0 Ec,l =1 baslangig kosullar1 olmak iizere,
Ec,n = kF;c,n—l + Fl'c,n72 (2 1 5)
bagintisini saglayan {E"”}neN dizisine k-Fibonacci dizisi denir.

k-Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi »* —kr—1=0 bigimindedir. Karakteristik

k+Nk +4 k—k*+4

denkleme ait kokler 7 = BT 4 ve r, = oy | seklindedir. k-Fibonacci sayisi
.. - - ry-=rn .
i¢in Binet formiilii F, | = dir.

’ h=r

Tamm 2.1.9 ([14]) k,n, k=1 ve n=2 kosullarin1 saglayan birer tamsay1 l%,o =2ve

L, =k baslangig kosullar1 olmak iizere,

l?f,n = kl?(,n—l +l7f,n—2 (2 1 6)

bagntisi ile tanimlanan {Lk n} , dizisine k-Lucas dizisi denir.
> ne

k+\NkK +4 k—k +4

n. k-Lucas sayisi i¢in Binet formiilii # :T ve 1, :T 1se,
L., =r"+r (2.17)
dir.

Tamm 2.1.10 ([55]). k,n, k>1 ve n>2 kosullarmi saglayan birer tamsayi

B(,O =0ve B{,l =1 baslangi¢ kosullar1 olmak tiizere,
Bc,n+1 = 2B€,n +kB€,n—1 (2 1 8)

bagintisini saglayan (Pk,n) . dizisine £-Pell dizisi denir.

10



Tanmm  2.1.11 ([27]) . k>1ven>2kosullarm1  saglayan birer tamsayi

Jo=0ve J =1 baslangi¢ kosullari olmak iizere n>1 igin
Jk,n+l = k]k,n +Jk,n—l (2 1 9)
bagintisiyla tanimlanan {J k)n} . dizisine k-Jacobsthall dizisi denir.

Tanim 2.1.12 ([35]) k,n, k=1 ve n2=2 kosullarini saglayan birer tamsay1 a ve b birer

reel say1 G, =a ve G, ; =b baslangig kosullart olmak iizere,
Gk,n = ka,n% +Gk,n72 (220)

bagmtisint saglayan {Gk,n} NdiZisine Genellestirilmis k-Fibonacci ve k-Lucas dizisi

denir.

Tamm 2.1.13 ([14]) n>2 kosulunu saglayan bir tamsay1 s ve ¢ iki degisken olmak

lizere {0}” =0, {l}s . =1 baslangi¢ kosullarini saglayan

{n}”:s{n—l}“-i—t{n—Z}” (2.21)
polinomuna genellestirmis fibonacci polinomu denir.

Tanmmm 2.1.14 ([38]). £>0 ve f(k) ve g(k) k’nin skaler degerli polinomlar1 ve

f? (k) +4g(k) >0 H=ave H = b baslangig kosullar1 olmak iizere,
Hk,n :f(k)Hk,n—l +g(k)Hk,n—2 (222)

bagintisi ile tanimlanan Hk’n dizisine genellestirilmis k~~-Horodam dizisi denir.

Tanim 2.1.15 ([12]). a ve b 0’dan farkli herhangi iki reel say1 ve n > 2 kosulunu saglayan

bir tamsay1 ¢, =0 ve g, =1 baslangi¢ kosullari olmak iizere,

(2.23)

aq,,,+q,, n=0(mod2)
ez = bq,, +q,, n=1(mod2)

11



bagintisi ile tanimlanan {qn}neN dizisine 2-periyotlu Fibonacci dizisi denir. 2-periyotlu

Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi x> — abx — ab = 0 * dir. Karakteristik denkleme

272 _ 272 . . .
ait kokler o =92% “azb S CLA L “azb +44b - i, f(m):m—2{%A‘ ise n. iki

periyotlu Fibonacci sayisi i¢in Binet formiilii

1-&(n) n_ pn
g = [E P i, (2.24)
abH a-p

Tanmm 2.1.16 ([7]). a ve b sifirdan farkli herhangi iki reel say1 ve n>2 kosulunu

saglayan birer tamsay1 ¢, =2 ve £, =a baslangi¢ kosullar1 olmak iizere,

0(mod?2)
1(mod2)

n+2

2.25
al +{, , n (2.23)

n+l

{bﬁm +0 , n

bagintisi ile tanimlanan {ﬁn}neN dizisine 2-periyotlu Lucas dizisi denir. n. iki periyotlu

[ 272 [ 272
Lucas dizisi i¢in « = ab+ azb tdab e B= ab - azb *44b y arakteristik denkleme ait

kokler olmak tizere, iki periyotlu Lucas sayisi i¢in Binet formiilii

250
i (2.26)

n n+l

abLT
dir.
Tanmmm 2.1.17 ([32]). p,n,p>0ve n> p+1 kosullarin1 saglayan birer tamsay1 ve

F, (O) =0 F, (1) =1F, (2) =2,..,F, (p) =1 baslangi¢ kosullar1 olmak iizere,

F (n)=F,(n-1)+F,(n—p-1) neN (2.27)

P
bagintistyla tanimlanan diziye Fibonacci p-dizisi denir.
Tanmmm 2.1.18 ([23]).p,n.,p>0ve n>p+1 kosullarmi saglayan birer tamsayi

L(1)=1,L (2)=]uL

, () =1 baslangi¢ kosullart olmak iizere,

12



L, (n)=L,(n-1)+L,(n-p-1), neN (2.28)

y4

bagintisiyla tanimlanan diziye Lucas p-dizisi denir.
Tamm 2.1.19 ([39]). m,p, m>0 p>Oven> p+1kosullarm saglayan birer tamsay

F (O) =0F,, (1) =LF (2) =m,.....F (p) =m”"  baslangic kosullari olmak

p,m p.m T pm
lizere,
E,  (n)=mF,, (n=1)+F, (n-p-1)=0,neN (2.29)

bagintisiyla tanimlanan diziye m-genisletilmis Fibonacci p-dizisi denir.

Tamm 2.1.20 ([39]) m,p, m>0 p>0ve n> p+1

L (O) = p+1,LP,m (1) =m,L,, (2) =m’,...,L (p) =m" baslangic kosullar1 olmak

o LA
lizere,
L, (n)=mL, (n-1)+L,, (n—p-1)=0,neN (2.30)

bagintistyla tanimlanan diziye m-genisletilmis Lucas p-dizisi denir.

Tanmm 2.1.21 ([44]) .p,n,p>0ven> p+1kosullarini saglayan birer tamsay1 ve a ve b

pozitif reel sayilari i¢in f, =0, f,=1,f,=a,..... f, = aHliiJ baslangi¢c kosullar

olmak tizere,

0(mod?2)

1(mod?2) 31)

a n-1 + f;"l—p—l’ n
.=
bf;z—l + n—p-1° n

bagintisiyla tanimlanan { fn}neN diziye genellestirilmis Fibonacci p-dizisi denir.

Tamm 2.1.22 ([44]) p,np>0ven> p+1kosullarini saglayan birer tamsay1 ve a ve b

2

prl
pozitif reel sayilarolsun. ¢, = p+1,¢, =a,l, =ab,.....0 = a{ J bLJ baslangi¢ kosullar1

olmak tizere,

13



0(mod2)

/g =
! 1(mod2)

bl +0 ., n
{ Lo (2.32)

al,  +/1

n—p-1° n

bagintistyla tanimlanan {ﬁn}neN dizisine genellestirilmis Lucas p-dizisi denir.

Tamm 2.1.23 ([28]) k,n,r, k>1,n>0,r>1kosullarin1 saglayan birer tamsay1 ve

F, (1) =k disinda n=0,1,2,......r —1igin £, (r) =1 baslangi¢ kosullar1 olmak lizere,
nzr igin

By, (r)=hkE, (1) F, (1) 2.3
bagintistyla tanimlanan £, , (r) dizisine (k,r)-Fibonacci dizisi denir.

Tamm 2.1.24 ([13]) k,n, k>2ven>0 kosullarim1 saglayan birer tamsayi olsun.
0<n<k-liginF, (k, n) =1 baslangi¢ kosullarimi saglayan n>k igin

F,(k,n)=F,(k,n—k+1)+F, (k,n—k) (2.34)
bagintisiyla tanimlanan £ (k, n) dizisine mesafeli Fibonacci dizisi denir.

Tamim 2.1.25 ([13]) . k,n,k >1ve n>2 kosullarini saglayan birer tamsay1 olmak iizere,

i=0,1,....k—1 icin Fz(k,i)=l baslangi¢  kosulunu saglayan n2>k ig¢in

F,(k,n)=F,(k,n=2)+F,(k,n—k) (2.35)

dizisine (2, k) —mesafeli Fibonacci dizisi denir.

14



BOLUM 3

Bu boliimde [9]” de verilen Silva ve ark. 2018 yilinda yapmis oldugu “On a four-
parameter generaliztion of some special sequence” isimli ¢alismasindaki 4-parametreli
genellestirilmis Fibonacci dizisi ve 4-parametreli genellestirilmis Lucas dizileri

tanimlanmis ve bazi 6zellikleri doseme teknigi ile aciklanmustir.

3.1 4-Parametreli Genellestirilmis Fibonacci Dizileri ve 4-Parametreli
Genellestirilmis Lucas Dizileri

Tanmm 3.1.1 i, k,»,s > 0 ve n > —1 kosullarin1 saglayan tamsayilar, baslangi¢ kosullar1

r{n%lJ,iSkven =-1,0,1,...k -2

F! (k.n)= 3.1)

s{%J,k<i ve n=-1,0,1,....i —2
ve F;’;S(k,n):rF;’;s (k,n—i)+SF;’;S(k,n—k), anax{k,i}—l rekiirans bagntist ile

tanimlanan F' (k,n) reel say1 dizisine 4-parametreli genellestirilmis Fibonacci dizisi

r,s

denir.

Tanim 3.1.2 i, k,r,s >1 ve n > —1 kosullarini saglayan tamsayilar, baslangi¢ kosullar

F' (k,n) 1=0,12,... k=2

Li,s (k,n) = V—HJ

Fl (ko) =rt " n =k =1,k + (k=1)i-2
ve k> i ve n>k+(k-1)i—1 icin
L, (k,n)=r " {(k=1)sF, (k,n—k = (k=1)i)+ F, (k,n = (k =1)i)} (3.2)

rekiirans bagintis1 ile tanmimlanan Lim (k,n)reel sayr dizisine 4-parametreli

genellestirilmis Lucas dizisi denir.

F (k,n) ve L, (k, n) say1 dizileri i, k, r,s *nin farkli degerleri i¢in literatiirde iyi bilinen

bir ¢ok say1 dizisine indirgenebilir. Ornegin Fibonacci dizisi, F:v(k,n) dizisinden iki

farkli yolla elde edilebilir. Tanim 3.1.’deki rekiirans bagmtisindaya r=s=i=1 ve k =2

yada r =5 =k =1 ve i=2 olarak elde edilir.
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Asagida Fr'g (k,n) ve L’Ar’s (k, n) dizilerinden indirgenerek elde edilen dizilerin tablosu

verilmigtir.

Tablo 3.1. F (k,n) ve F (k,n) Dizilerinden Elde Edilen Baz1 Diziler

i i Baslangi¢
F! (k, L' (k,
i k |r .« (kon)veya L', (k,n) Kosullar: Kaynaklar
] 5 Fy(2.n)= Fy(2.-1)=1 | F, n. Fibonacci
FL(2,n-1)+F(2,n-2),n21 F'(2,0)=1 | sayist
L, (2.n)= L, (2,1)=1
2 L(2n-1)+ L, (2,n-2),n>3 L,(2,2)=3 L, n. Lucas sayisi
F; (2,n)= F,(2,-1)=1
122 2F, (2. =1)+ F), (2,n-2),n>1 Fl(2.0)=2 | P mPellsays:
] ) FL(2,n)= Flfz(2,—l):l Jn, n. Jacobsthal
Fl(2,n=-1)+2F,(2,n-2),n>1 F',(2,0)=1 | sayist
5 s 1y Fi(3,n)= Fi(3,n)=1 Pv(n), n.Padovan
F2(3,n-2)+F3(3,n=-3),n22 n=-1,0,1 sayisi
; s 1 F\(3.,n)= F\(3,n)=1 un, n. Narayana
F (3n-1)+F (3,n-3),n>2 n=-1,0,1 sayist [16]
1|41 Fa (dom) = Fii(4n)=1
Fl}l(4,n—1)+Fl}1(4,n—4),n23 n=-1,0,1,2
1 —1)=
; , F!,(2.n)= Fulh (2,-1)=1 b
¢ aF),(2.n=1)+bF), (2.n-2).n 21 o (2.0)=al P, [5]
1
F (2n) - FLG-D=1
8, n 2
S R R N R P ) W (7)., 2
F! (k n)zl
FL (k)= u
N B (kn 1)+ tF (kon—k),n > k—1 n=—L..k=2| J(k5n), (3]
F' (2,n)= F!' (2,-1)=1
] 2 k k,1l( ”l) 1 kl,l( ) Ecn, [13]
kE) (2,n=1)+F} (2,n=2),n>1 Fl(2,0)=k ;
Ry F! (kun) = Ei(km)=1 | K(kn), 27]
F\(k,n=1)+F (k,n—k),n> k-1 n=bsk=2 | p(kn)=F (kn+k-2)
F? (k,n): F? (k,n):l
’ ‘ Fy(k,n).[21
R R B =)z ko p=rt k2 | F2Em 21
FE (ko) =1
Fy (k)=
- ’ =—1l...k-2
kel kN FA (kon—k+1)+ B (kon—k),n > k-1 =, F(k,n) 141
s Fy(2n)= Fk;l(z’n):; E _(r) 15
KE, (2,n=7)+ F/,(2,n=2),n > r—1 =lr= k), 1151
Fkl,l (2.n)= Ry (2-1)=1
2|k KEY (2on— 1)+ 2F), (21— 2).n 2 1 20y | Jenr 22]
F) . (2,n)= F,(2-1)=1
122 2F), (2,n=1)+kF), (2,n=2),n 21 Fl,(2,0)=2 £, 1
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R (en)- Falen) =1

1 ¢ . F]fl (c,n—1)+ Flfl (c,n—c),n >c-1 n:_L"'9C_2 G’ [6]

Asagidaki teorem 4-pararametreli genellestirilmis Lucas dizileri i¢in yeni bir rekurans

bagintis1 verir.

Teorem 3.1.1.k,n,i, k >i ve n= 2k+(k—l)i—1 kosullarini saglayan tamsayilar olmak

uzere,

L (kn)=rL  (kn—i)+sL, (k,n—Fk)

dir.

Ispat. Tanim 3.1.1 ve Tanim 3.1.2 ‘den

L (k,n)=(k=1)r""sE (k,n—k—(k=1)i)+r"F. (k,n—(k—1)i)
=(k=1)r'sF; (k,n—k—(k=1)i—i)+(k=1)r""'s’F (k,n—k—(k—1)i—k)
+*F) (k,n=(k=1)i—i)+r"'sF} (k,n—(k—1)i—k)

ve

L (kn)=(k=1)r"sF (k,n—k—ki)+(k=1)r""s’F (k,n—2k—ki+i)
+'F! (k,n—ki)+r*'sF} (k,n—ki+i—k)

olarak bulunur. Béylece,

L., (kon)=(k=1)r*sE) (kon—i=(k(i+1)=0))+r* F (k,n—i—i(k-1))
+(k=1)r's?F) (kon—k = (k (i+1)i=i))+r*"'sF! (k,n—k = (k=1)i)
= (k,n—i)+sL. (k,n—k)

dir.m

Burada i = » = s=1ve k =2 alinirsa literatiirde iyi bilinen Lucas dizisine indirgenir.
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3.2. Fzs(k,n) ve L"m (k,n) Dizilerinde Kombinatoriksel Yorumlar

Bu bolimde F:v(k,n) ve L"m (k,n) dizileri i¢in ti¢ farkli kombinatoriksel yaklagim

verilmistir. Literatiirde iyi bilinen Benjamin ve Quinn’in, [37], désemeler kullanilarak
Fibonacci sayilarinin yorumuna ilaveten [24]’de dosemeler kullanilarak genellestirilmis
Fibonacci ve genellestirilmis Lucas sayilarinin kombinatoriksel yorumlari bu bdliimde

verilen kombinatoriksel yorumlardan birinin 6zel halleridir.

3.2.1 Doseme Sayisi

Dosemeleri kullanarak kombinatoriksel yorumlar1 gostermek igin,(n+1) -levha olarak
adlandirilan 1><(I'l+1) boyutlu levhalar dikkate alinacaktir. Burada her zaman oldugu gibi

ilk pozisyon en soldaki kare iken, en sagdaki kare (n + 1) .pozisyonu gosterir. (Sekil 3.1°e

bakiniz.)

Levhayr dosemek icin kullanilan pargalar 1x1 boyutlu siyah kareler, 1xi boyutlu
dikdortgenler (i-dikdortgenleri) ve Ixk boyutlu dikdortgenler (k-dikdortgenleri)’ dir.

Burada i-dikdortgenleri ve k-dikdortgenleri sirasiyla » ve s renklerinden biri ile

boyanabilir. Yukaridaki parcalar kullanilarak ﬂ;s(k,n), (n+1) -levhanin ddésemelerin
sayst olsun. Oyle ki siyah kareler sadece ilk min{i,k}—1 pozisyonda bulunabilir. Ote

yandan 71 < max{k, i} —1 olsun. Eger i < k ise —1<n<k—-2oldugundan, bu durumda, -

n+l
dikdortgenini igeren dosemeler bulunmaz. Bu levhaya {—J tane i-dikdortgenler
i
7

dosemeye sahip olunur, yani f' (k,n)= r{ ’ Jolur. Benzer sekilde, eger k <i ise,

ekleyebilirken ve her bir i-dikdortgenleri » farkli sekillerde boyanabilirken »

n+l

n+l

£l (kon)= s{ k J’dlr. Eger anax{k,i}—l ise, biitiin dosemeler ﬂs(k,n)taraflndan

numaralandirilir ve sayilan tiim dosemeler ya bir i-dikdortgen veya k-dikdortgeni ile
bitirilir. Bu son parga kaldirilarak, son pargcanin bir i-dikdortgen veya bir k-dikdortgen

i i

olmasina gore, sirastyla geriye ya bir 77, (k,n - ) yada Sf, (k,n—k) dosemeleri kalir.
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Dolayisiyla f* (k,n):rr’;s(k,n—i)+sﬂ;s(k,n—k)olur. f (k,n) ve F' (k,n) ayni

rekiirans bagintisina sahip ve ayni baslangic kosullarini paylasiyorlarsa Fr's (k,n) i¢in

bir kombinatoriksel yorumu veren asagidaki teorem ispatlanir.

1 2 3 4 5 6 7 8
Sekil 3. 1. Sekiz Parcali Déseme Ornegi

Teorem 3.2.1. 1x1 blok kareleri kullanarak bir (n +1) —levhanin désemelerin sayisi, »

boyalarinin biriyle i-dikdortgenleri ve s boyalarinin biriyle k-dikdortgenleri, 6yle ki siyah

kareler sadece ilk min(i,k) —1 pozisyonlarinda goriilebilir, F;’s (k, n) e esittir.

Ornek 3.2.1. Sekil 2, Teorem 3.2.1.7in kosullar: altinda bir 8-levhanin biitiin ddsemelerini

gosterir. Burada i=2, k =3 ve r=s=1 ve 1. pozisyonda en ¢ok bir siyahin olabilecegine

dikkat edilmelidir. Bu durumda £ (3,7)="7 “dir.

i

Sekil 3. 2. Fl’zl (3, 7) tarafindan sayilan 7 olas1 doseme
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Burada L’A,’S (k,n) sayilar1 son parcalarda bir ek kosullara sahip Teorem 3.2.1°de

tanimlanan ve son parcalar iizerinde ek kosullara sahip olan dosemelerin sayisi olarak

yorumlanabilir.

e Eger k—1<n<k +(k —1) i—2 ise dosemede k-dikdortgenden en az biri vardir.

o Eger n2k+(k—l)i—l ise son k pargalari arasinda en az k-1 tane i-

dikdortgenleri vardir.

Aslinda, n>k+ (k —1) i—1 oldugunda k-1 i-dikdortgenleri ile biten dosemeler
rkilFr ’;S (k, n —(k - 1) I ) ile numaralandirilirken, son k pargalar: bir k-dikdortgeni igerenler,
iki veya tim k-1 i-dikdortgeni arasinda (k - 1) s Fr’? (k, n—k —(k — 1) i ) ile sayilir.

Cinkii  k-dikdortgeni  yerlestirmek i¢in  k—1 tane olast yer vardir. Eger

n+l

k=1<n<k+(k=1)i-2 ise dosemelerin sayisimin F' (k,n)- }l ’ J ile verildigini

2

gormek kolaydir. Clinkli tam olarak 7+ ° --do6semelerinde herhangi bir k-dikdortgeni

bulunmaz.
Fr’;S (k, n) de k=2ve r=s=i=1 alinirsa iyi bilinen Benjamin ve Quinn’in Fibonacci
sayilarinin kombinotoriksel yorumu elde edilir.

3.2.2 Diger Iki Kombinatoriksel Yorum

k>i>1 ve n>i-1 birer tamsay1 X={l,2,...,n+1} ve §={Yt;teT} X’in alt

kiimelerinin ailesi olsun. Oyle ki her Y, # €T ardisik tamsayilar1 icerir ve asagidaki

kosullar1 saglar.
1. |r|e{ik}
2. Eger ‘Yt‘=i ise o zaman Y, elemanlari, r-fark renklerinden biriyle
renklendirilebilir.
3. Eger m=k ise daha sonra Y, elemanlari s-fark renklerinden biriyle
renklendirilebilir.
4. |X\U_Y,|<i-1

20



5. Eger x€X\U_Y ise 0 zaman xe{n+l,n,...,n+3—i} saglarsa

¢ ailesine X’e gore kalan1 en ¢ok i—1olan renk ayrisimi denir. Ozel olarak k=2 ve
r=s=i=1 alinirsa [51] > de verilen Fibonacci dizileri ile ilgili kiime ayrisimina

indirgenebilir.
Teorem 3.2.2. k,n,i, k >i>1ven >i—1 kosullarin1 saglayan tamsayilar olsunlar. X’e

gore kalani en ¢ok 7 —1 olan renk ayrisiminin sayist Fri’s (k, n) e esittir.

Ispat. X = {1, 2,...n+ l} kiimesinde kalani en ¢ok i —1 olan renk ayrigiminin sayisi / (n)

n+l

olsun. Eger n<k—1 ise, 0o zaman E(n):;i i J’d1r. Clinkii |Yt|=i, VteTve Y, r
boyalarindan birine sahip olabilir. Boylece i—1<n<k—1 igin I(n) = Fr’v (k,n)’ dir.
Simdi n>2k—-1 ve ﬁ(n) =i (k,n) olsun. ((n+1) =F (k,n+1) oldugunu gosterelim.
L, (n +1) , X e gore kalan1 en ¢ok i —1 olan biitiin renk ayrisimlarindaki sayis1 olsun dyle
ki {1,2,...,1'} €& vel, (n+1) ’de ve € ayrisiminin sayisi olsun Oyle ki{l,Z,...,k} e& dir.
Eger {1, 2,...,1'} X ’in bir ayrisimina ait ise, 0 zaman {1,2,...,/{} bu ayni ayrigima ait
degildir ve tersi de benzer sekildedir. Buradan / (n+1) =/, (n+1) +7, (n+1) ’dir. Bunun
yani sira £, (n+1) = rﬁ(n+1—i) vel, (n+1) =S€(n+1—k) *dir. Tiimevarim ve (3.1)

rekiirans bagmtisindan
((n+1)=rl(n+1-i)+st(n+1-k)
=rF (k,n+1-i)+sF. (k,n+1-k)
=F,, (kn+1)
bulunur ki bu da ispat1 tamamlar.m

Simdi F, ! (k,n) icin {iglincli kombinatoriksel yorumu gosterelim. Bunun igin

r,s

X= {1, 2,..,n+ 1} olsun. Eger X n>i—1igin P, grafin kose kiimesine karsilik geliyorsa
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ozamanher Y, , t € T bir P, tek tiirlii boyanabilir grafina karsilik gelir. Burada / € {i, k}
*dir. Yani P ve F, i¢in sirastyla meveut » ve s renkleri vardir. Boylece, X~ in en ¢ok
i —1 kalanli renk ayrisimi bir £* nin {B{,fl’} eslesmesine karsilik gelir. Ac¢ik olarak en

son i—1 kose P "nin {B{,fl’} eslesmesine ait degildir.

3.3. F. (k,n) igin Urete¢ Fonksiyonu

Bu béliimde, Fzs(k,n) dizisine ait iirete¢ fonksiyonu verilmistir. Burada elde edilen
tirete¢ fonksiyonu [29]’ da verilen k-Narayana sayilari, [28]’ de verilen Fibonacci
sayilarinin polinom genellemesi ve [28] ’de verilen (k,r) -Fibonacci sayilari ve [27] "de

verilen k-Jacobsthall dizilerine ait iirete¢ fonksiyonlarimin bir genellemesidir.

Teorem 3.3.1. F: s (k, n) dizisi i¢in iirete¢ fonksiyonu asagidaki gibi verilmektedir.

H e H 5]
T+t r X = X X ol T M

f;l;s (konax): l_rxi—SXk

1+ er +.+ llEJxk_1
1-x" (r +s)

eger k > ise

eger k =1ise

dir.

ispat. k>iolsun. g (k,n,x)’i
g (knx)=F (k,-1)+F (k0)x +.+F (kn-1)x"+..
seri olarak tanimlansin. O zaman

g (konx)=rE (k,=1)x +..+rF (k,n=1)x""+...

sx' gl (knx) =sF (k=) 5 4.t s (k,n=1)x" +...
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dir. Ote yandan n> k-1 igin F. (k,n)=rF. (k,n—i)+sF. (k,n—k)ve n<k -1 igin
[
F (k,n)=r" oldugundan

VﬁHJ
i+1 i k-1
X+t Ay

1
1 Z

k-1
(1 —rx' —sx* )giqs (ke,n,x)=1+ }’Hx +.ot+ llTJxk_1 —r(x' +r

elde edilir. Boylece, [ (k,nx)=g  (k,nx)'dir. k=idurumu benzer sekilde
gosterilebilir.m

Asagidaki teoremde Boliim 3.2° de verilen kombinatoriksel yorumun bir uygulamasi
olarak, 4-parametre igeren F: S (k, n) dizisi i¢in binomial esitligi verilecektir. Bu binomial
esitlik, ayn1 zamanda FumJn,R(”) ve {n}s,t gibi 1yi bilinen dizilere ait binomial

esitliklerinde bir genellemesidir.

Teorem 3.3.2. k > i ve n > —1kosullarini saglayan birer tamsayi olsun. O zaman

Ln+l—ij
E(km)=Y A | i (3.3)

dir.

Ispat. ilk olarak n>k—1 durumu goz oOniine almacaktir. j ve ¢, Fr’;S (k,n) ile

numaralandirilmig bir dosemede sirasiyla k-dikdortgenlerini ve i-dikdortgenlerin sayist

+1 +1 +1-jk
olsun. O zaman 0< S{HTJ, OStS{n—.J, ve herj igin ¢ = {uJ dir.
i i

k-dikdortgenlerini muhtemel s renkleri ve i-dikdortgenlerinin r-renkleri dikkate

alindiginda, Fr’;S (k, n) ile sayilan j tane k-dikdortgenlere sahip olan doseme sayisi
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ol (j +1 j _ A#J W, Anﬂ; ij

. dir. j° nin degerlerine gore eklenerek dosemelerin
J .
J

+1
sayisi (3.3) denkleminin sag tarafi ile verildigi goriiliir. n < k —1 oldugunda, {_n i J =0

UTH n+l-jk ol n+1-jk nl
olur. Boylece Lzu i JS/'[ [ ; J]:r[iJ

J
dir.m
F.,P,.J . P (n) ve {n}s,t sayilarinin bilinen formiillerinin yan1 sira, asagidaki sonugta n.
U, Narayana sayisini hesaplamak i¢in binomiyal bir 6zdeslik verilmistir.

Sonuc¢ 3.3.1 Vn >1i¢in

S

[n—2jj
=AY

u,=

dir.
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4. BOLUM
Bu boliimde [9]’de verilen Silva ve arkadaslar1 2018 yilinda yapmis oldugu “On a four

parameter generalization of some special sequence” isimli ¢calismasinda yer alan

dizilerin baz1 temel 6zellikleri incelenmistir.
4.1. F (k,n)ve L _ (k,n)iceren Esitlikler

Bu boliimde F;’ : (k, n) ve L’Am (k,n) igeren gok sayida esitlikler verilmistir. Bu esitliklerin

cogu tiimevarim ya da cebirsel yollarla ispatlanabilir olmasimna ragmen bir Onceki

boliimde gosterilen kombinatoriksel yorumlara da uygulanabilir. Ote yandan burada
F:;S(k,n) ve L"m (k,n)dizilerini numaralandiran dosemelerini  sirasiyla F' ve L

sembolleri ile gosterilecektir.

Teorem 4.1.1. i k,t,i>2,k=ti,t=1 ve n>0 kosullari1 saglayan tamsayilar

olsunlar. O zaman
E (k,ni=1)=F' (k,ni)
dir.

Ispat. Bir ni-levhanin F (k nl—l) tipi ' dosemeleri mevcuttur. k =#i oldugundan, bir
siyah kare dosemesi mevcut degildir. Boyle dosemelerin baslangicina bir siyah kare

ekleyerek Frl E (k, ni ) ile numaralandirilmig biitiin dosemeleri elde edilir. Karsilik olarak
F: B (k, nl) ile numaralandirilmis her déseme tam olarak 1 tane siyah kareye sahiptir ve bu,

cikarildiktan sonra F (k n-— 1) ile numaralandirilan bir désemeye doniisiir.m

Teorem 4.1.2. n,i,k, n >0 ve i,k > 1 kosullarini saglayan birer tamsayi olsun. O zaman

n+k+1+zrn ]SFt i=1
F} (k.ni+k)= 4.1)
kz +Zr" ’SF’ ky i#1

dir. Burada
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ni+k+1
1l ! J, k>i
u(k,z'): r i=k+1
0, izk+2

dir.
Ispat: (4.1) denkleminin sag tarafinin bir (nl' +k+ 1) -levhanin F tipi doseme sayisinin

sayilabilir oldugunu gosterelim. Buna ulagmak i¢in, eger varsa bir k-dikdortgeninin en

dogru gorliniimii dikkate alinmalidir. Herhangi bir A-dikdortgeni olmayan doseme sayisi

ni+k+1

yaeger k=i igin r{ i J ye esittiryada i = k+1 igin »"*' yada i > k+2 i¢in 0’a esittir.

Kalan dosemeler ya k-dikdortgeni ya da k-dikddrtgeninin takip eden bir i- dikdortgeni ile

biter. /' dosemesinin S‘F;’i,s (k, ni ) -tipi bir k-dikdortgeninin takip eden bir i-dikddrtgeni ile
biten F dosemesi 7sF,  (k,(n—1)i) tipi, k-dikdortgeni takip eden iki i-dikdrtgeni ile
biten F dosemesi I”ZSFZS (k,(n—Z)i) ,..., bir k-dikdortgenini takip eden (n —1) tane i-
dikdortgenleri ile biten /' ddsemesi r"_lsE’;S (k,i) tipi ve son olarak bir k-dikdortgeni

takip eden 7itane i-dikdértgenleri ile biten F dosemesi r"sF, (k,O) tipi vardir. i=1

durumunda, bir k-dikdortgenini takip eden n+1 i-dikdortgenleri ile biten bir doseme

vardir. Yukaridaki biitiin bu olasiliklar dikkate alindiginda ispat tamamlanir.m

Bu teoremden bazi iyi bilinen esitlikler (parametrenin se¢imi i¢in Tablo 3.1° e bakiniz)

de asagida verilmistir.

DY F=Fn-l
Jj=1

)Y B, =F,, -
=0
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n

5)>. P (2j+1)=P,(2n+4)-1

J=0
n

6)> u, =u,,,—1[20]

J=1

Sonuc 4.1.1
1. ZH:Z"/JZJ zzin(JZW+l —2”), Vn2>1,
j=1

2. anszpj = 2—IH(PH+2 -2 =2""), Vn 22,
j=2

n—2
3. {n+2} =s""+ ) 5" {24}, Vn20.
j=1

Teorem 4.1.3. n,k,i, n=0 ve i,k >1 kosullarin1 saglayan tamsayilar olsun. O zaman

F' (koni+k+1) =u(k,i)+ Y sE (K, ji+1)

.8

j=1
dir. Burada
VHM—ZJ
2 i=1 e k>
[=4-1, i=2 ve v(k,i)=qr"" i=k+1ve i>3 veya i=k+2
0, i>3 0, i2k+3veyai=2 vek=1
dir.

Ispat. Teoremin ispat1 Teorem 4.1.1.’in ispatina benzer oldugundan gz ard1 edilmistir.m

Bu esitlikten iyi bilinen Padovan sayilari ile iliskili z P (2j)=P(2n+3)-1 ve {n}

J=0

5.t
Fibonacci sayilarinin polinom genislemesi ile iliskili yeni bir esitlik elde edilmistir.

Sonug 4.1.2.Vn > 0 igin

(n+5) =5+ 3 53+ )

5.t
Jj==2
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dir.
Teorem 4.1.4. n,k,i,m, n>0,k>i+1>2 ve —-1<m< k—(i+l) kosullarin1 saglayan
tamsayilar olsunlar. O zaman
+er” F! ( kjk+m) m+i+l=k
E (k,nk+m+i)= (4.2)
er” 'F! (k, jk+m) m+i+1<k
dir.
Ispat. Eger varsa, bir i-dikddrtgenin en sagdaki goriiniimiinii dikkate alarak (4.2) ‘nin sag
tarafinin Fr’? (k, nk+m+i ) ile aym dosemeleri saydigini gorecegiz.m+i+l=k

oldugunda i-dikdortgensiz s""' déseme vardir. Diger durumlarda, m+i+1<k
oldugundan F' dosemelerinin biitiin tipleri en az bir i-dikdortgen icerir. Simdi Teorem

4.1.2.’nin ispatindaki benzer adimlar yapilirsa (4.2)deki esitlik kolaylikla elde edilir. m

(4.2) den baz1 bilinen esitlikler ve yeni esitlikler asagidaki gibi elde edilir.

Z 2]+1 2n+2

n—j
Zz J2]+1 2n+2

Jj=0
n
4)“3;171 =2 Uz
=0
n—1
5)uy, = 2”3_1+2
=0
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1R (31+2)= 3 5, (3)

8)P,(3n+3)-1=>_P,(3j+1)

J=0

Sonuc¢ 4.1.3. Vn > O i¢in

1. {2n+2}m = ist"_j {2 j+1}m

J=0

2. {2n+3) =1+ st {242

Teorem 4.1.5. n,k,i, n >0,k >i>1 ve k—i<m <k kosullarini saglayan birer tamsay1

olsunlar. O zaman

n

F' (k,nk+m+i)=u(m)+ er"_jﬁ;’;s (k, jk+m) 4.3)

dir. Burada

dir.

Ispat. Bu teoremin ispati, eger varsa, bir i-dikdortgeninin sagda gériiniimii dikkate

alinarak bir 6nceki teoremin ispatina benzer sekilde uygulanarak ispatlanabilir.m

(4.3) ’ten iyi bilinen Padovan sayilariyla iliskili PV(3n+4)—1:ZPV (3 ¥i +2) ve

J=0

P (3n+5)-1= in (3j+3) ve asagidaki sonugta verilen {n}s,t dizisi i¢in yeni bir

J=0

esitlik elde edilir.

Sonuc¢ 4.1.4. Vn >0 i¢in

(Zn + 4) =st" + Zn:st"” {Zj + 3}”

s,t
Jj=0
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dir.

Teorem 4.1.6. k,in, k,i>1 ve anaX{i—l,Zk—i—l} kosullarint saglayan birer

tamsay1 olsunlar. O zaman

E () =(s=r) FL, (kon=k)+ 7 (kon=i)+ F (kn—ko+1) =5F7 (k. n=2k+1).

Ispat. Fr’Y (k, n) dizisinin tamimindaki rekiirans bagintisi ve (3.1)’ den bu teoremin ispati

kolayca goriiliir.m

Sonug olarak, iyi bilinen F, , = %( F,+F, ) ve asagida verilen iki yeni sonucu elde
edebiliriz.

Sonuc¢ 4.1.5. Vn>2i¢in
1' {n+2}s,t :(t_s){n}s,t +(S+1){n+1}s,t _t{n_l}s,t
2. u =l(u U, —u,)

n+2 2 n-1 n+4 n

dir.

Teorem 4.1.7. t,n , t=1 ve n > 2t —1 kosullarini saglayan birer tamsay1 olsun.

O zaman

L (202m)= 35 g (1t ) (nme(f 4 D)+ wa
j=20 120 ] l

dir.

Ispat. Burada (3.1) esitliginin sag tarafi merkez karenin her yanindaki 2¢-dikddrtgenlerin
sayisin1 dikkate almarak Frls (2t , 2n) ‘e esit oldugu gosterilecektir. Yani (2n + 1) -
levhasinin karesi sag tarafta ve sol taraftaki karelerin sayis1 aynidir. j ve / sirastyla merkez
karenin sag1 ve solundaki 2z-dikdortgenlerinin sayist olsun. Dosemede 2n+1—2t( j—I1 )

tane /-dikdortgenleri ve j +1tane 2¢-dikdortgenleri vardir ve boylece merkez karenin her

tarafinda » —l‘( j+i ) kareleri vardir. Sol taraf n—t ( j+l ) + J parga varsa, burada j tane
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2t-diktdrtgenleridir. O zaman bu sol tarafi boyamak igin farkli »"~*/)g/ [n Y + D)+ J
J
farkli yol wvardir. Benzer bir diisiince ile merkez karenin sag tarafinda

gl (n _t(JZ+ 0+ Zj segimlerinin var oldugunu gosterir. j ve ¢ degiskenleri igin

miimkiin olan tim dosemeler sayilmistir.m

t=r=s=1 almirsa Fibonacci sayilar1 i¢in iyi bilinen asagidaki binomial esitlige

indirgenir. Vn > 1igin

20 e L

Yukaridaki teoremden Pell ve Jacobsthol sayilar ile iliskili benzer sonuglarin yani sira

{n}s,t dizisi i¢inde binomial esitlikler asagidaki sonugta verilmistir.

Sonuc¢ 4.1.6. Vn > 1 i¢in,

o (n=1-1\(n-j-1
IS »r il G e

720 >0 J

_ /-1 —j-1
2. Jy, =ZZZN(H ' j(” 1] j’
720 120 J

o —I-1\(n-j-1
3 (o _ 2n-1-2(j+1), j+1 | T J
IS W e

720 120 J

dir.

Asagidaki teoremde verilen esitlik
F,=F, ,+4F  +6F (+4F, ,+F ., Vnz9 (4.5)

esitliginin bir sade ispatint saglar ve Fibonacci, Pell, Jacobsthal ve Podovan sayilarini

iceren yeni iligkiler sunar.

Teorem 4.1.8. [ k,n, (>0 ve anax{i,k}€—1 kosullarin1 saglayan tamsayilar

olsunlar. O zaman
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dir.

Ispat. Son / parcasi dikkate alinarak, bir (n-i-l) -levhanin F tipi dosemelerinin sayist
. l .

sayilabilir. Baslangicta (] yollarinda yapilabilen son ¢ pargalar arasinda j tane k-

J

dikdortgenlerini segilir. Burada 0< j</ dir./—j tane i-dikdortgenleriyle birlikte

kaldirilarak 7"/s’ Fr' S (k,n— jk —(ﬁ -J ) I ) ile numaralandirilmis désemeler solda kalir.

Biitiin j>0’lar1 toplayarak ispat tamamlanir.m

Bu esitlikte /=1 alinirsa, (3.1)’de elde edilen rekiirans bagintisi elde edilir.

Sonu¢ 4.1.7. [,n, =0 ve n=2/¢+1kosullarin1 saglayan tamsayilar olsunlar. O zaman

‘
1.@:2&%@€

>0

1 _
ey
J

=)

0.,
3.4:2@}uw4

720
4 Anj, =2 s {n=j=t},
J20
5. Vn>3 i¢in; R(n)zZ(qu(n—j—%),
=0\ .J

1
6. Vn>3/+11igin; u_= (jun_zj_g
>0

dir.
Sonug 4.1.7.” nin (1) 6nciilinde ¢ =4 alinirsa ,(4.5) deki esitlik elde edilir. Ayrica £ =m

ve n=2m+1 alarak iyi bilinen Fibonacci sayilanyla iliskili F, ., = Z[ij -, binomial

m+l j+l
720

esitlige indirgenir.
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Teorem 4.1.9. i k,n, i,k >1 ve n>k—1 kosullari saglayan birer tamsay1 dyle ki

k = 2i olsun. O zaman
(2+7°) Ey (ko) = By (kon+ k) + Y, (kon = k) (4.6)
dir.

Ispat. Bu teoremi ispatlamak igin, bir (n + 1) -levhanin F' tipi dosemeleri ile ya
(n +k+ 1) —levhanin F tipi désemesi ya da (n —k+ l) — levhanin F tipi dogemesi arasinda
1’den 2+7° ye kadar bir baginti kurulsun. Yani Ff l(k,n) ile numaralandirilmis her
dosemeden ya F, (k,n+k) yada F., (k,n—k) ile sayilan 2+r°doseme tek bir yolla
olusturulacaktir. F;’l (k,n+k) ile numaralandirilmis bir déseme verildiginde, son

pargalar1 inceleyerek ve cikartilarak (n+1)—levhan1n bir F tipi dosemesi asagidaki

kosullarda belirlenebilir.
i) Son k-dikdortgeni, bir k-dikddrtgeni ile bitiyorsa,
ii) iki ya da daha fazla i-dikdortgenleri ile bitiyorsa son iki i-dikdortgeni,

iii) bir k-dikdortgeninin dncesinde bir i-dikdortgeni ile bitiyorsa son k-dikdortgeni,

(1) durumda le(k,n) ile numaralandirilmig bir tek doseme elde edilebilir. (iii)
durumunda FZEil(k,n) dosemelerindeki (ii) durumdaki sonuglar bir i-dikdortgeni ile
biten F;';l(k,n) ile sayilan dosemeleri verir. (4.6)’nin ispatin1 bitirmek icin bir -
dikdortgeni ile biten F;' | (k, n) ile numaralandirilmis kalan désemeler bir A-dikdortgeni ile
bittigi ve sonuna sadece bir k-dikdortgeni ekleyerek F,’;l(k,n—k) ile sayilmis bu

dosemelerden geldigi fark edilir. Karsilik olarak F: 1(k,n) ile numaralandirilmis her

doseme i¢in ya bir A-dikdortgeni ekleyerek ya da sonuna iki i-dikdortgeni ekleyerek bir
(n + k +1) -levhanin bir F tipi désemesi lretilebilir. Son durumda biitiin i-dikdortgenleri

r boyalardan biri kullanarak boyandigi i¢in bir (n + k +1) -levhanin > tipi F dosemeleri

elde edilir ve eski durumda s=1 oldugunda bir dogemedir. Bir (n + 1) -levhanin bir F tipi
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dosemesi i-dikdortgeni ile bitiyorsa, bir (n+k+1)—levhan1n bir F tipi dogemesini elde
etmek icin son parcadan Once bir k-dikdortgeni eklenebilir. Son olarak, bir (n+1) -

levhamin bir F tipi dosemesi bir k-dikdértgeni ile bitiyorsa F.,(k,n—k) ile

numaralandirilmis bir ddseme olusturmak icin bu parca kaldirilir.m

(4.6) denkleminden Fibonacci ve Pell sayilartyla iliskili bilinen iki esitlik asagidaki
gibidir. Vn>2icin 3F, =F,,+F,_,[7] ve 6F,=F_,+F_,[25] “dir.

Teorem 4.1.10. i, k,n, i,k >1 ve anax{i,k} —1 kosullarini saglayan bir tamsay1

olsun ve n+1 in k ile bolimiinden kalan / olsun. O zaman

{nJrlfiJ
k
F! (kon)=t(ikon)+ Y rs'E (kyn—i— jk) - (4.7)

Jj=0

Burada

n+l
t(i,k,n): S[ , J,iZk ve k>i ve {<i—1

0, k>i vel>i—1
dir.
Ispat. Eger varsa bir i-dikdortgeninin en sagdaki goriiniimii dikkate alinarak bir n-

levhanin F tipindeki dosemelerin sayis1 sayilabilirdir. t(i, k,n), i-dikdortgeni olmayan

ntl
k

dosemelerin sayisidir. Ashinda i > k yada k > i ve (<i-lise (i, k,n)= s{ J ‘dir ve

k >i ve />i—1 durumunda i-dikdortgenlerini igermeyen herhangi bir doseme vermez.

Kalan dosemeler, bir k-dikddrtgenini takip eden bir i-dikdortgeni ile biter. Son pargasi bir
i-dikdortgeni olan I’Fr’;S (k ,n— i) dosemesi, k-dikdortgeninin takip eden bir i-dikdortgeni
ile biten rSF,’;S (k, n—i—k ) dosemesi, iki tane k-dikdortgenini takip eden bir i-

n+l-i

dikdortgeni ile biten rSZE’;S(k,n—i—2k),...,L J tane k-dikdortgenlerini takip

n+l—i .
eden bir i-dikdortgeni ile biten rs{ k JE";S(k,n—i—VJFI:_Z Jk] doseme vardir. Bu

biitiin ihtimaller dikkate alindiginda ispat tamamlanir.m
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Asagidaki sonug (4.7) den elde edilen Jacobsthal sayilarina ait yenir esitligi verir.

Sonuc¢ 4.1.8. vn >3i¢in,

dir.

Teorem 4.1.11.i k,n i,k >1 ve anax{k—i—l,—l} kosullarim1 saglayan tamsayilar

olsunlar. O zaman

k=1
F, (k.n+ik)=r'F! (k,n)+ > r/sF., (k.n+ik - k= ji)

j=0
dir.
Ispat. k& yada daha fazla i-dikdortgenleri ile biten F;’ E (k,n+ik) ile numaralandirilmis F

tipi dosemelerin sayisi ' i,’s (k, n) ‘ye esittir. Kalan dosemeler tam olarak j tane i-
dikdortgenleri ile biter. Burada 0 < j <i—1’dir. Son k-dikdortgeni ve i-dikdortgenlerini
kaldirilarak 7’ SE.’;S (k, n+ik—k—ji ) ile numaralandirilmis dosemeler solda kalir. Ispati

tamamlamak icin, sadece j’yi eklememiz yeterlidir.m

Teorem 4.1.11.den Padovan sayilari i¢in agsagidaki esitlik verilebilir.
Sonug¢ 4.1.9. P.(n+7)=P.(n+1)+P(n)+P(n+2)+P(n+4)
dir.

Teorem 4.1.12. i k,m, i,k,m>1ve n=> max{i—k—l,—l} kosullarini saglayan tamsayilar

olsun. O zaman

m—1
E’Y (k, n+ mk) = s’”E’;S (k, n) + er"ﬁ;’ls (k, n+mk — jk — i)

J=0

dir.
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Ispat. En az m tane k-dikdortgeni ile biten F;’v (k,n+mk) ile numaralandirilmis F tipi

dosemelerin sayisi SmF;’; B (k,n) > ye esit oldugundan bir 6nceki teoremin ispatina benzer

sekilde ispat yapilabilir.
Sonuc 4.1.10.

m—

1.Vn20, m>23,F _ =F

n+m n+2 + Ez

1
+m—j
Jj=2

m—1
2. Vn20, m=3 ’R’I+WI =2" Rz+2 + 22]‘72 Rﬁm—f’
=2

m—1

3. Va,m=1 P(n+3m)=P,(n)+> P (n+3m-3j-2),

m—1
5. Vn20, m=21lu,, =u + Zun,l+3m,3_,,
=0

m—1

6. Vn=0, m=>1 {n+2m}”:t”’{n}”+2stj{n+2m—2j—l}st
: e ;

Sonug olarak, agsagidaki teorem Fri’s (k , n) iceren ¢ok sayida esitlikleri verir.

Teorem 4.1.13. i k,n, i,k>1 ve n2 2max{i,k} —1 kosullarin1 saglayan tamsayilar
olsun. n+1’in i ile boliimiinden kalan / olsun. O zaman

n+1=2k || n+l-2k—ij

Fr’;S (k,n)zu(i,k,n)+ ZI: ZI: szrj”F{(r’;)s} (k,n—2k—ti—ji) (4.8)
j=0 =0

dir. Burada
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JH%IJ_,_SJ#J &n"kl_kJ+lj, eger k>iveyai>k, (<2k—i-1

u(ik,n) =17 , eger i>k ve2k—i—-1</(<k-1
S,y+1_kJQn+1_kJ+lj , egeri>k ve k—1</(<2k-1
0 , eger i>k ve (>2k—1

dir.

Ispat. Son iki k-dikdortgenleri arasinda i-dikdortgenlerinin sayisini dikkate alarak (4.8)

esitliginin sag tarafinin Fr’Y (k,n) ’deki gibi aym1 désemelere numaralandirildigini

gosterecegiz. k>i oldugunda, herhangi bir k-dikdortgenini igermeyen bir (n+l)—
5

dosemelerin sayisi &

levhasinin 7 F tipi dosemesi oldugu agiktir. Tam olarak bir k-dikdortgenine sahip

n+l1-k

l

n+l-k
J+ ljsr[ v J’dir. Aslinda, bir k-dikdortgenine sahip bir

n+l—-k

doseme L
i

. : T Lo | ntl=k
tane i-dikdortgenine sahiptir. Boylece, k-dikdortgeni - +1
i

pozisyonlarindan birine eklenebilir. Simdi ;i > £ ve / < k —1 durumunu g6z 6niine alalim.
&

tam sayilar1 igin; n+1=l+qi=l—k+k+i+(q—1)i dir. Eger (<2k—i-1 ise, bir

Aciktir ki k-dikdortgenlerini icermeyen olmayan r dosemeleri vardir. Bazi q > 2

onceki  teoremdeki gibi, tam olarak bir tane k-dikdortgenine  sahip

n+l-k

sr{ i J&n - 1 _kJ+ 1] doseme bulunur. Diger taraftan, 2k-i-1</<k-1
1

oldugunda; tam olarak bir k-dikdortgeni désemeleri yoktur.i>kve [ >k —1 oldugunda,

biitlin dosemeler bir A-dikdortgeni igerir. O zaman /¢<2k—1 ise, o zaman,

n+l=/(-k+k+gqi’dir. BoOylece tam olarak sadece bir k-dikdortgeni igeren

n+l-k _
sr[ i Junﬂ kJ+1J dosemeleri vardir. Fakat/ > 2k —1 oldugunda boyle dosemeler
1

bulunmaz. Bdylece u(i,k,n) en fazla bir A-dikdortgenine sahip dosemeleri

numaralandirir. Simdi, en sagdaki iki k-dikdortgeni arasindaki i-dikdortgenlerin sayisini
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dikkate alarak Fr’Y (k,n) ile numaralandirilmis kalan désemelerin sayisini sayabiliriz. j,
i-dikdortgenleri ile biten s’ F' (k,n—2k—ti— ji) ve son iki k-dikdortgeni arasinda ¢

n+1-2k—ji

tane i-dikdortgenleri vardir. Burada te{O,...,[ -
[

J} dir. Biitiin bu sayilari
toplayarak F (k n) ile sayilan désemelerin toplamini verir.m
Asagidaki esitlik (4.8)den elde edilir. Vn = Sigin
n—4
: n 1 +Z n 3— ]
Jj=1

dir.

Sonuc 4.1.10.

n—1
Lvnz2,F,=n+> (n-j)F,
7=1

2. Vn2l ,F,, =1+ i (n+1— ])szfl,
j=1
3.9n25, B =2" 42" (n-2)+ 3" 12 (n=3-j)P,
n—1 .
4.Vvnz2, P, =2n+43" (n - j)P,,
5.Vnz21,P,, =1+4Y" (n+1- /)P,
n-3 . .
6. Vn23, Pv(2n)=n+2." (n-2-)Pv(2)),
7.Vn>3 ,Pv(2n+1)=(n+1)+2j;2(n—2—j)Pv(2j+1),
8. Vn>2 ,Pv(3n)=1+n+2:(n—j)Pv(3j—1),
9.Vn>1, Pv(3n+1) :1+Z;:L(n—j)Pv(3j),
10. vn>1 ,Pv(3n+2)=1+n+Z’;:l(n+1—j)Pv(3j—2),

ILvn>s ,J, =2n-3+4Y."'(n=3-/)j,,
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n-1

12.¥n22 ,J,, =n2" + 3 22" (n= ) o,

13 Vn21,J,,=2"+>" 2" (n+1=j)j,, .

4. Y027 u,=n-2+%""(n=5-j)u,.

15 vn21,u, =3 " (n+1=j)uy, .,

16. V21 uy,, =1+2" (n+1=j)u,.,,

9021 uy,, =n+14 3" (n+1-))u,,,

18 Wn>1,{n} =s""+nts"> +23 " 15" (n=3-j){j},.,
19.vn=>2 {2n}  =nis"" + tzzj:sk"’l (n— )27},

20. Va2 1, {2041} =s"+2) " " (ne1=j) {21}, -

Sonug 4.10. daha 6nce elde edilen esitliklerle birlestirildiginde baz1 ilging esitlikler elde
edilebilir.

Sonuc 4.1.11.
n-2 n—4

L. ¥n>5 Z{ J(" - *’j 1+ F =(n-1)+3 (n=3= j)F,.,

J = =1 '

2.vnz2, Y" F

2j+1 = n+z:1(n _j)FZJ’

3. Vn> I’ZZ:OFN = ZZ:I(H-I-l—].)Fz/‘fU

j=0

4, Z[ J(” 1' ]Jzn-l—zj _ -3 (B-n)+ -2 z']l;i 2—ij :Z’:‘ =i (=3 —j)F},Vn >3

5.vn>2, an Dl = n+zznl( 2;>
6. vn>1,%" P,=23" (n+1-j)P,.,

7.Vn>3, 1+ZZ;§PV(2j+1)=n+ZZ;Z(n—2—j)Pv(2j),
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8. vn=3,3" Pv2j)=n+y. " (n-2-j)Pv(2j+1),
9.vn=22,3" Pv@j+D)=n+y."" (n-j)Pv(3j-1),
10. v >1, z;;LPv(3j+2)= Z;;:)(n—j)Pij),

11. vn>1, ZZ:IPVGJ'):n+zt_:l(n+l—j)Pv(3j—2),

E I
12. Vn25,3+22';:§jj=ZL_ZOJ[n ' sz-"=2n—3+42’;jf(n—3—j)j,-,
J= J= ] J

13, wn>2, 3" 2 = n2 4 Y2 (0 ) o

4. vnz1, 3" 27, =3 27 (n+1=j) joyrs

2 n __z,i n—>6 .

15. Vn27,2£ii( j J:n—2+zj=1(n—5—])uj,
n-1 n -

16. vn 21, Zj:0u3j+2 :zjzl(” +1=uy,,,

17. vn>1, Zjﬂuw =Z";:1(n+1—j)u3j71,

18. vn > I,ZZ:OL{”H = n+l+z j,:l(n+1—j)u3j,

n—k-1 R
19. Vn>5 ,zkzo( N j §"HIE =g 4 g™ +tzzjzjsn_4_‘] (n —3—1'){]'}” ,

20. Vi 2 2,st"" + z ’;z st" {2 )+ 3}” =nts"" +1° Z’;:S”_j_l(n - ) {2]’}‘”,
2. vn>1,t" + Z’:Ost"_l'j {2j+2},, ="+ tzzr;:ls"_j(n +1- {2/ -1},
dir.

Teorem 4.1.14. i,k,n, k 21 ve n2 2max{i,k} —1 kosullarin1 saglayan birer tamsay1

olsun. 7 + 1 ’in i ile bolimiinden kalan / olsun. O zaman

n+1.72k [n+l—k—i
Fr’;s (k,n):v(i,k,n)+ z r"st,’;S (k,n—2k—ji) + Z r"”sFr"J (k,n—i—k—ji) (49)
j=0 j=0
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Burada

EMES
rt st b egerk>iveyai>k ve { <2k—i—1
ntl
v(i,k,n)= ii"J , eger i>kve2k—i—1</<k-1
ntok
Sii ! J , egeri>k ve k<(<2k-1
0 , egeri>kve {>2k—-1

dir.

Ispat. Ik olarak v(i,k,n) ‘nin son parcadan Once k-dikdortgeni olmadan F tipi

dosemelerin sayisi oldugunu gosterecegiz. k > i oldugunda son par¢adan dnce herhangi

| [mik
k-dikddrtgeni igermeyen bir (7+1)—levhanin fii J+Sli ! J dosemelerin varligini
&

n+l-k
Sl ! J’ dir. Eger i>k ve i<2k—i-1<k-1 ise baz1 ¢>2 tamsayilart icin

gormek kolaydir, son parcasi bir i-dikdortgeni ise 7~ ° -, son pargasi bir k£ dikdortgeni ise

n+l=1+qi=/0—-k+k+qi* dir. Bdylece, son pargadan dnce bir k-dikdortgeni olmayan
dosemeler vardir. Baska bir deyisle 2k —i—1</<k—1 oldugunda, boyle désemeler
sadece i-dikdortgenler ile sonlanir. Simdi i > £ ve k </ <i—1olsun. Bu durumda, son
parcasi bir i-dikdortgeni olan son parcadan once k-dikdortgenli dosemeler yoktur ayrica
n+l=(+qi=(—-k+k+qi’dir. Bdylece [<2k-lise son par¢adan Once k-
dikdortgenlerini icermeyen son parcasi bir k-dikdortgeni olan bir doseme vardir ve
¢ > 2k —1 ise son par¢adan Once k-dikdortgenini igeren herhangi bir doseme yoktur. Geri
kalan durumlarda son par¢adan 6nce j tane i-dikdortgenlerini takip eden bir k-dikdortgeni
vardir, burada ya son pargasi bir k-dikdortgeni ise 0<j SL@J ya da diger
n+1-2k

durumlarda 0< SL
i

J ‘dir. Son durumda Szer;i S(k,n—Zk— ji) varken daha

6nceki dosemelerin sayist  s7/ HFF’;S (k,n—i —k— jl') désemememiz vardir. Yukaridaki

biitiin sayilar1 toplayarak ispat sonuglandirilabilir.m
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Bir sonraki esitligi gostermeden once kirilabilir bir doseme fikrine ihtiya¢ vardir.
k>i>1 olsun. Bir (n+1) -levhanin bir F doésemesi m hiicresinde kirilabilir oldugu
sOylenebilir. Bir tanesi 1’den m’ye kadar hiicreleri kaplarken digeri m+1' den sonra
n+1'e kadar hiicreleri kapsar. Eger bir k-dikdortgeni m—j,...,m+k—1—j(m+i—1—j)
hiicrelerini kapsarsa (eger 1’den biiyiik ise i-dikdortgeni), bir dosemeye m hiicresinde

boliinemez denilebilir. Burada j = {O, k= 2} > dir.

Ornek 4.1.1 Sekil 3, 1, 3, 5 ve 8 hiicrelerinde kirilabilir bir désemeyi gosterir.

Sekil 4.1. Kirilabilir doseme

Teorem 4.1.15. m, k,n, m >k > -2 ve n>0 kosullarini saglayan tamsayilar olsunlar.

O zaman,
k=2

E! (kym+n)=F. (k,m—=1)F. (k,n)+sY F. (k,m—j-2)F! (k,n—k+ j+1) (4.10)
=0

dir.

Ispat. (4.10)’ un sag tarafi bir dssemenin m hiicresinde kirilabilir olup olmadigini dikkate

alarak F;l,s(k,m+n) ile numaralandirilmis dosemelerin sayist oldugunu gosterilecektir.

Bir (m+n+l) -levhanin bir désemesi m hiicresinde kirilabilir ise, o zaman iki dosemeye
ayrilir, birinin uzunlugu m ve bir digerinin uzunlugun+1’dir. Boylece m hiicresinde

Frl’s (k, m—l) Frlv (k, n) kirilabilir dosemeye mevcuttur.

Bir (m+n+1)—levhasm1n bir dosemesi m hiicresinde kirilamaz ise, o zaman bazi

JjE {0,...,k — 2} icin m — j,...,m+k—1—- j hiicrelerini kapsayan bir k-dikdortgeni vardir.
Bu durumda, doseme, bir k-dikdortgeninin takip eden m — j—1 uzunlugunda bir

dosemeye ve n —k + j+2 uzunlugunda takip eden bir dosemeye ayrilir. k-dikdortgenleri
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s boyamalarina sahipken m hiicresinde kirilmayan

k=2
sY_F! (k,m—j=2)F! (k,n—k+j+1) dosemeleri vardir. Boylece muhtemel biitiin

J=0

dosemeler toplanarak ispati tamamlariz.m

Bu teoremden Fibonacci sayilart igin iyi bilinen £, =F [ +FF  [5],

P, =P _P+PP._ [25], w. =u i+ [16]

m+n m+l" n mtn m n—2
{m+n}s,t = {n+1}5’t {m}w +t{n}” {m—l}w [2] ve Jacobsthal sayilari igin de asagida

benzer esitlikler vardir.

Sonuc¢ 4.1.12. n,m > 1 igin

J.=J J+2JJ

min m’ n-1
dir.

Ya hepsinden sonra ya da 2 tane i-dikdortgeni arasinda bir A-dikdortgeni varsa k-parcanin
son dizisine, ya da doseme (k - l)tane i-dikdortgeni ile bitiyorsa (k —1) parg¢anin son

dizisine désemenin L tipi bir kuyrugu denir.

Ornek 4.1.2 Sekil 4.’de 2-dikdortgenli ve 3-dikdortgenli, sirasiyla beyaz ve gri renkleri
kullanarak 9-pargali olas1 doseme kuyruklar1 goriilmektedir.

]
[ ]
[ N ]

Sekil 4.2. 2-dikdortgen ve 3-dikdortgen kullanarak olusturulan L tipi ddseme kuyruklari

Teorem 4.1.16. k,n,i, k >i ve n= k(1+i)—i—1 kosullarini saglayan bir tamsayilar

olsunlar. O zaman
L (o) =k B (lon=(1+1) i)+ F (lon—)

dir.
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Ispat. (k—l)i boyutlu kuyrugun L tipi désemelerin sayisi rk_lF;’;S(k,n—(k—l)i) iken
k (l' + 1) -1 boyutundaki kuyrugun L tipi désemelerinin sayist
(k—l)srkilFr’;s(k,n—k(i+l)+i) ’e esit oldugunu biliyoruz. Désemenin son pargast,
toplami1 rkE,l;S (k,n—(k—l)i—i) =r'F ' (k,n—ki) olan bir i-dikdortgeni ya da toplamu
st F! (k,n—(k—1)i—k)=s*"'F. (k,n—(i+1)k+i)" ya esit olan bir -dikdsrtgeni
olan iki ayrik alt kiimeye ayrilir. Daha sonra bu sayilar toplanarak Lim (k,n) ile

numaralandirilan désemenin sayisi sol taraftadir.m

Yukaridaki esitlikte i=r=s=1 ve k=2 almrsa iyi bilinen L, =F +2F | esitligine

indirgenir.

Teorem 4.1.17. k,i,n, k>ive n= k(2 i i) —i—1 kosullarini saglayan tamsayilar olsun.

O zaman

L (k,n)=(k- 1)S,ln+,l»_kJ 4 rV;lJ

V+lfk(2+i)+iJ

+ Zl: (k—l)szr(kfl)”Fr’;s(k,n—k(2+i)+i—ij)

Jj=0

{nﬂ—k L+i)+i

+ Z st (kon—k(1+0)+i—it)

t=0

dir.

Ispat. Kuyruktan once herhangi bir k-dikdértgenini igermeyen bir (n + 1) -levhanin L tipi

n+l-k n+l
désemelerinin  sayisi (l’c—l)s;i i J+zi iJ oldugu kolayca goriiliir. k(1+i)i

n+l—k

il
boyutunun kuyrugu (k—l)sr{ ' J ve (k—1)i boyutunun kuyrugu Il ! J’d1r. Kalan

durumlarda kuyruktan dnce en az bir k-dikddrtgeni vardir. Kuyruk ile kuyruktan 6nce en

sagdaki k-dikdortgeni arasinda j tane i-dikdortgenlerin sayisi dikkate alinarak boyle

dosemelerin say1sint hesaplayabiliriz. Kuyruk (k —1) I boyutluysa
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1= (k +(k—1)i =k (1+i)+i
rg\‘n-i_ ( +( )Z)J:{n+ (+z)+lJ ve kuyruk k(1+i)—i  boyutluysa
; i

| nHl=(2k+(k=1)i) | | nt1-k(2+i)+i .
J< - = : dir. Parcalarin bu dizisi ¢ikarilmasi
i i

halinde ya kuyruk k(l+i)—i boyuta sahipse (n+1—k(2+i)+i—ij) levhali F tipi

dosemesi ya da kuyrugu (k—l)i boyutluysa (n+1—k(l+i)+i —it) levhanin F tipi
dosemesi elde edilir. Her durumdaki olast tiim degerleri toplayarak ispati

tamamlayabiliriz.

Sonuc¢ 4.1.13. n >4 igin

n-3
L, =2+F,+2) F, dir.

Jj=1
Sonug olarak L, —F ¢ifttir.

Teorem 4.1.18. k,i,n, k >i ve n= k(3 +i) —i—1 kosullarimi saglayan tamsayilar olsun.

O zaman

Lir’s (k, n) = (k - l) sr{#J + rv’TIJ

+(k_1)S2rV+liZkﬂnﬂ_k(ZH)HJ”J +S’i'”1kJ&n+l—k(l+i)+iJ+lj

I i

i i

+ 0y > (k=1 E (kon—k(3+i)+i- ji—ti)

j=0 =0

n+17k(3+i)+iJ {n+lfk(3+i)+i7ji

n+1—k(i+2)+iJ {n+l—k(i+2)+i— ji
i i

+ oy > S E (kon—k(i+2)+i-ji+ti)

=0 =0
dir.

Ispat. Kuyruktan dnce k-dikddrtgeninin sayist dikkate alinarak bir (n + 1) -levhanin L tipi

dosemelerinin sayis1 sayilabilirdir. Kuyruktan 6nce herhangi bir i-dikdortgeni igermeyen
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n+l-k n+l
(l’c—l)s;i i J+zi iJ dosemeleri vardir. Simdi kuyruktan once tam olarak bir A-

dikdortgenli dosemeyi goz Oniine alalim. Eger kuyruk (k(1+i)—l') boyuta sahipse

(k—l)ser'ﬂ2"J&n+1_k(2+i)+i

. J‘Flj doseme vardir. Diger taraftan kuyrugun
i

boyutu (k—1)i ise, o zaman s7 .
i

| 2] &n+1—k(1+i)+i

J-i-lj doseme vardir. Her iki

durumda da kuyruktan 6nce en az iki k-dikdortgenini vardir.

Kuyruktan onceki son iki k-dikdortgen arasindaki i-dikddrtgen sayisini j ile ve en sagdaki
k-dikdortgeni ile kuyruk arasinda i-dikdortgenlerin sayist ¢ ile tanimlanirsa iki durum

ortaya cikar.

i) (k(1+7)—7) boyutlu kuyruk. Bu durumda

, t<{n+l—k(1+i)+i—2kJ V+1—k(3+i)+iJ
J>t< , -

i i
ve herj ve ¢ i¢in

(k-1) S (k, n—k(3+i)+i—ji— ti) dosemesi vardir. Boylece

r,s

V+1—k£3+z’)+z’ J |‘n+1—k(3+i)+i—jiJ

i

> > (k=0 E (kon—k(3+i)+i— ji—ti)

j=0 1=0

k(1+i)—i kuyruklu bir (n+1) -levhanin L tipi ddésemesinin toplami olarak

numaralandirilir. Ve kuyruktan oOnce ¢ tane i-dikdortgenleri arasinda j tane i-

dikdortgenlerinin bir dizisidir.

i) (k —1)1' boyutlu kuyruk. Onceki maddeyle benzer sekilde j,7 < V 1ok (i+2)+ ZJ ve

i

sonrasinda

V+lfk(i+2)+iJ V+lfk([+2)+[7,'j

ZI: SHVIE (kon—k(i+2)+i— ji—ti)

j=0 1=0

i

46



doseme sayisidir.m

Sonuc¢ 4.1.14. n > 6 ise

n=>5
L, =2(n=1)+F_+> 2(j+1)F,,_

J=0

ve sonug olarak L, —F  cifttir.

n

4.1.13. ve 4.1.14. birlestirilirse; buradan n > 6 icin F, —F ; ¢ifttir.

Teorem 4.1.19. n,ik, k>i>2 ve n2> 2k+(k—1)i—1 kosullarini saglayan tamsayilar

olsun. Oyle ki n +1—(k —l)i = l(modk) denktir.

Burada 0 </ <i—1’dir. O zaman

n+l-(k-1)i n+1+i—k(i+1)J

L, (k,n)zs{ 4 J+(k—1)s{ !

[n+1—(k—l)[J n+1—(k—1)i—kJ

k k

+r's’ Y F (kn—ki—jk)+(k=1)r's"" > F! (k,n—ik— jk—k)
j=0 J=0

dir.

Ispat. Sirasiyla ( k —1)i boyutlu kuyruk ve (k - 1) i+ k boyutlu kuyruklar igin kuyruktan

once azalan degerleri i¢in azalmadan once i-dikdortgenlersiz (n+1)-levhan1n L tipi

n+l+i—k(i+1)

n+1—(k—1)iJ
k
ve (k-1) s{ g J‘ dir. Diger kuyruklar kuyruktan once k-

dosemeleri i
dikdortgenlerinin bir j sayisini takip eden bir i-dikdortgeni ile sonlanir. Boylece kuyruk

ve parcalarn bu dizisi kaldirarak ya ((n+1)—( J +i)k)-levhas1 ya da bir

(n +1 —( Jti+ 1) k ) -levhasinin F tipi kuyruklar: solda kalir.

Onceki durum, (k—l) rhs’ HFF’; : (k,n—ki— jk—k) désemeye sahipken sonraki durum
her j icin s’ F (k,n—ki —Jjk ) dosemeye sahiptir. Bu sayilar1 toplayarak ispati

tamamlariz.m
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Teorem 4.1.20. k,i.,n, k >i=1 ve n>3k—2 kosullarini saglayan tamsayilar olsunlar.

O zaman
n+l-k n+1-2k
k k
L (k,n)=u(n)+r's’ Z (k,n— jk—k)+r's™ (k-1) F! (k,n- jk-2k)
Jj=0 Jj=0
Burada
0 ,egern+2—k = 0(modk)
u(n) = {mszJ Ln+2—2kJ
rlst * T (k=1)rf st ,egern+2—k =0(modk)

Bu teoremin ispat1 bir 6ncekinin ispatina benzer oldugundan géz ardi edilecektir.m

n+2—k = O(modk) oldugundan kuyruktan once i-dikdortgenlerini igermeyen

dosemeler mevcut degildir. Bu teoremin sonucu olarak asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonuc 4.1.15. n > 4 igin

K-
2
2+F +22Fn_2_2j, eger n ¢ift ise
L= N
2
F, +2Z:Fn_2_2 i eger n tek ise
j=0
dir.

4.2. Matris Uretecleri
Bu béliimde rekiirans bagintilar1 hakkinda sonuglar elde etmek i¢in olduk¢a 6nemli bir

arac olan matris yOntemleri incelenmistir. Oncelikle elemanlar1 4-parametreli

genellestirilmis Fibonacci sayilar1 olan 4, matrisi k>i igin Qk:[qy}kxk ile

tanimlanmustir.

Tanmim 4.2.1 k=i olsun. Q, = [qtf]k-k matrisi, V1<t < kicin ¢, elemanlar F, (k,n)

r,s

tanimindaki rekiirans bagintisinin £ (k n— t) katsayilar1 ¢,; ve j>2 igin

L eger j=t+1
7= 0, diger durumlarda
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seklinde tanimlanir.

Ornegin i=2 ve k=2,3,...,k icin

0 1 0

= =\|r
O, L—i—s O} ’ o

K

010 0
r 0 1 0
0= ‘
0 00 1
s 00 .. 0

S O =
oS = O

S Y O
S O O =
S O = O
S~ O O

seklindedir. Ayrica baglangi¢ kosullarinin matrisine de,

F' (k2k=3) F (k,2k-4)
F' (k,2k-4) F' (k2k-5)

seklinde tanimlansin.

Teorem 4.2.1. k,n, k22 ve n> -1

F (kon+2k-2)

F! (k,n+2k-3)
AkQI?H =
F' (k,n+k)

| (kan+k-1)

dir.

F! (k,n+k—1)
F! (ksn+k=2)

kosullarini saglayan tamsayilar olsun. O zaman

.8

F! (k,n+1)
F;i,s (k’n)

Genellestirilmis Cassini formiiliinii elde etmek i¢in asagidaki bazi sonuglar1 verelim.

Teorem 4.2.2. k > 2 olsun. O zaman
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s(—l)k+1 , eger i<k

detQ, =
' (s+ r)(—l)k+1 , eger i=k ise

dir.

Ispat. Q matrisinin ilk slitununu iizerinde kofaktoér formiilii kullanilarak determinant
kolayca hesaplanabilir.

Teorem 4.2.3.4.,i, k>2 ve i=1 olsun. O zaman

(k-1)(k+6)

det 4, = el (—1) 2

dir.
Sonu¢ 4.2.1.i k,n k>2,i=1ve n>0 olsun. O zaman

(k=1)(k+6)+2(k+1)(n+1)

det A, Q" =s""(-1) 2 “ dir.
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5. BOLUM

5.1. Sonuc Ve Oneriler

Bu calismada F,' s (k,n), 4-parametreli genellestirilmis Fibonacci ve Er,s(k,n), 4-
parametreli dizileri tanimlanmis ve bu dizilerin temel 6zellikleri doseme teknigi ile elde
edilmistir. Elde edilen veriler literatiirde yer alan baz1 dizilere indirgenebilir. Ote yandan
elemanlar1 4-parametreli genellestirilmis Fibonacci sayilar1 olan matrislerin bazi temel

Ozellikleri verilmistir.

Yapilan bu ¢alismada mertebe artirilarak doseme teknigi yiiksek mertebedeki sayi dizileri

i¢cin de uygulanabilir.
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