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OZET

Bu tez ¢alismasinda, MKdV (Modifiye edilmis Korteweg-deVries) denkleminin yaklasik
¢ozlimleri dordiincii (kuartik) mertebeden B-spline fonksiyonlar kullanilarak Subdomain
yontemi ve besinci (kuintik) mertebeden B-spline fonksiyonlar kullanilarak Kollokasyon

yontemi ile elde edilmistir.

Bu tez galigmasi bes boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde sonlu elemanlar yontemi,
spline fonksiyonlar, B-spline fonksiyonlar, soliton dalgalar, subdomain yontemi,
kollokasyon yontemi, kuartik ve kuintik B-spline fonksiyonlar hakkinda detayli bilgiler

verilmistir.

Ikinci bolimde KdV denklemi tamitilarak, denklem hakkinda genis bir literatiir

arastirmasi yapilmstir.

Ucgiincii bélimde MKdV denkleminin Kuartik B-spline Subdomain sonlu elemanlar

yontemi ile yaklasik ¢oziimleri elde edilmistir.

Dérdiincii bolimde MKdV denkleminin Kuintik B-spline Kollokasyon sonlu elemanlar

yontemi ile yaklasik ¢oziimleri bulunmustur.

Besinci boliimde ise sayisal ¢oziimlerle ilgili elde edilen sonuglar ve 6neriler verilmistir.
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ABSTRACT

In this thesis, numerical solutions of the MKdV equation are obtained by fourth order
(quartic) B-spline functions with subdomain method and fifth order (quintic) B-spline

functions with collocation method.

This thesis study consist of five parts. In the first part ; detailed information about finite
element method, spline, B-spline functions, soliton waves, subdomain method,

collocation method, quartic and quintic B-spline functions has been presented.

In the second part, by introducing the KdV equation, a wide literature research on the

equation has been done.

In the third part, numerical solutions of the MKdV equation with quartic B-spline

subdomain finite element method were obtained.

In the fourth part, numerical solutions of the MKdV equation with quintic B-spline

collocation finite element method were obtained.

In the fifth part, the obtained results and suggestions about the numerical solutions were
given.
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1. BOLUM
1. TEMEL KAVRAMLAR
1.1. Sonlu Elemanlar Yontemi

Sonlu elemanlar kavramu ilk olarak 1960 yilinda, Clough tarafindan yayimlanan diizlem
esnekligindeki uygulamalar1 adli makalesinde dile getirilmistir [1]. Sonlu elemanlar
yontemi miihendislik ve Oncelikle havacilik miihendisligi alanlarindaki degisik
problemlerin ¢6zlimii i¢in bir ihtiya¢ olarak ortaya ¢ikmistir. Sonlu elemanlar yontemi
karmasik fiziksel 6zelliklere sahip problemleri daha basite indirgemek suretiyle, ¢éziim
bulan bir yontemdir. Giinlimiizde bilgisayarlardaki teknolojinin akil almaz bir sekilde
ilerlemesi sonlu elemanlar yonteminin ¢ok hizli bir sekilde gelismesine olanak vermistir.
Uygulamali matematikgiler, fizik¢iler, miihendisler ve diger bilim adamlari bu yontem ile

ilgili ¢ok sayida ¢alismalar yapmislar ve yapmaya da devam etmektedirler [2].

Sonlu elemanlar yontemlerinin; yap1 miihendisligi, havacilik miihendisligi, uzay
bilimleri, niikleer enerji miihendisligi, akiskanlar mekanigi, dinamik ve 1s1 iletim
problemleri ve diger miihendislik alanlarindaki problemlere basarili bir sekilde
uygulanabilecegi goriilmiistiir. Sonlu elemanlar yonteminin diger yontemlere gore bazi

avantajlar1 asagida ifade edilmistir [3];

. Diizensiz sekildeki yapilar1 ve diger yontemlerle modellenemeyen degisik

karmasik bolgeleri daha kolay bir sekilde modelleyebilmesi.

. Eleman denklemleri ayri ayri olusturuldugundan degisik malzemelerden olusan

yapilar1 modelleyebilmesi.

. Cok degisik sinir sartlariyla beraber kullanilabilmesi.

. Sinir kosullarinin degismesi halinde sonlu eleman modelinin degismemesi.

. Ihtiya¢ duyuldugunda elemanlarin biiyiikliiklerinin degistirilebilmesi.

. Sonlu eleman modelinin istenildigi zaman rahat bir sekilde degistirilebilmesi.
. Bilgisayar programlama diline yatkin olmasi.

Sonlu elemanlar yonteminin bu avantajlarinin yaninda; ¢6ziim bolgesinin alt bolgelere

ayrilmasi igsleminin belirli bir tecriibeyi gerektirmesi, siireklilik sartlariin alt bolgelere



uygulanmasinda bir takim zorluklarla karsilagilmas1 ve bilgisayar programinda veri girisi

sirasinda hatalar yapilmasi gibi dezavantajlar1 da vardir [4].

Sonlu eleman yonteminin herhangi bir probleme uygulanmasinda izlenecek temel

adimlar asagida verilmistir [5].
. Problemin ¢6ziim bdlgesinin ayriklastirilmasi (diskritizasyonu).
. Coziim bolgesindeki tiim tipik elemanlar i¢in eleman denklemlerinin tiiretilmesi.

. Verilen problemin denklemlerini elde etmek amaciyla eleman denklemlerinin

birlestirilmesi.

. Problemin sinir sartlarinin tatbik edilmesi.

. Birlestirilmis denklemlerin ¢6ziimiiniin yapilmasi.

. Cozim sonunda elde edilen sonuglarin degerlendirilmesinin yapilmasi.

Sonlu elemanlar yonteminin integral formiilasyonlar: genellikle varyasyonel ve agirlikli

kalan yontemleri olmak iizere iki farkli yoldan bulunabilir.
1.2. Spline Fonksiyonlar

Yaklagim yontemleri temel bilim dallarinin birgok alaninda ve mithendislikte oldugu gibi
matematik alaninda da olduk¢a cok kullanilmaktadir. Genelde iki tip yaklasim
problemlerinden s6z edilebiliriz. Birinci tip problemlerde bu yontemler, eldeki mevcut
verileri kullanarak bilinmeyen fonksiyonlar yaklasik olarak bulmak i¢in kullanilir. ikinci
tip yaklagim ise degisik fiziksel problemler igin bir operatér denklem tarafindan temsil
edilen matematiksel modellemelerden olusur. Bu tarz problemler, 6zdeger ve 6zvektor
problemleri, integro-diferansiyel denklemler, adi ve kismi diferansiyel denklemler i¢in
sinir deger problemleri barindirmaktadir. Yukarida belirtilen iki problem tipinde de, en

iyl ¢6zlimii elde etmek icin iki 6nemli sorunla karsilasmak miimkiindiir;
1)  Yaklasim kosullarini yerine getirecek uygun fonksiyonlarin sinifin1 segmek,
2)  Yaklagimin etkili olmasi i¢in iyi bir yontem segmek.

Bu yaklasim yontemlerinden polinom yaklasimlart énemli bir yere sahiptir. Ancak
polinom yaklasimi her zaman istenilen hassasiyette bir sonu¢ elde etmemize imkan

vermeyebilir. Genellikle koseleri keskin olan, yliksek mertebeden tiirevlerde hizli



degisim gosteren fonksiyonlara ve bazi diizglin fonksiyonlara bile yiiksek dereceden
polinomlar ile arzulanan hassasiyette bir yaklasim yapmak miimkiin olmayabilir. Nokta
sayisi arttik¢a yaklasimda kullanilacak olan polinomun derecesi de artacaktir. Bu durum
ise yapilacak bazi hesaplamalarda hatalara sebep olacaktir. Kaldi ki istenilen fonksiyonun
belirli bir araliinin degisik kademelerinde farkli 6zelliklere sahip olacagindan
fonksiyona tek bir egri ile yaklagsmak hatali sonuclar verebilir. Bunedenlerden dolay1 arka
arkaya gelen iki veri arasindan yiiksek dereceden olmayan birinci, ikinci, ligiincli veya
arzulanan dereceden polinom fonksiyonlar ile yaklasimlarin yapildigi spline

interpolasyon yontemini kullanmak daha uygundur.

Yukaridaki ifadelerden de anlasilacagi iizere spline interpolasyon yaklasimi gergekte
parcalanmis polinom yaklagimidir. Yani spline fonksiyonlar, veri araliklarmi degisik
sonlu sayida alt araliklara bolerek, birbirini 6rtmeyen her bir alt aralikta daha kiiglik

dereceden polinomlarla yaklasim yapma mantigina dayanmaktadr.

Spline fonksiyonlar ifadesi ilk defa Schoenberg tarafindan 1946 yilinda glindeme
getirilmistir [6]. 1960 11 yillara kadar yavas bir gelisim gdsteren spline fonksiyonlara
daha sonraki donemlerde ilgi olduk¢a artmistir. Bu ilginin en 6nemli nedeni, birgok
yapisal Ozelliklere sahip olmasi, etkili yaklasim giicii ve bilgisayarlarla yapilan
hesaplamalardaki sagladigi kolayliklardir. Depolanmasi, islenmesi ve kullanilmasi daha
kolay olan spline fonksiyonlarin dijital bilgisayarlardaki gelismeler ile ¢ok daha 6nemli
hale geldigi goriilmistiir [7]. Spline fonksiyonlarin hesaplamalarda sagladigi
kolayliklardan dolay1; interpolasyon, egri uydurma, diferansiyel denklemlerin
¢Oziimiinde, karmagik geometrik nesnelerin matematiksel modellemesinde, egri ve

ylizey yaklasiminda sik¢a kullanildig1 goriiliir.
Spline fonksiyonlarin sahip oldugu 6zellikler asagida verilmistir [4].
. Spline fonksiyonlar smooth (diizgiin) fonksiyonlardir,

. Spline fonksiyonlarin tamami uygun tabanlara sahip sonlu boyutlu lineer

uzaylardir,

. Spline fonksiyonlarin tiirevleri ve integralleri alinirsa yine spline fonksiyonlar

elde edilir,

. Spline fonksiyonlar bilgisayarlarda hesaplama, isleme ve depolama agisindan



elverisli fonksiyonlardir,

. Niimerik analizde ve yaklasim teorisinde spline fonksiyonlarin kullanilmasi
halinde matrisler ortaya c¢ikacaktir. Rumatrislerin uygun isaretleri ve determinant

ozellikleri agisindan kolay hesaplanabilirler,

. Diisiik dereceli spline fonksiyonlar oldukca esnektirler ve polinomlardaki gibi

keskin salinimlar sergilemezler,

. Yaklasgim islemi sonucunda elde edilen isaretler, katsayilar v.b. gibi yapilan

polinomlarin yapilari ile de ilgilidir,

. Spline fonksiyonlar kullanildiginda, kararlilik ve yakinsakligin incelenmesi daha

basit olacaktir,

. Spline fonksiyonlar ve tiirevlerinin yaklasik olarak ayni anda hesaplanmasi

mimkindiir.

. Yeteri kadar alt bolgelere ayrilmis, [a,b] aralig tizerinde tanimli olan her stirekli

fonksiyon, n. dereceden spline fonksiyonu ile iyi bir bi¢imde temsil edilmesi

miimkiindiir.
1.3. B- Spline Fonksiyonlar

Spline fonksiyonlarin hesaplanmasiyla lineer yada lineer olmayan sistemler elde edilir
Ki, bu sistemler arzulanan parametrelerin hesaplanmasina izin vermeyecek sekilde
bazen uygun sartli olmayabilir. Ayrica Spline yaklasimlar1 elde etme siirecinde sayisal
kararsizliklarla kargilasmak miimkiindiir. Belirli derece ve diizgiinliikteki tiim spline
fonksiyonlar, ayni1 derece ve diizgiinliikteki B-spline fonksiyonlarin bir lineer
kombinasyonu seklinde temsil edilebileceginden, bu tiir giicliikkler “B-spline” (basis
spline) olarak isimlendirilen farkli bir spline fonksiyon sinifi ile giderilebilir [8]. Bu tiir
fonksiyonlara B-spline fonksiyon denmesinin sebebi, ayn1 dereceye sahip biitiin spline
fonksiyonlar kiimesi i¢in bir taban olusturmasidir. B-spline fonksiyonlar sayisal

hesaplamalar i¢in oldukg¢a kullanighdir.
1.4. Soliton Dalgalar

Soliton kavraminin kesin tanimimi vermek kolay degildir, bununla birlikte lineer olmayan

kismi diferansiyel denklem veya sistemlerin herhangi bir ¢oziimiiyle iliskilendirilebilir.



KdV denklemi ve diger benzer denklemlerin tek soliton ¢oziimii (solitary wave)
genellikle tek dalga olarak kullanilir, eger birden fazla soliton ¢6ziimii varsa solitonlar
olarak adlandirilir. Bagka ifadeyle bir soliton diger bir solitondan sonsuz olarak

ayriliyorsa bir tek dalgadir.

Soliton ve soliter dalgalar, bir veya daha ¢ok kismi diferensiyel denklem tarafindan ifade
edilen, dzel kosullara sahip dinamik yapilardir [9]. iki dalganin garpisma sonrasi ayn1 hiz
ve sekilleri ile hareketlerine devam edebilmelerinden dolayi elastik dagilim 6zelligine
sahiptirler. Lineer olmayan hidrodinamik 6zellikleri ile bir soliter dalga, tutarliligin1 ve
dolayistyla seklini koruyan yergekimi sinirli bir dalgadir. Soliter dalgalarin, genligi

siirlidir ve sabit hiz ve sabit sekil ile yayilirlar [10].

Bir soliton, diger bir soliton ile carpistiktan sonra seklini kaybetmez ve c¢arpisma

sonrasinda tekrar ayn1 6zelliklerini koruyarak hareketine devam eder [11].

Soliton ve soliter dalgalarin birgok benzerliklerine ragmen baz1 farkliliklar1 da vardir.
Soliter dalgalar, integrallenemez denklemlerin sinirli ¢6ziimleri iken, solitonlar
integrallenebilir denklemlerin kisitlanmis sonuglaridir. Solitonlarin bir diger ayirt edici
ozelligi ise diger solitonlar ile zit yonlii ¢arpisma sonrasinda bile kendi sekillerini
korumalaridir. Soliter dalgalar, ayn1 yonlii carpismalarda 6zelliklerini korusalar da zit
yonlii carpismalarda farklilik gosterirler. Bu nedenle, soliter dalgalarin ¢esitliligi gergek
solitonlarin ¢esitliliginden ¢cok daha genistir. Tornadolar ve girdaplar gibi bazi soliter
dalgalar1 ayirt etmek zordur. Bu nedenle, soliter dalgalar zaman zaman soliton benzeri

hareketlilikler gosteren solitonumsu dalgalar olarak bilinirler [11].

KdV denkleminde soliton dalgalarin ¢6zliimiiniin ilging bir yonii de birbirleri i¢inden
gectikleri zaman herhangi bir sekil ve anlam degisikligine ugramamalaridir. Bugiin
solitonlar ¢ogu yerde kullanilmaktadir. Herhangi bir sinyal iletiminde, sinyalin zarara
ugramadan ve yeterli biiyiikliikte hedefe ulagmasi Onemlidir. Normal sinyallerin
durumlar1 degisebilir ve genisliklerinde farkliliklar olabilir. Bu lineer dalgalar etrafa
yayilabilir ve sinyalleri zayiflayabilir. Elektromanyetik dalgalar1 otomatik olarak
yineleyen aletlere ihtiya¢ kalmayacaktir. Ciinkii solitonlar siradan dalgalara gore
genisliklerini degistirmeden sabit tutabilmektedirler. Soliton dalgalar ile 10.000 km’ye
kadar Ozellikleri degismeden bagariyla sinyal iletilebilmektedir. Bununla birlikte

carpistiklarinda birbirlerinden etkilenmemekte ve sinyaller optik fiberler boyunca her iki



yonde iletilebilmektedir. Sinyaller, gidecegi yere orijinal durumlarinda ve yeterince

anlasilabilir biiyiikliikte ulastirilabilir [12].
1.5. Subdomain Y 6ntemi
Bu yontemde W, agirlik fonksiyonlari

Wm(x):{l’ X €[ Xy, Xopua ] } (m=0.1..,N) (1.5.1)

O, diger durumlar
seklinde secilir. Alt araliklarin sayis1 €, parametrelerinin sayisina esit olacak seklinde

belirlenmelidir. W_ agirlik fonksiyonlari (1.5.1) denkleminde yerine yazilirsa
jR(x, y,c )dxdy =0 (m=04,..,N) (1.5.2)
Q

bulunur. Bu denklem sisteminin ¢oziilmesi ile ¢, parametreleri elde edilir [5].

1.6. Kollokasyon Y éntemi

Bir diferansiyel denklemin tam ¢6ziimii ile yaklasik ¢6ziimii arasindaki farkin, sifirdan
farkli bir agirlik fonksiyonu ile ¢arpilip toplamlarinin en kiiciik yapilmasi islemi agirlikli
kalan yaklagimi olarak adlandirilir ve bu yaklasima dayanan metotlara ise agirlikli kalan
metodlar1 denir. Her denklemin agirlikli integral formu olusturulabileceginden dolay1 her

denkleme tatbik edilebilir. Agirlikli kalan yontemlerini ifade etmek igin {2 bolgesinde
A(u) = f (1.6.2)

Operator denklemini ele alalim. Burada A lineer ya da lineer olmayan operator ve f

bagimsiz degiskenin bir fonksiyonu olarak tanimlanirsa, buradaki u c¢oziimiine, bir

yaklasim olarak

Uy :icj¢j +¢, (1.6.2)

kullanilir ve (1.6.1) denkleminde (1.6.2) ile verilen u, yaklagik ¢oziimii yerine
yazildiginda fy = A(u,) fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyon biiyiik olasilikla f ye

esit degildir. A(u,) ile f fonksiyonu arasindaki farka



R=Au)-f = A[ichﬁj +¢0J— f=0 (1.6.3)

yaklagimin kalam denir. Burada R kalan fonksiyonu c; parametrelerine bagh oldugu

kadar konuma da baglidir ve agirlikl kalan yontemlerinde c; parametreleri

j v, (X, Y)R(x, y,c;)dxdy =0 (i=012,..N) (1.6.4)

agirlikli kalan integralindeki R kalani sifir olacak bigimde segilir. Buradaki Q iki
boyutlu bir bolge ve y; ler ise agirlikli kalan fonksiyonlar1 olup (1.6.4) integralinin
hesaplanmasiyla elde edilen denklemlerin ¢oziilebilmesi i¢in secilen y; agirlikli kalan
fonksiyonlar kiimesinin lineer bagimsiz olmasi gerekir. Agirlikli kalanlar yonteminde
agirlik fonksiyonunun segimine bagli olarak yontemler farkli isimle adlandirilir. Bu
yontemler Galerkin, Petrov-Galerkin, Kollokasyon ve Subdomain seklinde siralanabilir.
Bu tez ¢aligmasinda kullanacagimiz agirlikli kalan yontemlerinden biri olan Kollokasyon
yonteminde Q bolgesinden secilen N adet X' =(x',y') kollokasyon noktasinda kalanin

sifir olmasi istenir ki yani kalan

R(X,Y',c;) =0, (i=012,..,N) (1.6.5)

seklinde olmalidir. X' kollokasyon noktalarmin denklem sistemi iyi sartl olacak bigimde

segilmesi ¢ok dnemlidir. Burada y;, = 5(X — X') alinir ve (1.6.4) denkleminde yerine

yazilacak olursa

ja(x ~X")R(X,c;)dxdy =0 (1.6.6)
veya
R(X',¢)=0 (1.6.7)

elde edilir. Buradaki &(x) Dirac delta fonksiyonu olup asagidaki sekilde tanimlanir:

[ £ (08(x=&)dxdy = £()[4]. (1.6.8)



B-spline fonksiyonlara dayanan kollokasyon sonlu elemanlar yontemi, daha onceleri
farkli tiirden dogrusal olmayan problemlerin yaklasik ¢oziimlerini elde etmek icin
kullanilmistir. Mesela Kawahara denklemi septik B-spline kollokasyon [13], Burgers,
KdV-Burgers (KdVB), kompleks modifiye edilmis KdV (CMKdV), genellestirilmis
dogrusal olmayan Schrodinger (GNLS) ve genellestirilmis Rosenau-RLW denklemleri
ise kuintik B-spline kollokasyon ydntemiyle sayisal olarak ¢oziilmiistiir [14-17]. Yine
Genellestirilmis Burgers—Fisher ve Genellestirilmis Burgers—Huxley denklemleri ise
kiibik B-spline kollokasyon algoritmasi yardimiyla ¢oziilmiistiir [17]. D. Irk, kiibik ve
kuintik B-spline kollokasyon yontemiyle GNLS denkleminin, CMKdV denkleminin ve
Boussinesq sistemi tipi (BST) denklem sisteminin ¢6ziimlerini bulmustur [18]. Saka,
Diizenli Uzun Dalga (RLW) ve Kuramoto-Sivashinsky (K-S) denklemlerinin, sayisal
¢coziimlerini kuartik, kiibik ve kuintik B-spline fonksiyonlar kullanarak kollokasyon

yontemi ile elde edilmistir [18].
1.7. Kuartik B-Spline Fonksiyonlar

[a,b] araliginin bir diizgiin parcalanist a=X, <X <..<Xy, <X, =b ve h=x_,—X,

olmak tizere X, diigiim noktalarinda ¢, (X) kuartik B-spline fonksiyonlarm =—-2(1)N +1

noktalari i¢in;

(X_meZ) ' [Xm Z'Xm—l]
(X_Xm—2)4_5(x_xm—l)4’ [Xm—l7 m]
1 [(x=x_,) =5(x=x_,) +10(x—x 4, Xoyr X
¢m(x):F ( m2)4 ( ml)4 ( m) [ l] (17)
(Xpes = X) =5(Xp —X) (X1 Xz ]
(Xm+3—X)4, [Xm+2’ m+3]
0 diger durumlar.

seklinde tanimlanir [19, 20]. {g,(X),4,(X),... 4 (X), by 1 (X)} kiimesi a<x<b
araliginda tamiml olan fonksiyonlar i¢in baz teskil eder. Kuartik B-spline ¢, (X)
fonksiyonu ve tiirevleri [X, ,,X,.;] araligt disinda sifir olur. Her bir ¢, (x) kuartik B-

spline fonksiyon [X. ,,X,.;] araliginda pes pese bes eleman1 orter.



1.8. Kuintik B-Spline Fonksiyonlar

[a,b] araliginin bir diizgiin par¢alanist  a=X, <X <..<Xy, <Xy =b ve h=x_,,-X,

olmak tizere X, digim noktalarinda ¢, (X) kuintik B-spline fonksiyonlar

m =—2(1)N + 2 noktalar1 i¢in;

(X=%4)’, [Xns0 X2
(X=X,5)" =B(x=x,,)", X2 %]
. (X= %) =6(x =, ;)" +15(x = %,,,)’, X0 %]
¢ (X) = N (X=X,5)" =B(x =X, ;)" +15(x =X, ;)* = 20(x - X, )’, DX X
(X=%;0)" =6(x =, ;)" +15(x =%, ;)° = 20(x = X, )° +15(x = X,,)’, DXt X2
(X - mes)s - 6(X - mez)5 +15(X - me1)5 - 20(X X )5 +15(X - Xm+1)5 - 6(X - Xm+2)5' [Xm+2‘ Xm+3]
0, diger durumlar

(1.8)

seklinde  tanimlanir. {@,(X), #,(X), ... 4 (X), A1 (X), by ()} kiimesi a@<Xx<b
araliginda tanimli olan fonksiyonlar igin baz teskil eder. Kuintik B-spline ¢,(X)
fonksiyonu ve tiirevleri [X, s:Xp,s] arahigi disinda sifir olur. Her bir #,(X) kuintik B-

spline fonksiyonu [X,_s X3 ] araliginda pes pese alt1 elemani 6rter [19].



2.BOLUM
2.1. Korteweg-de Vries (KdV) Denklemi

Bagimsiz dalgalar (solitary waves) ilk defa 1834 yilinda durgun bir teknenin 6n tarafindan
kopan yuvarlak, diizgiin ve oldukga belirgin bir su kiimesinin seklinde bir degisiklik veya
hizinda en ufak bir azalma olmaksizin yaklasik ti¢ kilometrelik bir kanal boyunca
ilerlediginin Scott Russell [21] tarafindan gozlemlenmesiyle kayda gegmistir. Salinim
yapan diger dalga tiirlerinden farkli hareket bi¢imi nedeniyle yine Russell tarafindan
bunlara "bagimsiz dalga" adi verilmistir. 1847 yilinda Stokes [22] ve 1872 yilinda
Boussinesq [23] gibi bircok matematik¢i kisaca bu konudan bahsetmis olsa da sig
sulardaki bagimsiz dalgalarin profilini gézlemleyen Scott Russell’dan sonraki ilk teorik
calismalar 1895 yilinda Korteweg - de Vries’e aittir. Korteweg - de Vries [24] s1g bir

kanalda tek yonde ilerleyen dalgalarin olusumuna dair giintimiizde oldukga ilgi ¢eken
U, +eUU, +J,, =0. (2.1.1)
KdV denklemini literatiire kazandirmiglardir [25].

KdV denklemi inverse-scattering yontemiyle [26] analitik olarak ¢oziilebilir olmasina
ragmen bu yontemin zamandan bagimsiz Schrodinger denklemine bagli olarak sadece
birkag¢ 6zel potansiyel i¢in sonug veriyor olmasi sebebiyle niimerik ¢oziimleri dnemini
korumaktadir. KdV denkleminin niimerik ¢oziimlerini ilk olarak Zabusky ve Kruskal [27]
sonlu farklar yontemini kullanarak elde etmislerdir. O ¢alismada iki bagimsiz dalganin
etkilesiminin 6zellikleri ortaya konulmustur. Zabusky ve Kruskal, ikinci bir dalgayla
karsilastiginda gecis asamasi harig, seklini koruyarak diizgiin hizla ilerleyen dalgalar igin
soliton kavramini tanimlamislardir. Sonlu elemanlar yontemini ise ilk olarak uygulayan

Wahibin [28] olmustur.

KdV denklemi ¢ok farkli fiziksel sistemlerde ortaya ¢iktigindan énemli bir lineer olmayan
kismi diferansiyel denklemdir. Analitik ¢oziimleri sinirli birkag baslangic degeri igin
bulunabildiginden baslangi¢ degerinin ¢ok ¢esitli se¢ilebildigi niimerik ¢oziimler gerekli

olmaktadir.

Ayrica tsunami olarak bilinen dev okyanus dalgalar1 ve okyanuslarda sicaklik farkindan
olusan gemilerin tahrip olmasina neden olan dev dalgalar da KdV denklemi ile

modellenebilir [29].
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Modifiye edilmis Korteweg-de Vries (MKdV) denklemini incelerken Korteweg-de Vries

(KdV) denklemi esas alinmustir. (2.1.1) ile verilen denklemdeki UU, ve U, terimleri

sirastyla dogrusal olmayan konveksiyon ve dagilima karsilik gelmektedir. KdV denklemi,
s1g kanallardaki su dalgalar teorisini tanimlayan ana matematiksel modellerden biridir.
Bazi1 6nemli fiziksel olaylar; s1g su dalgalarinda uzun dalgalarin yayilmasi, kabarcik-sivi
karisimlari, iyon akustik plazma dalgalar1 ve enharmonik kristallerde dalga olaylari, ilk
olarak Korteweg ve de Vries tarafindan onerilen KdV denklemi ile agiklanabilir [30].
KdV denkleminin analitik ¢6ziimii ilk olarak Zabusky, Fornberg ve Whitham tarafindan
elde edilmistir [31,32,33]. Gardner ve arkadaslar1 [34] KdV denkleminin ¢oziimlerinin
varhigini ve tekligini géstermistir. Birgok arastirmada, denklemi ¢6zmek i¢in sonlu farklar
yontemi [35, 36], sonlu elemanlar yontemi [37,47], ps6dospektral yontem [32] ve 1s1

dengesi integral yontemi [48] gibi gesitli sayisal yontemler kullanilmistir.

MKdV denklemi, p pozitif bir tamsay1 olmak iizere agsagidaki genellestirilmis Korteweg-
de Vries (GKdV) denkleminin 6zel bir durumu;

Ut+g(Up)X+,uUm =0 du. (2.1.2)

Bu tez ¢alismasinda p =2, & =3veu =1 aliarak (2.1.2) ile verilen denklemin 6zel

bir formu olan;

U, +3U°U, +.J , =0, (2.1.3)
MKdV denklemi

U(a,t)=0, U (b,t)=0,

UX((a,t))=o, UX((b,t))=0 t>0 @L4)
homojen sinir kosullari

ve

U(x,0)=f(x) a<x<b (2.1.5)

baslangi¢ kosulu ile birlikte ele alinmistir. Burada t zaman, x konum koordinati

ve f(x) algilanan bir fonksiyondur.
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MKdV denkleminin literatiirde sayisal ¢alismalart sinirhidir. Kaya [49] yiiksek dereceli
MKdV denkleminin sayisal ¢oziimlerini elde etmek i¢in Adomian ayristirma yontemini
kullanmistir. MKdV denklemini Biswas ve arkadaslar1 kuartik B-spline Galerkin sonlu
elemanlar yontemi kullanarak ¢ozmiislerdir [50]. Raslan ve Bagdady [51, 52], MKdV
denkleminin sonlu fark ¢oziimiiniin dogrulugunu ve kararliligin1 gostermisler ve MKdV
denklemi tarafindan modellenen gol kiyilar1 ve plajlar boyunca sig su dalgalarinin
dinamiklerinin sayisal 6zelliklerini elde etmislerdir. Wazwaz (3 + 1) boyutlu MKdV
denklemi ve c¢oklu soliton ¢oziimlerini bulmustur [53, 54]. Karako¢ ve calisma
arkadaslar1 tarafindan MKdV denklemine Lumped Petrov-Galerkin ve Galerkin

yontemleri uygulanmistir [55, 56].

Bu ¢alismada, pes pese bes ve alti elemani 6rten kuartik ve kuintik B-spline fonksiyonlar
kullanilarak MKdV denklemi i¢in Kollokasyon sonlu elemanlar metodu gelistirilmistir.
Tek soliton dalganin hareketi, iki ve ii¢ soliton dalganin etkilesimi, dnerilen yontemin
performansii ve verimliligini gostermek i¢in incelenmistir. Von-Neumann kararlilik

analizi uygulanarak dnerilen yontemin kosulsuz kararli olduguna ulagilmistir.
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3. BOLUM

MKdV DENKLEMININ KUARTIK B-SPLINE SUBDOMAIN SONLU
ELEMANLAR YONTEMI ILECOZUMU

3.1. Giris

Bu boliimde Seydi Battal Gazi Karakog un referans[57] ile verilen makalesi ayrintili
olarak incelenmistir. MKdV denkleminin sayisal ¢oziimleri dordiincii mertebeden B-
Spline subdomain sonlu elemanlar yontemiyle elde edilmistir. Onerilen sayisal
algoritmanin dogrulugu, tek soliton dalga, iki ve {i¢ soliton dalganin girisimi gibi ii¢ test
probleminin uygulanmasiyla kontrol edilmistir. Yeni uygulanan yontemin performansini

kontrol etmek i¢in L, ve L hata normlariile I,,1,,1, ve |, degismezlerinin degerleri

hesaplanmistir. Algoritmanin kararlilik analizi de incelenmistir.

3.2. Kuartik B-spline fonksiyonlar

Prenter [19], [a,b] araligindaki X diiglim noktalarinda ¢, (x), (m=-2,-1,...N,N +1)

kuartik B-spline fonksiyonlarini (1.7) ile verilen ifade seklinde tanimlamustir.

Her kuartik B-spline bes elemant kapsar, bu nedenle her eleman [ X, X ., ] araliginda bes
B-spline fonksiyon ile ortiiliir. Tipik bir [a,b] sonlu araligt h§ = x —x,,,, 0 <& <1
doniigimii ile [0,1] araligma eslenir. [0,1] kapali araligi lizerinde kuartik B-spline
fonksiyonlar & cinsinden asagidaki gibi verilir.

Bo o =1-45+687 -4+ &,

¢ =11-12E —6£7 +12£° — &%,

¢, =11+12E —6£7 —12£°% + &%, (3.2.1)
By =1+ AE+6E2 +4E° - &1,

Bz =&

Denklem (1.7) ve (3.2.1) kullanilarak U, U/, U ve U] degerleri diigiim noktalarinda

0, parametrelerine gore,
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Uy (X,,t)=U
4

m~— Zm-2 +11§m—1 +115m +5m+1'

U, = H(—5m_2 -36,,,+30, +5m+1),
, 12 3.2.2)
Um :F(é‘m—z _§m—l _5m +5m+1)7
24

Uy = F(_5m—2 +26,,-26,,,+06,., )

seklinde verilir. [ X, X,,,; ] eleman1 {izerindeki U nun bir varyasyonu

U= 4©350 (329
bi¢imindedir.

3.3. MKdV Denklemi i¢in Subdomain Yontemi

Sayisal algoritma igin, problemin ¢6ziim alan1 a<X<b araligiyla siirlidir. [a,b]

—a

araliginin diizgiin bir pargalanis1 h = olmak tizeri a=X,<x <..<xy, =b olsun. x

diigiim noktalarinda kuartik B-spline fonksiyonlar kiimesi
{$2(X),#1(X),oon by (X), 1 (X)), coziim bolgesi [a,b] arahgn icin bir baz
olusturur. Sayisal ¢dziim olan U, (X,t), kuartik B-spline fonksiyonlar cinsinden

N+1

Uy (x,t):r;zqﬁm(x)ém (1) (3.3.1)

seklinde ifade edilir.

Burada o, (t) zamana bagli parametreler olup hem sinir hem de agirlikli kalan sartlari ile

elde edilecektir. (2.1.3) denklemine (1.5.1) agirlik fonksiyonu yardimi ile sayisal ¢6ziim

uygulanirsa

[1U+30%U,+U,)dx=0 (3.3.2)

bulunur.
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h& =x—X, doniisimii (3.3.2) ile verilen zayif formiilasyonda kullanilir, terim terime

integral alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

g(smz +265,, , +663,, +265,,, +3,,, )+ Zpy (-0 , —105,,, +1065,,, +5,,,) +
1 (3.3.3)
#F(_é‘m—z + 2é‘m—l - 25m+1 + 5m+2) =0
bulunur.
Burada zamana bagli parametreler olan 5, ler t ye gore tlirevi gosterir ve
z,=U, =3(6,,+115, , +115, +45,.,)" du. (3.3.4)

(3.3.5) denklemindeki o, zaman parametreleri ve onlarin zamana gore tiirevleri olan 5,

ifadeleri yerine sirasiyla agsagidaki Crank-Nicolson ve sonlu fark yaklasimi kullanilirsa;

n+1 n n+l 'n
P A SR it
2 At

(3.3.5)

(i=m-2,..m+2), 6",8" ile iliskili iki zaman seviyesi n ve n+1 arasida bir

tekrarlama bagintisini

ViOna +Va0m s + Vs0n " + VaOmis + VsOmiz = VsOm o + Va0 s+ Va0 + V2Ona + Vi0mec (3.3.6)
seklinde elde ederiz. Burada
n=[L-EZ —-M]
7, =[26-10EZ_+2M]
V3= [66]
7, =[26 +10EZ,_ —2M]
Vs =[+EZ,+M] (3.3.7)
m=0,1,..N-1
E = igAt
2h
30
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dir. Sistem (3.3.7) (N +4) tane bilinmeyen ve katsayilari (5_2,5_1,...,5,\, ,5N+1)T olan N

tane dogrusal denklem igerir. Bu sistemin tek ¢oziimiinii elde etmek igin dort ek denkleme

ihtiyacimiz vardir. Bunlar (2.1.4) ile verilen sinir kosullarindan elde edilir. & ,,0 ,,...,d;

ve O, katsayilar (3.3.6) ile verilen denklem sisteminden elenerek N bilinmeyenden
olusan d" =(&,,8,,...,8y ;) olmak iizere

Td"*1 =vd" (3.3.8)
matris denklemi elde edilir. Bu matris denklemi, Thomas algoritmasi ile ¢oziiliir.

Bununla birlikte, Z_ nin neden oldugu dogrusal olmama durumunun iistesinden gelmek
. . . 1 AR .
icin her zaman adiminda 6" = 6" +E(6” —5”’1) iki veya li¢ defa i¢ iterasyon uygulanir.

Coziime baglamadan once baslangic vektorii olan d°,

baslangi¢ sart1 ve asagidaki sinir sartlart kullanarak elde edilir:

U.),@0)=0,  (U,),(0)=0
(Uy), (a,0)=0, (Uy), (b,0)=0.

Dolayistyla baslangi¢ vektorii olan d°; Vd® = @ matris sisteminden elde edilir.

(18 6
115 115 1
Buradan V=1 11 11 1
11111 1
2 14 8|

d° = (8,6, 81 By 5 Oy 106y ) VE@=(U (%,0),U (%,0),.,U (%,5,0),U (%,,0))
dir.
3.4. Kararhhk Analizi

Onerilen algoritmanin kararlilik analizini aragtirmak i¢in, Fourier analizine dayanan Von-

Neumann teorisi uygun bir sekilde kullanilmistir. Dogrusal olmayan U ?U  terimindeki
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U2 nin yerel olarak sabit oldugu varsayilir. 57 = £" '™, (i = x/—_l) Fourier formu (3.3.5)

ile verilen denklemde yerine yazilirsa

6gnﬁ-l(nlei(m—Z)H_i_ﬂzei(m—l)@_i_n?’eime_i_774ei(m+1)6’_+_775ei(m+2)¢9)

_ _ _ _ _ (3.4.1)
_ é:n (nseu(mfz)a +774e|(m71).9 n 773e.mg +772e|(m+1)9 +nle|(m+2)9)
bulunur.
Burada o mod numarasi, h eleman boyutu € =oh olmak lizere
n=1-EZ -M
n, =26-10EZ  +2M
1, =66
n, =26+10EZ_ —-2M
n.=1+EZ +M
m=0,1,...,N
E= igAt
2h
30
dir. (3.4.1) ile verilen denklem sadelestirilirse
A+iB
= aliB
elde edilir ki burada;
A= (52)cos(f) +2cos(260) + 66 (3.4.2)
B =20EZ_ —4M)sin(0) +(2EZ,, +2M)sin(26) o

dir.
Fourier kararlilik analizine gore, verilen semanin kararli olmasi igin |§| <1 olmalidr.

a’+b? =a2+(—b)2 oldugu icin sembolik bir programlama yazilimi veya basit
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hesaplamalar kullanarak |§|=1 oldugu goriiliir. Bu nedenle lineerlestirilmis sema
kosulsuz olarak kararlidir.
3.5. Sayisal Ornekler ve Sonuglar

Bu béliimde, algoritmamizin dogrulugunu gergeklestirmek i¢in analitik ¢6ziimii bilinen
tek soliton dalganin hareketi ve etkilesim siiresince analitik ¢6ziimii bilinmeyen iki ve ti¢
soliton dalganin hareketi incelenmistir. (2.1.4) - (2.1.5) ile verilen sinir ve baslangi¢ deger

problemi;
l, =f U (x,t)dx,

I, :'[jouz(x,t)dx,

l, :J'w {U“(X,t)—G_ﬂUXZ(X,t)}dX, (3.5.1)
. .
ey ) 304, 2 2 1812,
I4—_|.{U (x.t) " U (x,t)Ug(x,t)+ = Uxx(x,t)}dx

seklindeki degismezlere sahiptir [58, 60]. Belirli zamanlarda analitik ve sayisal

¢Ozlimler arasindaki farki hesaplamak icin

N
L =[ur™ “Uyl,E \/h;‘ujm _(UN)jr’ L=Ju™ U, o m?X‘UjTam_(UN),-‘

hata normlar1 kullanilmustir.
3.5.1. Tek Soliton Dalganin Hareketi

Bu problem i¢in (2.1.3) ile verilen MKdV denklemi U —0 , x — #oo sinir kosullar1 ve

U (x,0)= Asech| k(x—x,)] (35.1.1)

baslangi¢ kosulu ile ele alinmigtir. Burada A= @, k :\/E olup A genlik, k tek
\ & 7

soliton dalganin genisligidir. MKdV denkleminin analitik ¢6ziimii, X, ve ¢ keyfi sabitler

olmak lizere
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U (x,t)=Asech[k(x—ct—x,)]

seklindedir. Bu problem i¢in, degismezlerin tam degerleri ise

\/Z| _ 216¢°u
¢ 5

Il:ﬁ‘fG—'u, I, =
g

12

1C
1|3:_
&

(3.5.1.2)

(3.5.1.3)

ile verilir. Bu test problemi i¢in, 0<x<80 araligmda £=3, u=1 h= 01

At= 0.01, c= 0.845 ve 0.3 parametreleri alindi. Boylece soliton dalgalarin genlikleri

sirastyla 1.3 ve 0.7746 olarak bulundu. Sayisal algoritmalarimiz, L,,L, hata normlarini

I,,1,,1;, ve 1, degismezlerin degerlerini elde etmek ig¢in t=1 zamanma kadar

calistirilmistir. Onerilen yontemle elde edilen degismezlerin degerleri ve hata normlari

Tablo 3.1 ve Tablo 3.2 de verilmistir. Bu tablolardan degismezlerin hesaplanan

degerlerinin analitik degerleriyle uyumlu oldugu agikca goriilmektedir. Tek dalganin

farkli zaman adimlarindaki hareketi Sekil 3.1 de gosterilmektedir. Sekilden gortldigi gibi

soliton dalga hiz ve genligini neredeyse degistirmeden saga dogru ilerlemektedir.

Tablo.3.1. £€=3, ©u=1,c=0.845 h=0.1 ve At=0.01, 0<x<80 parametreleri icin tek
soliton dalganin degismezleri ve hata normlari.

t 1, l, I, l, L, L,
01 4442863  3.676938 2071325 1050110  8589E-02  5.041E-02
0.2 4442864  3.676939 2071323 1050109  1.716E-01  1.006E-01
0.3 4442865  3.676939 2071323 1050108  2.569E-01  1.506E-01
04 4442866  3.676938 2071322 1050107  3.418E-01  2.001E-01
0.5 4442863  3.676937 2071322 1050107  4.259E-01  2.490E-01
0.6 4442861  3.676937 2071319 1050105  5.091E-01  2.971E-01
0.7 4442861 3676935 2071318 1050104  5913E-01  3.446E-01
0.8 4442862  3.676934 2071316 1050102  6.724E-01  3.907E-01
0.9 4442863  3.676932 2071314 1050101  7.521E-01  4.363E-01
10 4442863  3.676933 2071312  1.050100  8.304E-01  4.805E-01
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Tablo.3.2. £=3, u=1,¢=0.3, h=0.1 ve At =0.01, 0 < x <80 parametreleri icin tek
soliton dalganin degismezleri ve hata normlari.

t 1, L, I l, L, L

00

0.1 4.442792 2.190881 0.4381725 0.078951 1.403E-02 6.361E-03

0.2 4.442779 2.190881 0.4381727  0.078970 2.807E-02 1.272E-02

0.3 4.442776 2.190881 0.4381729  0.078994 4.210E-02 1.907E-02

0.4 4.442777 2.190880 0.4381731  0.079025 5.613E-02 2.543E-02

0.5 4.442771 2.190882 0.4381731  0.079066 7.906E-02 7.016E-02

0.6 4.442772 2.190881 0.4381735  0.079120 8.418E-02 3.814E-02

0.7 4.442766 2.190881 0.4381731  0.079190 9.819E-02 4.448E-02

0.8 4.442769 2.190880 0.4381730  0.079281 1.121E-01 5.082E-02

0.9 4.442766 2.190881 0.4381731  0.079399 1.261E-01 5.714E-02

1.0 4.442765 2.190882 0.4381731  0.079551 1.401E-01 6.345E-02

s

(xt)

G

LR

oz

a0 e -

az T T T 1
a 0 40 &l L]

Sekil.3.1.Tek soliton dalgann £=3, #=1 ¢=0.845 h=0.1 ve At=0.01, 0<x<80
parametreleri i¢in t =0, 5 ve 10 zaman adimlarindaki hareketi.
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3.5.2. ki Soliton Dalganin Etkilesimi

Ikinci problem olarak; farkli genliklere sahip olan ve aym yonde hareket eden iki tek
dalganin etkilesiminin davranisi incelendi. Farkli genliklerde iyi ayrilmis iki ayr1 dalganin
baslangi¢c durumu asagidaki forma sahiptir:

U (x,0)=j221:Aj sech[cj (x—xj)]

(3.5.2.1)

(J=12) C; ve X; istege bagh sabitlerdir. Bu problem i¢in 0<x<80 araliginda
=3, u=1 h=01, At =0.01, ¢,=2, c,=1 x =15 ve X, =25 parametreleri segildi.
Degismezlerin degerlerini elde etmek igin program t =5 zamanina kadar ¢aligtirildi. Elde
edilen sonuglar Tablo 3.3 de verildi. Tablo 3.3 zaman ilerledik¢e degismezlerin neredeyse
sabit oldugunu gostermektedir. Hesaplanan 1,,1,,1, ve |, degismezleri, sirasiyla
2.16x1072,6.1x10°%,4.95x10? ve 2.49x10° den daha az degismektedir. iki soliton

dalganin etkilesimi farkli zaman adimlarinda Sekil 3.2 de gosterilmistir.

Tablo.3.3. £=3, u=1 h=0.1, At=0.01c, =2, c,=1 x =15 ve X,=25, 0<x<80
parametreleri icin iki soliton dalganin etkilesiminden elde edilen degismezler.

t l, 1, 1, 1,

0 8.885730  9.659342  10.219180 10.668990
1 8.885097  9.657387  10.211370 10.653420
2 8.884507  9.655479  10.203760 10.638260
3 8.883841  9.653700  10.196620 10.624040
4 8.883119  9.652200  10.190490 10.611900
5 8.882933  9.651279  10.186450 10.603890
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T T T 1
= A EQ B

X

Sekil.3.2. Iki soliton dalgann ¢=3, u=1 h=0.1, At =0.01c, =2, ¢c,=1 x =15 ve
X, =25, 0<x <80 parametreleri i¢in t=0, 2 ve 5 zaman adimlarindaki hareketi.

3.5.3. U¢ Soliton Dalga Etkilesimi

Son problem olarak; farkli genliklere sahip olan ve ayni yonde hareket eden ii¢ tek

dalganin etkilesiminin davranis1 incelendi. Ug tek dalganin etkilesimi
3

U(x0)=> A sech[cj(x—xj )} (3.5.3.1)
-1

baslangi¢ kosulu ve x — +oo iken U — 0 smur kosullari ile ele alindi. Bu problem i¢in
0<x<80 araliginda ¢ =3 ,u=1h=0.1, At=0.0L,c, =2,¢c, =1,¢,=0.5x =15,x, =25 ve
X, = 35 parametreleri g6z Oniine alindi. Hesaplamalar t =5 zaman adimina kadar yapildi

ve elde edilen degerler Tablo 3.4 de listelendi. Tablo 3.4 ¢ bakildiginda, zaman arttik¢a
degismezlerin neredeyse sabit oldugu goriilmektedir. Ug tek dalganin etkilesiminin
davranis1 Sekil 3.3 te farkli zamanlarda belirtilmistir.
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Tablo.3.4.

e=3 ,u=1h=01 At=00Lc =2,c,=1c,=05x =15x, =25,

X, =35,

0<x<80 parametreleri i¢in ii¢ soliton dalganin etkilesiminden elde edilen degismezler.

t

Il

I,

|3

I4

o

13.328670

13.328050

13.327570

13.326950

13.325990

13.326010

12.519940

12.518010

12.516120

12.514400

12.513020

12.512290

11.228390

11.220640

11.213060

11.206050

11.200220

11.196690

11.019630

11.004170

10.989010

10.975050

10.963460

10.956380

Sekil.3.3.
X, =15,
hareketi.
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Ug soliton dalgann &£=3, u=1 h=0.1 At=0.01,
X, =25,%, =35,0<x<80 parametreleri igin t= 0, 2 ve 5 zaman adimlarindaki

c,=20¢,=1¢,=05,



4. BOLUM

MKdV DENKLEMININ KUINTIK B-SPLINE KOLLOKASYON SONLU
ELEMANLAR YONTEMI iLE COZUMU

Bu boliimde Seydi Battal Gazi Karakog¢’un referans [61] ile verilen makalesi ayrintili
olarak incelenmistir. Burada (2.1.3) ile verilen modifiye edilmis Korteweg de-Vries
(MKdV) denklemi kuintik B-spline fonksiyonlar kullanilarak sirasiyla (2.1.4) ve (2.1.5)

ile verilen siir ve baslangi¢ sartlar ile ele alinmuastir.
4.1 Kuintik B-spline Kollokasyon Yontemi

Sayisal hesaplamalar i¢in, problemin ¢oziim alan1 @ < X<b araligiyla smirlandirilmustir.

b-a
[a,b] araliginin diizgiin bir pargalanis1 h= v olmak tizeri a = X,<x <...<x, =b olsun.

Kuintik B-spline fonksiyonlar (1.8) ile tanimlanmistir [28]. Sayisal ¢dziim olan U (X, t)

kuintik B-spline fonksiyonlar cinsinden

N+2

Un(x8)= 2 ¢ (x)3, (1) (4.1.1)

seklinde ifade edilebilir. Burada &, (t) zamana baglh parametrelerdir. Tipik bir sonlu

arallk [x,x.,], hé=X-=X, 0<&<1 seklinde tanimlanan yerel bir koordinat
dontistimii ile [0,1] araligma eslenir. [0,1] kapali araligi {izerinde kuintik B-spline

fonksiyonlar & cinsinden asagidaki gibi verilir:

B o =1—-5E +10&2 —10&° + 554 - £°,
o1 = 26—50& + 20E° + 20&° — 204 +5¢°,
¢, = 66—60£% +30&1 —10&°,

Gy = 26+508 + 2067 — 20&° - 20&* +5¢°,
B.p =1+5E+10E% +10£° +5E% —BE°,

i =&

(4.1.2)
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(4.1.1) ve (1.8) denklemleri kullanilarak, U _, U , U’ U" ve UY  degerleri diigiim

noktalarinda o6, parametrelerine gore,

U (x ,t)=U_=5_,+265, , +665,+265, +5,.,,

m+1
5

U I - H(_gm—Z _105m—1 +105m+1 + 5m+2 )’

m

U, = %(é}“ +26,,,—60,+25,,,+0,., ), (4.1.3)
U m = ?]_(3)(_5m2 + 2é‘m—l - 25m-¢—1 + 5m+2 )7
UL =228y 245,368,400+ 5,.2)
gibi yazilabilir ve [ X, X ,] eleman1 i¢in U nun bir degisimi
N+2
U=> 4.7, (4.1.4)
m=-2
seklindedir. (4.1.3) ifadeleri (2.1.3) denkleminde yerlerine yazilirsa
(8268, , + 665, +265,,,+5,., )+ g%zm (=8, ,~105, , +108, ,+5,.,)+
(4.1.5)

y%(—amz +28, 1 =28,1+8,.,)=0

m+1

adi diferansiyel denklem sistemi elde edilir. (4.1.5) denklem sistemindeki o,

parametreleri ve onlarin zamana gore tiirevleri olan J, ifadeleri yerine sirastyla Crank-

Nicolson
n+1 n
5 =0 To (4.1.6)
2
ve alisilmis ileri fark yaklasimi,
. 5_n+l _év_n
0, =——— (4.2.7)
At
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kullanilirsa (i=m—2,...m+2) o',8" ile iliskili iki zaman seviyesi N ve n+1 arasinda

bir tekrarlama bagintisi

Vi0n's + 1201+ Vs0n” + VaOns + VsOnis = VO 2+ VaOna+ VeOn + Va0na+ 1, (4.1.8)
seklinde elde edilir. Burada;
=[1-EZ_-M],
=[26-10EZ,_ +2M],
=[66],
=[26+10EZ_-2M],
7s=[+EZ, +M], (4.1.9)
m=0,1,...,N
E= igAt,
2h
30
M = o — At

dir. (4.1.8) ile verilen cebirsel denklem sisteminde (N +1) tane lineer denklem ve

(8310 11y Oy1sOpsz)’ Gibi (N +5) tane bilinmeyen vardir. Bu cebirsel denklem

sisteminin bir tek ¢6ziimiinii elde etmek icin denklem sayisi ile bilinmeyenlerin sayisi

aynt olmalidir. Bunun i¢in (2.1.4) ile verilen sinur sartlar1 kullanarak & ,,5 ,,...,0y,; Ve

Sy, katsayilari (4.1.8) ile verilen denklem sisteminde yok edilir ve d" =(5,,3,,...,8,)"

olmak tizere;

Ad™ =Bd" (4.1.10)

seklinde N +1 tane bilinmeyenden olusan denklem sistemi elde edilir. A ve B matrisleri
(N+1)x(N+1) penta-diyagonal matrislerdir. Bu matris denklemi penta-diagonal

algoritmas1 kullanilarak hesaplanabilir .

Bir sonraki zaman adimina ge¢meden once Z_  den kaynaklanan lineer olmama

problemini ¢ézmek i¢in, Z  deki yeni zaman fonksiyonlar1 6" =¢" +2(5 5“) ile
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hesaplanir. Bu i¢ iterasyon, her bir zaman adiminda daha iyi sonug elde etmek icin iki

veya i¢ kez uygulanir. Coziime baslamadan dnce d° baslangic vektorii asagidaki

baslangi¢ sart1 ve sinir degerlerindeki tlirevler ile hesaplanmustir:
U, (x,0)=U(x,,,0);

m=0,12,...,N

Uy),(a,0)=0,

Uy ) (b,0)=0.

Dolayistyla baslangic vektorii olan d°; Vd® =@ matris sisteminden elde edilir.

Burada
54 60 6 i
2525 6750 2625 1
1 26 66 26 1
1 26 66 26 1
V =
1 26 66 26 1
1 26.25 6750 25.25
| 6 60 54 |

d° = (8,6, 81 By 5 Oy 106y ) VE@=(U (%,0),U (%,0),.U (X,5,0),U (%,,0))
dir.
4.2. Kararhhk Analizi

Onerilen algoritmanin kararlilik analizini aragtirmak i¢in, Fourier analizine dayanan Von-

Neumann teorisi uygun bir sekilde kullanilmistir. Dogrusal olmayan U *U  terimindeki
U? nin yerel olarak sabit oldugu varsayilir. 5" = &£" €™, (i = \/—_1) Fourier formu (4.1.8)

ile verilen denklemde yerine yazilirsa
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§n+l (nlei(m—z)e +7729i(m_1)9 n 773eim9 +774ei(m+1)9 " 775ei(m+2)9) wr
_ é:n (775ei(m_2)0 +774ei(m—1)6 +773eim9 +772ei(m+1)9 +nlei(m+2)6)

bulunur. Burada ¢ mod numarasi, h eleman boyutudur, 8 =ch olmak tizere

m=1-4-p,
n,=26-104+24,,
1, = 66,
n,=26+108-25,,
s =1+ B+ B,
m=0,1...,N

5

= —¢gAt,

Pi=on®

30
B, :F/JAJ[

dir. (4.2.1) ile verilen denklem sadelestirilirse

_A+iB
A—iB

g

elde edilir ki burada

A=(52)cos(8)+2cos(20)+66
B

(20EZ,,—4M )sin(0)+(2EZ, +2M )sin(20) (4.2.2)

dir. Fourier kararlilik analizine gore, verilen semanin kararli olmasi igin |Zj| <1 kosulu
saglanmalidir. a* +b* =a® + (—b)2 oldugu i¢cin sembolik bir programlama yazilimi veya
basit hesaplamalar kullanarak |«§| =1 oldugu goriiliir. Bu nedenle lineerlestirilmis sema
kosulsuz olarak kararlidir.

4.3. Sayisal Ornekler ve Sonuclar

Bu béliimde, algoritmamizin dogrulugunu gergeklestirmek i¢in analitik ¢éztimii bilinen

tek soliton dalganin hareketi ve etkilesim siiresince analitik ¢oziimii bilinmeyen iki ve ii¢
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soliton dalganin hareketi incelenmistir. (2.1.4)-(2.1.5) ile verilen smir ve baslangi¢

sartlart problemi

I, = TU (x,t)dx,

I, = TU 2(x,t)dx, (4.3.1)
I, = T[U“(x,t)—e?ﬂuf(x,t)]dx,

seklindeki degismezlere sahiptir [59]. Belirli zamanlarda analitik ve sayisal ¢oziimler

arasindaki farki hesaplamak i¢in

N
L2 :HUTam _UN”2 0 \/hg‘UjTam _(UN )j‘Z’ LOO :HUTam _UN”oo 0 m]aX‘U jTam _(UN )J‘

hata normlar1 kullanilmustir.

4.3.1. Tek Soliton Dalganin Hareketi
Bu problem i¢in (2.1.3) ile verilen MKdV denklemi, x — +wciken U — 0 seklindeki

sinir kosullar1 ve

U (x,0) = Asech| k(x—x,)] (4.3.1.1)
ile belirtilen baslangi¢ sarti gbz Oniine alinarak incelenmistir. Bu esitlikte A=, |—
£

soliton dalganin genligi ve k = \/E ise soliton dalganin genisligidir. MKdV denkleminin
U

tam ¢ozlimii X; ve C keyfi sabitler olmak tizere
U (x,t)=Asech[k(x—ct—x,)] (4.3.1.2)

seklindedir. Bu problem i¢in, degismezlerin tam degerleri ise
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ile verilir [18]. Bu test problemi igin, 0<x<80 araliginda £=3, u=1,

(4.3.1.3)

h= 0.1,

At= 0.0], c= 0.845 parametreleri alindi. Boylece soliton dalgalarin genligi A=1.3

olarak bulundu. Degismezlerin ve hata normlarinin degerlerini elde etmek i¢in sayisal

algoritma t =20 zamanina kadar ¢alistirildi. Farkli zamanlarda hesaplanan L,, L, hata

normlarmin ve |, 1,,1; degismezlerinin degerleri Tablo 4.1 de verilmistir. Yine Tablo

4.1 de hata normlarinin ve degismezlerin degerleri literatiirde bulunan diger yontemlerle

karsilagtiritlmigtir. Soliton dalganin farkli zaman adimlarindaki hareketi Sekil 4.1 de

gosterilmektedir. Sekilden goriildiigii gibi soliton dalga hiz ve genligini neredeyse

degistirmeden saga dogru ilerlemektedir.
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Tablo.4.1. £=3, u=1,¢=0.845 h=0.1 ve At =0.01, 0< X <80 parametreleri igin tek
soliton dalganin degismezleri ve hata normlari.

t 1 10 20

L Mevcut Yontem  4.44286 4.44282 4.44278
[18] 4.44300 4.44414 4.44317
[23] 4.44286 4.44286 4.44286
[24] 4.44286 4.44286 4.44286

I, Mevcut Yontem  3.67693 3.67686 3.67678
[18] 3.67706 3.67809 3.67919
[23] 3.67694 3.67694 3.67694
[24] 3.67694 3.67694 3.67694

I3 Mevcut Yontem 2.07131 2.07119 2.07106
[18] 2.07357 2.07530 2.07716
[23] 2.07279 207369 2.07384
[24] 2.07279 207369 2.07384

L, Mevcut Yontem — 2.03E-04 3.24E-04 3.98E-04
[18] - - -
[23] 6.27E-04 2.13E-03 3.65E-03
[24] 6.28E-04 2.13E-03 3.64E-03

Lo Mevcut Yontem  1.43E-05 2.00E-04 6.79E-04
[18] 1.20E-03 5.94E-03 8.64E-03
[23] 3.62E-04 1.40E-03 2.29E-03
[24] 3.63E-04 1.39E-03 2.28E-03
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X

Sekil.4.1. Tek soliton dalganm £=3, #=1, ¢=0.845 h=0.1 ve At=0.01, 0<x<80
parametreleri i¢in t =0,5,10,15 ve 20 zaman adimlarindaki hareketi.

4.3.2. iki Soliton Dalganin Etkilesimi

Ikinci problem olarak, farkli genliklere sahip olan ve ayni yonde hareket eden iki tek
dalganin etkilesiminin davranist incelendi. Farkli genliklerde iyi ayrilmis iki ayr1 dalganin

baslangi¢c durumu asagidaki forma sahiptir:
2

U(x,0)=> A sech[cj(x—xj)} (4.3.2.1)
i1

(j=12) ¢; ve X istege bagl sabitlerdir. 0<x<80 arahiginda ¢=3, =1 h=0.1
At=0.01, c,=2, ¢, =1 X =15 ve X, =25 parametreleri secildi [18, 23, 24]. Algoritma

degismezlerin degerlerini elde etmek i¢in t=20 zamanina kadar calistinlmistir. Elde
edilen sonuglar Tablo 4.2 de verilmistir. Tablo 4.2 zaman ilerledik¢e degismezlerin
neredeyse sabit oldugunu gostermektedir. Bu nedenle, yontemimizin yeterince uygun
oldugunu sdyleyebiliriz. Iki soliton dalganin etkilesimi hareketi Sekil 4.2 de farkli zaman
seviyelerinde gosterilmistir. Bu sekilden, t =0 da 2.0 genliginde olan daha biiyiik genlige
sahip dalganin baslangigta 1.414216 genlige sahip olan daha kiiglik dalganin solunda
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bulundugu anlasilmaktadir. Uzun olan dalga kisa olan dalgaya goére daha hizli hareket
ettiginden t =6 da kisa olan dalgay1 yakalar ve ¢arpisma gerceklesir. Daha sonrasinda ise
zaman gectikge kisa dalgadan uzaklasir. Etkilesim t =16 zamaninda sona erdiginde, iKi
soliton baglangi¢c konumundaki gibi orijinal 6zelliklerini korur. t =20 zaman adiminda
daha biiyiik olan dalganin genligi X=57.5 noktasinda 2.0 iken, kiigiik olan dalganin
genligi X =41.5noktasinda 1.413808 dir. Genliklerdeki mutlak fark, kiigiik dalga i¢in
4.08x10™* iken biiyiik olan dalga igin ise 0.0 olarak bulunmustur.

Tablo.4.2. ¢=3,u=1,h=0.1, At=001, ¢, =2,¢,=1 x =15,x,=25 ve 0<x<80
parametreleri igin iki soliton dalganin etkilesiminden elde edilen degismezler.

t 1 10 20

I Mevcut Yontem  8.88575 8.88585 8.88577
[18] 8.88601 8.88974 8.88488
[23] 8.88573 8.88573 8.88573
[24] 8.88573 8.88573 8.88573

I, Mevcut Yontem  9.65934 9.65934 9.65934
[18] 9.65952 9.66254 9.66122
[23] 9.65934 9.65934 9.65934
[24] 9.65934 9.65934 9.65934

I3 Mevcut Yontem  10.21921 10.21915 10.21920
[18] 10.23987 10.24679 10.24203
[23] 10.27082 10.95427 10.33832
[24] 10.27090 10.95439 10.33841
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4.3.3. U¢ Tek Dalganin Etkilesimi

Son problem olarak, farkli genliklere sahip olan ve ayni yonde hareket eden ii¢ tek

dalganin etkilesiminin davranis1 ele alindi. Ug tek dalganin etkilesimi
3

U(x,0)=> A sech[cj(x—xj)] (4.3.3.1)
-1

baslangic kosulu ve U —0, x— 400 sinir kosullari ile birlikte ele alinmigtir. Bu
baslangi¢ kosulu, ilki baslangicta X =X, konumundaolan A genlikli, ikincisi baslangicta
X=X, konumunda olan A, genlikli dalgalar1 ve sonuncusu baslangigta X=X,
konumunda olan A, genlikli dalgayr gosterir.0<X<80 araliginda daha Onceki
caligmalarla uyumlu olarak £=3,ux=1 h=0.1, At=001, c =2¢,=1c,=05
X, =15, X, =25 ve x, =35 parametreleri se¢ilmistir [47, 52, 53]. Hesaplamalar t =0 ile

t =20 zaman araliklar1 arasinda gergeklestirilmis ve degismezlerin degerleri Tablo 4.3
de listelenmistir. Tablo 4.3 de zaman degistik¢e degismezlerin neredeyse sabit oldugunu
goriilmektedir [47, 52, 53]. Tablo 4.3 den de agik¢a goriilebilecegi gibi, degismezlerin
degerleri referanslar ile iyi bir uyum igindedir. Ug tek dalganin etkilesiminin davranist

Sekil 4.3 te farkli zamanlarda gosterilmistir.
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Tablo.43. ¢=3 u=1h=01 At=00Lc =2¢,=1c,=05 x =15 x,=25, X, =35 ve

0 < x <80 parametreleri i¢in ii¢ soliton dalganin etkilesiminden elde edilen degismezler

t 1 10 20

L Mevcut Yontem  13.32868 13.32915 13.32883
[18] 13.32906 13.33878 13.33206
[23] 13.32867 13.32867 13.32867
[24] 13.32867 13.32867 13.32867

I, Mevcut Yontem  12.51994 12.51995 12.51993
[18] 12.52028 12.54086 12.52490
[23] 12.51994 12.51994 12.51994
[24] 12.51994 12.51994 12.51994

I3 Mevcut Yontem — 11.22843 11.22802 11.22842
[18] 11.24979 11.28804 11.25673
[23] 11.32117 12.41534 11.49914
[24] 11.32126 12.47629 11.49923
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5. SONUC

Bu tezde, MKdV denklemine kuartik B-spline fonksiyonlar kullanilarak Subdomain ve
kuintik B-spline fonksiyonlar kullanilarak Kollokasyon sonlu eleman yontemleri
basariyla uygulanmistir. Yontemin kararlhilik analizi incelenmis ve yontemin kosulsuz
kararli oldugu gosterilmistir. Sayisal yontemimiz, farkli baslangic ve smir sartlarinin
secimi ile elde edilen tek soliton dalganin hareketi, iki ve {i¢ soliton dalganin girigimi
hareketi gibi ii¢ farkli problem igin incelenmistir. Incelenen bu ii¢ problemde elde edilen

sonuclarn dogrulugunu ve etkinligini gostermek i¢in L,,L hata norm degerleri ile

kuartik B-spline fonksiyonlar i¢in 1;,1,,1;,1, ve kuintik B-spline fonksiyonlar igin ise
I,,1,,1; degismezlerinin degerleri hesaplanmistir. Elde edilen degerler, grafikler ve
tablolar halinde gosterilmistir. Tablolardan edilen sonuglar dogrultusunda elde edilen
hata norm degerlerinin oldukga kiiclik ve degismezlerin degerlerinin ise korundugu
kolaylikla goriilebilir [50, 55, 56]. Dolayisiyla yontemimizin MKdV gibi fiziksel olarak

uygulama alan1 oldukca fazla olan denklemler i¢cin de uygun bir yontem oldugu

soyleyebiliriz.
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