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OZET
Bu tez bes boliimden olusmaktadir.
Birinci boliimde literatiir 6zeti ve ¢calismanin amaci verilmistir.

Ikinci béliimde, ¢aligma ile ilgili baz1 temel kavramlar verilmistir.

Ugiincii boliimde ise sifirdan farkli elemanlar1 klasik Horadam sayilari olan <7/
altiiggen Toeplitz matrisinin (S,K)-tipi tanimlanmistir. s<0 icin &% altiiggen
Toeplitz matrisinin Moore-Penrose tersi sadece Horadam sayilari ile karakterize edilmis
ve % altiicgen Toeplitz matrisinin tersi verilmistir. Son olarak Horadam sayilar1 ve

genellestirilmis Fibonacci sayilarini igeren baz1 kombinatoriyel esitlikler elde edilmistir.

Bu calismanin 4. boliimiinde ise sifirdan farkli elemanlar1 klasik Horadam sayilar1 olan

7 @) matrisinin s-tipi kavrami tanimlanmustir. s=—1 singiiler durumu igin />
matrisinin Moore-Penrose tersi verilmistir. Ayrica @/ “>™ matrisi ile genellestirilmis

Pascal matrisi arasindaki iligkiler tartisitlmis Horadam sayilarin1 iceren bazi

kombinatoriyel esitlikler elde edilmistir.
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ABSTRACT
This thesis consists of five chapters.
In the first section, the literature summary and the purpose of study were given.

In the second section, some bacis concepts related to the study were given.

In the third section, a class of lower triangular Toeplitz matrices ¥ of type-(s,k)
whose non-zero entries are the classical Horadam numbers was defined. For s<0, the
Moore-Penrose inverse of lower triangular Toeplitz matrix /' was only
characterized by Horadam numbers and the inverse of lower triangular Toeplitz matrix
4 was given. Finally, some combinatorial identities involving Horadam numbers

and generalized Fibonacci numbers were obtained.

In the last chapter, the notation of the matrix «/*** of type-s whose non-zero entries
are the classical numbers was defined. For the singular case s=-1, the Moore Penrose
inverse of the matrix <> was obtained. Also the relations between the matrix
@V and generalized Pascal matrix were discussed and some combinatorial

identities including Horadam numbers were obtained.
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BOLUM 1
GIRIS

Elemanlar1 6zel say1 dizilerinin elemanlar1 olan matrisler ve Pascal matrisleri ile ilgili
literatiirde bir¢ok ¢alisma vardir. Bu boliimde bu konular ile ilgili yapilan ¢aligmalarin

bir kism1 g6z oniine alinmistir.
[

Brawer ve Pirovino (1992), elemanlart P,(i, j) z( J pascal matrisini ve elemanlari
J

i+
q, (i, J) =( _JJ olan Q, simetrik matrisini tanimlamiglardir. Q, matrisinin Cholesky
]

aynigimmin PP oldugunu gostermislerdir. P, 6zel eklemeli matrisler yardimiyla

carpanlara ayrilabilecegini gostermislerdir [1].

Zhang ve Liu (1998), iki degiskenli ¢(X,Yy) genisletilmis genellestirilmis alt tiggen
Pascal matrislerini ve iki degiskenli w,(X,y) genisletilmis genellestirilmis simetrik
Pascal matrislerini tanimlamuglardir. ¢(X,y) genisletilmis genellestirilmis Pascal

matrisinin  6zel eklemeli matrisler yardimiyla carpanlarina  ayrilabildigini

gostermislerdir. y, (X,y) simetrik genisletilmis genellestirilmis Pascal matrisinin ise

tersini ve determinantlarini hesaplamiglardir [2].

Bayat ve Teimoori (1999), faktoriyel binomial polinomlar1 tanimlayarak Pascal
matrislerini genellestirmislerdir. Bu genellemeyi kullanarak iki degiskenli Pascal

matrislerini ve onunla iliskili teoremleri belirlemis ve ispatlamislardir. Son olarak

a:{an}n>0 dizisi ile iligkili Pascal fonksiyonel matrisini tanimlamis ve bazi onemli

kombinatoriyel esitlikler elde etmiglerdir [3].

El-Mikkawy ve Cheon (2003), elemanlar1 ,F (a,b;c;x) Hyper-geometrik fonksiyonla

iligkili genellestirilmis Pascal matrisi gosterilmis ve bu matrisin Cholesky ayrisimi elde

edilmistir. Sonu¢ olarak a ve b negatif olmayan tamsayilar olmak {izere

min(a,b) b . .
JF(-a,-bLx)= > [EJ(JX" ifadesinin - x(1-x)y +[1+(@a+b-1)x]y —aby =0
k=0



Gauss Hyper-geometrik diferensiyel denkleminin bir ¢6ziimii oldugunu gostermislerdir

[5].

Lee, Kim ve Cho (2003), Fibonacci matrislerinden elde edilen birinci ve ikinci gesit
Stirling matrisleri ve Pascal matrislerini ¢alismislardir. Ayrica Fibonacci matrisi ve
ikinci ¢esit Stirling matrisi, birinci ¢esit Stirling ve Pascal matrislerinin matris

gosterimlerinden kombinatoriyel esitlikler elde etmislerdir [6].

Stanica (2005), Fibonacci matrisleri ile Stirling, Pascal, Lucas dizileri ile iligkili
matrislerin faktorizasyonlar1 {izerine bazi sonuglari genisletmistir. Bir r-inci mertebeden
rekiirans dizisi ile iligkili matrisle, herhangi bir matrisin acik faktorizasyonlarini
bulmustur. Bu dizi ile iliskili simetrik matris i¢in Cholesky faktorizasyonunu da elde

etmistir [9].

Zhang ve Zhang (2007), Lucas matrisini tanimlamislardir. P,[x] ve Q,[x] sirasiyla
birinci ve ikinci gesit genellestirilmis Pascal matrisleri ve &, 77, [x] ve Z,[x], nxn
tipinde  alt iicgen  matrisler olmak  iizere PIXI=£¢ =X 4  ve
Q.[x1= £S5, [x]=T,[x] £ oldugunu gostermislerdir. Bu matris gosterimlerinden Lucas

sayilarini igeren bazi ilging esitlikler elde etmislerdir [7].

Stanimirovi¢, Nikolov, Stanimirovié (2008), elemanlar1 genel ikinci mertebeden sayi
dizisiyle tanimlanmus </ " matrisinin s-tipi tanimlanmis ve sifirdan farkli elemanlar

genellestirilmis  Fibonacci sayilart olan, genellestirilmis Fibonacci kavramini

(a,b,s)

incelemislerdir. Ayrica 7 matrisinin tersini elde etmislerdir. o >, .79 ve

genellestirilmis Pascal matrisleri arasindaki iliskiyi de vermislerdir. Son olarak,

genellestirilmis Fibonacci sayilarini igeren bazi binomial esitlikler vermislerdir [11].

Falcon (2011), klasik Fibonacci matrislerinin bir genislemesi olan k-Fibonacci
matrislerini tanimlamistir. k-Fibonacci matrisi R ve L gibi iki yeni matris i¢ceren Pascal
matrislerinin iki faktorizasyonunu vermistir. Sonug olarak k-Fibonacci sayilarini igeren

bazi kombinatoriyel formiiller elde etmistir [8].



Tas¢1, Tuglu, Asc1 (2011), k-Fibonacci ve k-Pell matrislerini i¢iren Fibo-Pascal isimli
fibonamiel katsayilar1 vasitasiyla Pascal matrislerinin yeni faktorizasyonlar1 elde

etmislerdir. Bu faktorizasyonlar hakkinda agiklayici 6rnekler de vermislerdir [10].

Stanimirovi¢ (2011), Pascal matrisinin bir genellemesini tanimlayarak bazi 6zellikleri
sagladigini gostermistir. Tanimlanan matrisin ¢esitli faktorizasyonlarini incelemistir.
Genellestirilmis Pascal matrisinin tersi icin acik bir formiil vermistir. Ilaveten tam,
rasyonel, ve irrasyonel lsler i¢in genellestirilmis Pascal matrislerinin kuvvetlerinin agik
gosterimini elde etmistir. Son olarak genel Pascal matris ve birim matrisin lineer
kombinasyonunun tersini bulmak i¢in genellestirilmis Pascal matrisinin kuvvetlerini
kullanmistir [21].

Bu c¢alismanin 3. bolimiinde Shen ve arkadaslarinin “Inverse and moore-penrose,
inverse of Toeplitz matrices with classical Horadam numbers” isimli ¢alismasi detayli

bir sekilde incelenmistir [16]. Ik olarak s, k, s<0 ve k>0 kosullarmi saglayan
herhangi iki tamsay1 olmak {izere, sifirdan farkli elemanlar1 klasik Horadam sayilari
olan < ®¥ alt iicgen Toeplitz matrisinin (s,k)-tipi tanimlanmustir. Horadam sayilarini
iceren bir konvoliisyon formiilii elde edilmistir. Bu formiil kullanilarak Horadam
sayilar1 ve genellestirilmis fibonacci sayilarini iceren baz1 kombinatoriyel esitlikler elde

edilmistir. Tlaveten </ ®*) alt iiggen matrisinin tersi ve sadece Horadam sayilarmi ile

karakterize edilen <" (s<0) alt {iggen Toeplitz matrisinin Moore-Penrose tersi elde

edilmistir.

Bu calismanin 4. bolimiinde ise Shen ve arkadaslarinin “Moore-Penrose inverse of
generalized fibonacci matrix and its applications” isimli ¢alismasi1 detayli bir sekilde

incelenmistir [13]. s herhangi bir tamsayi olmak tizere sifirdan farkli elemanlar1 klasik

Horadam sayilar1 olan 7 “*) matrisinin s-tipi verilmistir. s=—1 singiiler durumu igin
7> matrisinin Moore-Penrose tersi verilmistir. A=B=1 durumunda .7, ®>™
genellestirilmis  Fibonacci matrisinin  Psedoinverse elde edilmistir. Ilaveten

genellestirilmis Pascal matrisleri ve <% ®"™ matrisleri arasindaki iliskiler verilmis ve

Horadam sayilarini igeren kombinatoriyel esitlikler elde edilmistir



BOLUM 2
TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde, tezin temel sonuglari ile ilgili tiglincii ve dordiincii boliimde yararlanilacak

temel kavramlar verilmistir.
2.1. Say1 Dizileri

Tamm 2.1.1 [11]. a,beR, A’+4B>0 olacak bicimde A ve B reel sayilar1 icin

U@ =a, U =pb ve ULY =AU +BU™ neN, rekiirans bagntisi ile

n+2

tanimlanan {Urfa’b)} , reel say1 dizisine Horadam dizisi denir. Bu dizinin elemanlarina
n=|

da Horadam sayilar1 denir. Horadam sayilarinin rekiirans bagintisina ait karakteristik

denklemi A*—-AL-B=0 olup, bu denklemin kokleri
[ a2 _[a2

a= At '2 48 F A 2 5 dir. n. Horadam sayzsi1 i¢in Binet Formiilii

Ue? =ca" +c,p" (2.1)

a(A*+4B)+(20-aA) VA +4B

eklindedir. Burada ¢, =
’ ' 2( A +4B)

a(A*+4B)—(2b—aA)VA* +4B
2(A*+4B)

Suenx = A XO=AD) i dedir,
rart 1- Ax—Bx

C, = dir. Horadam dizisine ait lirete¢ fonksiyonu ise

Lemma 2.1.2 [13] aB+bA=#0 kosulunu saglayan Horadam dizileri i¢in asagidaki

ifadeler dogrudur.
(i) Eger a=-bB/(aB+bA)=0 ise b=aB, U =ap".
(ii) Eger f=-bB/(aB+bA)=0 ise b=ac, U™ =aa".
Horadam dizisine ait rekiirans bagintisinda A, B, a, b’ ye uygun degerler verilerek

literatlirde yer alan 6zel say1 dizilerinden bazilar1 agagidaki gibi verilmistir.



A=1, B=1, a=0, b=1 alinirsa, literatiirde iyi bilinen Fibonacci dizisinin

rekiirans bagmtis1 £, =F ,+F,; F,=0, F =1 elde edilir [19].

n n+1
A=1, B=1, a=2, b=1 aliirsa, literatiirde iyi bilinen Lucas dizisinin

rekiirans bagmtist L, =L, +L,; L, =2, L, =1 elde edilir [19].

n+1
A=2, B=1, a=0, b=1 alinirsa, literatiirde iyi bilinen Pell dizisinin rekiirans

=2P ., +P,; B, =0, P, =1 elde edilir [19].

n+1

bagintis1 P

n+2
A=2, B=1, a=2, b=2 alinirsa, literatiirde iyi bilinen Pell-Lucas dizisinin
rekiirans bagmtis1 Q,,, =2Q, , +Q,; Q, =2, Q, =2 elde edilir [19].

A=1, B=2, a=0, b=1 alinirsa, literatiirde iyi bilinen Jacobsthal dizisinin
rekiirans bagmtis1 J,., =J,.,+2J,; J, =0, J, =1 elde edilir [19].

~ Y+l
A=1, B=2, a=2, b=1 alinirsa, literatiirde iyi bilinen Jacobsthal-Lucas
dizisinin rekiirans bagmtist j,., = j...+2],; Jo =2, j, =1 elde edilir [19].
A=k, B=1, a=0, b=1 alinirsa, litaratiirde iyi bilinen k — Fibonacci dizisinin

rekiirans bagintis1 F KF v +Fni Fo=0, F, =1 elde edilir [18].

n+2 n?

A=k,B=1, a=2, b=k alinirsa, literatiirde iyi bilinen k-Lucas dizisinin
rekiirans bagintist L, ., =kL .., +L ,: L, =2, L, =k elde edilir [18].

A=k, B=1 alinirsa, literatiirde iyi bilinen genellestirilmis k-Fibonacci ve k-

Lucas dizisinin rekiirans bagmtis1 G, ., =kG, ., +G,,; G, =2a, G, =b elde

edilir [20].

2.2. Elemanlar1 Ozel Sayi Dizileri Olan Matrisler

Tamm 2.2.1 [11] U®” n. Horadam sayis1 ve elemanlari

(a,b) .
@b _{Ui—jm I—j+s=0
i =

olan nxn tipindeki <

0, i—j+s<0

@02 =[us™9 | matrisine 7 matrisinin s tipi denir.

Ornegin 7/ *"* matrisinin s — tipinde

s=1 almirsa, 4x4 tipindeki <7 “"? matrisi



b a 0 0

b _ Ab+aB b a 0
! bB + A(Ab+aB) Ab+aB b a
B(Ab+aB)+ A(bB+ A(Ab+aB)) bB+A(Ab+aB) Ab+aB b

e s=0 alirsa, 4x4 tipindeki <7 ®>® matrisi

b 0 0 0

0 Ab +aB b 0 0 |
bB + A(Ab+aB) Ab+aB b 0
B(Ab+aB)+ A(bB + A(Ab+aB)) bB+A(Ab+aB) Ab+aB b

e s=-1 alinirsa 4x4 tipindeki "™ matrisi

0 0 0 0
- Ab+aB 0 0 0
7> =
bB + A(Ab+aB) Ab+aB 0 0
B(Ab+aB)+ A(bB+ A(Ab+aB)) bB+A(Ab+aB) Ab+aB 0
seklindedir.

Tanim 2.2.1° de A=1, B =1 alinirsa elemanlar1

" 0, i-j+s<0
olan nxn tipinde genellestirilmis Fibonacci matrisinin s-tipine indirgenir [11]. Benzer
sekilde genellestirilmis Fibonacci matrisinin s-tipinde

e s=-1 alimirsa, 6x6 tipindeki .7 “>™ matrisi

0 0 0 0
a+b 0 0 0
a+2b a+b 0 0

~(a,b,-1) _
Z, =

2a+3b a+2b a+b 0
3a+5b 2a+3b a+2b a+b

0
0
0
0
0
|5a+8b 3a+5b 2a+3b a+2b a+b

0
0
0
0
0
0

e s=0 alimirsa, 6x6 tipindeki .7 “>% matrisi



b 0 0 0 0 O]
a+b b 0 0 0 O
@bo | @+2b a+b b 0 0 O
R A — ,
° 2a+3b a+2b a+b b 0 0
3a+5b 2a+3b a+2b a+b b 0
| 5a+8b 3a+5b 2a+3b a+2b a+b b
e s=1 alinirsa, 6x6 tipindeki .7 **Y matrisi
b a 0 0 0 O]
a+b b a 0 0 O
_@op | @T2D  a+b b a 0 O
A0 =
° 2a+30 a+2b a+b b a o0
3a+bb 2a+3b a+2b a+b b a
| 5a+8b 3a+5b 2a+3b a+2b a+b b
seklindedir.

7 ®>*) matrisinde s,a,b, A,B nin farkl degerleri icin literatiirde yer alan elemanlar

ozel say1 dizileri ile tanimlanmig bazi matrislere indirgenir. Ornegin yukaridaki 7 "

matrisinin taniminda;

e s=1, A=1, B=1, a=0, b=1 alinirsa, elemanlari

R, i—J+120
Bl 0, i—j+1<0

ij

olan nxn tipinde Fibonacci matrisine indirgenir [12]. 6x6 tipindeki Fibonacci matrisi

'FE, 0 0 0 0 O 100000

FF F 0 0 0 0 110000
|RR F,b, E 0 0 0 211000
F= =

FF F, F, E 0 0 321100

F F, ,, F,F, F 0 532110

FR R F, , [, F| [8 5 3 2 1 1]

ornek olarak verilebilir.

e s=0, A=1, B=1, a=2, b=1 alinirsa, elemanlari

L. i-j>0
={ w17 22)
0, i—j<0

i
olan nxn tipinde Lucas matrisine indirgenir [7]. 6x6 tipindeki Lucas matrisi

7



L, 0 0 0 0 0] [2 000 0 O]
LL 00 0 0| |1 20000
%:LgLZLlooo:slzooo
L, LL L L 0 0| |4 31200
L L, L L L 0| |7 43120
L L L L oL L |117 431 2]

ornek olarak verilebilir.

e s=0, A=k, B=1, a=0, b=1 alinirsa, clemanlar

Fo... i—]20
fyto={ o )
’ 0, I—J<0

olan nxn tipindeki .7 (k) =[ f, ;(k) |, k — Fibonacci matrisine indirgenir [8].

6x6 tipindeki k —Fibonacci matrisi

_Fk’1 0 0 0 0 0 |
F. R, O 0 0 0
| Fee P R 000
o Fk,4 Fk3 Fk,Z I:kl 0 O
I:k 5 Fk,4 Fk,3 Fk 2 Fk 1 O
L Fo Fes R Fa Fo Fk,l_

i 1 0 0 0 0 0]

k 1 0 0 0 0

|kt k 1 0 00

| KP+2k k?+1 k 1 00

k*+3k*+1  k®+2k k?+1 k 10

K +4k®+3k  k*+3k*+1 k®+2k k*+1 k 1

(a,b,s)

ornek olarak verilebilir. Yine % matrisinin taniminda S, A,B,a,b sayilarina

degerler verilerek literatiirde yer alan bagka matrislere de indirgenir.

Tanim 2.2.2 [4] 1<1, j £n igin elemanlar1

0[] = X~ [j _J, i—j+s>0
L]

0, i—j+s<0



olan nxn tipindeki 2 [X]:[pés)[x]] matrisine birinci gesit genellestirilmis Pascal
matrisinin s — tipi denir. Ornegin birinci ¢esit genellestirlmis Pascal matrisinin s-tipinde

e s=-1 alimrsa, 5x5 tipindeki 2V [x] matrisi

0 0 0 0 O]
x 0 0 0 O
RPx]=|x* 2x 0 0 0f,
x> 3x* 3 0 0
xt4x® 6x* 4x 0]

e 5=0 alimrsa, 5x5 tipindeki 2 [x] matrisi

1 0 0 0 O]
x 1 0 0 0
ROx]=|x* 2x 1 0 0},
x> 3x* 3 1 0
Xt 4x® 6x® 4x 1]

e 5=-2 almrsa, 5x5 tindeki 2 [x] matrisi

0 0 0 00
0 0 00
RP[x]=|x¥* 0 0 00
xX* 3x* 0 00
x* 4x* 6x* 0 0

ornek olarak verilebilir.

2 [X] matrisinin taniminda X =1 alinirsa Pascal matrisinin S — tipine indirgenir. Yani

elemanlar1
-1 i—j+s>0
L i—j+s>
pi(,sj) = J -1 :
0, i—j+s<0
olan nxn tipindeki 2 :[p}f’] matrise pascal matrisinin s—tipi denir [4]. Birinci

cesit genellestirilmis Pascal matrisinin s-tipinde;

e s=0 alinirsa, elemanlari

(-1 L
- x"(_ j i—j>0
p(xi, J) = j-1
0, i—j<0



olan nxn tipindeki Pn[x]:[p(x;i, J)] matrisi birinci ¢esit genellestirilmis Pascal

matrisine indirgenir [2].

e s=0 ve x=1 alinirsa elemanlar

olan nxn tipinde P, =| p; | Pascal matrisine indirgenir [1].

Tamm 2.2.3 [4] 1<i, j <n i¢in elemanlar1

, x””(_ j i—j+s>0
X1 = j-1

0, i—j+s<0
olan nxn tipindeki Q,(S)[x]:[qi‘j’[x]] matrisine ikinci ¢esit genellestirilmis Pascal

matrisinin s — tipi denir. ikinci ¢esit genellestirilmis Pascal matrisinin s-tipinde;

e s=0 alinirsa, 5x5 tipindeki Q© [X] matrisi

10 0 0 O
x x* 0 0 0
29[x]=|x* 2x* x* 0 0],
x* ' 3 x* 0
Xt 4x® 6x° 4xT x* |

e s=-1 aliirsa, 5x5 tipindeki Q(_l)[x] matrisi

‘0 0 0 0 O
x 0 0 0 O
QP x]=[x* 2x* 0 0 0],
x> 3x' 3 0 0
X' 4x® 6x° 4x’ 0]

e s=-2 alimrsa, 5x5 tipindeki Q" [x]| matrisi

0O 0 00O
0O 0 00O
2P[x]=|x* 0 000
x> 0 000

x* 4x° 0 0 0

ornek olarak verilebilir.
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Qfs) [X] matrisinde s =0 alinirsa, elemanlari

w2 171 i-j>0
q(xi, j) = ji-1)’

0, i—j<0
olan nxn tipinde Q[x]=[qa(x;i, j)] matrisinin ikinci gesit genellestirilmis Pascal

matrisine indirgenir [2].

Tamim 2.2.4 [16] u= {ul,uz,...,un} ve V= {vl,vz,...,vn} n elemanh iki kiime olsun.u

ve v nin * konvoliisyon ¢arpimi

n
U*v= Zuivn—Hl
i=1

seklinde tanimlanir.

Tanmim 2.2.5 [17] C™™ kompleks matrislerin bir kiimesi olsun. VA € C™™ matrisi i¢in
AATA=A, ATAAT=AT, (AAT) =AAT, (A'A) =A'A

Kosullari saglayan nxm tipindeki A" matrisine A matrisinin Moore-Penrose tersi
denir. Burada A®, A matrisinin eslenik transpozudur. Eger A matrisi regiiler ise

A" = A" olur ki Moore-Penrose daki dort sart1 sagladigi agiktir.

Teorem 2.2.6 [17] VAeC™ matrisi i¢in Moore-Penrose kosullarini saglayan

A" e C™" matrisi vardir.
Teorem 2.2.7 [17]. VA C™™ matrisinin bir tek Moore-Penrose tersi vardir.

Lemma 2.2.8 [17]. rank(A)=r kosulunu saglayan AeC™™ matrisi olsun. O zaman

A=FR olacak sekilde rank(F)=rank(R)=r kosulunu saglayan F € C™" ve ReC""

matrisleri vardir.
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Teorem 2.2.9 [17]. AR,F sirasiyla AcC™™, FeC™, ReC"™ mertebeli ii¢ matris

A=FR ve rank(A) =rank(F) =rank(R) =r olsun. Bu takdirde

A"=R'(RR')(F'F) F" du.

12



BOLUM 3

ELEMANLARI HORADAM SAYILARI OLAN TOEPLITZ MATRISINIiN
TERSIi VE MOORE-PENROSE TERSI

Bu béliimde, Shen ve arkadaslarinin [16] makalesi detayli olarak incelenmistir. ilk once
Horadam sayilarini igeren bir konvoliisyon formiilii elde edilmistir. Bu konvoliisyon
formiiliinii kullanarak, [11,14] deki genellestirilmis Fibonacci sayilar1 ve Horadam

sayilarini igeren bazi iyi bilinen kombinatoriyel esitlikler elde edilmistir.

3.1. Konvoliisyon Temelinde Kombinasyonla Ilgili Ozdeslikler

flk olarak, m>0 ve U®Y %0 igin (r-1)-elemanli U Horadam sayilarini igeren

‘ Ry (@b

kiime ile (r-1) elemanh U(—amb)
m+1

ifadesinin kuvvetlerini i¢eren kiimenin konvoliisyon

carpimu verilmistir. Asagidaki teoremde hesap kolaylig1 saglamasi i¢in

(ab) (a,b) A
ab a,b - m _BU
Con(r,m):= {U e aU fn+r{l}* 1, BL(!Vb) (a,rtT)]) (3.1)
m+1 U m+1

notasyonu kullanilmigtir.

Teorem 3.1.1. m ve r, m>0 ve r>2 kosullarin1 saglayan iki tamsayr ve

. -BU®Y .
{Urfa‘b) # 0} Horadam dizisi olsun. Eger B0, U®Y %0 ve a, f# ——2— ise,
neN y @b)
m+1
(a,b) (a,b) (a,b) (a,b)
Con(r,m) =U (a,b)U m U m+r _U m+1 m+r-1 (32)

m-+1 2
(ab) y (a.b) (a,b)
usrue-usy |

dir.

Ispat. Eger U =0 ise Denklem (3.1)° den Con(r,m)=U®" dir ki, Denklem (3.2)’

m+r-1

nin dogrulugu kolayca goriiliir. Simdi U * =0 olsun.
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m+1

2 (ab) U(ab) e
CO”(r’m)=I§U l+m+l U(ab)

-1-2
r—2 _guy@m Y
_ I+m+1 l+m+1 m
= (cla +c,[ )(—U )
1=0 m+1
r— |
_Camﬁ[—susm} S ( —au gy J e ﬁm{ BU“”’)} S ( éf;i”j
% (a,b) (a,b) 2 (a,b) a.0)
Um+l 1=0 BU Um+1 1=0 BU
(a,b) a,b)
o 1 U T m4l 1 ﬂU _ P m+l
=BU (a,b) -BU r(na'b) m+1 BU b m+1 BU &)
- m U(a,b) Cla Bu(ab + U(ab)+cﬁ BU(ab)+ﬁLJ (a,b)
m+1 m+1 m+1

r-2 m+1(BUl‘(na’b))r , a™" (a,b) (a,b) (a,b
C, (—1) W Uni (BU +ﬁUm+1)
m+1
Y (BUEY +aUED)(BUEY + pul?)

m+1

(ueD)™ y (3.3)
(B0 + a0 (U5 + AULT)

2 na (BUSY)
C2 (_1) ﬂm+1 ﬁm+rU (a,b) (BU(ab) +aU (a,b) )

+

elde edilir. Ote yandan a3 =B, + 8 = A esitliklerinden

m+1

(BUE™ +UED)(BUEY + pU D) = (ugf‘mugff;? [u@n )

bulunur. Denklem (3.3)’ ten

Con(r,m) = - bl -
BUSIUEY ~[UE])
-2 . mi (BUr(na’b))r (Bué.a'b))ril mr (ab)y | (a.b) (a,b)
-1 co [(Ul(naﬁ) r—2 (Ul(naﬁ) | Hea T (BU YU, +ﬂ[Um+1 )
r-2 m (BUr;aYb))r (B'Jr(na'b))P1 m+r
+ -1 "¢c,B H[(U T ta U @3 +c,8™ (BU;aﬁ)U;a,b) 13 Ur(naj)] )
m-+1 m+1
_ 1
BUSIUEY — Ul ])
BU(a,b))r (BU(a'h))Pl
% _1 r—2 (a b) ( o BU (a,b) + BU (a, b)U (a, b)U (a,b) BU (a,b) U (a,b)
( ) [ m-+1 (U,fniti))r 2 m (U,Sfﬂ))r 3 m+r =~ m+1 m+r l[ m-+ ]
e UEIUED U,
Y ml
ugruey -[ugy|

elde edilir ki ispat tamamlanmis olur m.

Teorem 3.1.1° de m=0 alinirsa, asagidaki sonug elde edilir.
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Sonu¢ 3.1.2[11] b#0, o, # % kosullarini saglayan {Urfa’b)}n . Horadam dizisi ve

i > j+2 kosulunu saglayan i ve j tamsayilar1 i¢in

i ak-j-2pk-j-1
(a’B+abA-b*) > (-1’ a_ B yen ﬁui{ajb) —Eufﬁ’l (3.4)

k—j+1 i-k+1 —
b b b

dir.

Ispat. B=0 icin Denklem (3.4) iin dogrulugu agiktir. B=0 icin Teorem 3.1.1°de
m=0 alinirsa

; rl @b) R (@b
e (=28 b(au™” -bU %)
=~ (b a’B +abA—b?
elde edilir. Ote yandan r =i— j Denklem (3.5) yeniden diizenlenirse

L am(—aBY T e (—aB)
U (Tj =2 Ui(l;tjr)l(Tj

1=2 k=j+2

, (3.5)

elde edilir ki, istenendir m.

Teorem 3.1.1°de A=B=1 alinirsa, genellestirilmis Fibonacci sayilarmi, G

N neN’

igeren asagidaki kombinatoriyel 6zdeslik elde edilir.

Sonu¢ 3.1.3 [14] m=>0 ve r>2 kosullarmi saglayan iki tamsayr ve {G,}

neN

-G,_ .
0 ve o, —= ise
p G

m+1

genellestirilmis Fibonacci dizisi olsun. Eger G

m+1

=G m_m+r m+1~"m+r-1 36
" G Gm+2 _(Gm+1)2 ( )

m+1

i (—G j” GG -G .G

3.2. 7Y Matrislerinin Tersi ve Moore-Penrose Tersi

Bu béliimde, sifirdan farkli elemanlar Uki’f =0 kosulunu saglayan Horadam sayilari

olan (s, k) -tipindeki alt iggen Toeplitz matrislerinin bir sinifi ¢alisilmistir.
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Tamm 3.2.1. s, k, s <0, k >0 kosulunu saglayan iki tamsay1 ve {Una’b}

a,b
neN ? Uk+1 > 0

kosulunu saglayan Horadam dizisi olsun. (sk)—tipindeki nxn boyutlu

> :[ui(fj'k’] matrisi

(a,b) s
U-(S-’k) — Ui—j+s+k+l' I-]+s2 0
- 0, i-j+s<0

seklinde tanimlanir.

Acikea goriilecegi iizere, Tamim 3.2.1°de A=B =1 almrsa, /" matrisinin [14]" te
belirtilmis olan 4 ) genellestirilmis Fibonacci matrisinin (s,k)-tipine indirgenir.
b=0 icin " =/ notasyonu kullamlacaktir. Bunu matrisin &zel yapisi ile

birlikte gz 6niinde bulundurulursa % “* ¢ min blok formu asagidaki gibi

(;?,(ak) _ @QCS)X(H+S) @?{s)x(,s)
h T W )
//4+s Qms)x(—s)

yeniden yazilabilir. Burada «;,,, pxq tipindeki sifir matrisidir ve

U0 e o
(a,b) (a,b)
N 3.7)

(ab) (ab) (ab)
U U Ui

k+n+s k+n+s-1

seklindedir.

Lemma 3.2.2. r herhangi bir pozitif tamsay1 ve {Urfa’b)}n o Ul 0 kosulunu

(a,b) _ (a,b)

saglayan Horadam dizisi olsun. Eger o = ——!~— yada f=——/%— ise, 0 zaman
U k+1 k+1
(a,b)y j(ab) (ab)p j(ab) _
Uk+l Ur+k+1 _Uk+2 Ur+k =0 (38)

dir.

Ispat. Bger, B=0 ise USPULY —ULPUCEY =0 esitliginin dogrulugu kolayca

r+k+1 r+k
~BU . A+JA’+4B  -BU®Y
goriilir. B=0 olsun. Eger a:U(—af‘b) se, 5 LA U(ai’) olacaktir.
k+1 k+1

Horadam dizisinin U®” = AU®P +BU®Y rekiirans bagintisindan

16



_a A

"B B

_ B(U lEa,b) )2 X AU IEa,b) _ Ulfa,b) (BUéa’b) + AU lEf:,lb)) _ Uéa’b)U éi’zb)
(U (@b )2 Uy (U (2 )2 (U (a5) )2

yazilabilir. Yukaridaki esitlikten U®”U 2P = (U,filb)) oldugu kolayca goriiliir. Ote

yandan, a+ S =A, a— B =~A’+4B oldugundan
2b—a(a+ﬂ):b—aﬁ
2(a-p) a-p
a 2-aA _a 2b-a(a+pf) ac-b

=3 zm 2 2(a-p) a-p

elde edilir. Yukaridaki esitlik ve Horadam dizilerine ait Binet formiiliinden

UEIOED ~(UEDY =g, (ap) (@ p) =(-B) (a%B+abA-b?) =

olur ki a’B +abA—b* =0dur.

UGV —UEUEY = (oeﬂ)k (@=p)(a-p"")
-B)""(a’B+abA-b?)

e TR

2b—aA
2\ A* +4B

a a
c=—+ =—+
2 2

=0.
—BU @D
Benzer sekilde Denklem (3.8) esitliginin dogrulugu S =-—-—"%— icinde gosterilebilir

k+1

Ki ispat tamamlanmis olur m.

Teorem 3.2.3. {U,(,a'b)}n o U®” 20 kosulunu saglayan Horadam dizisi olsun. O

zaman " matrisinin tersi



(1) B**(a’B+abA—b?)( _gye» o
) , i>]+1
(Ue) Ut
Uy .
= _(U(a,b) ' I1=]+1
k+1
1 o
o -
diger durumlar

seklinde tanimlanan f/z’r;:[l'iy j:|n><n matrisidir. Burada k, 0<k <n kosulunu saglayan

herhangi bir tamsayidir.

Ispat. 7" :[ui(‘sj'k)] ve "2z matrislerinin ¢arpimi olarak ta }é/nz[hl j] matrisi

tanimlansin. O zaman

i< igin

=] icin

1
—_ (k) (a,b)
h ullrll Uk+1 'U(ab)
k+1

=1,
i=j+1 i¢in
h = u?j-)llrl j +u5i)11+1 i+,
_UE
uED . (Uéi’lb))z

1> j+1 igin

(k) (k)
hi,j uljrjj+ul j+l J+lj+zull I+2| —-1+2,j
1=2

(k) (a,b)
— uivJ' _ Uk+2 (k)
1 (ab) 1) \2 ij+l
Uk+l (Uéil))
k o i—j—
(-1)'B“*(a’B+abA-b*) i (—pue» )
+ (ab) 3 uii 1+2 U(a b)
(Uk+1 ) 1=2

oldugu kolayca goriilir. Ote yandanr=i—j olsun. O zaman u{)=U&P ve

k+1

u®  =U @ esitliklerinden

| j+l k+r
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(a,b) (a,b)
_ U U k+2 (a,b)

K+r+l

i 7 (@ab) 2 D ktr
UE (ue)

+(—1)k B (a’B+abA-b’) & (ab)[—BUéa'b) ]r"

ZUIH;—l

T T
@by jab) _yj@by @ (1) B (a’B +abA—b?
:Uk+l Uk+r+1 UI;+2 Uk+r ( ) ( - )Con(r’k)
(L&) (L&)
_BU (a,b) —BU (a,b)
dir. Burada B=0 i¢in h ; =0 oldugu agiktir. Eger « S Toen o Yada f= U(af(b)
k+1 k+1

ise Denklem (3.8) esitligine uygulanirsa h ; =0 oldugu kolayca gériiliir. Eger B=0 ve

-BU*”
a,p =U(—af‘b) ise Teorem 3.1.1° den
k+1

(a,b)y | (ab) (a.b)y | (a,b)
— Ui U U U

hi,j k+r+l d k+r
(ue)
() B (a’BrabA-bY) (U [UUEY -UEPUEY,
(uery U ey -fued T
_UEPuEn, —ueryen  B(USPUEY -UEPUEY)
o (uwy (uery
UEY (UE -BUEY,)-UEY (Ul -BUEY)
(uery
=0

elde edilir. Buradan ..~/ matrisinin nxn tipinde birim matris oldugu gosterilmis olur.
Benzer sekilde 27,/* carpimimin da birim matrise esit oldugu gosterilebilir. Boylelikle

ispat tamamlanmis olur m.

Teorem 3.2.3 de k =0 alinirsa, //'4(6"13'0) regliler matrisin tersi elde edilir.

Sonug¢ 3.2.4 [11]. {U,(f"'b)}n o b =0 kosulunu saglayan, Horadam dizisi olsun. O zaman

7 @9 matrisinin tersi
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. A2 _h? o o
(- AR B’;f?f O aigiit i>j+1
aB +bA o
_ - I=]+1
X, = b
b1
0, diger durumlar

ile tanimlanan .7/, = [Xi j] matrisidir.
' nxn

Teorem 3.2.3’ te A=B=1 alinirsa, genellestirilmis Fibonacci sayilarin1 igeren 4

matrisinin tersi elde edilir.

Sonug¢ 3.2.5. {Gn}neN’ G170 kosulunu saglayan, genellestirilmis Fibonacci dizisi

olsun. O zaman £ matrisinin tersi

~1)(a? + ab—b? -
( )( - )(_ij , i>j+1
(Gk+l) Gk+1
G., ..
4 o i=j+1
yi'j B (Gk+1)2
1 -
Gk+l ,
0, diger durumlar

ile tanimlanan 74 = [yi’j]n ) matrisidir. Burada k, O0<k<n kosulunu saglayan

herhangi bir tamsayidir.

Tamim 3.2.1 ile verilen ' (s<0) singiiler matrisi igin Moore-Penrose tersi

asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 3.2.6. s,k, s<0, k>0 kosullarim saglayan iki tamsayi ve {Urfa'b)}n .

U,., #0 kosulunu saglayan, genellestirilmis Fibonacci dizisi olsun. O zaman /"

matrisinin Moore-Penrose tersi

(/n: ({Vrrws)x(—s) %//?HS
({—S)X(—S) Q—S)X(YHS)

ile verilen nxn blok matristir.
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Burada 7., =[ & ]

(1) B“*(a’B+abA-b?)( _gy@n \ o
3 ) , 1> J+1
(Ulfil)) Uk+1

(ab)

o —kaz' i=j+1
g (L&)
oy

0, diger durumlar

ile verilen (n+s)x(n+s) tipinde bir matristir.

Ispat. 772" Denklem (3.7) de verilen alt iiggen matris olmak iizere 7/ matrisi

n+s

///(s,k): Q—S)x(nﬂ) {{—S)x(—S)
! (//(k) Qms)x(—s)

n+s
seklinde ifade edilebildiginden, <" matrisinin Moore-Penrose tersi asagidaki matris
ile
. , o007t
I:(//(s,k):l' _ ({ms)x(-s) [(/@s
Loys) Aosixines)
gosterilir. Boylece Teorem 3.2.3” {in sonucu kullanilarak istenilen elde edilir m.

Teorem 3.2.6’ da s=-1, k =1 alimirsa, 7/ “>™ matrisinin Moore-Penrose tersini elde

edilir.

Sonug¢ 3.2.7 [13]. {U,(,a‘b)}n o aB +bA =0 kosulunu saglayan Horadam dizisi olsun. O

zaman <7 >~ matrisinin Moore-Penrose tersi

., B*(a’B+abA-b?
~(-Bb)™" ((aB+bA)i'j+2 ) i>ji=n j=l
aAB+(A’+B)b S
Vi = - (aB+bA)2 , I=]1=Li#n
1 i+1=j
aB +bA’ -
0, diger durumlar
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ile tanimlanan /| = [vi j] matrisidir m.
' nxn
Teorem 3.2.6° da A=B=1 alinirsa, .4 (s<0) singiiler matrisinin Moore-Penrose

tersi elde edilir.

Sonu¢ 3.2.8 [14] s,k, s<0, k>0 kosullarin1 saglayan herhangi iki tamsayir ve
{Gn}neN’ G,,; #0 kosulunu saglayan genellestirilmis Fibonacci dizisi olsun. O zaman

4 **) matrisinin Moore-Penrose tersi

/// g ((m—s)x(—s) %s
" Q—S)X(—S) Q—S)X(HH)

ile verilen nxn tipinde , blok matrisidir. Burada 7%, =| y;; |

~1)" (a? +ab—b? -
( ) ( - )[_Gkﬂj , i> J+1
(6. G
Gi.» -
_ — e I=]+1
yi’j B (Gk+l)2
ks -
Gk+1 ’
0, diger durumlar

ile tammlanan (n+s)x(n+s) tipinde bir matristir.
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BOLUM 4

GENELLESTIRILMIS FIBONACCI MATRISLERININ MOORE-PENROSE
TERSI VE UYGULAMALARI

4.1. U™ Matrisinin Moore-Penrose Tersi

Bu boliimde, /™ singiiler matrisinin Moore-Penrose tersi hesaplanmistir. A=B =1

oldugu durumda, [15] 'te F**™" genellestirilmis Fibonacci matrisinin Moore-Penrose

tersi hakkinda bilinen sonuglar elde edilmistir.

Lemma 4.1.1. {Uéa‘b)}nN, aB+bA=0, «,f#-bB/(aB+bA) kosullarmi saglayan

Horadam dizisi ve i, j, i > j+2 kosulunu saglayan herhangi iki tamsay1 i¢in asagidaki

esitlik

) 2( 52 2 -1

.i ueo B’(a’B+abA-b )(—bB) ___ BB yew, B e (4.1)
o i—k+1 (aB+bA)k—J+2 (aB+bA)2 i-j+1 aB+bA -]
saglanir.

Ispat. & =0 veya B=0 i¢in B=0 olur ki, Denklem (4.1)’ in dogrulugu kolayca

k- j-1

i1 _bB
goriiliir. «,f#0 igin, 1= UG ijz

, olsun. «, 8 #-bB/(aB+bA
K=j+l e (aB+bA) o /( )

oldugundan, Denklem (2.1) ve basit hesaplardan
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i1 _bB)k_j_l
al k+l+c i—-k+1 ( _
= ,+1( ' 7 )(aB+bA)k‘+2

-1 kit Cla J i-1 —bB k=i Zﬁl J
Z { aB+bA)} (aB+bA)3 +k—zj+1|:ﬂ(a8+bA):| (aB+bA)3

[ -bB o [ -bB al
1 . a(aB+bA) B B(aB+bA)
_ i-] i
(aB+bA)’ ae bB +ep bB
1+ — -
a(aB+bA) B(aB+bA)
i-j-1 i-j-1
ai—j+1_a2( _bB j : ﬂi_jﬂ—ﬂz( —bB ) !
_ 1 c aB +DbA e aB +DbA
(aB+bA)’| * . bB ’ 54 DB
aB +DbA aB +DbA

i—j-1
Clﬂ+( bB J ai_j+1_a2( _bB j
aB +bA aB +DbA
(aB+bA)3(a+ EE j(ﬂ+ bB j
aB +DbA aB +DbA
0B\ jija_ e -bB )
Cz(a+a5+bAJ[ﬁ ﬁ[aB+bA)
+

(aB+bA)3(a+ bB )(,B+ bB j
aB +bA aB +DbA

elde edilir. ¢, #0, a+ = A ve Denklem (2.1)’ den

(a+ bB j[ﬁ““ bB j:_B (a’B+abA—b?)

aB+bA aB+bA (aB+bA)’

bulunur. Buradan
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aB(ca +c,87 ) -aB(ca+ CZ,B)( aB_E)LiAj N

B’ (aB+bA)(a’B +abA-b?)

i—j+1 i—j+1 bB 2 2 -bB I
(e e ) e At (G’ vep )(aB+bAj

B’ (aB+bA)(a’B +abA-b?)

i—j-1 i—j
—BUE;MBufa*b)( ~bB ) L Ui(_aﬁ)l+Uéa'b)( ~bB )
aB +DbA aB +DbA aB +bA

—~B?(aB +bA)(a’B+abA-b?)

+

bB |
___aB+bA "™
—BZ(aB+bA)(aZB+abA—b2)

_ BUi(f\jb)

elde edilir ki ispat tamamlanmis olur m.

Lemma 4.1.2. aB+bA =0 ve elemanlari

.. B*(a’B+abA-b’
—(-bB)"* ((aB+bA)H+2 ) i>ji=n j=l
aAB+( A’ +B)b S
r@b — - 5 i=j,i=Li#n
i (aB+bA)
1 i+1=]
aB +bA’ -
0, diger durumlar

seklinde tanimlanan R(*” =[ £ ], nxn tipinde bir matris olsun. O zaman

Vn=[vi,,-],vi,,-={l' i=j,i=L

0, diger durumlar

ile verilen nxn tipinde bir matris olmak iizere, 2> 2®» =) dir.
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ispat. X ;

(a,b,-1) ,-(a,b) (a,b,-1) -(a,b)
Xj+lJ uJ+lJ 1rJ -1,j +uJ+1J rJJ

ueED aAB+(A2+B)b o
“aB+bA  (aB+bAY
aAB+(A2+B)b

zu(ab -1) (ab) olsun. |<J 1(}111 Xi,ij oldugu aglktlr.

aB+bA (aB +bA)’
=0

dir. i> j+1 i¢in

___ui(i?b1 1)r(jllbj)+u(ab -1 (ab)+ z u(ab -1) (ab)

k=j+1

1 oy @AB +(A +B)b .

=—Ui—j+2 - 2 Ui—j+l
aB +bA (aB+bA)

Z D B(a’B+abA-b”)(-bB) """

i—k+1

S (aB+bA) "

i=j+1 icin

oldugu goriilir. Eger o =-bB/(aB+bB)=0 ise, Lemma2.1.2ve af=-B, a+B=A

esitliklerindenaB +bA=bg,

a’B+abA-b*=a’B+a’B(a+pB)-a’f =a’B+a’af =0 ve

abA+(A*+B)b  (aB+bA)A+bB bf(a+f)—bap 1

(aB+bAy  BF DR
yazilabilir. Buradan

L _USD UYL apitopap it
Y I bp

dir. Benzer sekilde 8 =-bB/(aB+bA)=0 i¢in X, ; =0 oldugu gdsterilebilir. Eger

a,B#-bB/(aB+bA), Lemma 4.1.1 den
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(a,b) 2
X = Ui*J'Jr2 _ abA+(A + B)bu_(aib) _ _b—Bu_(a:b) +Lu_(a:b)
"l aB+bA (aB+bA)2 i (aB+bA)2 S aB+bA
_ 1 U @b _ A(aB +bA) (@ab) _ B U @b
aB+bA (aB.FbA)2 S aB+bA !

_ 1 (ab) (ab) (ab)
- m(uiqu - AUi—j+1 - BUi—j )
=0
dir.
= j>1 igin x, =ulh ey = 1y L BBEA

aB+bA 2 aB+bA

Sonug olarak, X, =0 olur ki ispat tamamlanir m.

Lemma 4.1.3. 2@ =[|’if}*‘b’], Denklem (4.2)’ de tanimlanan nxn tipinde bir matris

olsun. O zaman M/ = [\Ni,j:l
1, =] i=n
W= .
1|0, diger durumlar

ile verilen nxn tipinde bir matris olmak iizere 2®”2/*>™ =1/ dir.
Ispat. Lemma 4.1.2” nin ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 4.1.4. 27" =[u*™ |, nxn tipinde bir matris olsun. Eger aB+bA=0 ise,

Denklem (4.2)’ de tanimlanan &Z®” matrisi, U®*>™ matrisinin Moore-Penrose

tersidir.

Ispat. Lemma 4.1.2 ve Lemma 4.1.3” teki sonuglar uygulanirsa

é/n(a,b,—l)@(a,b)é/n(a,b,—l) — Vné/n(a,b,fl) — é/(a,b,—l)

n
@(a,b)é/n(a,b,—l)@(a,b) — W@(a,b) — @(a,b)

¥ =X ve /=) oldugundan

n

(Z/n(a,b,—l)@(a,b)) _ )/n* _ )/n _ Z/n(a,b,—l)%n(a,b)

(@(a,b)é/(a,b,—l) )* W= @(a,b)é/(a,b,—l)
n n n n

27



yazilabilir ki Moore-Penrose tersinin tanimindan ispat tamamlanir m.
Bu bolimiin sonuna kadar &®” matrisi igin 2" = [u,T (ja’b"”] notasyonu

kullanilacaktir.

Ornek 4.1.5. Eger aB+bA =0 ise, 24*>™ matrisinin 24> Moore-Penrose tersi

aB-lrbA 0 0 0
abA+(A’+B)b 1
_W aB +bA 0 0
A B’ (a’B+abA-b’) abA+ (A’ +B)b 1
(aB+bAY’ (aB+bA)’ aB+bA
bB°(a’B+abA-b’)  B’(a’B+abA-b’)  abA+(A’+B)b 1
(aB+bA)’ (aB+bA)’ (aB+bA)"  aB+bA
0 0 0 0 0
dir.

Teorem 4.1.4° t¢ A=B=1 alindiginda [15]" te verilen ~Z®"V genellestirilmis

Fibonacci matrisinin Moore-Penrose tersi elde edilir.

Sonug 4.1.6. a=—b ve AP =] f&*P ] nxn tipinde bir matris olsun. %>

matrisinin £ =[ £%*=] Pseudoinverse tersi

a2 R
_(—b)Im%, i>j,i=n, j=1
Hab.—1) _a+_2b2’ i=j, izl i#n
fii = (a+b)
0, digerdurumlar
dir.

4.2. U™ Genellestirilmis Pascal Matrisleri
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Bu boliimde genellestirilmis Pascal matrisleri ile Z/ln(a'b"l) arasindaki iliski incelenmistir.
flk olarak asagidaki teoremde birinci gesit genellestirilmis Pascal matrisi 2 [X] ve

U arasidaki bir bagitry veren nxn tipindeki &> ?[x] matrisi tammlanmistir.

Teorem 4.2.1. x#0, aB+bA =0 olmak lizere,

xi* ( i ] aAB+(A”+B)b i(i_lj
|- x|
| aB+bAl j-1 (aB +bA)’ J-1 L
X! , i>j,i#n
i( o3+ B*(a’B+abA-b) k(k_lj
k=j+1 (aB + bA)i_k+2 J -1
@51 () = - = ien 4.3
iy (X) Y ji# (4.3)
0, diger durumlar
olan g;“""b"b[x]:[gi‘j'b"l)(x)] matrisi verilsin. O zaman
A X] =P g K] (4.4)
dir.
Ispat. y, ;=Y u/*pP(x) olsun. O zaman i=n ya da i<j-1 igin
k=1

—0=q@b-1 5 i= i ici
¥.; =0=0;7""(X) oldugu agiktir. i= j<n igin

1 i [ i
= U_T(a,b,—l) _(—1? X) = X(|+1)—| — X = _(_a,b—l) X
yl,l 1,i+1 p|+1,|( ) a.B+bA |—1 aB+bA g|,| ( )

dir. n>i> j i¢in Lemma 4.1.2° nin sonuglart uygulanirsa
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i-1
b, - b, - - —
Yij= 2 U 00+l pl 00 + Ui pl ()

k=j+1
le (oB) B*(a’B+abA-b?) . (k _1]
- K=+ (aB + bA)HH2 j-1
aAB+(A’+B)b . (i-1 N
- ——X' . +—x"7
(aB+bA) j—1) aB+bA j-1
_ i+ ' aAB+(A’+B)b (i-1) it . B*(a’B +abA-b? k-1
- (.I j— ( 2) X'[I. j_Z(_bB)Ikl ( ik+2 )Xk(- j
aB+bA\ j-1 (aB+bA) 1-1) &S (aB+bA) 1-1
=977 (x)
elde edilir. Boylece, 2> 2V [x]= g®>™ [X] esitligi saglanir. Buradan
&/n(a,b,—l)g;(a,b,—l) [X] — %(a,b,—l)é/r‘l'i‘(a,b,—l)pn(—l) [X] s Vnpn(—l) [X] — Zg(—l) [X]
esitliginin dogrulugu kolayca goriiliir.
Sonug 4.2.2. [15] aB +bA #0 ve elemanlari
soof 3 i—1
. |oB? +bB(aAB+(A +B)b) _
-bB)"™’ -1 -1
(-bB) j o
B+bA) " i—1 i She
(aB+bA) —Bz(azB+abA—b2)[( _ J—l]
]
e = —Lp i=jizn (4.5)
(aB+bA)
0, diger durumlar
olan G**[-bB/aB+bA]=[ g5" | matrisi verilsin. O zaman
P(—l) |: _bB :lz Z/(a,b,—l)g)(a,b,—l) |: _bB :l (46)
" |laB+bA] " " aB +DbA

esitligi saglanir.

Ispat. bB=0 icin Denklem (4.6)’ nin dogrulugu kolayca goriilebilir. bB=0 igin
Teorem 4.2.1> de x =-bB/(aB+bA) alinirsa

I=j<nigin
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a'b’71 _bB I _bB bBi ab,—1
gD - —_ = g@r™

"' [aB+bA| aB+bAlaB+bA) (aB+bA)
elde edilir.

n>i> j igin

ng{ —bB }_( —bB J"' 1 ( —bB J”l i
"I |aB+bA| aB+bA) |aB+bAlaB+bA) (j-1

_aAB+(A2+B)b( _bB ji(i_lj

(aB+bA)*  \aB+bA) | j-1
—ii(—bB)"k’l Bz(azB+abA—b2)( _bB T k-1
K=j+1 (aB + bA)Fk+2 aB+bA) | j-1

— iijil 1 1 —
:% (—bB)Z[_I j+bB(aAB+(A2+B)b)[I_ 1]
(aB+bA)"’ j-1 j-1
2( 42 2 < (k-1
~B’(a’B+abA-b*) )" |
a1
dir. Yukaridaki son esitlikte

Sl

binomial esitligi kullanilirsa

i-j-1 . .
9-“‘-”"”{ —bB } (-bB) J 0B +bB(aAB+(A2+B)b) -1
" [aB+bA] (aB+bA) " j-1 ji-1

~B? (azB+abA—b2)[[i }ﬂ—lﬂ

(a,b,-1)

=gi,j

elde edilir ki ispat tamamlanir m.

Teorem 4.2.1° de A=B =1 alirsa, [15] te verilen A" genellestirilmis Fibonacci

matrisinin -1-tipi i¢in bilinen bir sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.2.3. x#0, a#—b ve elemanlan
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l Hl( I ] a+2b |(I_1j
—X ) -——X| . -
y a+b 1-1) (a+b) -1

. , i>j,i#n
21: (-b) " (a® +ab-b?) k(k_lj :
- X )
K=j+l (a+b)"k+2 -1
ab— i L
gi(’jb 1)(X)= mX’ i=]j,i#n
0, diger durumlar

olan  g®*V[x]= [gf""}'b"l’ (x)] (x#0,a#—-b)  matrisi  verilsin. O  zaman
p(fl) [X] — f(a,b,fl)g(a,b,fl) [X]

dir.

Teorem 4.2.4. x %0, aB +bA =0 ve elemanlari

it [i_lj_aAB+(A2+B)bX_j(i—1j

| aB+bAlj-2)  (aB+bA) j-1 g
X , 1> ],]#
5 oy LB 1
K=j+1 (aB + bA)k7j+2 k-1
ab_ i—1 ..
hSo ™ (x) = T i=jj=1
0, diger durumlar

olan 7> [x] =[hif‘j?'b"l)(x)] matrisi verilsin. O zaman

p(fl) [X] — ﬁ(a,b,fl) [X]é/(a,b,fl)

esitligi saglanir.
Ispat. Teoremin ispat1, Teorem 4.2.1° in ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 4.25. x %0, aB+bA =0 ve elemanlar
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i-1

[j I—J i aA?a;(f b,:)B - X[

i (coB)™ B’(a’B+abA-b®)
K=j+L (aB + bA)Fk+2

aB +bA

I Yoy
aB +bA
0,

(ab,-1)
0]

(x)=

olan @V [x]= [Si(f}'b”l) (X)] matrisi ve elemanlari
i3 (i_lj—aAB+<A2+B)ij_2(i_l)
| aB+bA( -2 (aB+bA)’ ji-1
X L
i1 ., B?(a’B+abA—b? i-1
$ (opyp B RA] >[ |
k=i (aB+bA)"’ k-1
Y 4
@b (y) ! 2i-3
5 () aB+bA
Ov

olan Z,**[x] = &> (x) | matrisi verilsin. O zaman
QO [x] = 2P D8I [K]
Qf—l) [X] — Z(a,b,fl) [X] é/n(a,b,fl)

esitlikleri saglanir.

i1
j-1

|

k-1
k-1

i>j,i#n

i=jizn

diger durumlar

i>j,j=1

=],

#1

diger durumlar

Ispat. Teoremin ispat: Teorem 4.2.1” in ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Sonug 4.2.6 [15] aB+bA =0 i¢in elemanlari
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(oB) szz(j i_J+bB(aAB+(A2 + B)b)(;__llj

0 _ i>j,i=n
I+] —
(aB+bA) _Bz(azB+abA—b2)[(l jlj_l]
g@b-D _ _ﬂ i=j,i=n
g (aB+bA)” 7
0, diger durumlar

olan " [-bB/aB +bA]=[ s> | matrisi verilsin. O zaman

Qn(—l) _bB — Z/n(a,b,—l)‘s;](a,b,—l) _bB
aB +bA aB +bA

esitligi saglanir.
Ispat. Ispat, Sonug 4.2.2° nin ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 4.2.5’ te A=B =1 alinirsa genellestirilmis Fibonacci matrislerinin —1—tipi i¢in

bilinen sonuglar elde edilir.

Sonug¢ 4.2.7. X #0, a #b i¢in elemanlar

l il[ I j a+2b |2[|_1j
—Xx" |- =X
j a+b 1-1) (a+b) J-1

_ , i>j,i#n
ii (—b)"k_l(a2+ab—b2) kz(k—l] :
_ - X .
K=j+1 (a+b)"k+2 J-1
§@bD (y) = LXZH, i=j,i#n
TG a+b J
0, diger durumlar

olan S$®*[x] :[si(j’b"l’ (x)] matrisi verilsin. O zaman

fol) [X] — f(a,b,fl)‘jﬁ(a,b,fl) [X]

esitligi saglanir.
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Bundan sonra Horadam sayilari ve binomial katsayilari igeren bazi kombinatoriyel

esitlikler verilmistir.

Teorem 4.2.8. i,j, i>j+3 kosulunu saglayan pozitif tamsayilar ve aB-+bA=0

olsun. O zaman

—bB |'(i-1 bBj .
=y ___~= _yBE»|2aAB+(2A2 B
I:aB+bA:| [J_]J Ifj+l(aB+bA)2 +U|71 |: aA +( +(J+3) )b:|

bBj & (-bB)TTUSY
2(aB+bA)’ 5% (aB+bA)

k—j+2
k k-1
{bzsz(j_J+bB(aAB+(A2 + B)b)(j_lj

-B*(a’B +abA—b2)[[k Jflj—lﬂ

X

4.7

dir.

Ispat. Sonug 4.2.2° den

- bBj

95 _aB+bA_:_(aBer,A\)2
gy bB_|__ bB {bBJ(‘+1)+(aAB+(A2+B)b)j
7 | aB+DbA | (aB+bA) 2
bBj ,
—— 2 [2aAB+(2A%+(j+3)B)b
2(aB+bA)3[ ( (i ))J

esitlikleri elde edilir. Boylece i > j+3 igin

[ _bB :|i—J i—1 :p.(.1)|: -bB }:u_(a_*b*l)g(.alb'l){_b—B}
aB+bA] \j-1) ™ [aB+bA] M M [aB+bA

-bB ], &
(a,b,~1) ~(a,b,-1) (a,b,-1)
+U g1 — |+ E Uy
i,j+1 J+L |:aB+bA T2 I,

—bB
(a:b,—l)
i LB+bA}

esitligi ve 2/*>® matrisinin tanimindan Denklem (4.7)’ nin dogrulugu kolayca goriiliir.

Teorem 4.2.9. i, j, i > j+3 kosulunu saglayan pozitif tamsayilar ve aB+bA =0 ise
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_ i+j+2 -_1 2j-1 .
[aB liE::JA} [IJ J:_Ui(‘aﬁ)1 ((ZB)bA)JZJ +U[5P[2aAB +(2K°+(i+3)B)o |
- aB +

(bB)"J & (-bB)TUEY

+ 2

2(aB + bA)2j+1 K=jr2 (aB + bA)kH

{bZBZ[jiiJmB(aAm(AZ + B)b)(lj:ﬂ

-B’(a’B +abA—b2)[(k ;1j_1ﬂ

X

(4.8)

dir.

Ispat. Sonug 4.2.6° dan

S(.a_'bvfl)_ —bB :|:_ (bB)Zj_lj
" [aB+bA]  (aB+bA)’

_ 3 2j-2 L.
5@t —bB }z (-bB) ——| b?B? J(J+1)+bB(aAB+(A2+B)b)j
1l aB+bA (aB+bA) L 2

(bB)*™

=W[2MB+(2A2 +(j+3)B)b]

esitlikleri yazilabilir. Buradan i> j+3 igin

—bB 17 (-1 _qy| PB | yesngenn| DB
aB +bA j-1) M laB+bA] M M [aB+bA

_ _ -bB
+u_(a,b, 1)s(a,b, l)|:

WE TR SR +bA
i-1 _bB
(a,b,-1) ~(a,b,-1)
+ Z |"Ii,k Sk,j ‘: j|
KST2 aB +bA

esitligi ve 2/**® matrisinin tanimindan Denklem (4.8)” in dogrulugu kolayca gériiliir.

Teorem 4.2.10. 1<r<n ve aB+bA=0 igin

o 2
N-1)_jam T +iu<avb> 1 | ) aAB+(A"+B)b(1-1
r-1) "™aB+bA 44 " aB+bAlr-1 (aB+bA)’  (r-1

i uzi (o8} B? (a’B + abA—bz)[k —ﬂ

ol (aB+bA) ™" (r-1

(4.9)
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esitligi saglanir.

Ispat. Teorem 4.2.1° de x =1 alinirsa elemanlar:

1 ( i j aAB+(A2+B)(i_1)
aB+bA(j-1) (aB+bA)" (j-1

i>j,i=n
ii (com)™ BZ(aZB+abA—b2)(k_1]
k=j+1 (aB+bA)i7M j_l ,
ab— i L.
gi(,j'b’ V(1) = aB DA’ I=],1#n
0, diger durumlar

olan g**™ matrisi igin 2V [x]= 2>V g**[1] esitligi yazilir. Boylece son

esitlikte
n-1 (-1) (a,b) ~(ab,-1) < (a,b) ~(a,b,-1)
r 1 = pn,r :Un—r+1gr,r [1]+ Z Un—l+1gl,r [1]
- l=r+1

esitligi gz oniine alinirsa Denklem (4.9)” un dogrulugu kolayca goriiliir m.
Teorem 4.3.3” te A=B =1 alinirsa [6]” da elde edilen asagidaki esitlik elde edilir.

Sonu¢ 4.2.11. 1<r<n ve a#-b igin

n-1 :F(avb)LJr S E(@b) 1 | _a+2b -1
r-1) "a+b S " a+blr-1) (a+b)*\r-1

) Ii (—b)'“(a%ab—bﬂ(klﬂ

k=r+1 (a+b)|_k+2 r-1

esitligi saglanir.
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BOLUM 6
SONUCLAR VE ONERILER

Bu c¢alismanin 3. bolimiinde Shen ve arkadaslarinin “Inverse and moore-penrose,
inverse of Toeplitz matrices with classical Horadam numbers” isimli ¢alismasi detayl

bir sekilde incelenmistir. Ilk olarak s,k, s<0 ve k>0 kosullarmi saglayan herhangi iki
tamsay1 olmak iizere sifirdan farkli elemanlar1 klasik Horadam sayilar1 olan <

altliggen Toeplitz matrisinin (S,K)-tipi tanimlanmigtir. Horadam sayilarin1 igeren
konvoliisyon formiiliinden yararlanarak Horadam sayilar1 ve genellestirilmis Fibonacci

sayilarini iceren kombinatoriyel esitlikler elde edilmistir. Sadece Horadam sayilarindan

olusan s<0 igin </ Toeplitz matrisinin Moore-Penrose tersi elde edilmistir.

Bu c¢alismanin 4. boliimiinde ise Shen ve arkadaslarinin “Moore-Penrose inverse of
generalized fibonacci matrix and its applications” isimli ¢alismasi1 detayl bir sekilde

incelenmistir. Burada s herhangi bir tamsayir olmak iizere sifirdan farkli elemanlari
Horadam sayilar1 olan /> matrisinin s-tipi tanimlanmistir. s=-1 igin & ®*™"
matrisinin Moore-Penrose tersi elde edilmistir. /> matrisi ile genellestirilmis

Pascal matrisleri arasindaki iligkiler tartisilmis ve Horadam sayilarini iceren bazi

kombinatoriyel esitlikler elde edilmistir

Bu tezde yapilan ¢aligmalar gibi elemanlart farkli mertebeden ya da periyodik katsayili
ikinci mertebeden 6zel say1 dizileri ile tanimli matrisler alinarak Moore-Penrose tersi

incelenebilir.
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