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OZET

G bir graf ve P herhangi bir graf degismezi olmak iizere P(G).P(G) ve P(G) + P(G)
ifadeleri i¢in elde edilen alt veya iist sinirlar Nordhaus-Gaddum tipi sinirlar olarak

bilinir.

Bu tez ¢alismasinda, G graf olmak {izere G'nin komsuluk matrisine gore 6z degerleri
icin literatiirde yer alan Nordhaus-Gaddum tipi esitsizlikler genis bir bigimde
derlenmistir. Tkinci boliimde ¢alismanin ana fikrini olusturan temel tanim ve kavramlar
verilmistir. Ugiincii boliimde graflarin spektral yarigap: harig diger 6z degerleri ile ilgili
sonuglar yer almaktadir. Dordiincii boliimde ise grafin spektral yarigapi i¢in Nordhaus-

Gaddum tipi esitsizlikler verilmistir.
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ABSTRACT

Let G be graph and let P be any invariant of the graph. The upper or lower bounds of
the expressions P(G).P(G) and P(G) + P(G) are known as Nordhaus-Gaddum type

bounds.

In this study, Nordhaus-Gaddum type inequalities which are in the literature for the
spectrum of G with respect to adjacency matrix of G are compiled. In the second
chapter, basic definitions and concepts that constitute the main idea of the study are
given. In the third chapter, there are results related to other eigenvalues except the
spectral radius of the graphs. In the fourth chapter, Nordhaus-Gaddum type inequalities

are given for the spectral radius of the graph.
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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

G=(V,E) Graf

n Grafin nokta sayist
e Grafin kenar sayis1
%4 Grafin noktalar kiimesi
E Grafin Kenarlar kiimesi
v I’ye ait noktalar
e E’ ye ait kenarlar
dv Nokta derecesi
G G grafinin tiimleyeni(complementi)
A(G) G grafindaki noktalarin maksimum derecesi
6(G) G grafindaki noktalarin minumum derecesi
A(G) Komsuluk matrisi
D(G) Derece matrisi
N(v;) Nokta komsuluk kiimesi
d(v). v noktasina bagh kenar sayisi
X(G) G grafinin kromatik sayisi
A(G) G grafinin spektral yarigapi
spek(A) A matrisine ait 6zdegerlerin kiimesi
Pn Yol graf
Cn Cevre graf
Kn Tam graf
Wim Tekerlek Graf
S1m Yildiz graf
Nn Sifir graf (null)
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d(u, v)
diam(G).
Dn
Vi~
y(6)
P(G)
o( G)
CS(n, p)
7(G)
G1x G,

G, U G,

NGT

NG,

u noktasi ile v noktasi arasindaki en yakin yol sayisi
Iki nokta arasindaki en biiyiik uzaklik
Toplama islemi (modn)

Komsu noktalar

Dominant say1

Spektral graf parametresi

G grafinin klik sayis1

Tam split (boliinmiis)graf

G grafinin ortii sayisi

G; ve G, graflarinin kartezyen ¢arpimi
G; ve G, graflarinin birlesimi

G ‘nin pozitif 6z degerlerinin karelerinin toplami olan spektral

parametre

G ‘nin negatif 6z degerlerinin karelerinin toplami olan spektral

parametre

Nordhaus-Gaddum Tipi

Ikinci en biiyiik 6z degere gore Nordhaus-Gaddum siniri



1.BOLUM
GIRIS

Guthrie tarafindan 1852 yilinda ortaya atilan dort renk problemi ile X' kromatik sayisi
incelenmeye baglanmistir. 1890 da Heawood [1] ve 1879 da Kempe [2] graf
degismezleri hakkinda ayrintili olarak ¢alismislardir. 1956’ya kadar kromatik sayilar
hakkinda yapilan galismalarda yalnizca bir tek G grafi diistiniildii. Daha sonra Nordhaus
ve Gaddum n noktali bir G grafi ile bu G grafinin tiimleyeni ile birlikte kromatik
sayilar1 lizerinde c¢alismiglardir. Calismalarinda n noktali bir G grafi ig¢in
X (G) ve X(G) kromatik sayilarinin toplamlar1 ve carpimlari iizerinde alt ve {ist
smirlar1 bulmuslardir [3]. Daha sonra Nordhaus-Stewart tarafindan ilk sonuglar ayrintili

bir bi¢imde ele alinmistir [4].

Nordhaus ve Gaddum c¢aligmalarindan esinlenerek P bir graf parametresi olmak iizere
P(G).P(G) ve P(G) + P(G) islemleri icin elde edilen sinirlar da literatiirde Nordhaus-
Gaddum (NG)-tipi esitsizlikler olarak isimlendirilmistir. Baz1 graf parametlerine gore

NG-tipi sinirlar [5,6,7] referanslarinda ¢aligilmistir.

G, n noktali bir graf ve G komsuluk matrsinin 6zdegerleri 4,(G) = -+ ... = 1,(G)
olmak tizere ilk bilinen spektral Nordhaus-Gaddum tipi esitsizlikler Nosal'a aittir[8].
Son otuz yilda, arastirmacilar A(G) igin sinirlar elde edilmistir [9,10,24]. Calismalarda

her zaman daha keskin bir sinir elde etmek amaclanmuistir.

Bu yiizden NG-tipi smirlar iizerinde her zaman iyilestirilme hedefler arasinda yer

almistir.

Bu arastirmalar sonucunda ikinci boliimde; bazi temel tanim ve teoremler, graf
degismezleri, diger boliimlerde kullanilmak iizere komsuluk matrisi ve spektral yari
cap1 i¢in bazi smrlar verildi. Ugiincii boliimde; spektral Nordhaus-Gaddum tipi
esitsizlikler hakkinda literatiir taramasi yapilarak genis bigimde derleme yapilmistir.
Doérdiincti boliimde ise spektral yarigapt i¢in Nordhaus-Gaddum tipi esitsizlikler

incelenmistir.



2. BOLUM
TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Graf Tanim Ve Kavramlar:

Tanim 2.1V = {v,,v,, ..., v, } bir nokta kiimesi , EZ{{vi, vj}; 1<i<n,1<j< n}

kenar kiimesi olmak tizere G =(V, E) sirali ikilisine graf denir. G nin kenarlarinin sayist

m = |E|, G nin noktalarinin sayis1 n = |V| dir.

Bir G grafi tek bir noktada bir kenar olusturmuyor ve ayni iki noktanin olusturdugu

birden fazla kenarlara sahip degilse bu grafa basit graf denir.

Bir G grafinda her iki farkli nokta yine G de en az bir yolun sonu ise G grafina
baglantilidir (connected) denir. Aksi durumda G baglantisizdir (disconnected) denir ve

maksimal baglantili tiiretilmis alt graflarina G nin bilesenleri (component) denir.
Tanim 2.2

. Bir grafta iki nokta bir kenar olusturuyorsa bu iki noktaya birbirlerine

komsudur denir. {i, J}€E yada i ~ j biciminde gosterilir.

ii. Bir grafta herhangi bir noktaya bagli kenar sayisina o noktanin derecesi

denir ve

v €V ,deg(v) = d(v) seklinde gosterilir. Bir G grafinda ki derecelerin en biiyiigiine
maksimum derece ve en kiigiigliine de minimum derece denir. Sirasiyla A(G) = A ve

6(G) = 6 ile gosterilir. v € V(G) noktast i¢in, m( v ), v noktasinin komsularinin

ortalama derecesini verir, m(v) = %Zuw d(u) olarak tanimlanir.

Tamim 2.3 Bir G grafi ile ayn1 nokta kiimesine sahip ve G’de kenar olusturmayan tiim
noktalarin birlestirilmesiyle elde edilen kenar kiimesine sahip olan grafa G grafinin

tiimleyeni (komplementi) denir ve G ile gosterilir.



Tanim 2.4

I. Bir G grafinin komsu noktalarini farkli renkte boyamak igin ihtiya¢ duyulan

en az renk sayisina G’ nin kromatik sayisi denir ve X (G) ile gosterilir.

ii. Bir G grafinin klik sayisi, graftaki en biiyiik tam grafin nokta sayisi olup,

o( @) ile gosterilir.

Sekil 2.1. Ornek bir Graf

Sekil 2.1° de verilen G grafinin noktalarm1 K (kirmizi), S (sar1) ve Y (yesil) ile
renklendirecek olursak, kromatik sayr 3 olarak bulunur. En biiylik tam alt grafi

olusturan nokta sayisi 3 oldugundan klik sayis1 3 dir.

Tamim 2.5 Bir G grafi iki parcali ve ayn1 pargaya ait noktalar esit dereceye sahip ise bu
G grafina yar diizenli iki parcali graf denir. Her bir par¢adaki nokta sayilari r ve s

olmak tizere (r,s)- yar1 diizenli iki pargali olarak ifade edilir.

Tamim 2.6 H ve G birer graf olmak tizere; V(H)< V(G) ve E(H) S E(G) ise H grafina
G’ nin bir alt grafi denir. G grafindan nokta veya kenar silinerek G’ nin bir alt grafi elde
edilebilir. Alt graf, bir grafin herhangi bir pargas: seklinde de diistiniilebilir. Ayrica alt

graf i¢cin asagida verilen 6zellikler saglanir.

I. Her graf kendisinin alt grafidir.

ii. Bir grafin herhangi bir noktasi tek bagina bir alt grafidur.

iii. Gdeki tek bir kenar kendi baslangi¢ ve bitis noktalari ile birlikte G’nin alt
grafidur.



Tanmm 2.7

i. Bir nokta ile baslayip herhangi bir nokta ile biten, noktalar arasindaki baglantilar
0 noktalar ile baglantili kenarlarin kurdugu hareketler zincirine yziriyiis (walk) denir.
Bir yiirllyiis icerisinde bir kenar iki kez kullanilmazken, bir nokta birden fazla
kullanilabilir. Yiiriiyiis ayn1 zamanda kenar dizisi veya zincir olarak da adlandirilir. Bir
yiriiyiisii (walk) olusturan kenar ve noktalar kiimesi, agiktir ki, verilen grafin bir alt
grafidir. Yirliylsiin baslangic ve bitis noktalar1 u¢ noktalar: olarak adlandirilir.
Baslangi¢ ve bitis noktalar1 aymi olan yiiriyiis kapalr yiiriiyiis, baslangic ve bitis

noktalar1 farkli olan yiirtiyiis ise agik yiirtiyiis olarak tanimlanir.

li. Her noktanin bir kez kullanildig1 a¢ik yiiriiyiis yol (path) olarak adlandirilir.
Baska bir ifade ile noktalarindan iki tanesinin derecesi 1, diger tiim noktalarinin
dereceleri 2 olan graf yol grafdir. Py ile gosterilir. Yol igindeki kenarlarin sayisi ile yol
uzunlugu elde edilir. Yiiriyiis igerisinde dongii bulunabilir ancak yol igerisinde dongii

bulunamaz. Bir yolun baslangi¢ ve bitis noktalart ayn1 ise bu yola kapalr yol denir [11].

Vs

Sekil 2.2. Ornek bir Graf

Sekil 2.2° de verilen adimda v, ve v, noktalar1 herhangi u¢ noktalaridir, v;av,ev;dv,
Ve v av,evsfvggv, sirasiyla agik ve kapali yiiriyiistir. v;av,evsdv, bir yoldur,

ancak v, av,bv,ev;dv, bir yol degildir. Ayrica vshvg fv3ivs yolu ise kapali yoldur.

Tamim 2.8 Bir G grafinin kuvveti G¥ ile gosterilir. G* daki her bir eleman k uzunluklu

yola esittir.



Tanim 2.9

I.  Her noktanin derecesi 2 olan grafa ¢evre graf denir. n noktali bir ¢cevre graf C»

ile gosterilir. n noktal1 bir ¢evre grafin kenar sayisi n tanedir [12].

ii.  G,n noktali m kenarli bir graf olmak tizere, herhangi iki nokta arasinda bir
kenar var ise bu grafa tam graf denir. Yani her i i¢in d; = n-1 ise G tam graf olarak

adlandirilir ve Ky ile gosterilir.

lii. G, nnoktali m kenarli bir graf olmak {iizere, (n + 1) noktali bir ¢evre grafin
her bir noktasi, bir tek noktayla ( bu nokta ¢evre grafa ait degildir) birer kenar ilave
edilmesiyle elde edilen grafa tekerlek graf denir. n noktali bir tekerlek graf W, ile

gosterilir.

Iv. (n+1)noktali bir G grafinda bir noktanin derecesi n, diger noktalarin derecesi

1 ise, bu grafa yildiz graf denir. Yildiz graflar S » ile gosterilir [13].

V.  G,n noktal, m kenarli bir graf olmak {izere n = m-1 ise G bir agag (tree)

grafdir denir. Agaglar ¢evre igermeyen basit graflardir.

Tanmm 2.10 Bir grafta bagimsiz (independent) kiime birbirleriyle komsu olmayan
noktalar1 iceren kiimedir. Bir G grafinda bagimsiz kiimedeki her nokta klikte bulunan
her noktaya komsu olacak bicimde klik ve bagimsiz kiimeye parcalaniyorsa G ye tam
boliinmiis (complete split) graf denir. p independent sayis1 olmak ilizere,1 <p <n,n

noktal1 bir G graf tam boliinmiis graf CS(n, p) olarak gosterilir.
Tanim 2.11 Bir G grafinda alinan herhangi iki nokta ¢ifti arasindaki en biiyiik uzakliga
G ’nin ¢ap1 (diameter) denir ve diam(G) bigiminde gosterilir.

Tamim 2.12 G, ve G, iki graf olmak iizere G; nin herhangi iki noktasini birlestiren
kenarlarin sayis1 G, nin karsilik gelen noktalarini birlestiren kenarlarin sayisina esit
olmak {izere G; ve G, nin noktalar1 arasinda birebir esleme varsa G, ve G, ye izomorftur

denir ve G; = G, bigiminde gosterilir.

Tamm 2.13 G = (V, E) basit bir graf olmak iizere C € V alalim. Grafin biitiin kenarlar
C deki noktalarla iligkiliyse C noktalar kiimesine G nin bir oOrtiisiidiir denir. G nin bir
oOrtlistiniin en kiiglik nokta sayisina G nin 0Ortii sayisi denir ve t(G) ile gosterilir.

5



Tamm 2.14 A = (a;)  tipinde bir kare matris olmak iizere AX = AX denklemini

saglayan herhangi bir A skaleri i¢in sifirdan farkli X vektoriine A matrisinin 6zvektori

denir, A skalerine de A matrisinin 6zdegeri denir.
Tamim 2.15 | birim matris ve A matrisinin karakteristik polinomu K, (1) olmak tizere

K,(1) = det(A — AI) = 0 denklemine A matrisinin karakteristik denklemi denir. Bu

karakteristik denklemin n tane A koklerine de A matrisinin 6zdegerleri denir.

Tamm 2.16 G grafinin noktalarinin kiimesi V= { v1, va,..., vn} olsun. G komsuluk
matrisi n X n tipinde simetrik bir matristir ve

1 ;Ui~vj
0; diger durumlarda

bigiminde tanimlanir [14].

Tammm 2.17 A bir matris ve A € M,, olmak {izere, A matrisine ait 6z degerleri

A1, A5, ..., A, 0lmak tizere A matrisine ait 6z degerlerinin kiimesi
spek(A) = {14, A3, ..., A, } seklinde gosterilir.
o(A) = max{|A;|: 1 < i < n} ifadesine A matrisinin spektral yarigap1 denir.

Tanim 2.18 G, n noktali bir graf olsun. G grafi ve bu G grafinin timleyeninin kromatik
sayilar1 sirasiyla X (G)ve X (G) olsun. X (G) ve X (G) kromatik sayilarinin toplamlari
ve ¢arpimlari igin ifade edilen sinirlara Nordhaus ve Gaddum tipi sinirlar denir. P bir
graf parametresi olmak iizere P(G).P(G) ve P(G) + P(G) islemleri igin de elde edilen
esitsizlikler Nordhaus-Gaddum tipi esitsizlikler olarak bilinir.Bilinen ilk sinir asagida

verilmistir.
Teorem 2.19 G, n noktal1 bir graf olmak iizere;

2n< X6+ X(G)<n+1
ve

(n+1)?
4

n < X(6)X(6) <

dir [3].



Tamim 2.20 a, b ve n pozitif tam say1 olmak tizere a + b -1 =n = a. b olsun. a satir
ve b siitun olacak sekilde n nokta bir dikdortgen seklinde, ilk satir ve ilk siitun dolu ve
n-a-b +1 nokta dikdortgenin kalan kisimlarina rastgele dagitilmis olarak diizenlensin.

n nokta asagidaki gibi yapilandirilmis bir G grafini temsil eder.

I. Ayni satira ait komsu iki nokta yoktur.

ii. Ayni siituna ait herhangi iki nokta komsudur.

iii. Ne ayni satira, ne de ayni siituna ait herhangi iki nokta birbirine komsu olabilir.
bigiminde bir graf olarak yazilabilir. Boyle grafa T;(n, a, b,) tip graf denir.

iv. Bir G grafi G4, G,, G5 seklinde karsilikli ayrik kismi graflar igermek iizere G,5
noktali bir dongii; G, a noktali tam graf; G, ikisi komsu olmayan n - a -5 nokta

igersin. Bu durumda G grafi, T,(n,a) tipindedir denir.

Onerme 2.21 G grafi T,(n,a, b) tipinde bir graf ise G tiimleyen grafi T;(n, b, a)
tipindedir.

Ustelik X (G)=a ve X(G) = b dir [15].
Teorem 2.22 G, n noktali bir graf olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

. X(G).X(G) = n ancak ve ancak n ’nin keyfi bir béleni d oldugunda
G=Ty(nz,d)

. 2yn < X(G)+ X(G) <2vyn+1lancakveancak2Vn<a+b <2vn+1
esitsizligini saglayan herhangi a ve b i¢in G = Ty(n,a, b)
iii. X(6).X(G)=n ve2yn < X(G) + X(G) < 2v/n + 1 ancak ve ancak

n=a.bve

|\/a — \/Bl < 1 oldugunda G = T;(n, a, b) [15].
Teorem 2.23

i. G ,n noktali bir graf olsun. X(G) + X(G) =n +1 ancak ve ancak G ya da G
herhangi bir 1< a < ni¢in T;(n,an,-a+l) tiptedir ya da herhangi bir 1< a < n-5 i¢in
T,(n, a) tiptedir.



n+1 n+1

ii. X(G).X(G) = [@J ancak ve ancak G ya da G tekn icin Ty(n—-—") ve

n n+2 n+2n n—4 )

Tz(n,n—_s) tipinden birindedir, ya daGya daG T;(n,=,—),T; (n,—,=), T»(n,
2 2 2 2 2 2

tipinden birindedir.

Gift n igin T,(n, =) dir [15].

Teorem 2.24 G, n noktali bir graf olsun.

d(1) = d(2) = -+ = d(n) derece dizisi olmak iizere;
X(G) < max,<;, min{d(i) + 1,i}

dir [16].

Tanim 2.25 x keyfi bir reel sayr olsun x' den biiylik en kiigiik tamsayiyr veren
fonksiyona tavan (ceiling) fonksiyon denir ve [x] ile gosterilir. Benzer olarak, x' den
kiiciik en biiyiik tamsayiy1 veren fonksiyona taban (flooring) fonksiyon denir ve |x] ile

gosterilir.
Teorem 2.26 G, n noktali ve m kenarl bir graf olsun. Buna gore;
n+1 m=20

Aln,m)={n+2—-m 1<m<n
[2vn] diger durumlarda

n m = 0 yada n asal degil ve m > 221
B(n,m) = 2(n—m) 1<m<n
n+1 diger durumlarda
(n+1)? I fanl
> —
Clnm) = l " J m=n'(n"—1)

k(n+1—k) diger durumlarda
ven' = [n/2],n,; # 1 nnin en kiigiik béleni ve
kkm=k(k—1)/2+tve0 <t<k—1ekarsilik gelen bir tam say1 olmak iizere
Anm) < X))+ X(G)<n+1
ve

B(n,m) < X(6).X(G) < C(n,m)



esitsizlikleri saglanir [17].

Tamim 2.27 Bir G = (V, E) grafinin baskin (dominating) kiimesi D € V alt kiimesidir
Oyle ki D de olmayan her nokta D'nin en az bir noktasina komsudur. G nin en kiigiik

kiimesindeki nokta sayisina baskin sayisi denir ve y(G) ile gosterilir [18].
Teorem 2.28 G = (V, E), n noktali bir graf olmak {izere

y(G) +y(G)<n+1

ve

y(6).y(G) <n

dir. Ustelik esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul {y(G),y(G)} = {1,p},{2,p/2} yada
{3,3} olmasidir [19].

Tanim 2.29

u (2, uz) (89, v2) (1, wy)

L I
9.7
-

]

(v, i) (v, ¥2) (v wa)

[ (2 G| = Gz
G, ve G, iki graf olmak iizere kartezyen ¢arpimlari, noktalar kiimesi V1 ve V, ve kenar

kiimesi X1 ve X ile birlikte noktalar kiimesi V; X V, olan ve u =( uy, u, ), v= (v1, v,) ve

[u; = v1 ve up ~ v;] veya [u, = v, ve us~ vq] olacak bigimde bir graftir ve G; X G, ile

gosterilir [20].
Tanim 2.30
[ ]
[ 3
-
(e [ Oy + G

G, = (V;,E;) ve G, = (V,,E,) iki graf olsun. Oyleki ayrik nokta kiimeleri V1 ve V,
9



ve kenar kiimeleri X; ve X, olan G = G, + G, bir birlesim graftir. G; U G, seklinde

gosterilir. Bu gosterimde V1 ve V, deki biitiin kenarlarin eklenmesi ile olusan graftir

[21].

Tanim 2.31

T g T
| | | | |
| o I | |
I | I I |
| K | | * |
| o I | |
I o I I |
| ||| |

el e

G[ G GIUGE

G, = (V,Ey) ve G, = (V,,E,) ikigrafolsun. G = G; U GyislemiV = V; U V, ve
X = X; U X, seklinde olan graftir. Bu islem ayrik birlesim (disjoint union) olarak
adlandirilir [22].
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3.BOLUM
SPEKTRAL NORDHAUS GADDUM TIiPI ESITSIZLIKLER

G ,n noktal1 bir graf ve A(G)' nin 6z degerleri ; = 4, > --- > A, biciminde siralansin
(A, spektral yarigap). Bu boliimde bir grafin komsuluk matrisinin 6z degerleri (A, haric)
icin bilinen Nordhaus Gaddum tipi sinirlar derlenmistir. 4; i¢in smirlar bir sonraki

boliimde ayrica verilecektir.

Lemma 3.1 G, n = 5 noktali bir graf olsun. Bu durumda,

1,(G) + ,(6) < —1 + /"{—m 1

dir [23].
Lemma 3.2 G,n noktali bir graf olmak tizere;

1(6) +2,(6) < —1+

dir [24].

Teorem 3.3 M ve N n.mertebeden Hermityen matrislerve 1 <i<n vel<j<n

olmak tizere,

a;(M) + aj(N) <a;,jn(M+N) eger i+j=n+1 (3.1)
a;(M) + aj(N) = a;,;j_1(M+N) efer i+j<n+1 (3.2)
dir [23].

Teorem 3.4 Eger T, n.mertebeden bir agag ise 4,(T) < vn — 1 dir. Esitlik ancak ve

ancak
T = S,, oldugunda korunur, burada S,, n noktali bir yildizdir [25].

Onerme 3.5 T, n mertebeden bir aga¢ olsun.Bu durumda

(T + 1,(T) < -1 + /"7— n+1 (3.3)

dir. Esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter kosul T = P, olmasidir [26].

11



Ispat: Esitsizlik (3.3) den takip edilerek alt1 noktal1 biitiin agaclar icin ve bunlarm
arasindan yalnizca Py, A,(P,) + A,(P,) = @ olmasi nedeniyle esitligin korunacagi
kolaylikla kontrol edilebilir.

Kabul edelim ki, n > 7 olsun. Esitsizlik (3.1) ve (3.2) ‘den,

A2(T) £ =1 —2,(T)

An(T) = —24(T) oldugundan, Teorem 3.4 ‘den elimizde;

LM <-1+Vn-1 (3.4)
elde ederiz.

Esitsizlik (3.4) den;

1,(T) < /g —1 (3.5)

dir.

Esitsizlik (3.4) ve (3.5) kullanilarak, asagidaki ifade elde edilir.

LM +1,T) < -1+ /%—1+\/n—1

s—1+\/2(n—1+§—1)
=—-1++V3n—4 (3.6)
n = 7 igin,
n? n?
sn—4=(S-n+1)-(S-4n+5)
TLZ
< 7 —n+1 (37)
Boylece (3.6) ve (3.7) esitsizlikleri ile bu sonuglar elde edilir.

Onerme 3.6 G, n noktali, tek dongiilii bir graf; n noktal r-regiiler iki pargal bir graf;
K-dongiilii ve n > 5 ++/16k + 31 graflar ise,

_ n?
A,(G) +2,(G) < -1+ /7—11 +1

12



esitsizligi saglanir [27].

Onerme 3.7 n > 2 icgin, eger G % K,, n noktali bir graf ise 1,(G) = 0 olmas1 igin

gerek ve yeter kosul G tam ¢ok pargal1 graftir [28].

Onerme 3.8 n > 3 olmak iizere G en az bir kenarli graf olsun. Bu durumda, asagidaki

ifadeler saglanir.

i Eger G # K, ise bdylece 1,(G) + 1,(G) = 0 dir. Ustelik G izole noktalara
sahip degilse, 1,(G) + 1,(G) = 0 olmas1 icin gerek ve yeter kosul G tam béliinmiis
graftir.

ii. A,(G) + 2,(G) = —1 ancak ve ancak G % K,,.
iii. A,(G) + 2,(G) € (—1,0) seklinde bir graf yoktur [28].

Onerme 3.9

i. G,n = 2 mertebeli bir graf ve min{1,(G),1,(G)} < 1 ise;

ii. G, A,(G) = —2 olacak bi¢imde bir graf ise,

2
1,06) +1,(6) < -1 + /%—n+ 1

Tamim 3.10. H bir graf ve noktalar kiimesi V(H) = {v;; 1 < i < k} olsun.

esitsizligi saglanir [29].

Burada F = {G;; 1 < i < k} G;'nin n; ninci mertebeden bir graf ailesi olsun.
Her bir v; € V(H) igin G; € F dir. v; G grafinin

H-bagi, G = H[G4, Gy, .... Gi] tarafindan F de tanimlanmis olup F nin noktalar kiimesi

k
ve) = Jve

ve kenar kiimesi

EG) = LkJE(Gl-) U U {uw:u e V(G),w € V(G;)}

ViVjeE(H)

13



Eger H = Py,p,q = 1ven = 2(p + q), boylece

Hyqqp = P4[KP'Kq;K_q; Kp|
n=2(p+q)+1 icin,
Hp gap+1 = PalKp, Kq, Kg, Kp 1]

Buna gore graf ailesi asagidaki gibi tanimlanir

g{(P4) = {Hp,q,q,p; Hp,q,q,p+1; p; q 2 1}

H2,5,5,2 € H(PO
Sekil 3.1. Hy 55, € H(P,) ile verilen H-bag graf.

Burada tiimleyen operasyonun H (P,) ailesinde kapali oldugunu gormek ancak ve ancak
eger

n ¢ift ise miimkindiir. Yani

H

p.a.9P — P4(KP' q'KP) = P4(K 'Kp'K_p' Kq) =Hgppq € H(Py)

ve

Hyqqp+1 = P4(KP'K_WK_q» KP+1) = P4(Kq.K_p,Kp+1,Kq) ¢ H(P,)
1 < p < q tamsayilar olsun érmeginn =2(p +q)ver =p—q —1,
s=q(q+2p+2)+(—-1)* vet=q(q+6p—2)+ (p—1)%olsun.

Cardoso ve arkadaslari, H.

».a.q.p NN spektrumunu

_ (r=Vt r+2q-+s 2p—2 20—2) THVt T+2q+Vs
Spec(Hp,g.qp) _{ TS @D 0 )'T’T}

seklinde tanimlamistir [30].

Onerme 3.11 p ve g ,1 < p < q seklinde dogal sayilar olsun. Bu durumda

A2(Hpq.qp) = A2 (Hp,q,q,p) +q—p

dir.
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Her birn = 0(mod 4) igin, Hnnnn 'nin bir Py-bag Ki bu NG,-simnir1 i¢in extremaldir.

4’4’4’4

[30]

Onerme 3.12 Eger G = H,, , 4, ise,bu durumda

AZ(Hp,q,q,p) + 4, (Hp,q,q,p) =-1+ \/(q + 6p — Z)Q + (- 1)2

Bunun yaninda, toplam igin maksimum deger ancak ve ancak eger p = EJ veq= E]

oldugunda elde edilir [30].

Sonu¢ 3.13 Eger G, n > 6 mertebeli bir graf ise G yada G ii¢ noktaya sahiptir. Bu
sonuca gore ifade edilen 6nermeler ii¢ noktali bir ¢ok grafin oldugunu ve NG,-sinirin
sagladigin1 gosterir. Bu sonuclar ayrica ilave olarak bilgisayar destekli deneylerde
biitiin graflar i¢in sekiz noktaya cikilabilecegini gdstermektedir. Bu kabullenim bizi

takip eden sonuca gotiirtir [31].

Varsayim 3.14 G,n noktali bir graf olsun, bu durumda ;

_ ’nz

dir. Esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter kosul G = Hnnnnn = 0(mod 4) dir [31].

PO
Teorem 3.15 G, n noktal1 bir graf olsun. Bu durumda

n—1<A(6) +A(G) <2n (3.8)
dir [32].

Teorem 3.16 G, n noktali bir graf olsun. G ve G graflarinin klik sayilar sirastyla

w(G) ve w(G) olmak iizere

1 1

A6) + A(6) < \/ (2- —=- M) n(n—1) (3.9)

dir [33].

Lemma 3.17 A,(G) ve 1,,(G) igin asagidaki esitlikler tanimlanabilir.

15



L©) =5+ j§+z[gjz_ )

n@=-3- el

den A,(G) ve 1,(G) i¢in asagidaki esitsizlikler tanimlanir.

b e[l =n@ =1 el - 610
-1 it 2l Bl m@ < -1 2 - @1
[34].

Lemma 3.18 G, n noktali bir graf olsun. Bu durumda,

V2

i —3<2,(6) + 4,6) < Zn

dir [34].

Lemma 3.19 G, n noktal1 bir graf olmak iizere,
(@2, (O)] > Zn — 3

dir [34].

Varsayim 3.20

(@12, (O)] = L+ 0(D)
Bununla birlikte |1,,(G)[+|1,,(G)] < <‘/§/2>n
dir [34].

Teorem 3.21 G, n noktali bir graf olmak tizere
_ 3
1,2(6) + 1,%(6) < gn2

dir [35].

Tamm 3.22 |1,(G)|+|2,(G)|'nin 2 < k < n araliginda basit smirlar1 su sekildedir. k

siiflart ile birlikte n. mertebeden Turan graflari i¢in yazilabilir. T (n) tiimleyen k —

16



pargali (k- partite) graftir. Bunun nokta siniflar1 en fazla 1 boyutunda farklidir. k sabit

say1 ve n yeterince biiylik alinsin. Bu nedenle,
A (Te(n) = 0 ve A, (T (n) < —In/k|

nin biiyiik oldugu durumlarda yazilabilir.
Buradan asagidaki ifade yazilabilir.
(@126 = 7] -1

i O+ (O] = 7] +1

dir [35].

Teorem 3.23 k sabit say1 ve n. mertebeden yeterince biiyiik herhangi bir G grafi i¢in

@]+ @] < [2m (3.12)
ve

e @] + @] < [2m (3.13)
dir [35].

Lemma 3.24 G ,n noktali bir graf ve 1,(G) = -+ ... = 1,(G) komsuluk matrisinin
Ozdegerleri olmak tizere, s = 2 ven = 15(s — 1) ise

n
2(s—-1)

| (O] + 1 A(D)] <

dir.
Ayricas > 1ven > 4° ise
|An—s+1(6)| + M-n—s+1(5)| < \/% + 1 dir.

Eger s = 2% + 1 (k bir tamsay1) ise, bu siirlar asimtotik olarak uygundur [36].

Lemma 3.25 s ve n degerleri i¢in asagidaki fonksiyonlar tanimlanmigtir

i) = max [2,(@)] + |2:(6)]

17



ve

fams () = MaX |2n—541 (O] + 2541 (G

Birgok sinirlar [9] nolu referansta ispatlandi; Bunlarin arasinda en uygun olani
f2(n) igin ;

% —-3< fo(n) < %

dir [9].

Teorem 3.26 Eger s > 2,n > 3s — 2 ve G, n noktal1 bir graf olsun.

2

L (W@ +27(@) <% (3.14)
dir.

Onerme 3.27 s > 2,n > 3s — 2 ve G, n noktal bir graf olsun.

D (LGOI + 1@ < /G = 1D/2

dir[10].

Bununla birlikte Teorem 3.26'dan dogrudan bir sonug elde edilemedi, bunun i¢in ayri
bir ispat yapilmalidir.

Teorem 3.28 Egers > 2,n > 3s — 2 ve G, n noktali bir graf olsun

n2

176 + 2526 < 7

(3.15)
dir.

Esitsizlik (3.15)'in sol tarafina Aritmetik ve Kuadratik Ortalama uygulayarak, asagidaki

esitsizlik yazilabilir.

12:(&)] + 12D <

n
J2(s—1)

Bu f;(n) tizerinde yeni bir sinirdir[37].

Teorem 3.29 s > 2,n > 15(s — 1) ve G, n noktali bir graf olsun.

18



15(@)] +125(6)] <

n
JV2(s—1)
dir [37].

Son smir asimtotik sinirdir.

Teorem 3.30 Eger s = 1,n = 2s ve G, n noktali graf olsun;

Z ((l/ln—iﬂz(G)l + |/1n_i+12(5)|)) < (g + S)z

i=1

Esitsizliginden faydalanarak  Nordhaus-Gaddum sonuglarindan baska bir tanesini
kolayca elde edilir [36].

Teorem 3.31 Eger s = 1,n > 2s ve G, n. dereceden bir graf ise boylece

D (s @1+ s @) < (5+5) Vs

dir [36].

Onerme 3.32 Eger s > 1,n > 4° ve G, n.dereceden bir graf ise;

_ 2
Tnesin(6) + Anos1i®(@) < 5 (5 +5) (3.16)

Dikkat edilecek olursa, esitsizlik (3.16)’nin sag tarafi diisiik mertebeden terimler igerir.
Bu terimler belki indirgenebilir fakat tamamen ortadan kaldirilamaz, en azindan s'nin

baz1 degerleri igin.

Ornegin eger s=1 ise, tiimleyen dengede biparite graf Kn/2n/2, alinarak asagidaki

durumu gorebiliriz.

ﬂ'n—s+12 (Kg’g’) + An—s+12 (Kﬂﬂ‘) < z +1

dir [36].

Teorem 3.33 s = 1,n = 4° ve G, n noktali bir graf olmak tizere
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n

(o521 (@] + 51 (D) < =+1

dir [36].

Yukardaki tiim sinirlar s = 2% + 1 ve n yeterince biiyiik oldugunda.kuvvetli sinirlardir
Teorem 3.34 s = 2¥71 + 1 ve k = 1 bazi1 tam sayilar i¢in sonsuz sayida n noktali

G grafivardir3 2 <i<s i¢in

n
AL(G) > —-1, An—i+2(G) =-

n
2:2(s = 1) 2./2(s = 1)

- n — n
2,0) > — 1, Ayisr(C) S — ——
( )>2,/2(s—1) (S 22G -1

dir [36].

Lemma 3.35 G, n noktal1 bir graf olsun. X c {2, ....n} olmak tizere

Zag(a) < n2/4

ieX
dir [36].

Lemma 3.36 G,n noktal bir graf olsun.n > s > 2 ve A; < 0 olmak iizere

n
45| £ ——=
2vn—s+1

dir [36].

Teorem 3.37 G ,n noktal bir graf olsun. k > 0ven > 4% olmak tizere
Mii1(G) < —1ved, 141 (G) <0  vyada

An-k+1(G) € —1Ve Ay_11(G) S0

dir [37].

Lemma 3.38 (Weyl) G, n noktal1 bir graf olsun. 2 < k < n olmak iizere
20



(G) + Aypes2(G) < —1 (3.17)
ve

M (G) + Ap—g42(G) = —1 (3.18)
dir [37].

Tamim 3.39 G,n noktali bir graf ve A1(G) spektral yarigap olmak tizere

s*, G nin pozitif 6zdegerlerinin karelerinin toplamini ifade eder.Bu durumda

JsT(6) ++/s1(G) <V2n

ve

JST@ +sH (O < T -1
dir[38].

Tanmm 3.40 G,n noktal bir graf olmak tizere A(G) komsuluk matrisinin sabit (p, v, s)
uclisidir (inertia).Burada p pozitif d6zdeger sayisi, v negatif 6zdeger sayisi, s sifir

Ozdeger sayisidir.

s*, G ‘nin pozitif 6zdegerlerinin karelerinin toplami ve s~, G’nin negatif 6zdegerlerinin

karelerinin toplami olan spektral parametreler olmak tizere

14 n
s+=ZAi2 ve sT = z e
i=1 i=n—-v+1

dir [39].
Sonug¢ 3.41
n
A2=s* + s =tr(4%) =2m,
i=1

Burada tr(4%), A? nin iz (trace) matrisini belirler [39].

Teorem 3.42 s* ve s~ spektral parametreler olmak tizere
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1+ Z—t < x(@)

dir [39].

Teorem 3.43 st ve s~ spektral parametreler igin
1+ max (,5) < 2(6) (3.19)

saglanir [40].

Teorem 3.44 s* spektral parametresi i¢in

dir [41].

Tanim 3.45 n noktali G grafi i¢in
n—-1<2(6)+ A1(6) <V2(n-1)

dir ve regiiler graflar i¢in alt sinir kesindir [33].

Teorem 3.46 G , n noktal bir grafi olsun;

n
s+=ZAi2 ve sT = z e

14
i=1 i=n-v+1

olmak tizere,

n—1</s*(G) ++/s7(G) <V2n

dir [9].

Ispat: Tiimleyen graflar igin alt sinir agik ve kesindir ki,
Esitsizlik (3.19) dan

sT(6) < 2m(x(6) — 1)/x(G)

yazilabilir. Boylece;

S+(G)+ /S"‘(G_) S\/me_i_\/(n(n_l)_zm) M

x(G) x(G)
22



elde edilir. Cauchy Schwarz esitsizligi kullanilarak,

N ORNHOE \/(2 -1 L) nn—1) <V2n (3.20)

x@G)  x(&
elde edilir.

Benzer sekilde, G ve G den en az biri baglantilidir. G nin baglantili olmadigm kabul

edersek ki
Elphick ve arkadaslarinin [29] baglantili graflar igin varsayimlari olan
min (s*,s7)>n—1. yada max (s*,s)<2m—-n+1 (3.21)

esitsizlikleri dogru olur; boylece;

sH(G) + /s+(G_) <V2m+yn(n—-1)-2m-n+1
dir.

Lemma 3.47 G, n noktal1 bir graf olsun

fi=max (1(6)+ A(6)

v(G)=n
esitligi icin
4n 4n
?—2 <hf S?+0(1) (3.22)
dir [9]

Varsayim 3.48 G, n noktali basit bir graf olsun . f(n) = 0 eger n = 2(mod3) olmak

uzere ve

fi = max v@=n(1(G) + 1(G)) sesitligi igin
4n 5

h=5—-3+t/W

dir.

f() = (V@ =2)7+8 — (3n — 2))/6) eger n = 1(mod3)
ve
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f) = (V@ =12 +8 - (3n — 1))/6) eger n = 0(mod3)

Bu smir agiktir ki [g] noktalarindan bagimsizbir kiime ile birlikte G ya da G tam

boliinmiis
grafdir .( E] noktalar1 lizerine eger n = 2(mod3))

Bu varsayim AGX programi ile 40 noktaya kadar test edilmis olup herhangi ters 6rnek

bulunamamistir [38].
Teorem 3.49 G, n noktali basit bir graf olmak iizere

(1+v3)n
2

2@+ 2 (6G) < 1

dir [36].
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4.BOLUM

GRAFLARIN SPEKTRAL YARICAPI iCIN NORDHAUS-GADDUM TiPi
SINIRLAR

Tammm 4.1 Herhangi bir u € V(G) noktas1 i¢in, u iizerinde 6zvektor bileseni v(u)

olmak tizere v; nin nokta komsuluk kiimesi N (v;) ve N(v,) seklinde tanimhidir.

Burada N(v,) , V— N(v;) kimesidir. G ve H iki baglantisiz (disjoint) graflar olmak

uzere

G U H baglantisiz olduklarin1 ve GVH ise G ve H nin baglantili olduklarini ifade eder
[42].

Teorem 4.2 G ve G graf ve A,(G) + A,(G) spektral yaricaplar ve

¥ = (41(G) + A,(G)) olmak iizere;

i) y < %n + 0(1) dir. y igin diger bir sonug da asagidadir;

i) yS\/Zn(n—l)—46(n—1—A)+1—1
dir [43].

Burada G = Kun U K(1_q), Oraft i¢in  a sabiti elde edilmistir. y = (,(G) + 1,(G))

icin elde edilen sinir Nikiforov [9] tarafindan arastirilmistir.

Sekil 4.1. G = K,,, U K(l—a)n ve G = TmVK(l—a)n
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G, n = 2 olmak {izerine basit bir graf olsun. Boylece,
0<a<1i¢in G=Kyn UK1_g)n Ve G = Ky VK(1_g), olsun. Bu durum Sekil 4.1° de
gosterildigi gibidir. A, G nin bir zdegeridir.
Bu 6zdegeri elde etmek i¢in asagidaki teoremler kullanilmistir[44].
Varsayim 4.3 G, n noktali keyfi bir graf olsun
L(6) +21(6) <in+0(1) (4.1)

dir [9].

Onerme 4.4 G, n noktali m kenarli ve izole olmamuis bir graf olmak iizere, A= A(G) ve

6 (@) olsun. Boylece;

Cm—AM+A5+A—68) 2 <4 (G)< (@m-—6n+A5+A—35) 72 dir

Bununla birlikte, eger G baglantili bir graf ise ancak ve ancak G regiiler oldugunda ilk
esitlik korunur [45] ve ikinci esitlik bir yildiz graf ya da regiiler graf ise gegerlidir.

Onerme 4.4°de iist smir Cao ve Das ve arkadaslar1 tarafindan belirlenmistir [46].

Teorem 4.5 G, n noktali, m kenarli ve bir graf olmak tizere, A= A(G) ve § = 6(G)

olsun. Eger,

A<2n—1—-[(2n—1)2 —8m — 1] 72 ise,

L(6) <5 (A—1-/@+ 1) +4(2m — An)) yada

%(A— 1—+/(A+1)2 +4(2m—An))

< L(6) S5(6—1— /(6 + D)7 + 4(2m — 6m)) dir[47].

Teorem 4.6 G, n noktali bir graf olsun.

1(G) + 2,(G) < 2[(n—1)]2 — 26n + 208 — A + 35
dir [42].

Bununla beraber, eger G Ve G her ikisi de baglantili graflar ise yukaridaki esitlik ancak

ve ancak G, (n — 1) /2 de regiiler ise korunmaktadir.
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Ispat: Kabul edelim ki, f(m,A,8) = (Q2m—dn+A85—A+8)72 olsun. Dikkat

edilecek olursa;
AG) =n—1-688G)=n—1—A ve m(G) = (g) — m seklindedir. Onerme 4.4

den

ML(G) < f(mAS) wve Al(G)Sf((%)—m,n—l—&n—l—A) dir.

Burada g(m) = f(m,A,6) + f ((g) -mn—1-6n—1- A) olur. Boylece;

2:(G) + 2,(G) < g(m) dir.

Bu nedenle,
99 _ 1/f(m, A, 8) — 1/f((2)—m n— 1485 n—1—A) olur
dm ) ) 2 ) ) .
Burada ancak ve ancak
n k, dg
FmAS) <f ((5) o n A 5,0l — A) oldugunda 22 > 0 kontrol etmek
kolaydir.
Omeginm < [(n—1)2 + A+ 6] /4 ise;

[(m—1)2+A+ 6])

16 + 4@ < g( .

[(n-1)2+A+68
C—

= 2f I A, &)

=/2[(n— 1)]? —26n + 2A6 — A+ 36

Eger spektral yarigap st sinirlara kadar ulasabiliyorsa, boylece spektral yarigaplar her
ikisi G ve G de en iist siira ulasacaklardir ve m = [(n — 1)? + A + §]/4 olacaktir.
Eger G ve G her ikisi de baglantil1 ise bu durumda Onerme 4.4, A= § durumunu saglar.

Bu nedenle,
26n=(n—1)%+ 26 olur.

6 = (n — 1)/2 oldugunu ortaya koyar ve buradan hareketle G, (n —1)/2 de
regiilerdir. Bunun tersi durum ise eger G, (n — 1)/2 ise boylece
A(G)+ 2,(G)=n—1 olur.
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Teorem 4.7 G ,n mertebeden bir graf olsun. Bu durumda;

{n-a+6-3+/2[(n-D)?+4n(a-5)-(6+1)2]}
2

LG+ 14(6) <
dir.

Ustelik, eger G ve G her ikisi de baglantili graflar ise yukaridaki esitlik ancak ve ancak
G (n — 1) /2 de regiiler ise korunmaktadir [42].

Ispat: Kabul edelim ki, £(m, A, 8) = [(5 + 1) + 4(2m — 6n)] /2 olsun. Dikkat

edilecek olursa;
A(G)=n—-1- 6§,6(G°) =n—1—A ve m(G) = m seklindedir. Teorem 4.5’ den;

MG)<[6—1+f(m,A6)]/2 ve

Al(é)s[n—A—2+f((§)—m,n—1—6,n—1—A)]/2dir.

Burada g(m) = f(m,A,5) + f((g) —min—1=8n—1 —A) dir. Boylece:
LG+ 1,(G)<[n—-A+8—-3+g(m)]/2ve
9 = 4/f(m,A,6) — 4/f<(§)—m,n—1—5,n—1—A) dir.

Burada ancak ve ancak;

fm,A6) <f ((g) -mn—1—-86n—1-— A) oldugunda g—i > 0 kontrol etmek
kolaydir.

Omeginm < [(n — A)? + 4n(A + 8) — (6 + 1)?]/16 ise;

[(n—A)2+4n(A+6)—(5+1)2])}
16

- {n-a+e-34g(
1(G) + 21(G) <

2

[(n—A)Z+4n(A+5)—(6+1)2])}

{n—A+6—3+2f( 16M

2

{n—A+5—3+J2[(n—A)2+4n(A—5)—(5+1)2]}
2

Eger spektral yarigap iist siirlara kadar ulasabiliyorsa, boylece spektral yarigaplarin
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her ikisi G veG de en iist sinira ulasacaklardir ve

[(n—2)2+4n(a+8)-(6+1)?]
m = (

v ) olacaktir. Eger G ve G her ikisi de baglantili graflar ise

bu durumda Teorem 4.5 den A= § durumunu saglar. Bu nedenle,
8n=m-6)2+86n—(6—1)% dir.

6 = (n—1)/2 oldugunu ortaya koyar ve buradan hareketle G, (n—1)/2 de
regiilerdir. Tersine, G, (n —1)/2 ise 1,(G) + 21,(G) =n—1 dir.

Teorem 4.8 G;,(i = 1,2) n; noktali r; regiiler bir graf olsun

P(A(G;),) G; nin karekteristik polinomu ise

__ P(A(G1),)P(A(GR),A) A _ _
P(A(G1VGy), A = G- (=17 [(A—=1)A—1y) —nyn,] (4.2)

dir [48].

Varsayim 4.9 G, n noktali basit bir graf olsun. Bu durumda

/11(6) n /1_1(6) < 4n—5+4\/6n2—n+1

(4.3
dir [9].

Teorem 4.10 T, n mertebeden bir agac ve S,,, n noktali bir y1ldiz olsun.

Budurumda A,(T) <vn—1 dire T =S, dir.

Esitlik ancak ve ancak oldugunda korunur, burada n noktali bir yildizdir[25].

Onerme 4.11 G,n noktal1 bir graf olsun,

n2

x=7—n+1 vey = —1 ++/x olmak tizere

1(6) <2 ise 2,(0) +,(G) <y

dir[49].

Onerme 4.12 G, n noktali, tek dongiilii bir graf olmak iizere
2 < 2:(G) < 4,(59)

dir. Ayrica, Vn = 9 igin, 4,(S;}) < +/n dir [49].
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Onerme 4.13 G,n noktali bir graf ve n > 5 dongiilii olmak iizere
4 (G) < min{A,Vn — 1}
dir [50].
Tanmim 4.14 G, n noktali ve m kenarl1 bir graf ve 4,(G) = --- > 1,(G) ve 1<k <n

olmak lzere
fi(n) = maxy,gy=n| A (G)| + |2 (G)]

seklinde tanimlanir. Bununla birlikte

“n—2<4(6) +4(6) < (VZ—c)n (4.4)
L -3 < ,(6) +2,(6) < Zn (4.5)
P =3 < 20(6) + 1,(6) <2 (4.6)

esitsizlikleri saglanir [9].

Teorem 4.15 G, n noktali m kenarli bir graf olmak iizere
2m
s@= D, |ew-=7

uev(G)

dir [37].

Onerme 4.16 G,n noktali m kenarli bir graf olsun.

S2(G 2
<L) -2 <56 4.7)
ve
1(6) + 2,(6) < -1 -2 (4.8)
dir [37].
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Teorem 4.17 n noktali bir G grafi igin ¢ = 1077 oldugunda,
M(G)+1,(G) < (V2—c)n
dir [37].

Ispat: Aksini kabul edelim ki e = 1077 ve G, n. dereceden bir graf olsun
M(G)+1,(G) > (V2 —¢e)n
ve
G grafinin komsuluk matrisi A(G) olmak lizere,
LA%(6) = tr(42(6)) = 2e(6) (4.9)
yerine koyulursa
12(6) + 1,%(6) + 1,%(6) + 1,%(G) < 2e(G) + 2e(G) < n?
Asagidaki ifadeden faydalanarak;

&

ﬁ)z n?>(1- \/Ee)nz

12(6) + 14,%(6) = %(zl(c) +4,()" > (1 —

Buradan bulabiliriz ki;

1O+ 12O < [2042(6) + 2,26 </ 2aem, @.10)
ve boylece

,.(G) + 1,(G) > —23/*¢"/2n elde edilir. Esitsizlik (4.8) den s2(G) < 2/4g'/2n*

dir. Diger taraftan Esitsizlik (4.7) ile s(G) = s(G) goriilebilir, Boylece;

MG +1,(6) <n—1+25(6) <n+2Js(G) <n+2"16¢"sn,

Esitsizlik (4.10) ile;

V2—en<n+ 2%/16¢ /o

Her iki tarafi n ile bolersek;

(WZ —1) < & + 25168, elde edilir. Buda e =107 icin bir celiskidir
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Lemma4.18 V 1 < r < n i¢in bir G grafi ve K, ve K,,_, tanimlansimn

_ r—1 3rz+2r—1
/11(G)+/11(G)=T+ nr—T-i-n—r—l

B r+3 N 3r24+2r—1
=n 5 nr 2
Bu esitligin sag tarafir'de 0 <r < (n — 1)/3 i¢in artmaktadir ve
= 4
(@O (O] > -2

dir [47].

k = 1 durumu icin, A,(G) + A,(G) < gn — 1 dir [51].
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5.BOLUM
SONUC VE ONERILER

Graf teorinin uygulanmasi ve tamamlanmasiyla kromatik sayilarin toplam ve
carpimlarina ait alt ve {st sinirlar belirlenmistir ve bu siirlar Nordhaus-Gaddum tipi

sinirlar olarak ifade edilebilir.
Bu simuirlar ve esitsizliklerin arastirilmasinin tarih¢esi birimci boliimde anlatilmistir.

Bu esitsizliklere ve graf degismezlerine ait temel tanim ve teoremler ikinci béliimde

literatiir aragtirmasi olarak incelenmistir.

Uciincii boliimde spektral Nordhaus-Gaddum tipi esitsizliklere ait tanim, teorem ve

onermeler derlenmistir.

Dérdiincii boliimde graflarin spektral yarigapt i¢cin Nordhaus-Gaddum tipi sinirlar ile

ilgili aragtirmalar kapsayan tanim ve teoremler incelenmistir.

Bu ¢alismada incelenen ve derlenen bilgiler 1s1ginda tespit edilen NGT-esitsizlikleri ve

spektral yarigapla ilgili problemler sonraki asamalarda ¢6ziilebilir.
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