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1.BÖLÜM 

GİRİŞ 

Güzellik ölçülemeyen bir kavram olmasına karşın, güzellikle bağlantılı olan uyum, 

formüllerle açıklanabilir. Matematiksel güzelliği tanımlamanın olabilirliği güç görünse 

de bu güçlük her tür güzellik konusunda geçerlidir. Matematikçiler için matematiğin 

doğasında bulunan güzellik yadsınamaz. Bu güzellikleri görmek için kar taneciklerini 

incelemek, mineral kristallerine bakmak, tavus kuşunun kuyruğunu kabartması 

durumunda çift yönlü oluşan sarmalları seyretmek,  çam kozalağına, arıların yaptıkları 

peteklerdeki geometrik yapıya, bazı bitki ve ağaç dallarındaki gelişime bakmak yeterli 

olacaktır. Buna matematiğin estetiği denir. Perspektif, orantı ve simetri her koşulda 

ölçülebilir. Bu nedenle sanatın da ölçülebilir yanları vardır ve matematiksel olarak elde 

edilen simetri ile doğanın sayılarını barındırır. Bu kavramlar matematiğin estetiği 

alanına girer [1]. 

Çok farklı disiplinlerden bilim insanlarının, düşünürlerin, din adamlarının birbirlerinden 

binlerce kilometre uzakta, onlarca asır ötede olsalar bile ortaklaşa yaptıklarını 

söyleyebileceğimiz çalışmaları; insanoğluna neyin güzel göründüğüne dair bazı 

formüller ortaya koymuştur. Bu formüllerin en etkili olanlarından birinin kökü olan 

1 5

2


 irrasyonel sayısına “Altın Oran” denir. Bu oran antik çağdan beri 

matematikçilerin, fizikçilerin, filozofların, sanatçıların ve hatta müzisyenlerin ilgilendiği 

bir konu olmuştur. Genellikle Yunanca’ da kesmek anlamına gelen kelimenin baş harfi 

olan karakteri ile gösterilen ve değeri 1,61803… olan bu sayı altın ortalama, altın 

bölüm, altın kesit, ilahi (kutsal) orantı, Fibonacci sayısı ve Phidias ortalaması şeklinde 

de adlandırılır. Bu oran, bazen özelliklerini inceleyen matematikçi Phidias’ın adının ilk 

harfi olan   ile gösterilse de daha yaygın olarak  ile belirtilir. Altın oran ve Fibonacci 

sayılarını, Dünyanın yedi harikasından biri olarak kabul edilen Piramitlerde, Antik 

Yunan sanatçılarının ortaya koymuş olduğu eserlerinde, Rönesans sanatçılarının 

tuvallerinde, Gotik kiliselerin cephelerinde veya katedral çözümlemelerinde, bitkilerin 

büyümeleri ve bazı belli katıların kristalografik yapılarından veri tabanlarında arama 
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yapmak için yazılan bilgisayar algoritmalarının geliştirilmesine kadar çok geniş 

uygulama alanlarında rastlanır [6].  

Günümüzde, matematik ile diğer bilimler arasında gitgide artan oranda bir birliktelik 

doğmuştur. Bu birliktelikte matrislerin, matrisler arasında da circulant matrislerin ayrı 

bir önemi vardır. Circulant matris ailesi birçok problemi modellemek için kullanılır. 

Özellikle, circulant ve skew circulant matrisler bilimsel çalışmalarda ve mühendislik 

uygulamalarında giderek daha sık ortaya çıkmaktadır. Bu matrisler çeşitli diferansiyel 

denklemlerin çözümlerinde önemli rol oynamaktadır [3]. Ayrıca Circulant ve Skew 

circulant matrisler dijital filtreler [4,9], haberleşme [17], görüntü işleme [13,33], 

sinyalizasyon [24], şifreleme [12],  pre-conditioner, Toeplitz matrisleri çözme gibi 

önemli disiplinler içeren uygulamalara da sahiptir Çünkü; mühendislik, tıp, istatistik ve 

diğer pek çok alanda matrislerle karşılaşılmaktadır.  

1.1 Amaç ve Kapsam 

Bu çalışmanın temel amacı, elemanları keyfi bir parametrenin polinomları olan 

genelleştirilmiş k-Horadam dizilerinden oluşan Skew-circulant ve Skew-left circulant 

matrisleri tanımlayarak, bu matrislerin determinantlarını ve terslerini genelleştirilmiş k-

Horadam dizisinin elemanları cinsinden karakterize etmektir. Ayrıca, genelleştirilmiş k-

Horadam dizisi ikinci mertebeden lineer özel sayı dizilerinin bir genellemesi olduğundan 

literatürde yer alan  Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas, modified Pell, Jacobsthal, 

Jacobsthal-Lucas, k-Fibonacci, k-Lucas vb gibi sayı dizileri içinde Skew-circulant ve 

Skew-left circulant matrislerin determinantları ve tersleri de hesaplanmış olacaktır. 

1.2. Kaynak Araştırması 

Çalışmanın bu kısmında, ikinci mertebeden lineer özel sayı dizileri ve bu sayı dizileri 

yardımıyla tanımlanan circulant matrisler üzerine literatürde yapılmış olan çalışmalardan 

bahsedilecektir. 

 

“Basic properties of a certain generalized sequence of numbers” isimli çalışmasında 

Horadam dizisini tanımlamış, tanımlanan dizinin genel özelliklerini incelemiştir [13]. 
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“A Fibonacci circulant”  isimli çalışmasında elemanları Fibonacci sayıları olan 

circulant ve ters circulant matrisleri tanımlayarak, bu matrislerin determinantlarını 

birimin n. dereceden pirimitif kökünü kullanarak elde etmiştir [22]. 

“Circulant Matrices“ isimli kitabında circulant matrislerle ilgili genel bilgiler verilerek, 

circulant matris çeşitlerini, onların özelliklerini ve bazı geometrik uygulamaları ele 

alınmıştır [5]. 

“On the Norms of Circulant Matrices with the Fibonacci and Lucas numbers” isimli 

makalesinde elemanları Fibonacci ve Lucas sayılarından oluşan circulant matrislerin 

spektral ve Euclidean normları için sınırlar elde etmiştir [28]. 

“Circulant, negacyclic and semi circulant matrices with the modified Pell, Jacobstahal 

and Jacobsthal-Lucas numbers” isimli makalesinde modified Pell, Jacobsthal ve 

Jacobsthal-Lucas sayılarının bazı özelliklerini vermiştir. Ayrıca bu dizilerin circulant, 

negacyclic ve semicirculant matrisleri tanımlayıp, bu matrislerin normlarını, öz 

değerlerini ve determinantlarını elde etmiştir [20]. 

“On k-Fibonacci numbers of arithmetic indexes” isimli çalışmalarında indisleri aritmetik 

dizi olan k-Fibonacci sayılarının toplamları elde edilmiştir. Böylece bu tür sayıların 

toplamları için çeşitli formüller elde edilmesine olanak sağlamışlardır [8]. 

“On the boundsfort he norms of r-circulant matrices with the Fibonacci and Lucas 

numbers” isimli çalışmada elemanları Fibonacci ve Lucas sayılarından oluşan 

 0 1 1, , ,r nA C F F F   ve  0 1 1, , ,r nB C L L L   r-circulant matrislerin spektral 

normları için sınırlar elde edilmiştir. Ayrıca A ve B matrislerinin Kronecker ve 

Hadamard çarpımlarının spectral normları için bazı sınırlar elde edilmiştir [26]. 

“On the spectral norms of circulant matrices with classical Fibonacci and Lucas 

numbers entries” isimli çalışmasında [Solak, S., 2005, On the Norms of Circulant 

Matrices with the Fibonacci and Lucas numbers, Applied Mathematics and 

Computations 160, 125-132] yaptığı çalışmayı geliştirerek elemanları Fibonacci ve 

Lucas sayılarından oluşan circulant matrislerin spektral normlarını hesaplamıştır [15]. 
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“On the k-Lucas numbers” isimli çalışmasında k-Lucas dizisini tanımlamış, tanımlanan 

dizinin özelliklerini incelemiş ve bu dizinin, k-Fibonacci sayıları ile arasındaki 

ilişkilerini sunmuştur [7]. 

"The computation of the square roots of circulant matrices" isimli çalışmalarında 

circulant ve quasi-skew circulant matrislerin köklerini bulmak için iki etkili algoritma 

geliştirmişlerdir. Bu metotlar Shur ayrışımına dayanan tridiagonal algoritmadan daha 

hızlıdır [23]. 

"The inverse of circulant matrix" isimli çalışmasında elemanları, circulant matrisin 

 g z  ve  g z  karakteristik polinomunun sıfır noktasındaki fonksiyonları olan ve 

mühendislikte önemli uygulamaları bulunan circulant matrisin tersini elde etmek için 

yeni bir yöntem vermiştir [10]. 

 “A note on generalized k-Horadam sequence” isimli çalışmada Genelleştirilmiş k-

Horadam dizilerini tanımlamışlar, bu dizinin bazı özelliklerini determinant yardımıyla 

ispat etmişlerdir [29]. 

“Spectral norm, eigenvaluesand determinant of circulant matrix involving generalized k-

Horadam numbers” isimli çalışmarında elemanları genelleştirilmiş k-Horadam 

sayılarından oluşan circulant matrisi tanımlamışlar, bu matrisin spectral normunu, öz 

değerlerini ve determinantını hesaplamıştır [31]. 

"On the norms of an r-circulant matrix with the generalized k-Horadam numbers" isimli 

çalışmalarında elemanları genelleştirilimiş k-Horadam sayıları olan r-circulant matrisleri 

tanımlayarak, matrisin spectral normlarının alt ve üst sınırlarını hesaplamışlardır [30]. 

"On the determinants and Inverses of skew circulant and skew left circulant matrices 

with Fibonacci and Lucas Numbers" isimli çalışmalarında elemanları Fibonacci ve 

Lucas sayıları olan skew ve skew-left circulant matrislerin determinantlarını ve terslerini 

Fibonacci ve Luccas sayılarıyla karakterize etmişlerdir [11]. 

" Circulant Type Matrices with the Sum and Product of Fibonacci and Lucas Numbers" 

isimli çalışmalarında Fibonacci ve Lucas sayılarının çarpımı ve toplamıyla g-circulant, 

left-circulant ve circulant matrislerinin determinantlarını ve terslerini elde etmişlerdir 

[18]. 
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"Exact Determinants of Some Special Circulant Matrices Involving Four Kinds of 

Famous Numbers" isimli çalışmalarında elemanları Perrin, Padovan, Tribonacci and 

genelleştirilmiş Lucas sayıları olan RSFPLR circulant ve RSLPFL circulant 

matrislerinin determinantlarını polinomların çarpım terslerini kullanarak elde ettiler 

[16]. 

"On the norms of r-circulant matrices with the hyper-Fibonacci and Lucas numbers" 

isimli çalışmalarında elemanları hyper-Fibonacci ve Lucas sayıları olan r-circulant 

matrisi tanımlayarak matrisin normlarını elde etmişlerdir [2]. 

1.3. Tezin Yapısı 

Elemanları genel sayı dizileri olan skew circulant matrisleri üzerine isimli bu çalışma 

dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde; kaynak taraması ve özel sayı dizileri ile  

matrislerin kullanım alanları ile ilgili kısa bilgiler verilmiştir. İkinci bölümde; sayı 

dizileri ve circulant matrislerin tanımları verilmiştir. Üçüncü bölümde; sırasıyla 

elemanları genelleştirilmiş k-Horadam sayıları olan skew circulant ve skew left circulant 

matrisler tanımlanmış ve onların determinantları ve tersleri elde edilmiştir. Son bölümde 

ise bu çalışmada elde edilen sonuçlar ile ilgili nümerik örnekler verilmiştir. 
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2. BÖLÜM 

TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde, çalışmamızla ilgili temel kavramlar verilecektir.  

2.1. Sayı Dizileri 

Bu kısımda, literatürde yer alan ve birçok matematikçinin çalışması konusu olmuş ve 

uygulama alanları geniş olan ikinci mertebeden lineer özel sayı dizileri hakkında temel 

tanım ve özellikler verilecektir. 

Tanım 2.1.1. 0 10 1F ve F  olmak üzere, 

2 1 0, ,n n nF F F n    şeklinde tanımlanan rekürans bağıntılarından elde edilen 

sayılara Fibonacci sayıları denir. Bu rekürans bağıntısının ürettiği tamsayılar dizisine 

Fibonacci dizisi denir ve  
0

n n
F


 ile gösterilir. Burada ,nF  n. Fibonacci sayısını 

gösterir [32]. 

2 1n n nF F F    rekürans bağıntısı ikinci mertebeden sabit katsayılı lineer fark denklemi 

olduğundan, bu denkleme ait 2 1 0     karakteristik denkleminin kökleri 

1 5

2



  ve 

1 5

2



  olup,  

0, ,
n n

nF n
 

 


 


 

ifadesine Fibonacci sayılarının Binet formülü denir.Binet formülünden hareketle, 

1lim n

n
n

F

F



   

olduğu kolayca görülmektedir. Buradan, ardışık iki Fibonacci sayısının oranının altın 

orana yakınsadığı görülür [32]. 

Tanım 2.1.2. 0 12 1L ve L  olmak üzere, 

2 1 0, ,n n nL L L n    ile tanımlı sayılara Lucas sayıları denir. Bu sayılardan oluşan 

diziye de  
0n nL   Lucas dizisi denir. Burada nL , n. Lucas sayısını gösterir. Lucas 
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sayılarının rekürans bağıntısı Fibonacci sayılarının rekürans bağıntısıyla aynı 

olduğundan, 

1 5

2



  ve 

1 5

2



   

olmak üzere,  Lucas sayılarına ait Binet formülü 

nL = n n   

şeklindedir.  Ayrıca Fibonacci ve Lucas sayıları arasında birçok bağıntı bulunmakta olup 

bunlardan bir kaç tanesi, 

1 1

2 2

2

1

,

,

,

2 .

n n n

n n n

n n n

n n n

F F L

F F L

F F L

F F L

 

 



 

 



 

 

şeklindedir [21]. 

Tanım 2.1.3. 0 10, 1P P  olmak üzere, 

2 1 02 , ,n n nP P P n    ile tanımlanan  
0

n n
P


sayı dizisine Pell dizisi ve bu dizinin 

elemanlarına da Pell sayıları denir. Pell dizisine ait karakteristik denklem 

2 2 1 0    olup denkleminin kökleri  

1 2 ve 1- 2     

olmak üzere Pell sayılarının Binet Formülü 

n n

nP
 

 





 

dir. nP ,  n.  Pell sayısı ve 1 2    (gümüş oran) olmak üzere, 1lim 'n

n
n

P

P



 dır [13]. 

Tanım 2.1.4. 0 12 2Q ve Q  olmak üzere, 
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2 1 02 , ,n nQ Q Q n    ile tanımlanan  
0

n n
Q


 sayı dizisine Pell-Lucas sayı dizisi 

denir. Pell-Lucas sayılarının Binet Formülü, 1 2 1 2ve     olmak üzere, 

n n

nQ     

şeklindedir. Pell ve Pell-Lucas dizilerinin rekürans bağıntıları aynı olduğundan, Pell ve 

Pell-Lucas sayıları arasındaki bazı bağıntılar, 

1 1 ,
2

n n
n

P P
Q  

  

 2 22 1
n

n nQ P    

şeklindedir [13]. 

Tanım 2.1.5. 0 11 1q ve q  olmak üzere, 

2 1 02 , ,n n nq q q n     şeklinde tanımlanan rekürans bağıntısından elde edilen 

sayılara Modify-Pell sayıları denir. Buradan üretilen tamsayılar dizisine Modify-Pell 

dizisi denir ve  
0

n n
q


 ile gösterilir. Modify-Pell sayılarının Binet 

Formülü, 1 2 1 2ve     olmak üzere 

n n

nq
 

 





 

dır. Modify-Pell ve Pell sayıları arasında, 

1 1n n nq P P    

Modify-Pell ve Pell-Lucas sayıları arasında ise 

1n n nq Q Q    

şeklinde bağıntı vardır [13]. 
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Tanım 2.1.6. 0 10 1J ve J  olmak üzere, 

2 1 02 , ,n n nJ J J n     şeklinde tanımlanan diziye Jacobsthal dizisi denir ve 

 
0

n n
J


 şeklinde gösterilir. Bu dizinin elemanlarına da Jacobsthal sayıları 

denir. 2 1 02 , ,n n nJ J J n     rekürans bağıntısına ait karakteristik denklem 

2 2 0    olup denkleminin kökleri 2 ve  1     olmak üzere Jacobsthal 

sayılarının Binet Formülü, 

 2 1

3

nnn n

nJ
 

 

 
 


 

dir [13]. 

Tanım 2.1.7. 0 12 ve 1j j   olmak üzere, 

2 1 02 , ,n n nj j j n     şeklinde tanımlanan diziye Jacobsthal-Lucas dizisi denir ve 

 
0

n n
j


 şeklinde gösterilir. Bu dizinin elemanlarına da Jacobsthal-Lucas sayıları denir. 

2 1ve     olmak üzere Jacobsthal-Lucass sayılarının Binet Formülü, 

nj  n n   2 1
nn    

şeklindedir. Jacobsthal sayıları ile Jacobsthal-Lucas sayıları arasındaki bağıntılardan 

bazıları  

1 12 ,n n nj J J    

2 ,n n nj J J  

şeklindedir [13]. 
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Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas, modified Pell, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas 

dizilerinin ilk terimlerinden bazıları aşağıdaki tabloda verilmiştir. 

n  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 … 

nF  0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 … 

nL  2 1 3 4 7 11 18 29 47 76 123 199 322 … 

nP  0 1 2 5 12 29 70 169 408 985 2378 5741 13860 … 

nQ  2 2 6 14 34 82 198 478 1154 2786 6726 16238 39202 … 

nq  1 1 3 7 17 41 99 239 577 1393 3363 8119 19601 … 

nJ  0 1 1 3 5 11 21 43 85 171 341 683 1365 … 

nj  2 1 5 7 17 31 65 127 257 511 1025 2047 4097 … 

 

 

Tanım 2.1.8. 0 1, , , ,a b p q ve W a W b   olmak üzere,  

2 1n n nW pW qW    

Şeklinde tanımlanan  
0

n n
W


sayı dizisine Horadam dizisi ve bu dizinin elemanlarına da 

Horadam sayıları denir. 

2 0p q     karakteristik denkleminin kökleri, 

2 24 4

2 2

p p q p p q
ve 

   
  olmak üzere 

b a b a
A ve B

 

   

 
 

 
için 

Horadam sayılarının Binet formülü, 

n n

nW A B    

şeklindedir [13]. 
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Tanım 2.1.9. Her pozitif k reel sayısı için ,0 ,10, 1k kF F   olmak üzere, 

, 2 , 1 ,k n k n k nF kF F    

ile tanımlanan  
0

,k n n
F


 sayı dizisine k-Fibonacci dizisi ve bu dizinin elemanlarına da 

k-Fibonacci sayıları denir. k-Fibonacci dizisi, Fibonacci dizisinin bir genellemesidir. 

1k   tamsayısı için farklı diziler elde edilir. Eğer , 2 , 1 ,k n k n k nF kF F    rekürans 

bağıntısında k=1 için, Fibonacci dizisi, k=2 için Pell dizisi elde edilir. k-Fibonacci 

dizisine ait rekürans bağıntısının karakteristik denklemi olup bu denklemin kökleri,  

2 4

2
k

k k


 
  ve 

21 4

2
k

k

k k




 
    

olmak üzere k-Fibonacci sayılarının Binet Formülü, 

,

n n

k k
k n

k k

F
 

 





 

şeklindedir. Karakteristik denklemin pozitif kökü olan k ’ya k-altın oran denir. 

1,2,3k   değerleri için, 1

1 5

2



  ifadesine altın oran, 2 1 2    ifadesine gümüş 

oran, 3

3 13

2



  ifadesine ise bronz oran adı verilir [8]. 

Tanım 2.1.10.  Her k pozitif reel sayısı için ,0 2kL  ,  ,1kL k olmak üzere, 

, 2 , 1 ,k n k n k nL kL L    

ile tanımlanan  
0

,k n n
L


 sayı dizisine, k-Lucas dizisi ve bu dizinin elemanlarına da k-

Lucas sayıları denir. k-Lucas dizisi, Lucas dizisinin bir genellemesidir. 1k    tamsayısı 

için farklı diziler elde edilir. , 2 , 1 , ,k n k n k nL kL L   k=1 alınırsa Lucas dizisi, k=2 alınırsa 

Pell-Lucas dizisi elde edilir. 

2 4

2
k

k k


 
 ve 

21 4

2
k

k

k k




 
    
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olmak üzere k-Lucas sayılarının Binet Formülü, 

,

n n

k n k kL     

şeklindedir [7]. 

Tanım 2.1.11. 0k  ,  ( ) ( )f k ve g k  k’nın skaler değerli polinomları olsun. 

2

,0 ,1( ) 4 ( ) 0, ,k kf k g k H a H b    olmak üzere 

, 2 , 1 ,( ) ( )k n k n k nH f k H g k H    

rekürans bağıntısı ile tanımlanan  
0

,k n n
H


 sayı dizisine genelleştirilmiş k-Horadam 

dizisi ve bu dizinin elemanlarına da genelleştirilmiş k-Horadam sayıları 

denir , 2 , 1 ,( ) ( )k n k n k nH f k H g k H    rekürans bağıntısı, 2. mertebeden bir fark denklemi 

olup karakteristik denklemi, 2 ( ) ( ) 0r f k r g k   şeklindedir. Bu denklemin kökleri, 

 

 

1 2r r olmak üzere kökler arasında, 

2

1 2 1 2 1 2( ), ( ), ( ) 4 ( )r r f k rr g k r r f k g k        

bağıntıları elde edilir.  

Genelleştirilmiş k-Horadam dizisinin Binet formülü 2 1veX b ar Y b ar      

olmak üzere, n   için 

1 2
,

1 2

n n

k n

Xr Yr
H

r r





 

dir [29]. 

Genelleştirilmiş k-Horadam dizisinin rekürans bağıntısında ( )f k , ( )g k , a  ve  b  nin 

özel değerleri için literatürde yer alan diğer sayı dizilerine indirgenir.  

2 2

1 2

( ) ( ) 4 ( ) ( ) ( ) 4 ( )
;

2 2

f k f k g k f k f k g k
r ve r

   
 
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Şöyle ki  
0

,k n n
H


dizisinde; 

 ( ) ( ) 1, 0, 1f k g k a b    için,   
0

0,1,1,2,3,...n n
F


 Fibonacci dizisine, 

 ( ) ( ) 1, 2, 1f k g k a b    için,   
0

2,1,3,4,7,...n nL   Lucas dizisine,  

 ( ) 2, ( ) 1, 0, 1f k g k a b    için,   
0

0,1,2,5,12,...n n
P


 Pell dizisine, 

 ( ) 2, ( ) 1, 2, 2f k g k a b    için,   
0

2,2,6,14,34,...n n
Q


 Pell-Lucas 

dizisine, 

 ( ) 2, ( ) 1, 1, 1f k g k a b    için,   
0

1,1,3,7,17,...n n
q


 Modify-Pell 

dizisine, 

 ( ) 1, ( ) 2, 0, 1f k g k a b    için,   0,1,1,3,5,...n n N
J


 Jacobsthal dizisine, 

 ( ) 1, ( ) 2, 2, 1f k g k a b    için,   2,1,5,7,17,...n n N
j


 Jacobsthal-Lucas 

dizisine, 

 ( ) , ( ) 1, 0, 1f k k g k a b    için, 

  2 3 4 2 5 3 6 4 2

,

7 5 3 8 6 4 2 9 7 5 3

{0,1, , 1, 2 , 3 1, 4 3 , 5 6 1,

6 10 4 , 7 15 10 1, 8 21 20 5 ,...}

k n n N
F k k k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k k k k


         

          
 

k-Fibonacci dizisine, 

 ( ) , ( ) 1, 2,f k k g k a b k    için, 

  2 3 4 2 5 3 6 4 2

,

7 5 3 8 6 4 2 9 7 5 3

{2, , 2, 3 , 4 2, 5 5 , 6 9 2,

7 14 7 , 8 20 16 2, 9 27 30 9 ,...}

k n n N
L k k k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k k k k


          

          
         

k-Lucas dizisine, 

 ( ) , ( )f k p g k q   için,  

  2 3 2 2

4 3 2 2 2 5 4 3 2 2 2 3

{ , , , , 2 ,

3 2 , 4 3 ,...}

n n N
W a b bp aq bp aqp bq bp aqp bpq aq

bp aqp bqp apq bq bp aqp bqp ap q bpq aq


      

        
 

Horadam dizisine indirgenir. 
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2.2. Circulant Matrisler  

Literatürde, k-circulant, f-circulant, g-circulant, r-circulant, α-circulant, a row skew first-

minus-last right (RSFMLR) circulant, a row skew last-minus-first left (RSLMFL) 

circulant, skew circulant, skew left circulant,  gibi birçok  circulant-matris çeşidi 

bulunmaktadır.  

Tanım 2.2.1. ( ),ijC c n n   mertebesinde bir matris olmak üzere, elemanları 

 modj i k n   biçiminde tanımlı matrise circulant matris denir ve  

 0 1 2 1, , ,..., nC circ c c c c   şeklinde gösterilir. C circulant matrisi açık olarak, 

0 1 2 1

1 0 1 2

2 1 0 3

1 2 3 0

n

n n

n n n

c c c c

c c c c

C c c c c

c c c c



 

  

 
 
 
 
 
 
 
 

 

biçiminde yazılır. Genel anlamda n n  boyutlu bir circulant matris n elemanlı bir 

vektörle temsil edilebilir. Bu vektör matrisin ilk satırını oluşturur. Bu matristeki her satır 

vektörü, bir önceki satır vektörünün birer eleman sağa kaydırılmasıyla oluşur (sondaki 

eleman alt satırın ilk elemanı olur) [5].   

Bir circulant matrisin esas köşegeni üzerindeki elemanları eşittir. Esas köşegene paralel 

köşegenlerde de aynı durum söz konusudur. Aşağıda 2 2, 3 3, 4 4    mertebeli genel 

circulant matrisler verilmiştir. 

     
a b

C
b a

 
  
 

                    

a b c

C c a b

b c a

 
 

  
 
 

  

a b c d

d a b c
C

c d a b

b c d a

 
 
 
 
 
 

 

 

        Circulant matrislerin bazı özellikleri aşağıda verilmiştir.  

i)  A ve B n n  tipinde iki circulant matris ve a ve b iki skaler olmak üzere aA+bB 

matrisi de bir circulant matristir [5].   
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Örnek 2.2.2.               

1 3 2 5
ve

3 1 5 2
A B

   
    
   

  circulant matrisler, 2 4a ve b   alınırsa 

1.2 3.2 2.4 5.4 10 26

3.2 1.2 5.4 2.4 26 10
aA bB

     
        

     
  

aA bB  matrisi circulant matris olduğu kolaylıkla görülür. 

 

ii)  Aynı mertebeli iki circulant matrisin çarpımı da bir circulant matristir [5].   

Örnek 2.2.3.               

2 3 1 5
,

3 2 5 1
A B

   
    
   

 circulant matris olmak üzere, 

2.1 3.5 2.5 3.1 17 13
.

3.1 2.5 3.5 2.1 13 17
A B

    
    

    
 

şeklinde çarpımın da yine bir circulant matris olduğu görülür. 

 

iii) Aynı mertebeli iki circulant matrisin çarpımının değişme özelliği vardır [5].   

Örnek 2.2.4. 

 Örnek 1.3.2.3. de ki A ve B matrislerini ele alınırsa 

2.1 3.5 2.5 3.1 17 13

3.1 2.5 3.5 2.1 13 17
BA AB

    
     

    
 

olduğu açıkça görülür.        

 

iv)  Bir circulant matrisin transpozu (devriği) da circulant matristir [5].   
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Örnek 2.2.5. 

a b c d

d a b c
A

c d a b

b c d a

 
 
 
 
 
 

circulant matrisinin transpozu olan T

a d c b

b a d c
A

c b a d

d c b a

 
 
 
 
 
 

matrisi de 

yine bir circulant matristir. 

 

v)  n n  tipinde bir A matrisinin circulant matris olması için gerek ve yeter şart, 

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 0

1 0 0 0 0



 
 
 
 

  
 
 
  
 

 

olmak üzere,  A A    olmasıdır [5].   

Örnek 2.2.6. 

1 2 3

2 3 1

3 1 2

A

 
 

  
 
 

 olsun. 

0 1 0

0 0 1

1 0 0



 
 

  
 
 

olmak üzere, 

3 1 2 2 3 1

1 2 3 3 1 2

2 3 1 1 2 3

A A 

   
   

     
   
   

 

eşitliği sağlanmadığından A matrisi circulant matris değildir. 

Örnek 2.2.7. 

1 2 3

3 1 2

2 3 1

A

 
 

  
 
 

 olsun. 

0 1 0

0 0 1

1 0 0



 
 

  
 
 

olmak üzere, 
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3 1 2

2 3 1

1 2 3

A A 

 
 

  
 
 

  

olduğundan A matrisi circulant matristir. 

Tanım 2.2.8. İlk satırı  1 2 3, , ,..., na a a a olan skew circulant matris 

1 2 3

1 2 1

1 1 2

2 3 4 1 nxn

n

n n

n n n

a a a a

a a a a

A a a a a

a a a a



 

 
 


 
   
 
 
    

 

biçiminde tanımlanan bir kare matristir ve bu matris  1 2 3, , ,..., nSCirc a a a a
 
biçiminde 

gösterilir. 

Tanım 2.2.9.  İlk satırı  1 2 3, , ,..., na a a a olan skew left circulant matris 

1 2 1

2 3 1

3 4 1 2

1 2 1 nxn

n n

n

n n n

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a



 

 
 


 
  
 
 
    

 

şeklinde tanımlanan bir kare matristir ve  1 2 3, , ,..., nSLCirc a a a a ile gösterilir. 

Tanım 2.2.10.  n   ve 2 1i    olmak üzere 1nw   denkleminin 

 
2

, 0,1,2, , 1
i k

n
kw e k n



    köklerine birimin n. mertebeden kökleri denir. Eğer k ile 

n aralarında asal ise kw  köküne birimin primitif kökü denir. 

 Bu çalışmada 1k   durumu 
2

1

i

nw w e


   primitif kökü ele alınacaktır. 

Teorem 2.2.11.  1 2 3, , ,..., nA SCirc a a a a bir skew circulant matris olsun. Bu durumda; 
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i) A matrisinin terslenebilir olması için gerek ve yeter şart 

   0 0,1,2, ,n 1kf w k     olmasıdır. Burada  
2

1

1

, e
in

j n
j

j

f x a x w






   ve e
i

n



   . 

ii)  Eğer A  matrisi terslenebilir bir matris ise o zaman 1A  skew circulant matristir [17].   

Teorem 2.2.12. Aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

i) 

n×n

1 0 0 0

0 0 0 1

: 0 0 1 0

0 1 0 0

 
 


 
   
 
 
  

 ortogonal matris ise  

    1 2 1 2, , ,a , , ,a .n nSCirc a a SLCirc a a  

ii)     
1

1 2 1 2, ,..., , ,...,n nSCirc a a a SCirc b b b


        ise, 

    
1

1 2 1 2, ,..., , ,...,n nSLCirc a a a SLCirc b b b


         [17].   
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3. BÖLÜM 

SKEW CIRCULANT VE SKEW LEFT CIRCULANT MATRİSLER 

Bu bölümde, elemanları genelleştirilmiş k-Horadam sayıları olan                                           

skew ve skew left circulant matrisler tanımlanarak bu matrislerin terslenebilir olduğu 

gösterilip, determinantları ve tersleri genelleştirilmiş k-Horadam sayıları ile karakterize 

edilmiştir.   

 

Tanım 3.1. Elemanları genelleştirilmiş k-Horadam sayılarından oluşan nxn  mertebeden 

bir skew circulant matris  

,1 ,2 ,3 ,

, ,1 ,2 , 1

, 1 , ,1 , 2

,2 ,3 ,4 ,1 n×n

k k k k n

k n k k k n

S

k n k n k k nn

k k k k

H H H H

H H H H

H H H HH

H H H H



 

 
 
 

  
 
 
    

                                                             (3) 

şeklinde tanımlanır ve ,1 ,2 ,( , ,..., )S

n k k k nH SCirc H H H  şeklinde gösterilir. 

Aşağıdaki teoremde, elemanları genelleştirilmiş k-Horadam sayıları olan skew circulant 

matrislerin determinantı, genelleştirilmiş k-Horadam sayıları ile karakterize edilmiştir. 

 

Teorem 3.2.  ,1 ,2 ,( , ,..., )S

n k k k nH SCirc H H H  skew circulant matris olsun.  2n   olmak 

üzere   S

nH  matrisinin determinantı,  

 
1

1
,2 , 11 2

,1 ,1 , 2

1 ,1

det

i
n

k k iS n n

n k k k i

i k

H H
H H H H

H


 






 





  
     

  
   

dır. Burada 

   , ,0 ,1 , 1,k n k k k ng k H H H H        ve , ,k nH  n. genelleştirilmiş k-Horadam 

sayısıdır. 

İspat.   , ,0 ,1 , 1,k n k k k ng k H H H H        olsun. Teoremi ispatlamak için   

n n  tipindeki   ve 1  matrislerini  
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2
,2

,1

3

1

1 0 1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 1

( ) 0 0 1 ( )
0 0 1 0,0 0 1 ( ) ( )

0 0
0 1 0 0

0 0 1 ( ) 0

0 1 0 0 00 1 ( ) ( )

n
k

k

n

H

H

g k f k

f k g k

f k

f k g k

















   
   

    
     

   
    

             
   
   
   
   
   

    

 

şeklinde tanımlayalım. Burada   , ,0 ,1 , 1 ,  k n k k k ng k H H H H        dir. s

nH ,   ve 

1  matrislerin tanımlarından ve matrislerin çarpımından 

 

'

,1 , 1 , 2 ,3 ,2

23 24 2( 1) 2

1

0

0 0

0

0 0

0 0 0

k n k n k n k k

n n n

s

n

H h H H H H

h h h h h

H



 





 

 



 
 
 
 
 

    
 
 
 
 

 

 

 

elde edilir. Burada 

 12
,2 , ,2 , 1

,1 , 2

1,1 ,1

n in
k k n k k i

n k k i

ik k

H H H H
h H H

H H





 






  
        

 ,  

 11
'

, 1

1

,

n jn

n k j

j

h H




 





 
  

 
  

,2 , 2

2 , 3

,1

, ( 3,4,..., ),
k k n j

j k n j

k

H H
h H j n

H

 

 

 
     

 

  

  , ,0 ,1 , 1,k n k k k ng k H H H H        dir.  Öte yandan   ve 1  matrislerinin 

determinantı  
  1 2

2
1det det 1

n n 

     olduğu göz önüne alınırsa 
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       

 
 

 

1 1

2

,1

12
2 ,2 , ,2 , 1

,1 ,1 , 1 ,1 , 2

1,1 ,1

1
2 ,2 , 1

,1 ,1 , 1 ,1 , 1 , 2

1 ,1

det det det dets s

n n

n

k n

n in
n k k n k k i

k k k n k k i

ik k

n
n k k i

k k k n k k n k i

i k

H H

H h

H H H H
H H H H H

H H

H H
H H H H H H

H













 
 

 




 

  



    



   
            

 
      

 




 

   
 

1

11
1 2 ,2 , 1

,1 ,1 , 1 ,1 ,1 , 1 , 2

1 ,1

n i

n in
n n k k i

k k k n k k k n k i

i k

H H
H H H H H H H

H





 

 
  

  



 
     

  
         



elde edilir. Son eşitlikte gerekli düzenlemeler yapılırsa 

   
1

1
1 ,2 , 12

1 ,1 ,1 , 1 ,1 , 2

1 ,1

det

i
n

n k k is n

n k k k n k k i

i k

H H
H H H H H H

H









 

 



  
        

  
    

 elde edilir.  Böylece ispat tamamlanır.   

 

Teorem 3.2.' den faydalanılarak bazı özel durumlar aşağıda verilmiştir: 

 

 ( ) ( ) 1 0f k g k b ve a     için, nF  n. Fibonacci sayısı olmak üzere elemanları 

Fibonacci sayıları olan skew circulant matrisin determinantı 

(

1
1

1 2 1
1

1

1
det( ) (1 ) ( )

i
n

S n n n
n n n i

i n

F
F F F F

F




  




 
     

 
   

şeklindedir.  

 ( ) ( ) 1, 2 1f k g k a ve b     için, nL   n. Lucas sayısı olmak üzere elemanları 

Lucas sayıları olan skew circulant matrisin determinantı  

                   
1

1
1 2 1

1 1 1

1

1
det 1 2 3

2

i
n

n nS n
n n n i i

i n

L
L L L L L

L




  
  



 
       

 
   

             şeklindedir.   

 ( ) 2, ( ) 1, 0 1f k g k a ve b     için, nP   n. Pell sayısı olmak üzere elemanları 

Pell sayıları olan skew circulant matrisin determinantı 

           

1
1

1 2 1
1

1

1
det( ) (1 ) ( )

i
n

S n n n
n n n i

i n

P
P P P P

P




  




 
     

 
 elde edilir. 
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 ( ) 2, ( ) 1, 2f k g k a b     için, 
nQ  n. Pell-Lucas sayısı olmak üzere 

elemanları Pell-Lucas sayıları olan skew circulant matrisin determinantı 

            

1
1

1 2 1
1 2 1

1

2
det( ) 2(2 ) 2( 2) [ 3 ]

2

i
n

S n n n
n n n i İ

i n

Q
Q Q Q Q Q

Q




  
  



 
       

 
  

            şeklindedir. 

 ( ) 2, ( ) 1, 1f k g k a b    için 
nq   n. Modified-Pell sayısı olmak üzere 

elemanları Modified Pell sayıları olan skew circulant matrisin determinantı 

            

1
1

1 2 1
1 2 1

1

1
det( ) (1 ) ( 1 ) [ 3 ]

1

i
n

S n n n
n n n i İ

i n

q
q q q q q

q




  
  



 
       

 
  

            şeklindedir. 

  ( ) 1, ( ) 2, 0 1f k g k a ve b     için, 
nJ   n. Jacobsthal sayısı olmak üzere 

elemanları Jacobsthal sayıları olan skew circulant matrisin determinantı 

            

1
1

1 2 1
1

1

1
det( ) (1 ) ( 2 ) 2

2

i
n

S n n n
n n n İ

i n

J
J J J J

J




  




 
     

 
  

            şeklindedir. 

 ( ) 1, ( ) 2, 2 1f k g k a ve b     için, nj   n. Jacobsthal-Lucas sayısı olmak 

üzere elemanları Jacobsthal-Lucas sayıları olan skew circulant matrisin 

determinantı 

            

1
1

1 2 1
1 12

1

1
det( ) (1 ) ( 4 2 ) [ 5 ]

4 2

i
n

S n n n
n n n iİ

i n

j
j j j J j

j




  
 



 
       

 
  

            şeklindedir. 

 

Teorem 3.3    ( ,1 ,2 ,( , ,..., )S

n k k k nH SCirc H H H skew circulant matris olsun. O zaman 

2n   için S

nH  matrisi tersinir bir matristir. 

İspat.   Teorem 2.2.11. ' de verilen ( ) 0mf w    olduğunu göstermek teoremi ispatlamak 

için yeterli olacaktır. Genelleştirilmiş k-Horadam sayılarına ait Binet formülünden  
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elde edilir. Burada 
11 0mrw    ve 

21 0mr w    olacağı açıktır. Öte yandan yukarıda ki 

son eşitlik düzenlenirse, 1,2,..., 1m n   için, 

,1 , 1 ,0 ,

2 2

1 2 1 2

,1 , 1 ,0 ,

2 2

( ) ( )
( )

1 ( )

( ) ( )

1 ( ) ( )

m

k k n k k nm

m m

m

k k n k k n

m m

H H g k w H H
f w

r r w r r w

H H g k w H H

f k w g k w




 



 





  


  

  


 

 

bulunur. Varsayalım ki 1,2,..., 1m n   için, ( ) 0mf w    olsun. 

2 21 ( ) ( ) 0m mf k w g k w    olduğundan ,1 , 1 ,0 ,( ) ( ) 0m

k k n k k nH H g k w H H     

olacaktır. Buradan,  
,1 , 1

,0 ,( )( )

k k nm

k k n

H H
w

g k H H
 

 

  ifadesi bir gerçel sayıdır. Diğer taraftan, 

 

   

2 1
exp

2 1 2 1
cos sin ,

m
m i

w
n

m m
i

n n




 

 
  

 

 
 

 

olduğu göz önüne alınırsa 
 2 1

sin 0
m

n


  olacağı açıktır.  Diğer taraftan  

 2 1
0 2

m

n





   için 1mw     elde edilir. Fakat 1x   ,  

 ,1 , 1 ,0 ,( ) ( ) 0m

k k n k k nH H g k w H H n       eşitliğinin bir kökü değildir. Bu ise 

kabulümüz ile çelişeceğinden 1,2,..., 1m n   için  ( ) 0mf w    elde edilir. Teorem 

2.2.11. ' den ispat tamamlanır .  

 

Aşağıda elemanları genelleştirilmiş k-Horadam sayıları olan skew circulant matrisin 

tersini veren teoremi ispatlamak için ihtiyaç duyulan yeni bir matris verilecektir.  

   2 2n n    boyutlu 
2

, 1

n

ij i j





      alt üçgen matrisnin elemanları 

 

   

   

1

,

1

1 1

1 2

1 11 2

1 1 2 2

1 2 1 2

( )

1

1 11

1 1

n
j

m m

k j

j

n n
j j

j m j m

j j

n n

m m

f w H w

X r w Y r w
r r

r r r r
X Y

r r r w r w

 

 

 




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İspat. Teoremi ispatlamak için öncelikle 
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tanımlarından  

1 2
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nH                                                                                                             (5)   

elde edilir. Öte yandan 1 2    olsun. (5)' te verilen matrisin tersi 
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şeklinde olacaktır. Teorem 1.3.2.11.'den S

nH  skew circulant matrisinin tersi de skew 

circulant matris olacağından  
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satırının elemanları aşağıdaki gibi olacaktır. 
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bulunur ki ispat tamamlanır.       

Teorem 3.4. den faydalanılarak bazı özel durumlar aşağıda verilmiştir. 
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 ( ) 2, ( ) 1, 0 ve 1f k g k a b     için, nP  n. Pell sayısı olmak üzere elemanları 

Pell sayıları olan skew circulant matrisin tersi, 

 
1

1 2

1
( , ,..., ) 'S

n n

n

P SCirc x x x
p



 dir. Burada, 

   

1 12 2
1

1 2

1 11 1 1 1

( ) ( )
1 , 2 ,

i in n
n i n n i n

i i
i in n

P P P P
x x

P P P P

  
  

  

 
    

 
   

            
 

 1
3 2

12
1 1 11 1

( )
, ( 3,4,..., ) ve  2

n i
j n

n n
j n n ij

i nn

P P
x j n p P P P

P PP P

 
 


 

  
       

  
  
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  ( ) 1, ( ) 2, 0 ve 1f k g k a b     için, 
nJ  n. sayısı olmak üzere elemanları 

Jacobsthhal  sayıları olan skew circulant matrisin tersi,   

           
1

1 2

1
( , ,..., ),S

n n

n

J SCirc x x x
j



   

          
   

1 12 2
1

1 2

1 11 1 1 1

( 2 ) ( 2 )
1 2 , 1 4 ,

i in n
n i n n i n

i i
i in n

J J J J
x x

J J J J

  
  

  

 
    

 
   

          
 

 1
3 2

12
1 1 11 1

2( 2 ) 2
,( 3,4,..., ) ve  2

n i
j n

n n
j n n ij

i nn

J J
x j n j J J J

J JJ J

 
 


 

  
       

  


 

dir. 

 

Tanım 3.5. Elemanları genelleştirilmiş k-Horadam sayılarından oluşan nxn tipinde bir 

skew left circulant matris  

,1 ,2 , 1 ,

,2 ,3 , ,1

,3 ,4 ,1 ,2

,n ,1 , 2 ,n 1

k k k n k n

k k k n k

SL

k k k kn

k k k n k n n

H H H H

H H H H

H H H HH

H H H H



  

 
 

 
  
 
 
    

                                                            (7) 

şeklinde tanımlanır ve  ,1 ,2 ,, , ,SL

n k k k nH SLCirc H H H  şeklinde gösterilir. 

Teorem 2.2.12' den  

   

1 0 0 0

0 0 0 1

: 0 0 1 0

0 1 0 0
nxn

 
 


 
   
 
 
  

 

ortogonal matris olmak üzere, elemanları genelleştirilmiş k-Horadam sayıları olan skew 

circulant matris ile skew-left circulant matris arasında 

   ,1 ,2 , ,1 ,2 ,, , ,H , , ,Hk k k n k k k nSCirc H H SLCirc H H   

bağıntısı vardır. Ayrıca yine aynı teoremden 

   
1

1 2 1 2, ,..., , ,...,n nSCirc a a a SCirc b b b


        ise,  
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   
1

1 2 1 2, ,..., , ,...,n nSLCirc a a a SLCirc b b b


         bağıntıları geçerlidir. Dolayısıyla bu 

bölümde verilen teoremler, II. Bölümde verilen teoremler ve Teorem 2.2.12. dikkate 

alınarak ispatsız şekilde sunulacaktır. 

Teorem 3.6. ,1 ,2 ,( , ,..., )SL

n k k k nH SLCirc H H H  skew left circulant matris olsun. O 

zaman SL

nH  matrisinin determinantı 

 
1( 1) 1

,2 , 11 22
,1 ,1 , 2

1 ,1

det ( 1)

in n n
k k iSL n n

n k k k i

i k

H H
H H H H

H


 



 
 





   
            

  

şeklindedir. Burada , ,0 ,1 , 1( )( ),  k n k k k ng k H H H H        ve ,k nH  n. genelleştirilmiş 

k-Horadam sayısıdır. 

 

Teorem 3.7.    ,1 ,2 ,( , ,..., )SL

n k k k nH SLCirc H H H  skew left circulant matris  olsun. 2n    

için  SL

nH  tersinir bir matristir. 

 

Teorem 3.8. ,1 ,2 ,( , ,..., )SL

n k k k nH SLCirc H H H  skew left circulant matris  olsun. 2n    

için ,1 ,2 ,( , ,..., )SL

n k k k nH SLCirc H H H matrisinin tersi   
1

' ' '

1 2( , ,..., )SL

n nH SL m m m


  dir. 

Burada, 

 

 

2 , 1 1

, 2 , ,0
2

,1'

1

1
,1 , 1

2

,2 1

,3 , ,0

,1'

,1 , 1

'

( ( )( ))
1

1 ,

( ( )( ))
1

,( 2,3,..., 1),

1

k n i i

k n i k n k
n

k

i
in k k n

k n j

k k n k

k

j n j

n k k n

n

n

H H
H g k H H

H
m

h H H

H
H g k H H

H
m j n

h H H

H
m

h

  

 





 





  
     

  
  

 
 
 

  
     

  
   

 
 
 





 

,2 , 1

, 1 , ,0
2

,1,2

1,1 ,1 , 1

2
,2 , ,2 , 1

, ,0 ,1 , 1 ,1 , 2

1,1 ,1

( ( )( ))

( ) ,

( )( ), ,

k k n i i

k n i k n k
n

kk

i
ik k k n

n in
k k n k k i

k n k k k n n k k i

ik k

H H
H g k H H

H
g k

H H H

H H H H
g k H H H H h H H

H H


 



 

 





 


 



  
     

  
 

 
 
 

  
             




 1

.
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4. BÖLÜM 

UYGULAMALAR 

Bu bölümde, III. bölümde verilen teoremlerle ilgili nümerik örnekler verilmiştir. 

Örnek 4.1. Elemanları Fibonacci sayılarından oluşan 4x4 mertebeden skew circulant 

matrisin determinantını hesaplayarak bu matrisin tersini bulunuz. 

 

1 1 2 3

3 1 1 2

2 3 1 1

1 2 3 1

 
 
 
  
 
   

  matrisinin determinantı  

1
1

1 2 1
1

1

1
det( ) (1 ) ( )

i
n

S n n n
n n n i

i n

F
F F F F

F




  




 
     

 
  

                     
0

3 2 21 5
1 5 3 1 1 2 2 2

3

  
         

   

 

              153  

 

tersi ise, 

 
1

1 2

1
( , ,..., ),S

n n

n

F SCirc x x x
f



  

 1
2

1

1 1 1

 

n i
n

n
n n i

i n

F
f F F F

F F

 


 

 
    

 
  

2

4

3 3
1 3 1 1

1 5 6
f

     
       

     

17

4
  

 

12

1

1 1 1

( )
1

in
n i n

i
i n

F F
x

F F




 


 


  

   

 

0

1 2

2 3 1 3 3
1

1 5 41 5
x

  
    

   

   

1

4

1 4 3 3

17 4 17
x

f
     
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 

12
1

2

1 1 1

( )
1

in
n i n

i
i n

F F
x

F F


 

 


  


  

   

 

0

2 2

1 3 1 3 13
1

1 5 121 5
x

  
      

   

   

2

4

1 4 ( 13) 13

17 12 51
x

f


      

 

 

3

2

1 1

( )
, ( 3,4,..., ) 

j

n
j j

n

F
x j n

F F








  


 

 
0

3

3 1

1 5 6
x


   


 

3

4

1 4 ( 1) 2

17 6 51
x

f


      

 

 

1

4 2

3 1

121 5
x


  


 

4

4

1 4 1 1

17 12 51
x

f
     

 
1

4

3 13 2 1
, , ,

17 51 51 51

SF SCirc
  
   

 
 

olarak bulunur. Şimdi aynı matrisin determinantını ve tersini bir de maple programı ile 

bulalım. 

> with(linalg); 

>  O1:=matrix(4,4,[1,1,2,3,-3,1,1,2,-2,-3,1,1,-1,-2,-3,1]); 

1 1 2 3

3 1 1 2
1:

2 3 1 1

1 2 3 1

O

 
 
 
  
 
   

 

>det(O1); 
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153 

 

>inverse(O1); 

3 13 2 1

17 51 51 51

1 3 13 2

51 17 51 51

2 1 3 13

51 51 17 51

13 2 1 3

51 51 51 17

  
 
 
   

 
 

  
 
 
 
 

 

Örnek 4.2. Elemanları Lucas sayılarından oluşan 4x4 mertebeden skew circulant 

matrisin determinantını hesaplayarak bu matrisin tersini bulunuz. 

1 3 4 7

7 1 3 4

4 7 1 3

3 4 7 1

 
 
 
  
 
   

  matrisinin determinantı 

       
1

1
1 2 1

1 1 1

1

1
det 1 2 3

2

i
n

n nS n
n n n i i

i n

L
L L L L L

L




  
  



 
       

 
  

                       
0 2

3 2 4 4 4
1 11 9 4 3.3 7 3.4 11 3.7

3 3 3

      
                 

       

 

               3033  

tersi ise, 

 
1

1 2

1
( , ,..., ),S

n n

n

L SCirc x x x
l



  

 
 1

2

1 2 1

1 1 1

2
3 3

n i
n

n
n n i i

i n

L
l L L L L

L L

 


 

 

 
     

 
  

   
2

4

7 2 7 2
1 3.7 4 3.3 7 3.4

1 11 1 11
l

     
           

      

337

16
  
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 

 

12
2 1

1

1 1 1

3 ( 2)
1

in
n i n i n

i
i n

L L L
x

L L


   

 

  
 


  

     

 

0

1 2

11 3.7 7 2 7 3.4 7 2 73
1

12 4812
x

      
    

  

 

1

4

1 16 73 73

337 48 1011
x

l
     

 

 

12
1

2

1 1 1

3 ( 2)
3

in
n i n i n

i
i n

L L L
x

L L


  

 

  
  


  

     

 

0

2 2

7 3.4 7 2 4 3.3 7 2 139
3

12 4812
x

      
      

  

 

2

4

1 16 139 139

337 48 1011
x

l

 
      

 
 

 

 

3

2

1 1

5 2
 , ( 3,4,..., )

i

n

j j

n

L
x j n

L L







 
 


 

 
0

3

5 7 2 5

12 12
x

 
   

3

4

1 16 5 20

337 12 1011
x

l
     

 

 
4 2

5 7 2 5

1612
x

 
    

3

4

1 16 5 5

337 16 337
x

l

 
      

 
 

 
1

4

73 139 20 5
, , ,

1011 1011 1011 337

SL SCirc
  
   

 
 

olarak bulunur. Şimdi de bu matrisin determinantının ve tersinin maple programı ile 

bulunmuş, ekran görüntüsünü verelim. 

 > with(linalg); 

>  O2:=matrix(4,4,[1,3,4,7,-7,1,3,4,-4,-7,1,3,-3,-4,-7,1]); 
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1 3 4 7

7 1 3 4
2 :

4 7 1 3

3 4 7 1

O

 
 
 
  
 
   

 

>det(O2); 

3033 

>inverse(O2); 

73 139 20 5

1011 1011 1011 337

5 73 139 20

337 1011 1011 1011

20 5 73 139

1011 337 1011 1011

139 20 5 73

1011 1011 337 1011

  
 
 

 
 
 
  

 
 
 
 

 

 

Örnek 4.3. Elemanları Pell sayılarından oluşan 4x4 mertebeden skew circulant matrisin 

determinantını hesaplayarak bu matrisin tersini bulunuz. 

1 2 5 12

12 1 2 5

5 12 1 2

2 5 12 1

 
 
 
  
 
   

 matrisinin determinantı 

1
1

1 2 1
1

1

1
det( ) (1 ) ( )

i
n

S n n n
n n n i

i n

P
P P P P

P




  




 
     

 
  

                
0 2

3 2 10 10 10
1 29 12 1 2 5

4 4 4

      
              

       

 

             23076  

tersi ise, 
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1
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n
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p


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 1
2

1

1 1 1
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 
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1 2
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1

30 5030
x

 
    

  

 

1

4

1 25 43 43

641 50 1282
x

p
     

 
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1
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1 1 1
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i
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P P
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P P
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 
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
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
  

   

 
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2
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x
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2

4
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x

p

 
      

 
 

 
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P
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x


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p
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 
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x


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4
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olarak bulunur. Şimdi de bu matrisin determinantının ve tersinin maple programı ile 

bulunmuş, ekran görüntüsünü verelim. 

 > with(linalg); 

>  O3:=matrix(4,4,[1,2,5,12,-12,1,2,5,-5,-12,1,2,-2,-5,-12,1]); 

1 2 5 12

12 1 2 5
3:

5 12 1 2

2 5 12 1

O

 
 
 
  
 
   

 

>det(O3); 

23076 

>inverse(O3); 

43 154 5 1

1282 1923 3846 1923

1 43 154 5

1923 1282 1923 3846

5 1 43 154

3846 1923 1282 1923

154 5 1 43

1923 3846 1923 1282

  
 
 
   

 
 

  
 
 
 
 

 

Teorem 1.3.2.12’ den yararlanarak Örnek 4.3.’ de verilen skew circulant matristen 

aşağıdaki skew left ciculant matris elde edilir. 

 

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

 
 

 
 
 

 

.

1 2 5 12

12 1 2 5

5 12 1 2

2 5 12 1

 
 
 
  
 
   

=

1 2 5 12

2 5 12 1

5 12 1 2

12 1 2 5

 
 

 
  
 

   

= (1,2,5,12)SLCirc  

buradan skew left circulant matrisin determinantının 

det( ) det( ) 23076S SL

n nP P   
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olduğu görülür. 

Yine Teorem 1.3.2.12’ den  skew left circulant matrisin tersinin de aşağıdaki gibi olduğu 

kolayca görülür. 

43 154 5 1

1282 1923 3846 1923

1 43 154 5

1923 1282 1923 3846

5 1 43 154

3846 1923 1282 1923

154 5 1 43

1923 3846 1923 1282

  
 
 
   

 
 

  
 
 
 
 

.

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

 
 

 
 
 

 

=

43 1 5 154

1282 1923 3846 1923

1 5 154 43

1923 3846 1923 1282

5 154 43 1

3846 1923 1282 1923

154 43 1 5

1923 1282 1923 3846

 
 
 
  

 
 

 
 
  
 
 

 

 

 

 

1

1

43 154 5 1
(1,2,5,12) , , ,

1282 1923 3846 1923

43 1 5 154
(1,2,5,12) , , ,

1282 1923 3846 1923

SCirc SCirc

SLCirc SLCirc





  
  

 

 
  

 

 

 

 

Örnek 4.4. Elemanları Jacobsthal sayılarından oluşan 4x4 mertebeden skew circulant 

matrisin determinantını hesaplayarak bu matrisin tersini bulunuz. 

1 1 3 5

5 1 1 3

3 5 1 1

1 3 5 1

 
 
 
  
 
   

matrisinin determinantı, 

1
1

1 2 1
1

1

1
det( ) (1 ) ( 2 ) 2

2

i
n

S n n n
n n n İ

i n

J
J J J J

J




  




 
     

 
  

                
0 2

3 2 6 6 6
1 11 10 2 2 6

5 5 5

      
              

       

 

             =904 

bulunur. Tersi ise, 
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 
1

4

23 19 3 5
, , ,

226 113 113 226

SJ SCirc
  
   

 
 

olarak bulunur. Şimdi de bu matrisin determinantının ve tersinin maple programı ile 

bulunmuş, ekran görüntüsünü verelim. 

> with(linalg); 

>  O4:=matrix(4,4,[1,2,5,12,-12,1,2,5,-5,-12,1,2,-2,-5,-12,1]); 

1 1 3 5

5 1 1 3
4 :

3 5 1 1

1 3 5 1

O

 
 
 
  
 
   

 

>det(O4); 

904 

>inverse(O4); 

23 19 3 5

226 113 113 226

5 23 19 3

226 226 113 113

3 5 23 19

113 226 226 113

19 3 5 23

113 113 226 226

  
 
 
   

 
 

  
 
 
 
 

 

Teorem 2.2.12’ den yararlanarak Örnek 4.4.’ te verilen skew circulant matristen 

aşağıdaki skew left ciculant matris elde edilir. 

 

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

 
 

 
 
 

 

. 

1 1 3 5

5 1 1 3

3 5 1 1

1 3 5 1

 
 
 
  
 
   

=

1 1 3 5

1 3 5 1

3 5 1 1

5 1 1 3

 
 

 
  
 

   

= (1,1,3,5)SLCirc  
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buradan skew left circulant matrisin determinantının 

det( ) det( ) 904S SL

n nJ J   olduğu görülür.  

Yine Teorem 1.3.2.12 den skew left circulant matrisin tersinin aşağıdaki gibi olduğu 

kolayca görülür. 

 

23 19 3 5

226 113 113 226

5 23 19 3

226 226 113 113

3 5 23 19

113 226 226 113

19 3 5 23

113 113 226 226

  
 
 
   

 
 

  
 
 
 
 

.

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

 
 

 
 
 

 

23 5 3 19

226 226 113 113

5 3 19 23

226 113 113 226

3 19 23 5

113 113 226 226

19 23 5 3

113 226 226 113

 
 
 
  

 
  

 
 
  
 
 

 

 

 

 

1

1

23 19 3 5
(1,1,3,5) , , ,

226 113 113 226

23 5 3 19
(1,1,3,5) , , ,

226 226 113 113

SCirc SCirc

SLCirc SLCirc





  
  

 

 
  

 
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 5.BÖLÜM 

TARTIŞMA VE SONUÇLAR 

Bu çalışmada elemanları genelleştirilmiş k-Horadam sayıları olan skew ve skew left 

circulant matrisler tanımlanarak bu matrislerin determinantları, terslenebilir oldukları ve  

tersleri genelleştirilmiş k-Horadam sayıları ile karakterize edilmiştir. Son bölümde elde 

edilen teoremlerle ilgili nümerik örnekler verilmiştir. Çalışmanın içeriğinden de 

görülmektedir ki, elde edilen veriler literatürde yer alan 2. mertebeden özel sayı 

dizilerinin genellemeleridir. 

Elemanları genelleştirilmiş k-Horadam sayılarından seçilen skew ve skew left circulant 

matrislerin normları da incelenebilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

.  
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