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1.BOLUM
GIRIS

Giizellik ol¢iilemeyen bir kavram olmasina karsin, giizellikle baglantili olan uyum,
formiillerle aciklanabilir. Matematiksel giizelligi tanimlamanin olabilirligi gii¢ goriinse
de bu giicliik her tiir giizellik konusunda gecerlidir. Matematikgiler i¢in matematigin
dogasinda bulunan giizellik yadsinamaz. Bu giizellikleri gérmek i¢in kar taneciklerini
incelemek, mineral kristallerine bakmak, tavus kusunun kuyrugunu kabartmasi
durumunda ¢ift yonlii olusan sarmallar1 seyretmek, cam kozalagina, arilarin yaptiklari
peteklerdeki geometrik yapiya, bazi bitki ve agac¢ dallarindaki gelisime bakmak yeterli
olacaktir. Buna matematigin estetigi denir. Perspektif, oranti ve simetri her kosulda
olgiilebilir. Bu nedenle sanatin da 6lgiilebilir yanlar1 vardir ve matematiksel olarak elde
edilen simetri ile doganin sayilarini barindirir. Bu kavramlar matematigin estetigi

alanina girer [1].

Cok farkli disiplinlerden bilim insanlarinin, diisiiniirlerin, din adamlarinin birbirlerinden
binlerce kilometre uzakta, onlarca asir Otede olsalar bile ortaklasa yaptiklarini
sOyleyebilecegimiz c¢aligmalari; insanogluna neyin gilizel goriindiigline dair bazi
formiiller ortaya koymustur. Bu formiillerin en etkili olanlarindan birinin kdkii olan

1+\/§

2

irrasyonel sayisina “Altin  Oran” denir. Bu oran antik ¢agdan beri

matematikgilerin, fizik¢ilerin, filozoflarin, sanat¢ilarin ve hatta miizisyenlerin ilgilendigi
bir konu olmustur. Genellikle Yunanca’ da kesmek anlamina gelen kelimenin bas harfi
olanr karakteri ile gosterilen ve degeri 1,61803... olan bu say1 altin ortalama, altin
boliim, altin kesit, ilahi (kutsal) oranti, Fibonacci sayis1 ve Phidias ortalamasi seklinde
de adlandirilir. Bu oran, bazen 6zelliklerini inceleyen matematik¢i Phidias’in admin ilk
harfi olan ¢ ile gosterilse de daha yaygin olarak 7 ile belirtilir. Altin oran ve Fibonacci
sayilarini, Dilinyanin yedi harikasindan biri olarak kabul edilen Piramitlerde, Antik
Yunan sanat¢ilarinin ortaya koymus oldugu eserlerinde, Roénesans sanatcilarinin
tuvallerinde, Gotik kiliselerin cephelerinde veya katedral ¢oziimlemelerinde, bitkilerin

biiyiimeleri ve bazi belli katilarin kristalografik yapilarindan veri tabanlarinda arama



yapmak i¢in yazilan bilgisayar algoritmalarinin gelistirilmesine kadar ¢ok genis

uygulama alanlarinda rastlanir [6].

Giliniimiizde, matematik ile diger bilimler arasinda gitgide artan oranda bir birliktelik
dogmustur. Bu birliktelikte matrislerin, matrisler arasinda da circulant matrislerin ayr1
bir 6nemi vardir. Circulant matris ailesi bir¢ok problemi modellemek i¢in kullanilir.
Ozellikle, circulant ve skew circulant matrisler bilimsel ¢alismalarda ve miihendislik
uygulamalarinda giderek daha sik ortaya ¢ikmaktadir. Bu matrisler ¢esitli diferansiyel
denklemlerin ¢oziimlerinde 6nemli rol oynamaktadir [3]. Ayrica Circulant ve Skew
circulant matrisler dijital filtreler [4,9], haberlesme [17], gorinti isleme [13,33],
sinyalizasyon [24], sifreleme [12], pre-conditioner, Toeplitz matrisleri ¢ozme gibi
onemli disiplinler iceren uygulamalara da sahiptir Clinkii; miithendislik, tip, istatistik ve

diger pek ¢ok alanda matrislerle karsilagilmaktadir.

1.1 Amac¢ ve Kapsam

Bu calismanin temel amaci, elemanlart keyfi bir parametrenin polinomlar1 olan
genellestirilmis k-Horadam dizilerinden olusan Skew-circulant ve Skew-left circulant
matrisleri tanimlayarak, bu matrislerin determinantlarini1 ve terslerini genellestirilmis k-
Horadam dizisinin elemanlari cinsinden karakterize etmektir. Ayrica, genellestirilmis k-
Horadam dizisi ikinci mertebeden lineer 6zel say1 dizilerinin bir genellemesi oldugundan
literatiirde yer alan Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas, modified Pell, Jacobsthal,
Jacobsthal-Lucas, k-Fibonacci, k-Lucas vb gibi say1 dizileri i¢inde Skew-circulant ve

Skew-left circulant matrislerin determinantlari ve tersleri de hesaplanmis olacaktir.

1.2. Kaynak Arastirmasi

Calismanin bu kisminda, ikinci mertebeden lineer 6zel say1 dizileri ve bu say1 dizileri
yardimiyla tanimlanan circulant matrisler {izerine literatiirde yapilmis olan ¢aligmalardan

bahsedilecektir.

“Basic properties of a certain generalized sequence of numbers” isimli ¢alismasinda

Horadam dizisini tanimlamis, tanimlanan dizinin genel 6zelliklerini incelemistir [13].



“A Fibonacci circulant” isimli ¢alismasinda elemanlar1 Fibonacci sayilari olan
circulant ve ters circulant matrisleri tanimlayarak, bu matrislerin determinantlarini

birimin n. dereceden pirimitif kokiinii kullanarak elde etmistir [22].

“Circulant Matrices * isimli kitabinda circulant matrislerle ilgili genel bilgiler verilerek,
circulant matris ¢esitlerini, onlarin 6zelliklerini ve bazi geometrik uygulamalar1 ele

alinmastir [5].

“On the Norms of Circulant Matrices with the Fibonacci and Lucas numbers” isimli
makalesinde elemanlar1 Fibonacci ve Lucas sayilarindan olusan circulant matrislerin

spektral ve Euclidean normlari i¢in sinirlar elde etmistir [28].

“Circulant, negacyclic and semi circulant matrices with the modified Pell, Jacobstahal
and Jacobsthal-Lucas numbers” isimli makalesinde modified Pell, Jacobsthal ve
Jacobsthal-Lucas sayilarinin bazi 6zelliklerini vermistir. Ayrica bu dizilerin circulant,
negacyclic ve semicirculant matrisleri tanimlayip, bu matrislerin normlarmi, 06z

degerlerini ve determinantlarini elde etmistir [20].

“On k-Fibonacci numbers of arithmetic indexes” isimli ¢alismalarinda indisleri aritmetik
dizi olan k-Fibonacci sayilarmin toplamlart elde edilmistir. Boylece bu tiir sayilarin

toplamlar i¢in g¢esitli formiiller elde edilmesine olanak saglamislardir [8].

“On the boundsfort he norms of r-circulant matrices with the Fibonacci and Lucas

numbers” isimli ¢alisgmada elemanlar1 Fibonacci ve Lucas sayilarindan olusan
A=C (FR.F....F,) ve B=C(L,L.....L,,) r-circulant matrislerin spektral

normlart i¢in sinirlar elde edilmistir. Ayrica A ve B matrislerinin Kronecker ve

Hadamard ¢arpimlarinin spectral normlari i¢in bazi sinirlar elde edilmistir [26].

“On the spectral norms of circulant matrices with classical Fibonacci and Lucas
numbers entries” isimli ¢alismasinda [Solak, S., 2005, On the Norms of Circulant
Matrices with the Fibonacci and Lucas numbers, Applied Mathematics and
Computations 160, 125-132] yaptigi ¢alismay1 gelistirerek elemanlar1 Fibonacci ve

Lucas sayilarindan olusan circulant matrislerin spektral normlarini hesaplamigtir [15].



“On the k-Lucas numbers” isimli ¢alismasinda k-Lucas dizisini tanimlamis, tanimlanan
dizinin Ozelliklerini incelemis ve bu dizinin, k-Fibonacci sayilar1 ile arasindaki

iliskilerini sunmustur [7].

"The computation of the square roots of circulant matrices" isimli ¢aligmalarinda
circulant ve quasi-skew circulant matrislerin koklerini bulmak igin iki etkili algoritma
gelistirmiglerdir. Bu metotlar Shur ayrisimina dayanan tridiagonal algoritmadan daha
hizlidir [23].

"The inverse of circulant matrix" isimli ¢alismasinda elemanlari, circulant matrisin

g(Z) ve g’(z) karakteristik polinomunun sifir noktasindaki fonksiyonlar1 olan ve

mithendislikte 6nemli uygulamalari bulunan circulant matrisin tersini elde etmek igin

yeni bir yontem vermistir [10].

“A note on generalized k-Horadam sequence” isimli ¢alisgmada Genellestirilmis k-
Horadam dizilerini tanimlamiglar, bu dizinin bazi1 6zelliklerini determinant yardimiyla

ispat etmislerdir [29].

“Spectral norm, eigenvaluesand determinant of circulant matrix involving generalized k-
Horadam numbers” isimli ¢alismarinda elemanlar1 genellestirilmis k-Horadam
sayilarindan olusan circulant matrisi tanimlamiglar, bu matrisin spectral normunu, 6z

degerlerini ve determinantini hesaplamigtir [31].

"On the norms of an r-circulant matrix with the generalized k-Horadam numbers" isimli
caligmalarinda elemanlari genellestirilimis k-Horadam sayilar1 olan r-circulant matrisleri

tanimlayarak, matrisin spectral normlarinin alt ve {ist sinirlarint hesaplamislardir [30].

"On the determinants and Inverses of skew circulant and skew left circulant matrices
with Fibonacci and Lucas Numbers" isimli ¢alismalarinda elemanlar1 Fibonacci ve
Lucas sayilar1 olan skew ve skew-left circulant matrislerin determinantlarini ve terslerini

Fibonacci ve Luccas sayilariyla karakterize etmislerdir [11].

" Circulant Type Matrices with the Sum and Product of Fibonacci and Lucas Numbers"
isimli ¢aligmalarinda Fibonacci ve Lucas sayilarinin ¢arpimi ve toplamiyla g-circulant,

left-circulant ve circulant matrislerinin determinantlarini ve terslerini elde etmislerdir

[18].



"Exact Determinants of Some Special Circulant Matrices Involving Four Kinds of
Famous Numbers" isimli ¢alismalarinda elemanlar1 Perrin, Padovan, Tribonacci and
genellestirilmis Lucas sayilar1 olan RSFPLR circulant ve RSLPFL circulant
matrislerinin determinantlarini polinomlarin c¢arpim terslerini kullanarak elde ettiler
[16].

"On the norms of r-circulant matrices with the hyper-Fibonacci and Lucas numbers"
isimli caligmalarinda elemanlari hyper-Fibonacci ve Lucas sayilari olan r-circulant

matrisi tanimlayarak matrisin normlarini elde etmislerdir [2].

1.3. Tezin Yapisi

Elemanlar1 genel say1 dizileri olan skew circulant matrisleri lizerine isimli bu ¢aligma
dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde; kaynak taramasi ve 6zel sayi dizileri ile
matrislerin kullanim alanlar1 ile ilgili kisa bilgiler verilmistir. Ikinci boliimde; say1
dizileri ve circulant matrislerin tanimlar1 verilmistir. Ugiincii boliimde; sirastyla
elemanlar1 genellestirilmis k-Horadam sayilari olan skew circulant ve skew left circulant
matrisler tanimlanmis ve onlarin determinantlar1 ve tersleri elde edilmistir. Son bdliimde

ise bu ¢alismada elde edilen sonuglar ile ilgili niimerik 6rnekler verilmistir.



2. BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR
Bu boliimde, ¢alismamizla ilgili temel kavramlar verilecektir.
2.1. Say1 Dizileri

Bu kisimda, literatiirde yer alan ve bir¢ok matematik¢inin ¢alismasi konusu olmus ve
uygulama alanlar1 genis olan ikinci mertebeden lineer 6zel say1 dizileri hakkinda temel

tanim ve Ozellikler verilecektir.

Tanmm 2.1.1. F, =0 ve F, =1lolmak iizere,

Fn+2 = F

T F,neNg,seklinde tanimlanan rekiirans bagmtilarindan elde edilen
sayilara Fibonacci sayilar: denir. Bu rekiirans bagintisinin iirettigi tamsayilar dizisine

Fibonacci dizisi denir ve {F }  ile gosterilir. Burada F

n n?’

n. Fibonacci sayisini
gosterir [32].

F.., =F ., +F, rekiirans bagintisi ikinci mertebeden sabit katsayili lineer fark denklemi

oldugundan, bu denkleme ait A°—-A1-1=0 Kkarakteristik denkleminin kokleri

1++/5 ve 8 1-5

- = olup,
2 2 P
F=Z 5 ,neN,,
a-p

ifadesine Fibonacci sayilarmin Binet formiili denir.Binet formiilinden hareketle,

. F
lim—t =

n—oo F

oldugu kolayca goriilmektedir. Buradan, ardisik iki Fibonacci sayisinin oraninin altin
orana yakinsadigi goriliir [32].

Tanmm 2.1.2. L, =2 ve L =1olmak iizere,

L., =L, +L,, neN,,ile tanimh sayilara Lucas sayilar: denir. Bu sayilardan olusan

diziye de {L,},., Lucas dizisi denir. Burada L,, n. Lucas sayisini gdsterir. Lucas
6



sayilarinin rekiirans bagmtis1 Fibonacci sayilarinin  rekiirans bagintistyla ayni

oldugundan,
a= 1+2£ ve = %

olmak {izere, Lucas sayilarina ait Binet formiilii
—_ n n
L=a"+p

seklindedir. Ayrica Fibonacci ve Lucas sayilari arasinda bir¢ok baginti bulunmakta olup

bunlardan bir kag tanesi,

Fn—l + Fn+l = Ln’

I:n+2 - Fn—z = Ln’
FZn = I:n I‘n’

F+2F =L,
seklindedir [21].

Tanm 2.1.3. B, =0, P, =1olmak iizere,

P

n+2

=2P

n+1

+P,, neNy,ile tanmlanan {P,}  say: dizisine Pell dizisi ve bu dizinin
€No

n

elemanlarna da Pell sayiari denir. Pell dizisine ait karakteristik denklem

A% =22 —1=0olup denkleminin kokleri

y=14+2 ve 5=1-2

olmak iizere Pell sayilarinin Binet Formiilii

dir. P,, n. Pell sayis1 ve }/:1+\/§ (glimiis oran) olmak ﬁzere,lim%:y'dlr[lﬂ.

n

Tamm 2.1.4. Q, =2 ve Q, =2 olmak {izere,



Q... =2Q,,+Q, neNy,ile tammlanan {Q,} say1 dizisine Pell-Lucas say: dizisi

neN,

denir. Pell-Lucas sayilarinin Binet Formiilii, y =1+ \/E ve 0 =1—\/§ olmak tizere,
Q,=y"+0"

seklindedir. Pell ve Pell-Lucas dizilerinin rekiirans bagintilar1 ayni oldugundan, Pell ve

Pell-Lucas sayilar1 arasindaki bazi bagintilar,

_ I:)n+l + I:)n—l
Qn - 2 ’

Q2 =2P*+(-1)"
seklindedir [13].
Tanim 2.1.5. ¢, =1ve ¢, =1 olmak iizere,

Onr =20, +0,, NeN,, seklinde tanimlanan rekiirans bagmtisindan elde edilen
sayllara Modify-Pell sayilar1 denir. Buradan iiretilen tamsayilar dizisine Modify-Pell

dizisi denir ve {q,} . ile gosterilir. Modify-Pell sayilarmin  Binet

Formiili, y =1+ \/E veo=1- \/E olmak tlizere

_7/n+é‘ﬂ
y+0

n

dir. Modify-Pell ve Pell sayilari arasinda,

9, =FR

n+1

+P,
Modify-Pell ve Pell-Lucas sayilari arasinda ise
g, = Qn - Qn—l

seklinde bagint1 vardir [13].



Tamm 2.1.6. J; =0 ve J, =1 olmak iizere,

Jo,=Jd,.+2),, neN,, seklinde tanimlanan diziye Jacobsthal dizisi denir ve

n+1

{J.}.. seklinde gosterilir. Bu dizinin elemanlarma da Jacobsthal sayilar:

denir.J ., =J.,+2J,, neN,, rekirans bagmtisina ait karakteristik denklem

A?—A-2=00lup denkleminin kokleri ¢=2 ve ¢=-1 olmak iizere Jacobsthal

sayilarinin Binet Formiilii,

j e 2
" g0 3

dir [13].
Tamm 2.1.7. j, =2 ve j, =1 olmak iizere,

Jos2 = Jou +2J,, NeNy, seklinde tanimlanan diziye Jacobsthal-Lucas dizisi denir ve

{in},. seklinde gosterilir. Bu dizinin elemanlarma da Jacobsthal-Lucas sayilar: denir,

¢ =2 ve ¢ =-1 olmak {izere Jacobsthal-Lucass sayilarinin Binet Formiili,

jh=¢"+"=2"+(-1)"

seklindedir. Jacobsthal sayilari ile Jacobsthal-Lucas sayilari arasindaki bagintilardan

bazilari

o =300 23,,

n+1
jn‘Jn = ‘]Zn’

seklindedir [13].



Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas, modified Pell, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas

dizilerinin ilk terimlerinden bazilar1 asagidaki tabloda verilmistir.

n (012 |3 |4 |5 |6 7 8 9 10 11 12

F (0]1 1 /2 |3 |5 |8 13 |21 34 55 89 144

L, (2|1 |3 (4 |7 |11 |18 |29 |47 76 123 | 199 322

P |0 |1 (2 |5 |12 |29 |70 |169|408 |985 | 2378|5741 | 13860

Q |2 |2 |6 |14 34 |82 |198|478 | 1154 | 2786 | 6726 | 16238 | 39202

q, |1 |1 [3 |7 |17 |41 |99 |239 577 |1393 3363|8119 | 19601
J, |0 (1 1|3 |5 |11 |21 |43 |85 171 | 341 | 683 1365
i, |2 (1 |5 |7 |17 |31 |65 |127 257 |511 |1025|2047 |4097

Tamm 2.1.8. a,b, p,q €Z ve W, =a, W, =bolmak iizere,

Wn+2 = an _an

+1

Seklinde tanimlanan {Wn }neN

Horadam sayilar: denir.,

A% — pA+0q=0 Karakteristik denkleminin kokleri,

. p+yp’—4q . _p-\P’—4g

n=——————olmak lizere A=
2 2 w—n

Horadam sayilarinin Binet formiilii,
W, = Ay" +Br"

seklindedir [13].

10

b—an ve

say1 dizisine Horadam dizisi ve bu dizinin elemanlarina da
0

B=2" iin
w-n




Tamm 2.1.9. Her pozitif k reel sayis1igin F =0, F ;=1 olmak iizere,

l:k ka,n+1 + I:k,n

n+2 =

ile tanimlanan {Fk ”}n . say1 dizisine k-Fibonacci dizisi ve bu dizinin elemanlarina da
" S nen,

k-Fibonacci sayilar: denir. k-Fibonacci dizisi, Fibonacci dizisinin bir genellemesidir.

k>1 tamsayis1 icin farkli diziler elde edilir. Eger K KR ...+ F, rekiirans

n+2

bagintisinda k=1 igin, Fibonacci dizisi, k=2 i¢in Pell dizisi elde edilir. k-Fibonacci

dizisine ait rekiirans bagintisinin karakteristik denklemi olup bu denklemin kdkleri,

k+vk?+4 1 k-Jk2+4
o, ZT ve fi=——"=—""T—""-
a, 2

olmak tizere k-Fibonacci sayilarinin Binet Formiili,

n n
o — B
I:k,n =

o = p
seklindedir. Karakteristik denklemin pozitif kokii olan «,’ya k-altin oran denir.

ifadesine altin oran, «, =1+\/§ ifadesine gilimiis

k=1,2,3 degerleri i¢in, o, = 1+

3+\E
2

oran, a, =

ifadesine ise bronz oran adi verilir [8].

Tamim 2.1.10. Her k pozitif reel sayis1 igin L, =2, L, , =K olmak iizere,

I‘k,n+2 = kLk,n+l + Lk,n

ile tanimlanan {Lk’n} .. say1 dizisine, k-Lucas dizisi ve bu dizinin elemanlarina da k-

neN,
Lucas sayilart denir. k-Lucas dizisi, Lucas dizisinin bir genellemesidir. k >1 tamsayisi

i¢in farkh diziler elde edilir. L, ., =KL, ., +L, ,, k=1 alimrsa Lucas dizisi, k=2 alinirsa

Pell-Lucas dizisi elde edilir.

=k+\/k2+4Ve 1 k-k*+4

(04
“ 2 a, 2

11



olmak tizere k-Lucas sayilarinin Binet Formiilii,
Lo =o' + 5
seklindedir [7].

Tamm 2.1.11. k>0, f(k) ve g(k) k’nin skaler degerli polinomlar1 olsun.
f2(k)+4g(k) >0, H., =a, H,, =bolmak iizere

Hk,n+2 = f (k)Hk,m—l + g(k)Hk,n

rekiirans bagintis1 ile tanimlanan {Hk,n} say1 dizisine genellestirilmis k-Horadam

neN,
dizisi ve bu dizinin elemanlarina da genellestirilmis k-Horadam sayilari

denirH, .., = f(K)H, .., +9(k)H, , rekiirans bagmntisi, 2. mertebeden bir fark denklemi

olup karakteristik denklemi, r* — f (k)r — g(k) = Oseklindedir. Bu denklemin kokleri,

. f(k)+wff2(k)+4g(k) Ve r - f(k)—+ F2(k) +4g(K)
> ;

1 2 2

I, >r,olmak tizere kokler arasinda,

n+n= 1K), np=-g(k), r—r,=f*(k)+4g(k)

bagintilar1 elde edilir.

Genellestirilmis k-Horadam dizisinin Binet formiili X =b—ar, ve Y =b—ar,
olmak tizere, Vh e N igin

n n
_ Xr' =Yr,

H
k,n
h-rn

dir [29].

Genellestirilmis k-Horadam dizisinin rekiirans bagintisinda f(k), g(k), a ve b nin

0zel degerleri i¢in literatiirde yer alan diger say1 dizilerine indirgenir.

12



Soyle ki {H, .} _dizisinde;

v

v

v

v

f(k)=9(k)=1,a=0,b :1i<;in,{Fn}neNo {0,1,1,2,3,...} Fibonacci dizisine,
f(k)=g(k)=1 a=2, b=1igin,{L,} ., ={213,4,7,...} Lucas dizisine,
f(k)=2, g(k)=1 a=0,b=1i¢in,{R}  ={012512,.}Pell dizisine,
f(k)=2, 9(k)=1 a=2, b=2igin, {Qn}neNo ={2,2,6,14,34,...} Pell-Lucas
dizisine,

f(k)=2, g(k)=1 a=1, b=ligin,{q,} , =1{1137,17,..} Modify-Pell
dizisine,

f(k)=1 g(k)=2,a=0, bzligin,{Jn}neN

{0,1,1,3,5,...} Jacobsthal dizisine,
f(k)=1 g(k)=2, a=2, b=1igin,{j,}  ={2,157,17,...} Jacobsthal-Lucas
dizisine,

f(k)=k, g(k)=1, a=0, b=1icin,

{Fanf. ={0.LK K2 +1 K> +2K,k* +3k? +1k° + 4k + 3K, k° +5k* +6k? +1,

k” +6k° +10k® + 4k, k® + 7k® +15k* +10k?® +1,k° + 8k " +21k> + 20k + 5k, ...}
k-Fibonacci dizisine,

f(k)=k, g(k)=1 a=2, b=k icin,

{Lin} =12 kK2 +2,k% +3k, k* +4k? +2,k° +5k° ++5k, k® +6k* +9k* + 2,
kK’ +7k® +14k> + 7k, k® +8k°® + 20k * +16k* +2,k” + 9k " +27k® +30k® + 9k, ...}
k-Lucas dizisine,

f(k)=p, 9(k) =—qicin,

{W,} _, ={a.b,bp—aq,bp® —aqgp—bq,bp’® —agp® — 2bpq +ag®,

bp* —aqp® —3bgp’ + 2apq* +bg?®,bp® —aqp* —4bgp® +3ap®q* +bpg® —ag®,...}

Horadam dizisine indirgenir.

13



2.2. Circulant Matrisler

Literatiirde, k-circulant, f-circulant, g-circulant, r-circulant, a-circulant, a row skew first-
minus-last right (RSFMLR) circulant, a row skew last-minus-first left (RSLMFL)
circulant, skew circulant, skew left circulant, gibi bircok circulant-matris gesidi

bulunmaktadir.
Tamm 2.2.1. C=(c;), nxn mertebesinde bir matris olmak iizere, elemanlari
j—i= k(mod n) biciminde tanimli  matrise  circulant matris denir ve

C =circ(c,,C,,C,, ..., G, ) seklinde gosterilir. C circulant matrisi agik olarak,

GG € C .. C.,

C., G ¢ ... C,

C= Cio G G - Co3
C, C, R

bi¢iminde yazilir. Genel anlamda nxn boyutlu bir circulant matris n elemanli bir
vektorle temsil edilebilir. Bu vektor matrisin ilk satirini olusturur. Bu matristeki her satir
vektori, bir 6nceki satir vektoriiniin birer eleman saga kaydirilmasiyla olusur (sondaki

eleman alt satirin ilk elemani olur) [5].

Bir circulant matrisin esas kosegeni iizerindeki elemanlar esittir. Esas kdsegene paralel

kosegenlerde de ayni durum s6z konusudur. Asagida 2x2, 3x3, 4x4 mertebeli genel

circulant matrisler verilmistir.

a b c d
a b c
a b d a b c
C= C=|c a b C=
b a c d a b
b ¢ a
b ¢ d a

Circulant matrislerin bazi 6zellikleri asagida verilmistir.

i) A ve B nxn tipinde iki circulant matris ve a ve b iki skaler olmak iizere aA+bB

matrisi de bir circulant matristir [5].
14



Ornek 2.2.2.

1 3 2 5
A= ve B= circulant matrisler, a=2 ve b=4 alinirsa
31 5 2

12 32) (24 54 10 26
aA+bB = + =
(3.2 1.2} (5.4 2.4} [26 10}

aA+DbB matrisi circulant matris oldugu kolaylikla goriliir.

i) Ayni mertebeli iki circulant matrisin ¢arpimi da bir circulant matristir [5].

Ornek 2.2.3.

2 3 1 5) . .
A= , B= circulant matris olmak tizere,
3 2 51

5 21+35 25+31) (17 13
131425 35+21) |13 17

seklinde ¢arpimin da yine bir circulant matris oldugu goriiliir.

iii) Ayn1 mertebeli iki circulant matrisin ¢arpiminin degisme 6zelligi vardir [5].
Ornek 2.2.4.

Ornek 1.3.2.3. de ki A ve B matrislerini ele alinirsa

21+35 25+31) (17 13
3.1+25 35+21) (13 17

oldugu agikca goriliir.

iv) Bir circulant matrisin transpozu (devrigi) da circulant matristir [5].

15



Ornek 2.2.5.

a b cd a d c b

d a b c| . I ; |ba d c -
A= circulant matrisinin transpozu olan A" = matrisi de

c d ab c b ad

b c d a d ¢c b a

yine bir circulant matristir.

V) nxn tipinde bir A matrisinin circulant matris olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

60100 -0

60010 -0

c0o0oo01 -0
=

0000 -0

1000 -0

olmak tizere, Az =7xA olmasidir [5].

Ornek 2.2.6.
1 2 3 010
A=2 3 1| olsun. z={0 0 1 |olmak iizere,
31 2 1 00
31 2 2 31
Ar=l1 2 3|#|3 1 2|=7xA
2 31 1 2 3

esitligi saglanmadigindan A matrisi circulant matris degildir.

Ornek 2.2.7.
1 2 3 010

A=3 1 2| olsun. z={0 0 1| olmak iizere,
2 31 1 00

16



oldugundan A matrisi circulant matristir.

Tamm 2.2.8. [k satir1 (&,,8,,a,,...,a, ) olan skew circulant matris

& a & a,

—a, Q a, n-1
A= —a,, —4, Q n-2

8 a4 8 oA ),

bi¢iminde tanimlanan bir kare matristir ve bu matris SCirc(a,,a,,a,,...,a,) bi¢iminde

gosterilir.

Tamm 2.2.9. ik satir1 (a,,8,,8,,...,a, ) olan skew left circulant matris

a'l a2 an—l an

a & a, —a

a 4 - —a,

a, —a - —q., -4, nxn

seklinde tanimlanan bir kare matristir ve SLCirc(ai, a,,a,,..., 4, )ile gosterilir.

Tamm 2.2.10. neZ" ve i°=-1 olmak iizere W'=1 denkleminin

2irk
w,=e ", (k=0,12,...,n-1) koklerine birimin n. mertebeden kikleri denir. Eger Kk ile

n aralarinda asal ise W, kokiine birimin primitif kékii denir.

27i

Bu calismadak =1 durumu w, =w= en primitif kokii ele alinacaktir.

Teorem 2.2.11. A=SCirc(a,,a,,a;,...,, ) bir skew circulant matris olsun. Bu durumda;

17



i) A matrisinin  terslenebilir  olmasi  i¢in  gerek ve  yeter sart

27i pal

f(wkn);to (k=0,1,2,...,n~1) olmasidir. Burada f (x)=zn:ajxj‘1, w=e" vep=e" .
=

ii) Eger A matrisi terslenebilir bir matris ise 0 zaman A™ skew circulant matristir [17].

Teorem 2.2.12. Asagidaki ifadeler dogrudur.

1 0 0 0
00 - 0 -1
)@:=|0 0

-1 0 ortogonal matris ise

nxn

SCirc(a,,a,,...,a,)=OSLCirc(a,,a,,...,a,).
ii) [SCirc(a,a,,...a,)] =[SCirc(b,b,,...b,)] ise,

[SLCirc(a,,,,....&,)] =] SLCirc(by,~b,,...—b, )] [17].

18



3. BOLUM
SKEW CIRCULANT VE SKEW LEFT CIRCULANT MATRISLER

Bu bolimde, elemanlari genellestirilmis k-Horadam sayilari olan
skew ve skew left circulant matrisler tanimlanarak bu matrislerin terslenebilir oldugu
gosterilip, determinantlar: ve tersleri genellestirilmis k-Horadam sayilari ile karakterize

edilmisgtir.

Tamim 3.1. Elemanlar1 genellestirilmis k-Horadam sayilarindan olusan nxn mertebeden

bir skew circulant matris

Hk,l Hk,2 Hk,s Hk,n

_Hk,n Hk,l Hk,2 Hk,n—l

HS=|-H,.. -H., Hg, ... H.,
k 1 :k, :k,l . k., 2 (3)

_Hk,z _Hk,3 _Hk,4 Hk,l

seklinde tanimlanir ve H; = SCirc(H,,,H,,,... H, ) seklinde gdsterilir.

Asagidaki teoremde, elemanlari genellestirilmis k-Horadam sayilar1 olan skew circulant

matrislerin determinanti, genellestirilmis k-Horadam sayilar1 ile karakterize edilmistir.

Teorem 3.2. H? =SCirc(H, ;,H, ,,...H,,) skew circulant matris olsun. n>2 olmak

lizere HnS matrisinin determinanti,

n n— H,.H i+ ‘9 .
det(HS) k1‘9 T k1§ ZZ[ ki+2 ki'klk' l][gj

dir. Burada
E=—g (k)(Hk'n + Hk,O)’ 9=H,+H,,., ve H, , n. genellestirilmis k-Horadam
sayisidir.

Ispat. £=—g (k)(Hk'n - Hk,O)! 9=H,,+H,,., olsun. Teoremi ispatlamak i¢in

nxn tipindeki I" ve I, matrislerini
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1 0 1 0 0 00
H n-2
2.0 1 0 (éj 0 01
Hk,l 9
g(k) 0 0 1 —f(K) Y
_ o |2 0 1 0
'l 0 0 1 —f(k) —g(k)| I,= (3]
0 0 - REE o & 0 0
0 0 1 —fk) .- 0 9 1
0 1 —f(k) -g(k) 0 1 0 00

seklinde tamimlayalim. Burada & =—g (k)(Hk’n + Hk,O)' 9=H,, +H,,, dir. H: T ve

[T, matrislerin tanimlarindan ve matrislerin ¢arpimindan

Hy s In Hinn Hene o Hig Hi
0 n h,s hyy - h2(n—l) h,,
0 O 9
HIT, = -£ 4 0
-
0 0 g
0 0 0 &9

H .H n-2 H .H. n—(i+1)
elde edilir. Burada h,=H + k2__kin _Z[Hk‘i+2 _MJ(éj ,

Hk,l i=1 Hk,l g
n-1 n—(j+1)
, 3 H H o )
hn :ZHk,jﬂ(E ) h2j = Hk,n+3—j _% y (J =3,4;-..,n),
= ki

E=—-g(k)(H,,+H,,), $=H,,+H, ., dir. Ote yandan T' ve I, matrislerinin

(n-1)(n-2)
determinanti detI’ =detIl, =(-1) 2 oldugu g0z oniine alinirsa

20



det(TH, T, ) = det(T")det (H; ) det (1, )
= Hk,llgn_zhn

n— H, H n-2 H .H —(i+1)
=Hk,1(Hk,l+Hk,n+l) ZEH - kn_Z[ ki+2 — i kHlJ% }

k 1 !

n-2 n-1 H .H . (i+1)
:Hk,l(Hk,l+Hk,n+l) LHk,1+Hk,n+l_Z(Hk,i+2 MJ(EJ J

i=1

n— nop -1 H .H . n—(i+1)
R e
i=1 k1

elde edilir. Son esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa

e i-1
det(I‘H;Hl) - Hk,l(Hk,l + Hk,n+l)n71 - Hkﬁnzzl[Hk,nz _—HK’ZHK'M J(ﬁj
i-1

Hk,l

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. o

Teorem 3.2."' den faydalanilarak baz1 6zel durumlar asagida verilmistir:

v f(k)=g(k)=b=1ve a=0 igin, F, n. Fibonacci sayisi olmak iizere elemanlar

Fibonacci sayilar1 olan skew circulant matrisin determinanti

F

n

(det(FS) = (L+ F, )" — (- F)“ZF[“F j

seklindedir.
v f(k)=g(k)=La=2veb=1 i¢in, L, n. Lucas sayisi olmak iizere elemanlar

Lucas sayilar1 olan skew circulant matrisin determinanti
det(L3)=(1+L,.,)" —( ”2“ [ &j 1
nj)— +1 |:1 |+1 2 Ln
seklindedir.
v f(k)=2,g(k)=La=0veb=1 igin, P, n. Pell sayis1 olmak {izere elemanlari
Pell sayilar1 olan skew circulant matrisin determinanti

n-1 i-1
det(P*)=(1+P, )" - (—Pn)”’zz P (%j elde edilir.

i=1 n
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v f(k)=2g(k)=L,a=b=2 igin, Q, n. Pell-Lucas sayist olmak {izere

elemanlar1 Pell-Lucas sayilari olan skew circulant matrisin determinanti

det(Q“s ) - 2(2 + Qnﬂ)n_l o 2(_Qn o 2)n_2 i[Qi+2 o 3Q1'+1] (_ 22—:-%+1 J

seklindedir.
v f(k)=2,g(k)=1 a=b=1 igin g, n. Modified-Pell sayisi olmak iizere

elemanlar1 Modified Pell sayilar1 olan skew circulant matrisin determinanti

n-1 1+ q i-1
det(q: )=@+ qn+1)nil - (-1- qn)m2 Z[qi+2 -30;,,] (‘1—M]
i=1 +q,

seklindedir.
v f(k)=1 g(k)=2,a=0ve b=1i¢in, J, n. Jacobsthal sayisi olmak iizere

elemanlar1 Jacobsthal sayilar1 olan skew circulant matrisin determinanti

n-1 i-1
det(J7) =(1+J,.,)"" = (=23,)"?2> 7, (—P;jMJ
i=1

seklindedir.
v f(k)=1 g(k)=2,a=2veb=1igcin, j, n.Jacobsthal-Lucas sayisi olmak

tizere elemanlar1 Jacobsthal-Lucas sayilar1 olan skew circulant matrisin

determinanti

i-1
- N LS : 1+ j
det(j°) =1+ l_(—4-2 ”22 J. —5i _ n+l
(Jn ) ( Jn+1) ( Jn) — [ I+2 J|+1]( 44 Zjn j

seklindedir.

Teorem 3.3 (H; =SCirc(H,,,H, ..., H, ,) skew circulant matris olsun. O zaman
n>2 i¢in H> matrisi tersinir bir matristir.

Ispat. Teorem 2.2.11.'de verilen f(w"7) =0 oldugunu gdstermek teoremi ispatlamak

icin yeterli olacaktir. Genellestirilmis k-Horadam sayilarina ait Binet formiiliinden
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fw) =3 Hy, (wp)™
=

j=1

j=1

1 _X n(1+1") Yr2(1+r2”)]

L-r,| 1l-rw"p 1-r,w'p

elde edilir. Burada 1-rw"; = 0 ve 1—-r,w"; =0 olacag agiktir. Ote yandan yukarida ki
son esitlik diizenlenirse, m=1,2,...,n—1 igin,

aFHem 9 wW™n(H, ,+H, )
1- (1, +5,)W"n + 1wy’
_ He, +Ha + g(k)WmU(Hk,o + Hk,n)

1= f (k)w"n + g(K)w*"n*

H
f(w"n) =

bulunur. Varsayalim ki m=1,2,...,n—1 igin, f(w"7)=0 olsun.

1- f (K)W"n + g(K)W*"n? = 0 oldugundan Ho,+H . +9&w'n(H,,+H,)=0

H,+H
olacaktir. Buradan, w"7 = L nid ifadesi bir gercel sayidir. Diger taraftan,
—g(K)(H, o +Hy,)
. [(Zm +1) 7 )
W™y =exp| ——
n
(2m +1)7r .. (2m +1)71'
=C0S——+IsiIn—————,
n n

e (2m+1) 7z § .

oldugu g6z oniine alinirsa Sin————+— =0 olacag1 aciktir. Diger taraftan
n

2m+1 -

0< Q <27 igin W' =-1 elde edilir. Fakat x=-1,

Hyo +Hy ot + 9ROW™(H, o +H, ) =0(n >2) esitliginin bir kokii degildir. Bu ise

kabuliimiiz ile ¢eliseceginden m=1,2,...,.n—1 igin f(w"7) =0 elde edilir. Teorem

2.2.11. "' den ispat tamamlaniro.

Asagida elemanlar1 genellestirilmis k-Horadam sayilart olan skew circulant matrisin
tersini veren teoremi ispatlamak i¢in ihtiyag duyulan yeni bir matris verilecektir.

n-2

y

(n—2)x(n—-2) boyutlu ¥ = [t//ij ] - alt iiggen matrisnin elemanlari
23



Hk,1+Hk,n+11 = J
Vi = g(k)(Hk,0+Hk,n)7 i=j+1
0, diger durumlarda

n-2

seklinde tanimlansin. O halde ¥ = [l//ij] _21 alt iiggen matrisin tersi W™ = [l//'ij] :

[~g()(H,, +Hyo )]

L i
Vi (Hk,l + Hk,n+l) ' ()
0, <]

seklindedir.

Teorem 3.4. n>2 olsun. O zaman H; = SCirc(H,,,H, ..., H,,) matrisinin tersi

(Hns)_l = SCirc(m,, m,,...,m,) dir. Burada,

LHW“ _Hk~2Hk’”+1ij(_g(k)(Hk’n + Hk,o))i*1

1 = Hkl
m=—|1- : . ,
1 h“ ; (Hk,1+ Hk,n+l)l
H .H, . i
- [ k,n+1-i _Mj(_g(k)(Hk,n + Hk,O)) l
m, =1 -2 g3 s i ,
h,| Hi i=1 (Hk,1+ Hk,n+1)
H?2 .
(Hk,S_ k’zl(_g(k)(Hk,n"‘Hk,o))J 3
1 Hy. i
m; =— = (j=3/4,...n),
h" (Hk,1+ Hk,n+1)
&= —g(k)(Hk,n + Hk,o)' S=H +H, .
ve
h—H +Hk,sz,n —nZZ:(H _Hk,sz,iJrl](éjn(iﬂ)
n k.1 Hk’1 — k,i+2 Hk'l 9
dir.
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Ispat. Teoremi ispatlamak igin éncelikle TT, matrisini

Loohohy oy

Hk,l Hk,l Hk,l Hk,l

0 1 M M "oy

hn hn hn

IT, =

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 o .. 1

seklinde tanimlayalim. Burada & =-g(k)(H, ,+H,,), $=H ,+H, ..,

.o n—(j+1) H .H n-2 H H n—(i+1)
hn=ZHk‘j+1(§j ;= H s Z(HkM_M)[éj
=1 —~

j 4 Hk,l i= Hk,l g
hn Hk,ZHk,n+2—' Hk,ZHk,n+2—' H -
h, :h_L—H ! ~Hynaj |~ Hinopeor oy =Hiniaj — L' dir. @ verilen
n k.1 k.1

H 0 L
iki matrisin direkt toplami ve Q = (O o J olmak iizere, H>,I1, ve ' matrislerinin
tanimlarindan
THYTLIL = QY (5)

elde edilir. Ote yandan IT=TLI1, olsun. (5)' te verilen matrisin tersi

(HE) =m(Q*ew!)r (6)

n

seklinde olacaktir. Teorem 1.3.2.11."den H® skew circulant matrisinin tersi de skew

circulant matris olacagindan (Hf )_1 =SCirc(m,m,,...,m,) seklinde yazilir. Ayrica I1

% M ';]2 seklindedir. Dahast

n

hﬂ

matrisinin son satirinin elemanlari sirasiyla 0,1,

Y= [l//i,- ]:il matrisi ve Teorem 1.3.2.11 g6z 6niine alinirsa, (HnS )_l matrisinin son

satirinin elemanlari asagidaki gibi olacaktir.
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_ (H k,n+1-i _WJgi_l

m. = H,, +g(k)“zzl His
? hnHk,l hn i=1 ‘9i ,
H2
Hk’3 Hk,2
_m3 = h l9 ki ,
H .H, ,. | .
L2 2 [Hk,S—i_ k,|: k,4—|J§|—1
S (CT P PR NS
‘" hdg “H, ) h5 g '
HZ, H H., ). H . H...)
Hk'3 Hk’5_i _ k,2 k,4—i §I71 Hkye_i _ k,2" "k,5-i §I71
g(k) Hkl f (k) & His 13 H,
m, = - RiVMy | Py | ,
h 9 h, = ' h, = el

_HuHm¢q54 @hm_Huﬂm+Jg4

Hk,l

1 "H,,
+E‘§: g ,

Hy.H n-24 I H, ,H n-1-i i

_ Hk,n—l—i_M &t ) Hk'nii_M g
_g(k)n . Hia f(k)” 2 H,.

h :

i= lgi n i=1 lgi

HoH, o)
| j(HMHi_kiimw4]54
Simdi j=12,..,.n-2 igin $V=3

seklinde tanimlansin.

i=1 lgi
O zaman,
PSP (PR VL PR
k.3 H 2 k,5—i H
f(k)SYW —s@ f (k) = ki _ k1
(S =871 () === 9,
H2
[Hk,s o Hk’z J(_g(k)(Hk,n + Hk,o))
. k.l
- 2
(Hk,1+ Hk,n+l)
elde edilir.

26



Benzer sekilde,

H H . H, ).
. (Hk'n_i _ k 2H k,n-1- j§ -1 N ( . _ k,|2_| k,n—i Jfl_l
g(k)S£”*’+f(k>8£”*)=g(k); o +f(k); o
sz _ Hk,ZHk,l gn—S Hk I Hk,ZHk,n—l—i gi—l
' Hk,l =3 ’ Hk,l
=9(k) 5 +9(2, 3
_ HyoHins gi—l
n_2 k,n+1-i Hkl
+f(k)Z 5 '
H H, .. )
Hynoi =20 (=g (K)(Hy o + H )
n-2 Hkl
= Hk1+Hk,n+1)l
bulunur. Ayrica
HooHy o ) o HooHy e ) o
i (Hk,j+3—|_ k’ZH w12 ]5 ! j+1(Hk'j+4_i_ k'ZH o3 Jé: '
9()8" + 108y =87 =g () i +Y o
i=1 i=1
HoHo L)
j+2 (Hk,j+5i - k'2H :;l*“" ]fl_l
_Z _©
i g
H2)) HoH L)L H2)
(Hk,s_HM]gl [HM_ k|'_i k,3]§| [Hk,s_Hk'zj‘fM
k,1 k,1 k,1
== (k) gitt - it - gi+?

H? »
(Hk,g - Hk,z J(_g(k)(Hk'” + Hk,o))Hl
ki .
- (H,+H,,.)" (i=12,...,n-4)

olup, buradan

k.1

1

H H n+1-i i—
N (H e ](—g(k)(Hk,n +H )
1-

1 _
h =1 (Hk,l-i_Hk,m—l)I

H,.H n-i i—
L Hinas =5 | C(R)(Hy  + H )
m _1 _h_g(k)nf‘ Hia
’ hn Hk,l i=1

(Hk,l + Hk,n-*—l)i
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H2 .
(Hm - Hk'z](—g(kak,n +Ho)'
k1 - , (j=3,4,..,n),

1
m =—| —
h

]

(Hk,l + Hk,n+1)

bulunur ki ispat tamamlanir. o
Teorem 3.4. den faydalanilarak baz1 6zel durumlar asagida verilmistir.

v f(k)=g(k)=b=1ve a=0 i¢in, F, n. Fibonacci sayisi olmak {izere elemanlari

Fibonacci sayilari olan skew circulant matrisin tersi,

(Fs)il :%SC"C(Xy X,,.., X, )" dir. Burada

n
n

n-2 i-1 n-2 _ i-1
X1:1 ZF ( F) X2:—1— I:n—l—i Fn)

i= (F Fn+l) i= (F1+Fn+l).
o n—(i+1)
ST F
Xj:—m,(J:3,4 n)VEf —F+F Z_:L:F F F [11]

v f(k)=9g(k)=1 a=2veb=1 i¢in, L, n. Lucas sayisi olmak tizere elemanlari

Lucas sayilari olan skew circulant matrisin tersi,

(I_f])_1 :%SCirc(xi, X,,..., X, )" dir. Burada,

< 2 Ln+2| 3Ln+1|)( L 2) - _ _niz(LMl—i_3Ln—i)(_Ln_2)i_1
C Z (L1+|—n+1) = i=L (L1+Ln+1)i ’

X; =

5(-L,-2)"° L2 )
m,(; 3,4,..,n)vel, =L +3L, Zﬁ*z ,ﬂ)£ L1+LM] :

v f(k)=2, g(k)=1 a=0veb=1 icin, P, n. Pell sayis1 olmak tizere elemanlar1

Pell sayilari olan skew circulant matrisin tersi,

n

(Pf)" =piSCirc(xl,xz,...,xn)'dir. Burada,

n

n-2 i-1 n- 2 -
" ZF> (-P) o SRR
i= P +Pn+1) i=1 P +Pn+1)
) s o 3 —(i+1)
Xj:_szr(j:314!"'!n)ve pn:Pl+2Pn_ZPi Pn
(p pM) i1 R+P.a

28



v f(k)=1 g(k)=2,a=0veb=1 icin, J, n. sayisi olmak iizere elemanlari

Jacobsthhal sayilar1 olan skew circulant matrisin tersi,

(35)" = jiSCirc(xl, X, oo X, ),

n

(Z‘J )_l :_1_4n2 nll( 2‘1)_1
S e A e i e

j-3 n—(i+1)
X, =— Z(L)_z,(j—34 nvej =J +1J —ZZJ (LJ
(‘]1+Jn+l) i=1 J,+J

dir.

Tamm 3.5. Elemanlar1 genellestirilmis k-Horadam sayilarindan olusan nxntipinde bir

skew left circulant matris

Hk,l Hk,2 Hk,n—l Hk,n
Hk,z Hk,3 Hk,n _Hk,l

HnSL= Hk,3 Hk,4 _Hk,l _Hk,2 (7)
Hk,n _Hk,l _Hk,n—z _Hk,n—l

nxn

seklinde tanimlanir ve H®" = SLCirc(Hkyl, Heoneen Hk’n) seklinde gosterilir.

Teorem 2.2.12' den

10 - 0 0
00 - 0 -1
®@=[0 0 -+ -1 0
0 -1 0 0

nxn
ortogonal matris olmak iizere, elemanlar1 genellestirilmis k-Horadam sayilari olan skew

circulant matris ile skew-left circulant matris arasinda
SCirc(H,,,H, ... Hy o ) =OSLCirc(H, ;,H, ... H, )

bagintis1 vardir. Ayrica yine ayni teoremden

[sCirc(a,,a,,....a, ] =[ scirc (b, b,)] ise,
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[SLCirc(a,,a,,...a, )]_l =[ SLCirc(b,,—b,,...,~b, ) | bagmtilar: gegerlidir. Dolayistyla bu

boliimde verilen teoremler, II. Boliimde verilen teoremler ve Teorem 2.2.12. dikkate

alinarak ispatsiz sekilde sunulacaktir.

Teorem 3.6. H* =SLCirc(H,,, H,,,...H,,) skew left circulant matris olsun. O

zaman H > matrisinin determinanti

n(n-1) n-1 H . H . i1
o) =6 * (Hk’lgn_l - Hk,lé:n_zz[Hk,nz —%](ﬁj J
i=1 ki

seklindedir. Burada & =-g(k)(H,,+H,,), $=H,,+H, ., ve H, n. genellestirilmis

k-Horadam sayisidir.

Teorem 3.7.  H: =SLCirc(H, ,,H, ,,....H, ,) skew left circulant matris olsun. n> 2

igin H>" tersinir bir matristir.

Teorem 3.8. H =SLCirc(H, ;,H, ,,...H,,) skew left circulant matris olsun. n>2

igin H* =SLCirc(H,,,H, ..., H, ,) matrisinin tersi (HnSL)fl:SL(m'l,m'z,...,m'n) dir.

Burada,
H,H n+1-i i
Hynioi = [(=g(K)(Hy , + H, o))
o1 3 Hys
ml = 1_ i 1
h" i=1 (Hk,l + Hk,n+1)
(H —HKZ'ZJ(— ((H, , + Hy o))
1 k,3 H g k,n k,0
m, == i - (i=2,3,...,n-1),
h A
n (Hk,1+ Hk,n+1)
H,,H n—i i-
Hy i -2k (=g(k)(H, , +Hy,)) '
' 1 Hkyg 2 Hk,l
m, == =2+ g(k)). i ,
h,| His i=1 (Hk,l + Hk,n+1)

H,H,, 2 H,H, . )
g :_g(k)(Hk,n + Hkvo),19: Hk,l + Hk,n+1’hn = Hk‘l +%_Z[Hk,i+2 _%J(gj :

k.1 i=1 k,1
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4, BOLUM
UYGULAMALAR
Bu boliimde, III. boliimde verilen teoremlerle ilgili nlimerik 6rnekler verilmistir.

Ornek 4.1. Elemanlar1 Fibonacci sayilarindan olusan 4x4 mertebeden skew circulant

matrisin determinantini hesaplayarak bu matrisin tersini bulunuz.

1 1 2 3

-3 1 1 2 . .
matrisinin determinanti

-2 -3 1 1

-1 -2 31

et i-1
det(F®) = L+ F,..)"* —(-F)"* Y F, [“ ElJ
i=1 - n

—(14+5) —(-3) H%)O +1(_2)+2(_2)2}

=153

tersi ise,

n

(Fs)‘l :fiSCirc(xl, Xpreeer Xn)s

n

i=1

2
f,=1+3- 1(_—3j +1(_—3j U
1+5 6 4

N2 = —(i+1)
f,.=R+F,->F =
1 n+l
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1
(Ff)‘lzscwc(i,—g,—i,i
17’ 51’ 51'51

olarak bulunur. $imdi ayn1 matrisin determinantini ve tersini bir de maple programu ile

bulalim.
> with(linalg);

> Ol:i=matrix(4,4,[1,1,2,3,-3,1,1,2,-2,-3,1,1,-1,-2,-3,1]);

1 1 2 3
-3 1 1 2
Ol=
-2 -3 1 1
-1 -2 31

>det(01);
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153

>inverse(O1);

3 13 2 1
17 51 51 51
1 3 -13 -2
51 17 51 51

2 -1 3 -13
51 51 17 51
13 2 -1 3
51 51 51 17

Ornek 4.2. Elemanlar1 Lucas sayilarindan olusan 4x4 mertebeden skew circulant
matrisin determinantini hesaplayarak bu matrisin tersini bulunuz.

1 3 4 7
-7 1 3 4
-4 -7 1 3
-3 4 -7 1

matrisinin determinanti

det('—i ) = (1+ I—n+1)m1 _(_Ln - 2)n72 n (Li+1 _3Li+1)£_—1+ LnﬂJ

e -gorffe-s9f 30 3o (]

=3033

tersi ise,

(Li )_l :IESCirc(xi, Xp o0 %o ),

n

|_n 42 n—(i+1)
Ll + Ln+l

2
.4:“3.7_[(4_3_3)(_17;3 +(7_3.4>(_%ﬂ:%
+ +

33

= L1+3Ln—n2(lw—3lw)(—



< (Ln+2—i B 3Ln+l—i ) (_ I—n B 2)i_l

S (RN
_, (11-3.7)(-7-2)° (7-34)(-7-2)| 73
e 12 " (12) 48

1. 16 73 73

|, 337 48 1011

X, = —3_§(Ln+1i _3|_n7i)(_|_n _2)i—1

(L1+Ln+l)i

g |(134)(-7-2) (4-33)(-7-2)|_ 139
2~ 12 (12)° 48

116 ( 139) 139
= —X, = | = =—

|, 337 48) 1011

i-3

X,:M’(j:&‘lw"m

(|‘1-|_Ln+1)J

5-7-2)" 5
T i

1. 16 5 20
= —X = =

|, ° 337 12 1011

5(-7-2) 5

Co) 1

1 16 [ 5 5
= —X=—| = ==
16 337

(Ls)l_scirc( 73 139 20 5}
4 1011" 1011'1011° 337

olarak bulunur. Simdi de bu matrisin determinantinin ve tersinin maple programi ile

bulunmus, ekran goriintiisiinii verelim.
> with(linalg);
> 02:=matrix(4,4,[1,3,4,7,-7,1,3,4,-4,-7,1,3,-3,-4,-7,1]);
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1 3 4 7
-7 1 3 4
02:=
-4 -7 1 3
-3 4 -7 1
>det(02);
3033

>inverse(02);

73 139 20 -5
1011 1011 1011 337

5 73 139 20
337 1011 1011 1011
-20 5 73 139
1011 337 1011 1011
139 -20 5 73
1011 1011 337 1011

Ornek 4.3. Elemanlar1 Pell sayilarindan olusan 4x4 mertebeden skew circulant matrisin
determinantin1 hesaplayarak bu matrisin tersini bulunuz.

1 2 5 12

-12 1 2 5 L. .
matrisinin determinanti
-5 -12 1

-2 -5 -12 1

det(P%) = (1+P,.,)"* — (-P)" 2”2P.(“ P]

~ (1+29) —(-12)’ H—% +2(‘% 5(_%2}
=23076
tersi ise,

(Ps)” :piSCirc(xl, Xy X )

n
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2
p, =1+24- 1(_—12j +2(_—12j :%1
30 30 25

1 25 43 43
— X:L:_._:—
p, - 641 50 1282

N F)n—l—i (_Pn )i_l

X, =—2-

= (P+P..)

154

) :_2{2.(—12)0 1.(—12)}_

+ = |=
30 (30)

1. _(_154)__ 154
p, ~ 641\ 75) 1923
_p)i-3
XJZ_LH,(J'ZQ,A,,,,,n)
(P1+Pn+l)
Lo (12”1
? 30 30
1, é(i)i
p, ° 641\ 30) 3846
(H12) 1
(30 75

1. 25 1 1

:> 4_—.—_—
p, © 641 75 1923

43 154

5

1

(P’ )71 = SCirc —— ——,
1282 1923 3846 1923
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olarak bulunur. Simdi de bu matrisin determinantinin ve tersinin maple programi ile

bulunmus, ekran goriintiistinii verelim.

> with(linalg);

> O3:=matrix(4,4,[1,2,5,12,-12,1,2,5,-5,-12,1,2,-2,-5,-12,1]);

1 2 5 12
-12 1 2 5
-5 12 1 2
-2 -5 -12 1

>det(03);

23076
>inverse(03);
43 -154 -5 1
1282 1923 3846 1923

-1 43 154 -5
1923 1282 1923 3846

5 -1 43 154
3846 1923 1282 1923
154 5 -1 43

1923 3846 1923 1282

Teorem 1.3.2.12° den yararlanarak Ornek 4.3.” de verilen skew circulant matristen

asagidaki skew left ciculant matris elde edilir.

0 0 0Y(1 2 5 12\ (1 2 5 12
0 0 -1||-12 1 2 5| |2 5 12 -1 _

. = =SLCirc(1, 2,5,12)
0 -1 0|5 -12 1 2| |5 12 -1 -2

-1 0 O -2 -5 -12 1 12 -1 -2 -5

o O O B+

buradan skew left circulant matrisin determinantinin

det(P®) = det(P™) = 23076
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oldugu goriiliir.
Yine Teorem 1.3.2.12° den skew left circulant matrisin tersinin de asagidaki gibi oldugu

kolayca gortiliir.

43 -154 -5 1 43 -1 5 154
1282 1923 3846 1923 1282 1923 3846 1923
1 43 -154 -5 |(1 0 0 O 1 5 154 -43
1923 1282 1923 3846 | |0 0 O -1|_|1923 3846 1923 1282
5 1 43 -154|l0 0 -1 0| | 5 154 -43 1
3846 1923 1282 1923 |(0 -1 0 O ) |3846 1923 1282 1923
154 5 -1 43 154 -43 1 -5
1923 3846 1923 1282 1923 1282 1923 3846

Bdmazﬁiar:SGm(43 g ]'j

12821923 ' 3846 '1923

[SLCirc(1,2,5,12)]—1=S|_Circ( 43 -1 5 154}

128219233846 '1923

Ornek 4.4. Elemanlar1 Jacobsthal sayilarindan olusan 4x4 mertebeden skew circulant

matrisin determinantini hesaplayarak bu matrisin tersini bulunuz.

1 1 3 5

5 1 1 3 . .
matrisinin determinanti,

-3 -5 1 1

-1 -3 -5 1

n-1 i1
dmu§y=a+¢ﬁrl—¢2%yZzzpjﬂ}ZjM)
i=1

n

=@+1ns—caof{2(~§f+2(—§]+6(‘§f}

=904

bulunur. Tersi ise,
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(JS)’1=_isc:irc(x1,x2 ..... X),

n
n

n_2 93 (i+1)
j=J,+J -2> J. 5
Jn 1 n Z I[Jl—i—.] J

i=1

2
J,=1+5-2 1(—§J +1(—§j _3
6 6 18

n-2 i-1

1 + ‘]n+l)

. =12H&(m)‘) JJ{l.(lO)H 23
12 (12" J| 36

1 18 23 23

i 11336 226

2 L ( ZJ )I -1
; (J +Jn+1)
- _1_4{1.(—10)0 . 1.(—1?)} 19
12 (12) 18

1 18 ( 19) 19
= X = = =
Js 113 \ 18 113

2(-2J )1®

X.:——n., .:3,4,...,n
J (‘]14_“]n-¢—l)1_2 (J )
~2(-10 1
3 12 6

18 ( 1] 3
= —X=—| = ==
j, > 113 6) 113
2.(-10) 5
X4 =— Z  an
(12) 36
18 5 5
= —X, = —=—
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(02) =scire 2,19 3 5
226 113 113 226

olarak bulunur. Simdi de bu matrisin determinantinin ve tersinin maple programi ile

bulunmus, ekran goriintiisiinii verelim.
> with(linalg);

> 04:=matrix(4,4,[1,2,5,12,-12,1,2,5,-5,-12,1,2,-2,-5,-12,1]);

&n

=

=
= = W O

-1 -3 -5
>det(04);
904
>inverse(0O4);

23 -19 -3 5
226 113 113 226
5 23 -19 -3
226 226 113 113
3 5 23 -19
113 226 226 113
19 3 -5 23
113 113 226 226

Teorem 2.2.12” den yararlanarak Ornek 4.4.” te verilen skew circulant matristen

asagidaki skew left ciculant matris elde edilir.

1 0 0 O 1 1 3 5 1 1 3 5
o 0 0 1|51 1 3 1 3 5 -1 i
. = =SLCirc(1,1,3,5)
0 0 -1 0 -3 5 11 3 5 -1 -1
0 -1 0 O -1 -3 51 5 -1 -1 -3



buradan skew left circulant matrisin determinantinin

det(J°) = det(J ") = 904 oldugu gériiliir.

Yine Teorem 1.3.2.12 den skew left circulant matrisin tersinin asagidaki gibi oldugu

kolayca goriiliir.

23 -19 -3 5 23 -5 3 19
226 113 113 226 226 226 113 113
5 23 -19 -3|(1 0 0 O 5 3 19 -23
226 226 113 113 |0 0 0 -1| 226 113 113 226
3 -5 23 -19||0 0 -1 0| | 3 19 -23 5
113 226 226 113||l0 -1 0 0) |113 113 226 226
19 3 5 23 19 23 5 -3
113 113 226 226 113 226 226 113

[SLCirc(1,1,3,5)] = SLCirc(ﬁ,i,i,Ej
226' 226113113
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5.BOLUM

TARTISMA VE SONUCLAR

Bu calismada elemanlar1 genellestirilmis k-Horadam sayilari olan skew ve skew left
circulant matrisler tanimlanarak bu matrislerin determinantlari, terslenebilir olduklar1 ve
tersleri genellestirilmis k-Horadam sayilari ile karakterize edilmistir. Son bolimde elde
edilen teoremlerle ilgili niimerik Ornekler verilmistir. Calismanin igeriginden de
goriilmektedir ki, elde edilen veriler literatiirde yer alan 2. mertebeden 06zel sayi

dizilerinin genellemeleridir.

Elemanlar1 genellestirilmis k-Horadam sayilarindan secilen skew ve skew left circulant

matrislerin normlar1 da incelenebilir.
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