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OZET

BULANIK SAYI DiZILERININ DURULAMA METODLARI UZERINE
Figen YILDIZ
Nevsehir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Haziran 2013
Tez Damisman: Dog. Dr. Mehmet SENGONUL

Bu tezin ilk bsliimiinde bulanik kiimeler ve onlarin cebirsel 6zelliklerine dair literatiirde

bulunan tanim ve teoremlere yer verilecektir.

Ikinci bolimde, 6nce kesin bir degerin bulaniklastirilmasi yéntemleri hakkinda bilgiler
verildikten sonra bulanik kiimelerin Hellendorn ve Thomas[7], Sugeno[19], Yager ve

Flev[23] tarafindan literatiire kazandirilan durulama metodlari tanitilacaktir.

Ugiincii  bslimde Sengéniil ve Zararsiz[25] tarafindan tamimlanan bulanik say

dizilerinin durulamast hakkinda verilen tanim ve teoremler ele alinacaktir.

Son boliim olan tezin orijinal kisminda, bulanik sayi dizilerinin benzerliginin &l¢tisii

tanimlanacak ve bu tanima dayal teorem ve ispatlarina yer verilecektir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik sayi, bulanik say: dizisi, bulandirma metodlari, durulama

metodlari.
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ABSTRACT

ON THE DEFUZZIFICATION METHODS OF THE SEQUENCES FUZZY
NUMBER
Figen YILDIZ
Nevsehir University, Graduate School of Natural and Applied Sciences
M.Sc. Thesis, June 2013
Thesis Supervisor: Assist. Prof. Dr. Mehmet SENGONUL

In the first part of this thesis is found in the literature on fuzzy sets and their algebraic
properties will be included in the definition and theorems.

In the second part , after giving information about the fuzzification methods of an exact
number , it will be introduced the defuzzification methods of the fuzzy sets, gained to
the literature by Hellendom and Thomas[7], Sugeno[19], Yager and Filev[23].

In the third part, it will be handled the definitions and theorems, given about the
defuzzification of fuzzy number sequences which were also defined by Sengdniil and
Zararsiz[25].

The last chapter of the thesis that the original part of the similarity measure defined
sequences of fuzzy numbers and will be included in this definition based on the

theorems and proofs.

Keywords: Fuzzy numbers, fuzzy number sequences, fuzzification methods,

defuzzification methods.
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1. BOLUM

GIRIS
1960'larin ortasinda Liitfi Zadeh'in yaptigi ¢alismalarla ortaya atilan bulanik mantik
yaklasim ile dis diinyadan gelen verilerin daha uygun bir sekilde degerlendirilebilmest
miimkiin olabilmektedir. Dogu kiiltiirliniin etksiyle Zadeh'in ortaya koydugu bulanik
mantik anlayis1 batinin dualist diisiince sistemi nedeniyle uzun siire Avrupa ve
Amerika'da kabul gérmedi. Uzak dogu iilkelerinde bulanik mantiga dayali teknolojik
tirtinlerin kullanilmaya baglamasiyla batida da bulanik manti, onun ortaya koydugu
felsefe ve teknolojik uygulamalar1 bati bilim adamlarinca yakindan incelenmeye
baslandi. Bulanik mantigin temelleri ve temel bilimleri ve o6zellikle matematik ve
fiziksel bilimlere etkisi giin gectikge daha da belirginlesmektedir. Bilgisayarlarla bilgi
isleme, biligim ve yapay zeka alanlarinda da yepyeni olanaklar sunan bulanik mantik
kesin akil yiiriitme yerine yaklagik akil yiirlitmeye odaklanmaktadir. Bulamk mantik
bulanik kiime teorisini de kapsar. Dolaysiyla kiimeler iizerinde tarif edilen biitiin
kavramlarm bulanik kiime karsiliklarini elde etmek miimkiindiir. Ornegin; Matloka[10]
tarafindan bulanik say: dizilerinin limitlerinin tarifinden sonra Nanda[15]'min yakinsak
ve smurh dizilerin uzaylanim tarif etmesi ve bunlarla ilgili bazi teoremleri
yayinlamasindan sonra bu alanla ilgili bir¢ok arastirmaci yaptig1 ¢alismalari segkin
dergilerde yaymlatmiglardir, [10], [15, [20], [21].
Klasik anlamda bagmti, bos olmayan iki kiimenin kartezyen ¢arpiminin alt kiimesi
olarak tarif edilir. Bilinen klasik bagintilardan bir tanesi de benzerlik bagmntisidur.
Benzerlik bagintist, denklik bagintisinin bir genellenmesi olarak diigiiniilebilir. Bulanik
anlamda benzerlik ¢aligmalar1 hakkinda literatiirde birgok makale mevcuttur, [4], [9],
[11], [12], [14], [18]. Bu c¢aligmalarm tiimiinde bulanik benzerlik bagmntilarinin
uygulamalari hakkinda teoremler verilmistir. A=(a, @,, @5, a,) ve B= by, by, by, by)

bulanik kiimelerinin benzerliginin derecesi hakkinda ilk ¢aligmalar1 Chen [18];
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Y=y 1850

S{4,B)=1—- 4 olarak ve Hsieh, Deng Yong, Shi- Jay Chen’ de Chen' in

fikrini gelistirerek iki bulanik kiimenin benzerliginin derecesini belirleyen yeni tarifler
vermiglerdir. Yukarida ifade edildigi gibi iki bulanik kiimenin benzerliginin derecesi ele
alinnugtir. Biz bu ¢alisgmamizda bulanik say: dizilerinin benzerliginin derecesi tammim
yapip bununla alakali orjinal teoremleri son bdliimde sunduk. Béylece bulanik say:
kiimelerinin benzerligi derecesini dizilere genigleterek literatiirdeki bosluklar

doldurmay1 amagladik.



2. BOLUM

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu béliimde bulanik kiimeler ve onlarin 6zel bir hali olan bulanik sayilarin cebirsel 6zellikleri
ve baz1 topolojik 6zellikleri hakkinda temel tamim ve teoremler sunulacaktir.

2.1 Interval ve Intervallerin Aritmetigi

R reel sayilar kiimesinin her kapalt alt araligina yani, E; = {z=[u",u™]:u~ <ut,u",ut €
R} kiimesinin herbir elemanina interval sayr denir. # = [u™,u™] ve v = [v™,v"] interval
sayilan: verilsin. Eger u~ = v~ ve ut =% ise u ve V interval sayilarina esittir denir ve
kisaca % = v ile gosterilir, [13].

Eger bir % = [u~,u™] interval sayis1 verildiginde = = u™ ise % interval sayisina dejenere

interval say1 denir. Dejenere interval sayilar bir tek reel sayiy1 temsil eder.

Tamim 2.1. Herhangi %= [u~,u") ve v = [v~,v"| intevalleri verilsin . u = [u~,u™] ve v =
[v=,v"] intervallerinin toplam, farki, carpim, bir skaler ile ¢arpimu ve béliimii swras ile
asagidaki gibi tanimlanir:

Gv= [w=+v=,ut +vT, a—v=[u" —v",ut —vt], iV = [minRy,maxR,),

[ow™,ou™], o>0 ise,

[out,om™], a<O ise

ve U/V = [minRy,maxRy)] seklinde ifade edilir, burada Ry = {u~v™,u~ vt utv",u™vt} ve

Ry ={u /v_,u” /vt,ut /v ,ut /vt}dir [13]

Uzaklik kavrami analizin en 6nemli kavramlarindan olup, limit, siireklilik v.s gibi topolojik

kavramlar uzakliga dayandirilir. Bu nedenle bulanik sayilarin, dolayisiyla bulanik kiimelerin



topojisini olusturmak i¢in kullanilan uzaklikla yakindan ilgili oldugundan, Once interval

sayilarinin kiimesi E; tizerindeki metrigi tanimlayacagiz.

Tanmm 2.2. 7= [u",u™] ve v = [v_,v1] interval saylarimin aralarnindaki uzakhk,
d(u,v) = max{|u= —v~|,jut —v*|} 2.1

seklinde tammlamir. Eger U ve V tek nokta intervalleri yani @ = [u,u] ve v = [v,v] ise bu

durumda (2.1) ifadesi reel sayllar arasindaki uzakliga indirgenir. Gergekten,
d([u,ul, [v,v]) = max(ju—vl,[u—v|) = [u—v|

dir.

Lemma 2.1. Biitiin interval sayilarin ciimlesi E;, d : E; X E; — R ile tamiml
d(a,b) = max{la™ = b7, Ja* — b}

fonksiyonu ile beraber tam metrik uzaydur, [13].

2.2 Bulanik Kiimeler

Kiime ortak 6zelliklere sahip nesneler toplulugu olarak tamimlanir. Verilen ortak ozellige
sahip her bir nesneye o kiimenin bir eleman1 denir. Kiimeleri elemanlarinin ortak 6zelligini
yazarak veya kiimeye ait elamanlari tek tek yazarak ifade edebiliriz. Fakat evrensel kiimenin
bir alt kiimesini ifade etmenin bir diger yolu da karakteristik fonksiyon ad1 verilen ve bir X
evrensel kiimesinden {0, 1} kiimesine taniml1 bir # fonksiyonunu kullanmaktir. Bu fonksiy-
ona karakteristik fonksiyon adi verilir. Karakteristik fonksiyon ele alinan 6zellige sahip olma
ve olmama durumuna goére 1 ve 0 degerlerini alarak ifade etmek istedigimiz kiimenin ele-

manlarini belirler. Yani bir A C X kiimesini karakteristik fonksiyon yardimu ile Vx € X i¢in,

1, x€A ise,
Uup =
0, x€A ise



seklinde belirleyebiliriz.
Iki degerli olan bu yaklagim, Zadeh[24] tarafindan matematigin reel problemlere uygulan-
masina esneklik kazandirilmas: bakimindan agagidaki gibi genigletilmisg, dilsel degiskenler

adi verilen, biraz, 1lik, sicak vs. gibi durumlar matematiksel olarak ifade edilmistir.

Tamm 2.3. X evrensel kiime ve A C X olsun. Bulanik A kiimesi, us : X — [0,1] ile tammh
fonksiyonla belirlenir. uy fonksiyonuna iiyelik fonksiyonu (veya cikti fonksiyonu) denir. Bu-
rada ua(x) deferi, x € X’ in iiyelik derecesini gostermektedir. A kldsik anlamda bir kiime
oldugu zaman iiyelik fonksiyonu sadece 0 ve 1 degerlerini alir. up(x) = 1, x'in X e kesinlikle
ait olmast ve up(x) = 0 ise x’in X ’e kesinlikle ait olmamas: anlanmndadir. Genel olarak bir

X evrensel kiimesinin bulanik bir A alt kiimesini

A= {(x,ua(x)):x € X,us(x) €[0,1]} (2.2)

ile gosterebiliriz.

Bir X evrensel kiimesinin biitiin bulanik alt kiimelerinin kiimesini ¥ (X) ile gosterelim.

Tamim 2.4. Bir A bulanik kiimesinin bog olmasi icin gerek ve yeter sart Vx € X icin ua(x) =0

olmasidiy, [22].

Tanim 2.5. A ve B gibi iki bulanik kiimenin egit olmasi i¢cin gerek ve yeter sart Vx € X icin

ua(x) ve vp(x) iiyelik fonksiyonlarimn egit olmasidr, [22].

Tamm 2.6. Bir A bulanik kiimesinin konveks olmast icin gerek ve yeter sart [0, 1] araligindaki

biitiin o’ lar igin

Io={x€X ulx)>a}



seklinde tamimlanan Uy kiimesinin konveks olmasidy, [24]. Ya da bir bulanik kiimenin kon-
veks olmasi demek Vo, € [0, 1] ve Vx1,x; € X igin,
u(ox) + (1 —o)xp) > min{u(xy),u(x2)}

dir.

Tamm 2.7. Bir A bulanik kiimesinin destek kiimesi
des(A) ={x € X|u(x) >0 ve x€ X}

ile tanimlanir.

Tamim 2.8. A,B € F(X) ve ua(x), A min, vg(x) de B nin iiyelik fonksiyonu olsun. Vx € X igin
ua(x) < vg(x) oluyorsa A bulanik kiimesi, B bulamk kiimesinin alt kiimesidir denir ve A C B

seklinde gosterilin, [24].

2.3 Bulanik Sayilar
X evrensel kiimesi 6zel olarak R reel sayilarin kiimesi olarak alinsin. Bir bulanik A kiimesini
belirleyen u : R — [0, 1] ile tammli u iiyelik fonksiyonu agagidaki sartlan saglarsa A’ya, R

tizerinde bulanik sayi denir, [8]:

(1) A normaldir. Yani u(xo) = 1 olacak gekilde en az xy € R mevcuttur.
(2) A konvekstir.

(3) A y1belirleyen u fonksiyonu iistten yan siireklidir.

(4) A kompaktir. Yani °[A] = {x € R|u(x) > 0} kiimesi kapal ve sirlidr.

[19] daki notasyona gore bir bulamik say1 & = (u™,u,u™) igliisii ile temsil edilebilir. Bu-
rada u~, # bulanik sayismin sol bulanikhk yayilimimi u*, & bulanik sayisinin sag bulanik-
Iik yayilimini, # de iiyeliginin derecesi 1 olan reel sayiy1 gostermektedir. Biitiin bulamk

sayilarinin kiimesini E' ile gosterelim.



Bulanik sayilarin dizileri ve bulanik sayilarin dizi uzaylari hakkinda literatiirde bir¢cok ¢alisma
yaptlmigtir, [1], [8], [10], [20]. Bu ¢aligmalarin hemen hepsinde ortak olarak verilen biitiin

bulanik sayilarin dizi uzayi
w(E") = {ii = (iy) = ((ug s, ) 8- N — EV (k) = (w7, iy, 7)) (2.3)

seklinde tammlanmaktadir. Burada her k € N i¢in (i) bulanik sayi dizisinin uk—,uk,u;'
sirasiyla ilk, orta ve son elemanini temsil eder. uy —u, ve u,‘: — 1y, reel sayilar1 sirasiyla

her bir k € N i¢in #;, min sag ve sol bulaniklig1 olarak adlandirtlir.

Herhangi bir r reel sayisi,

1, t=r ise,

0, t#r ise
seklinde tanimli bir 7 bulamk say1 olarak diigtiniilebilir, [1]. Herhangi bir r reel sayis1 (u™, 2, u™)
licliisii ile (r,7,7) yani 4™ = r,u = r,u’ = r olarak verilir. Bu ise reel sayilar kiimesi bulanik
sayilar kilmesinin &zel bir hali oldugu fikrini verir.
E! nin elemanlar u, v gibi kiigiik harflerle gosterilecektir.
Kesim kiimeleri, bulanik say: kiimelerinin cebirsel ve topolojik yapilarinin incelenmesinde
onemli rol oynar. u bulanik kiimesinin a—kesim kiimesi X evrensel kiimesinin kesin bir alt
kiimesidir. o € [0,1] olmak iizere R’de tanimli bir u bulanik kiimesinin %u ile gosterilen

o—kesim kiimesi ve **u ile gosterilen giiglii o.—kesim kiimesi sirasiyla,

“u={x:u(x)>a ve x€X}

“Fu={x:ulx)>o ve xe X}

seklinde tanimlanir. Vo € [0, 1] igin u® kesim kiimesi ®*u = [u~ (), u™ (at)] seklinde R’ nin

kapal1 bir alt araligin belirler, [5].

Teorem 2.1. u € E! ve herbir o. € [0,1] igin *u = [u~ (), u™ (at)] olsun. Bu durumda



(1) u (a);(0,1] iizerinde sumrh, soldan siirekli ve azalmayan bir fonksiyondur,

(2) ut(a); (0,1] iizerinde suurly, soldan siirekli ve artmayan bir fonksiyondur,

(3) u=(a) ve u™(Q) fonksiyonlari, o = 0 noktasinda sagdan siireklidir,

@) u= (1) <u™(1)
sartlart mevcuttur. Eger o ve B yukandaki (1 — 4) sartlanint saglayan iki fonksiyon ise o
halde herbir o € [0,1] igin “u = [u~(ar),u* (01)] olan bir tek u € E' vardir ve u™ (o1),u™ (ct)
fonksiyon ¢ifti icin elde edilen u bulamik sayisi; u: R — [0,1], u(x) = sup{a:u (o) <

ut (o)} seklinde tamimlan, [6).

2.4 Bulanik Sayilarin Aritmetigi
Bulanik sayilarin toplamasi, ¢ikarmasi, carpmasi ve bélmesi asagidaki bicimde tamimlanir.

1. Toplama: u,v € E' olmak iizere u + v toplami o-kesim kiimeleri yardimiyla

S 4%y = [ 2 u) [P ] = P %yt %y (2.4)

bi¢iminde tanimlantr, [8].

2. Cikarma: u,v € E! ise a € [0,1] olmak iizere u — v farki o kesim kiimeleri yardimiyla

0y 0y, [och,a u+] _ [ocv—’ocv+] o= [au— _Gyt oyt o v

bi¢giminde tanimlamr, [8].

3. Carpma: u,v € E! ve a. € [0, 1] olmak iizere u.v garpimn,

O %y = [%y % ut].[* 5T

= [min{%". % *ut %7 %y %7 %y ST max{%ut. % P ut %y Sy ST % %Y

seklindedir, [8].



4. Bolme: u,v € E' olmak iizere iki bulanik sayimin bélimii, *v=,%*vF # 0 ve Vo € [0, 1] igin
au/av — [ocu—7(x u+]/[otv—.av+]
= [min{%u" /% Cut /% *um /% % u /T ) max{%ut /% Fut /T S /N,
au—‘/av“‘}]

seklindedir, [8].

Ornek 2.1. u ve v bulanik sayilarin: sirasiyla u(x) ve v(x) tiyelik fonksiyonlar: yardimiyla
asagidaki sekilde tanumlayalim.
0, x<-1 ve x2>3 ise,
u(x)=q =, xe(=1,1] ise - 2.5)

; x€[1,3) ise

0, x<1vex>5 ise,

v(x) =< b x€(1,3] ise . (2.6)
% x €[3,5) ise

%y =[20—1,3-2a), v = 2004 1,5 — 20 oldugundan dolay: (2.4) ifadesinden
“(u+v)=*u+%v=[40,8 — 40a]
elde ederiz. Dolayistyla [40., 8 — 40l intervali kullamlarak elde edilen u ve v bulanik sayilarinin

toplami olan z bulanik sayisimn iiyelik fonksiyonu ;

0, x<0 ve x>8 ise,
z2(x)=4 %, x €(0,4] ise Q.7

==, x € (4,8] ise
dir.

Benzer olarak u ve v’nin farki “u = 20— 1,3 — 20, *v = 20+ 1,5 — 20 oldugu dikkate

almarak u — v farkinin o seviye kiimesini

“(u—v)=[40—6,2 — 40
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seklinde yazabiliriz ve u — v’nin iiyelik fonksiyonu

0, x<—-6 ve x2>72 ise,
(u-v)(x)=4q &8 xe(-6,-2 ise,  olur (2.8)
T, x€[-2,2) ise
Ayni sekilde u ve v bulamik sayilarimin ¢arpum onlara karsilik gelen o— seviye kiimeleri

kullanilarak u ve v nin 0.— seviye kiimelerinin ¢arpinini

(o) [—402 + 120,— 5,402 — 160+ 15], a € (0,0.5] ise,
u.y)—

[—402 — 1,402 — 160+ 15], o € (0.5,1] ise

seklinde elde ederiz ve *(u.v) ye karsilik gelen bulanik sayimiz ise;

{

0, x< =5 ve x2>15 ise,
|
[3_(42_x)]2, x € [—5,0) ise
(uv)(x) = | olur.
(1—2)()2 ; x €[0,3) ise
(=00 x € [3,15) ise

Son olarak w’nun ve v’nin boliimii

[2a—1)/2a+1),(3—20%)/(2a+1)], o€ (0,0.5] ise,

H(u/v) =
[2a—1)/(5—2a),(3—202)/(2a+1)], o€ (0.51] ise
den

( 0, x<—-1 ve x2>3 ise,

ar o —1<x<0 ise
(u/V)(x) =4 ** - olur.

Sx+1 1
zfciz, 0<x< 3 ise

| 23;;_:‘2, %§x<3 ise

Bulanik sayilar, onlar1 temsil eden iiyelik fonksiyonlarmin sekillerine gore isimler alirlar.
Ornegin iiyelik fonksiyonu, iicgen goriiniimlii ise icgensel bulamk kiime, yamuk goriiniimlii
ise yamuk bulanik kiime olarak adlandirilir. Genel olarak uygulamalarda elde edilen sonuclar
iiyelik fonksiyonlarn goriiniimlerine fazla duyarli olmadiklarindan, tiggen ve yamuk bulanik

kiime gosterimde kolaylik olmas1 bakimindan Ornek 2.1 de verilen u ve v bulanik sayilarini
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sirastileu=(--1,1,3;1) ve v=(1,3,5;1) siralilar1 ile temsil edilebilirler. Bu sirahlari kulla-
narak toplama ve ¢arpma iglemlerini sirastyla u+v = (—1,1,3;1)+(1,3,5;1) = (0,4,8; 1),
uv=(-1,1,3;1).(1,3,5;1) = (—1,3,15;1) seklinde yazarsak Ornek 2.1 verilen sonuglara
esit sonuclar elde edebiliriz. Bu tip verilen aritmetik islemlere kargilik gelen tiyelik fonksiy-
onlar1 Omek 2.1 de verilenlerle ¢ok yakin oldugu kolaylikla gériilebilir. Tezimizde bulanik
sayilar veya bulanik kiimeleri temsil ederken yerine gore yukaridaki bicimde tarif ettifimiz
gosterimleri kullanacagiz.

Verilen bir kiime lizerinde cebirsel iglemlerle beraber bir uzaklik tanimlandiginda o kiimenin
oldukca zengin bir yapiya kavugacagini reel veya karmagik sayilarin kiimelerinden biliyoruz.
Bu nedenle, agagida bulanik sayilar kiimesi iizerinde bir metrik tamimlayarak daha zengin

yapilara ulagsmay1 hedefliyoruz.

Tamm 2.9. u,v € E! olsun. u ve v bulanik sayilar: arasindaki uzaklk d : E' x E' — R olmak

lizere,

d(u,v) = sup d(*u,*v)= sup max{|u” (o) —v~ ()|, |u" (c) —=vF ()|}
ael0,1] aelf0,1]

seklinde tammlaniy, [21].

Yukarida Ornek 2.1 de verilen u ve v bulanik sayilar1 arasindaki uzaklik

d(u,v) = sup d(o*, &) = sup max{|(2a—1)— 20+ 1)|,|(3 —2a) — (5 —2a)|} =2
oel0,1] a€(0,1]

dir.
E! iizerinde tammli d metrigi asagidaki lemmada verilen (1)-(4) 6zelliklerini sagladigim

gostermek kolaydir.

Lemma 2.2. u,v,w,z € E! ve k € R olsun. O zaman

(1) (E',d), tam metrik uzaydur, [16).
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(2) d(ku,kv) = |k|d(u,v).

3) d(u+v,w+v) =d(u,w).

@) d(u+v,w+z) <d(u,v)+d(w,z) sartlan saglanwr, [21].

2.5 Bulamk Sayi Dizileri

f:N—= E'k— f(k) = (u) seklinde tanimlanan fonksiyona, genel terimi u; olan bulanik
sayilarin bir dizisi denir ve i dizinin &. terimi olarak adlandirilir. Yani bu tanima gére herbir
k dogal sayisina bir bulanik sayist kargilik gelmig olur, [10]. Bulanik sayilarin dizi uzay-
lar1 tizerindeki ¢aligmalarin bir cogunda diziler, sonraki boliimlerde tanimlayacagimiz gibi,
aslinda verilen bir reel say1 dizisinin terimlerinin liggen veya yamuk bulandirma teknigi kul-

lanilarak elde edilen bulanik sayilarin dizisi olarak ele alinmisgtir.
Biitiin bulanik say1 dizilerinin kiimesini w(E') ile gosterelim.

Ornegin, u: N — E! seklinde tanimlanan u = u(x fonksiyonu
g $

x—k, x€lk—1,k| ise
up(x) =< k—x, x¢€lkk+1] ise 2.9)

0, diger durumlarda
ile verilsin. Her bir k € N i¢in u;(x)’lar bulanik say1 olma sartlarini saglar.

Genel olarak iiggen iiyelik fonksiyonlarina sahip bulanik sayilarin bir dizisi

M(x),  x € [a by
we(x) =< m(x), x€ by, cil (2.10)
0, diger durumlar
ile verilen u; : R — [0,1] fonksiyonlarinin bir dizisidir, burada Ay(x) fonksiyonlari her &
dogal say1s1 igin [ay, by] araliklarinda artan, siirekli ve u(x) fonksiyonlart her k dogal sayisi

i¢in [by, cx] araliklarinda azalan, siirekli fonksiyonlardir. Bulanik sayilarin tamminda verilen

(1) numaral 6zellik, bir bulamik say1 dizisinin her bir terimi tarafindan saglanir. Dolayisiyla
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(2.10) de verilen bulanik sayt dizisi i¢in
(ur) = (ap, bi, i3 1) 2.11)

gosterimini kullanmak bir ¢ok kolayligi beraberinde getirir, burada ay, by ve ¢ reel sayilarin
dizileridir ve herbir k£ € Nigin a; < by < ¢y, esitsizligini saglamalidir. Kolayca agagida verilen
tanimlann (2.10) ve (2.11) gosterimleri i¢in esdeger sonuglar verdigi kolayca goriiliir.

u=(u),v=(vy) € W(E') olmak iizere u,v bulanik dizileri arasindaki fark

D(M’v) = Supg(uk’vk)
keN

olarak tanimlanir, [8].

Tamim 2.10. u = (uy) bir bulamik say dizisi olsun. Her € > 0 sayistigin, D(uy,up) < €, k>n
olacak sekilde bir n € N dogal sayisi mevcut ise bulamik sayilann (uy) dizisi yakinsaknr denir
ve limiti uy bulanik sayisidir ve kisaca limy_ye. uy = ug ile gosterilir. Eger bir (uy) € w(E')
dizisi u bulamk sayisina yakinstyorsa D’ nin tamumindan {u; (o)} ve {u} (o)} fonksiyon
dizileri [0,1] arahiginda sirastyla u (o) ve ut (Q)’ ya yakinsar. Eger limy u, mevcut degilse

(ug) bulamik sayilarin dizisine wraksaktir denir, [21].

Asagida bulanik sayilarin yakinsak dizileri hakkinda literatiirde mevcut olan bazi teoremleri

ispatsiz olarak verecegiz.

Teorem 2.2. Yakinsak bir u = (uy) € w(E') bulamik say: dizisinin limiti tektir, [10].

Ornek 2.2. (v;) € w(E") bulanik say: dizisini

ﬁx—kzk—fzk, xe[2"2—_2,3];(k:n2,n=1,2,3...) ise

@ %x—I— %r—"'g, x€[3, %] (k=n’n=1,2,3...) ise
VX)) =

0, diger durumlarda; (k =n*,n=1,2,3...)

vo(x); k< n?
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seklinde tamimlayalim. Burada,

x—8, x € [8,9] ise
vo(x) =19 —x+10, x€[9,10] ise
0, diger durumlarda

olup v = (v) € w(E") dizisi yakinsak degildir.

Teorem 2.3. u = (u) ve v = (vy) € w(E"), limg uy = ug, limy v = vo ve k € R olsun. O halde

asagidaki dort sart saglanir:

(1) we+ve > ug+vo, k— o0
(2) uy — vy — ug — vy, k— o0
(3) ug.vp — ug.vo, k — oo

(4) ug /vy — uo/vo, k — oo; (her k € N,vy # 0,vg # 0 igin)’ dir; [10].

Tamm 2.11. Her € > 0 icin k,m € N oldugunda d(uy,u,) < € olacak sekilde pozitif bir
tamsayr mevcut ise u = (uy) € w(E ]) bulanik sayi dizisine bulamik sayilarin Cauchy dizisi

denir, [10].

Teorem 2.4. Bir u = (u) € w(E') bulanik say1 dizisini ve dogal sayillarin artan bir (k)

dizisini goz oniine alalvm. Bu durumda (uy,) dizisine (uy) dizisinin bir alt dizisi denir, [10].

Teorem 2.5. Yakinsak bir u = (u) € w(E') bulanik say1 dizisinin her alt dizisi de yakinsaknr

ve alt dizinin limiti u = (uy) dizisinin limiti ile aymdir, [10].

Teorem 2.6. Eger her k > ko dogal sayist icin uy, > vy > zx olacak sekilde ko sayisi mevcut ise
ve limy uy = ug = limy z; ise bu takdirde (vy) bulanik sayilanin dizisi yakinsaktir ve limy vy =

up’ dir, [10].

Ispat. € > 0 verilsin ve limyu; = ug oldugundan k > k; iken d(uy,up) < € olacak sekilde bir

ky sayist mevcuttur. limy, z; = ug oldugundan, k& > k; oldugunda E(zk, up) < € olacak gekilde
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ky sayist meveuttur. k = max{k,k,k;} olsun. Bu takdirde k > k igin

d(vi,uo) < d(vie,zi) +d 2k, o) < d(uk,z) +d(zi, uo) < d (g, uo) +d(zi, uo) +d(zi, uo) < 3¢

olur ve bu da bize limy v, = ug oldugunu gosterir. ]



3. BOLUM

BULANDIRMA ve DURULAMA TEKNIKLERI

Bilindigi gibi bulanik kiimelerin tizerindeki bazi topolojik ve cebirsel kavramlar onlarin ot—
kesim kiimeleri kullamlarak tanimlanr. Dolayist ilé o— l;esim kiimelerini bulanmik kiimel-
erle klasik kiimeleri birbirine baglayan bir vasita olarak diisiinebiliriz, [8]. Benzer durum
bulandirma ve durulama adi verilen islemlerde de ortaya gikar.

Bulandirma kesin bir degeri bulamiklagtirma iglemidir. Cogu giincel islerde 6rnegin dijital
bir voltmetrenin gosterdigi deger belirli bir sayidir. Fakat bu sayilar gercekte kesin degerler
degildir. Ciinkii bu voltmetrenin gosterdigi say1 aslinda bir miktar hata pay: da icermektedir.
Dolayisiyla volUne&eMn gosterdigi 6rnegin 5 voltluk bir deger (4.8, 5,5.2) bulanik sayis: ile

’

ifade edilebilir. Bu iglem 5 kesin degerinin bulamklagtirilmasi iglemi olarak yorumlamr.+
3.1 Bulandirma Teknikleri

Bir ¢ok bulandirma teknigi olmasina ragmen yaygin olarak iig farkla teknik kullanilir. Bunlar:
(1) Tekil bulandirma

(2) Gaussian bulandirma

(3) Uggen veya ylamuk buland1r_ma

teknikleridir.

Literatiirdeki bulamk sayilarin (genel anlamda bulamk kiimelerin) dizileri incelendiginde
bu dizilerin ashinda reel terimli dizilerin kesin elemanlarinin {iggen bulandirma teknigi kul-

lamlarak, herbir terimi bulandinlip, bu bulamk elemanlardan olugturuldugu gériiliir. Omegin

agagidaki bicimde tiyelik fonksiyonu yardimi ile tamimli bulanik sayilarin bir yakinsak dizisini
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gozoniine alalim.

0.8 _ .

B8, xe [281] ise
u=w(0) =1 5, xe, 2]
i aksi halde

g (x)) dizisinin ashnda terimleri; (1) = (1,4, 1, ... 1) kesin yakinsak reel say1 dizisinin
k UORICEREAE N 2] y it

terimlerinin ticgen bulandirma teknigi kullanilarak elde edilmistir. ( %) dizisi 0’a yakinsak-
tir. Sezgisel olarak yakinsak reel terimli bir dizinin terimlerini bulandirarak elde edecegimiz
bulanik sayilarin diziside yakinsak olacaktir diyebiliriz. Stmirlilik icinde benzer durum geger-
lidir.

3.2 Durulama Teknikleri

Genel olarak, bulanik bir veya birden fazla bilgiden, bunlan temsil edecek bir tek kesin
deger elde edilmesi gerekebilir. Bulanik bir bilgi (kiime)den kesin deger elde etme iglemi
durulama olarak adlandirilir. Literatiirde birgok durulama metodu bulunmasina ragmen, en

cok kullanilanlardan bazilar1 agagida listelenmistir:

(1) Maksimum Uyelik Metodu: Bu metodla bulanik kiimeyi temsil eden A iiyelik fonksiyo-

nun, evrensel kiime iizerinde maksimum yapan z* degeri tespit edilir ve cebirsel olarak
A(Z") <A(z), VzeX

ile gosterilir. Burada X, A bulanik kiimesinin tizerinde tanimli oldugu evrensel kiimedir.

(2) Sentroid Metodu: Bu metod agirlik merkezi olarak da isimlendirilir ve cebirsel olarak

«  JA(2)zdz
M =TT A(7)dz

seklinde verilir. Burada [ Rieamann anlaminda integrali gosterir.
(3) Agirlikli Ortalama Yontemi: Bir¢ok bulanik uygulamada kullanilan bu metod, simetrik

iiyelik fonksiyonlari ile durulanmig degerler verir. Cebirsel olarak

. TA®zZ
“o= VAR
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ile ifade edilir, burada )’ bilinen anlamda toplami ve 7 de simetrik iiyelik fonksiyonunun
merkezini gosterir.

(4) Toplamin Merkezi Metodu: Bu metod bir¢ok durulama metodundan daha hizli ¢aligir. Bu
metod da verilen bulanik kiimelerin iiyelik fonksiyonlarinin simetrik olma zorunlulugu da

yoktur. Buna gore toplamin merkezi metodu

- fx ):Z:l ZAk(Z)dZ
™ fX ZZ:lAk(Z)dZ

ile tanimlanir, burada X bulanik kiimelerin tanimli oldugu evrensel kiimedir. Ornegin B, By

ve B3 bulanik kiimeleri sirasi ile agagidaki gibi verilsin:
[ 0.3x x€0,1]

0.3 x € [1,4]
1.5—-0.3x x € [4,5]

B](x) = {

0 diger durumlarda

1.5-0.5x x € [3,4]
0.5 x€[4,6]

Bz(x) = 4
0.5x—-3.5 x € [6,7]
[ 0 diger durumlarda
(x—5  xe[5,6)
1 x€[6,7]
B3 (x) =¥

8 —x x€(7,8]

{ 0  diger durumlarda

Bu durumda Sentroid metoduna gore B;, B, ve Bz bulanik kiimelerini temsil eden durulanmas
Z* kesin degeri 4.9 dur. Aym bulanmik kiimelerin Toplamlarin Merkezi Metoduna gére z*
durulanmig degeri 5 dir. Diger metodlara gore de ilgili formiiller kullanilarak benzer hesaplar
yapilabilir.

Acaba, yakinsak bulanik sayilarin dizilerin yakinsakligi veya diger bazi ¢zellikleri, her bir
teriminin durulanmasi ile elde edilen reel say: dizisinin yakinsak olmasim gerektirir mi?

sorusuna cevap sonraki boliimde verilecektir.



4. BOLUM

DURULAMA VE BULANDIRMA TEKNIKLERININ DiZILERE UYGULANMASI

Asagida, Sengoniil ve Zararsiz [25] tarafindan tanimlanan bir dizinin sentroid durulama ve

toplamlarin merkezi metodlarma gore durulanmus z* degerleri agagidaki gibi tanimlanmigtur.

Tamm 4.1. u = (u) bulamk sayilarin dizisi olsun. Sentroid metoduna gore wy, dizisinin du-

rulanmug 73, degeri,

[ /TSR ]
e — u z i, —2
Yi-1 /ff e —zdz+ X zdz
Ak e —uy i Uy — lig
ZSM = lim
n—yoo ; i+ .
n o z— uk _2¢ “L —Z
Zk:[ "k i H‘k Timli dZ + _ u’: dz
k

ile hesaplanir, [25].

ﬂk [ -+ "k liﬂ—-ﬁk
S

Bundan sonra kisalik olmasi i¢in asagidaki notasyonlar kullanilacaktir: Ay =

o g
. 1y +;k u;{—z
ve B, = |[. T
k fuk u,'c"—uk

Tanmm 4.2. u = (uy) bulanik saydar dizisinin toplamlarin merkezi metoduna gire durulan-

mig 7* degeri,

— lim fX szkAk(x)dx

e T Y A dx =

2TM
ile hesaplanir.
Eger u = (ux) bulamk sayilar dizisinin herbir teriminin birbiriyle arakesitleri bos ise sen-

troid durulama y6ntemi ile toplamlann merkezi durulama yontemi aym durulanmis degerleri

verirler.
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Yani i, j € Nigin u; Nuj; = 0 = z5,, = 27y, dir. Ve i, j € Nicin u; Nuj # 0 = 25y > 25, dir.

Onermesinin ispatt Tanim 4.1 ve Tanim 4.2 den agiktir.

Teorem 4.1. (wy) = (u; g, u) bulamik sayilarn dizisi olsun. () dizisinin sonlu sayida
terimi bulamik sifirdan farkl ise o zaman sentroid durulama metoduna gore 73, ve toplamin

merkezi metoduna gore 2y, durulanmis degerleri daima mevcuttur, [20].

Ispat. Benzer ispat Zrp icin verilebileceginden biz sadece zg,, nin varhigini ispatlayacagiz.

_ i Ayzdz+ Bizdz
= Ardz+ Bydz

. . (e vy u) k<n o
denklemi gdzoniine alindiginda uy, = dizisi i¢in
0 ,k>n

Z Apzdz+ Bradz i Arzdz+ Byzdz i: Ajzdz+ Byzdz
A;dz—f—B;‘d’ e Apdz+ Brdz — Apdz+Bydz
ZZ:1 Azt ):z:] Adz

yazabiliriz. Her n € N igin Y7, [ bi = f +..+ fb integrali g6z oniine alindiginda
/. a[? integrali her zaman mevcut ve reel sayidir. Sonlu reel sayilarin toplam: yine bir reel say

oldugundan dolay1 )7, f = K esitligi mevcuttur, a

Ornek 4.1. Genel terimi asagida verilen bir dizi alalim:

4k—4 Sk—4 6k—4
(32 55), k<n
0, k>n

Yani, (i) = ((0,1,2),(2,3,4), (3,4, 4, (13,18, 20) | 4kt sked (6kd 0.0,0,0,...) dir: Sen-

troid metoduna gore agirlik merkezinin degeri 1.653 tiir. Bu yiizden,

fOl iz (())Zdz+f12(2 —2)zdz 2 22d2+f3 dz

) 3 (2~ 3 - b
fO 1—0dz+ f] (2—-2)dz f2 %dz+f33 4_§)dz

*

+0=1.653.

dir.
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Teorem 4.2. (r,) terimleri reel olan yakinsak bir dizi olsun. O zaman (ry) dizisinin terim-
lerini ticgen bulandirma yontemi kullanarak elde edecegimiz, bulamk saylarin (7y,) dizisi de

yakinsaktiy, [20].

Ispat. Kabul edelim ki (r) terimleri kesin reel sayilar olan ve rg reel sayisina yakinsak bir
dizi olsun. O zaman reel say1 dizilerinin yakinsakligi tanimindan Ve > 0 i¢in Jng € N Oyle
ki n > ng iken |r, — rg| < € dir. Bu (r,) dizisinin bagtan ng tane terimi hari¢ diger biitiin
terimlerinin (ro — €,rp + €) aralifinda kalmas1 demektir. Eger (r,) dizisinin her bir terim-
inin bulandirilmasi ile elde edilen bulanik terimlerin dizisi (7,) ise (7,)’nin bastan ng terimi
harig diger biitiin terimleri, 7y, (r,) dizisinin limit noktasina kargilik gelen bulandirilmig ele-
man olmak iizere, (7 — €, 7y + &) aralig1 i¢inde kalir. Bu demektir ki (7,) — Fo, (n — o) dir.

|

(2.11) ifadesi goz oniine almarak , (ry) dizisi (ry) = (ak, #x, ck; 1) ,burada ag < rp < ¢y, (ak),
(re) artan ve (cx) yakinsak, seklinde bulandirilirsa limy ay = ag, limy ry = ro ve limy ¢ = ¢
olacak sekilde ag, ry ve cg reel sayilari vardir. (2.11) ifadesinden g < ry < ¢ oldugu dikkate
alimirsa ag < rg < ¢p olup; (ux) = (ak,rk,cx; 1) bulanik sayi dizisinin yakisadigi ug sayisi
(ag, ro,co; 1) siralist ile verilir, burada rg, (r) reel terimli dizinin yakinsadigi reel sayidir.
Acik olarak reel terimli bir dizinin her bir terimi liggen veya herhangi bir bulandirma teknigi
ile bulandirildiginda, reel terimli dizinin yakinsakligi, simirhiligi, iraksakligi veya Cauchy

dizisi olma gibi 6zellikleri olugturulan bu yeni bulanik terimli dizide de ortaya ¢ikmaktadir.

Teorem 4.3. (uy) ve (vy) dizilerinin her bir terimi her k € N igin uy, < vy egitsizligini saglasin.

Eger k € Nicin Z(vi) > Z(ux) ise 25, (vi) < 25, (uk) ve 2ppr(vic) < 2 ps(uie) dir; [20].
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Tamm 4.3. (w) = ((u i, ;")) bulamik sayilarin bir dizisi olsun. (w) bulanik sayilarin

dizisi icin max anlaminda durulama metodu

1
= lim —
n—eoo 1

*
ZITI m

n
Y masuc(i)
k=1

ile tamimlanr,

Onerme 4.1. (), w(E?) w(E*) kiimesinin herhangi bir eleman: olsun. O halde 7', reel
degeri, reel sayllarin (ry) dizisinin limitine egittiv, burada (ry), (i) dizisinin terim terim

durulagtiriimasiyla elde edilen bir dizidir, [20].

Zpym 10 tanimi gozoniine alindiginda z,,, reel degeri, Vk € N icin max(iy) dizisinin Cj - trans-
formuna egittir. Boylece max anlamida durulama metoduyla bulanik sayilarin herhangi bir
dizisi igin 6zel bir deger bulmay: istiyorsak (uy) reel sayilarin dizisinin C; transformunu

bulmak yeterlidir, burada (i ), max iiyelik metoduna sahiptir.

Teorem 4.4. (1), Lu(E?) c(E?) iizerindeki bulanik sayilarin herhangi bir dizisi olsun. O
halde (uy) dizisinin maksimum anlaminda durulama metoduyla agirlik merkezi, (ry) reel

sayilarin dizisinin C)- transformuna egittiv;, ry, = maxu(iy) dur.

ispat.
(k) € Lou(E?) c(E?) olsun. Vx € R igin maxpy, (x) = i ise lim, 2 Y7, 7 = (Cir), dir. Eger
(k) = ((uy vk, ;) )) = ((k_%z, k+—1—1, %)) seklinde alimirsa, (i) min agirlik merkezi O a esittir.

[17]’de verilen Sugeno’nun fikrini geligtirdik ve asagida verilen bulanik sayilarin dizisinin

agirlik merkezini tanimladik.
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Tamm 4.4. (i) = (u; , g, u] ) bulamik sayilarin bir dizisi olsun. O halde (wy) dizisinin agur-

Itk merkezi,

. “ZT+“E+1 +
ik Z—u, T u —z
n u;\tﬁ—uk 8 M ZdZ‘I‘ M+ M ZdZ
. - U — Hk — Uk
Zhoe = lim ) —2 k L (4.2)
n—es =4 - k+l
=l z—u -z
k_dz !
/“k Vi = +/ ¥
L uy — uk = uk

ile tamimhdir.

Teorem 4.5. (uy) = (u; vy, u;" ) bulanik sayilarin dizisi olsun. O halde A < 1 ise () dizisinin

agirlik merkezi 7% . mevcuttur ve eger A > 1 ise (uy) dizisinin agirlik merkezi 7%, . mevcut
g goC 8 k 8 goc

u

degildir burada ) = oé'—:], o) = [f[;" Z_“i_ zdz+ fa"

e Ugp—u

4 = z2dg) /[ fg e =dz+ [y ;k’L dz],

ve Bk:

+ -
u, +u
oy = = 2k+l

+ -
u, tu
SeLTk

Ispat. ”k , U ve uy  ; reel sayilarin yakinsak dizileri oldugundan, her k € N i¢in f s zdz,

+
=4 —U, u
fu(:" :" zdz, [p! “" T dz ve f i dz integralleri her zaman Riemann anlamimda var

olan integraller olmadig goriiliir. O halde (4.2) den ,pozitif terimli

n
= 11’511 Z — (4.3)
den ve sonsuz serilerin yakinsakligindan A < 1 ise z3,, bulanik sayilarmn () = (u , i, wl)

dizisi igin mevcuttur ve yine A > 1 ise z,,, bulamk sayilarn (uy) = (i, ) dizisi igin

mevcut degildir. Boylece ispat tamamlamir. g

Teorem 4.6. (uy) = (uy ik, u; ) bulamk saylarin bir dizisi olsun. E§er n > N € N igin
uy = 0 ise yani (uy), sonsuz sayida O terimine sahipse (uy) dizisinin agwrlik merkezi her

zaman mevcuttur, [20].

Ispat. () = ((u; ,ux, ;")) dizisinin sifir olmayan sonlu elemana sahip oldugundan

lim, Y7, ok limiti her zaman mevcuttur. Bu yiizden ispat agiktir. u

Simdi Teorem 4.5 ve Teorem 4.6 nin uygulamalarint verelim.
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Ornek 4.2. () = (u g, ) = (((k_+]27’ m, kiz)) bulanik sayilarin dizisi olsun. Bulanik

sayarin (uy) dizisinin iiyelik fonksiyonu asagidaki gibidir:

u, (x), i k+1)2]
u(x) = M;r(x)a if xe[(k+12’k2]

0, diger hallerde

(k+2)?
m[(k+l) —1], if XE[(k+2) (k_:])z]
= (12, if x€ [k, 2]

(k-+1)2—(k+1)2
0, diger hallerde

u, (x) ve u, | (x) ortak ¢oziimiinden oy = %[(ICJ:—I)Z T & _:2)2] dizisini elde ederiz. Boylece,

(4.2) den,

1
. _ f(i ( )de+2k l[fl ”k+1(x)xa'x+focfl uk_+l(x)xdx]
z =lim E— =0,
focl up(x (x )dx+2k 1[f1 “k+1( )dx‘i‘foc;l uk+1(x)dx]

yazabiliriz. Yani () = (ug i, u;) = ((ﬁ, m, Elf)) bulanik sayilarumn dizisi agirlik

merkezine sahiptir.

Ornek 4.3. (4.2)’ye benzer olarak, (uy) = (ug g, ul) = ((ﬁ kL 1)) dizisini alalim.

Bulanmik saylanin (uy,) dizisinin iiyelik fonksiyonu agagidaki gibidir:

up (%), if x€[gp3l k(k+1)x—k, if x€[gy, 1]
we(X) =< ut(x), if xell, ] =8 k—k(k+1)x, if xe[l, L]
0, diger hallerde 0, diger hallerde

u (x) ve u,:Ll (x) ortak ¢oziimiinden oy, = % dizisini elde ederiz. Boylece, (4.2)'den ,

1
fO}I uy (x)xdx+ Y7 l[f] )l (X)xdx+ [ up,  (x)xdx]

Z;oc = lilfn | i
focl ”1( )dx+):k l[fl “k+1(x)dx+f<xk,f1 “k_+1(x)dx]
. ﬁk
—lim 2 | A
% 4+):A 1 Yk

yazabiliriz.
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Yani, () = (up g, ul ) = ((k—}r—z, k%l’ 1Y) dizisi bir agirlik merkezi noktasina sahip degildir.

Burada
£ = 3k(2k+1)2—(2k+1)3 —4k> +(k+ 1)[2(k+2)(k+1)3—3(k+1) . 2(k+2)(2k+3)3—3(2k+2)(k+2)(2k+3)3]
- 24k2(k+1)2 6(k+1)3 6(2k+-2)(k+2)
ve
— 3k(kF1)(2k41) = (2k+1) (k+2)—4k3 (3(k+1) —2(k+2)) i k(k41)2(2k+3)2—2k(k+1) (2k+3) —k
Te = 243 (k1 1)2 : 206+1)
olup
& = 48k81 248k 1 448k* 1 864k>4 573k%4-153k—2
k= 24K (k- 1)2 (k+2)
_ 48k°+288k8+636k7 +-420k5 424k +-20k% 4 104> 4 7k> 2k —2
Te = 248 (k1)
dir, [20].

Ornek 4.4. Bulanik sayilarn dizisi,

4k—4 Sk—4 6k—4
~ ( k0 k0 k )’ k<n
Uy =

0, k>n
olsun. Agirlik merkezi metodumuza gére (uy) bulanik sayr dizilerinin agirlik merkezi ZZoc e

1.653 tiir, [25].

Teorem 4.7. (uy) = (ug ,ug, ;) dizisi (ug ,uo,u) bulanik sayisina yakinsak olsun. Genel
olarak, (w) = (uy ,ux,ui) dizisinin agirhk merkezi (uy 1o, ug ) i agirlik merkezine egit

degildir, [20].

Ispat. Eger (4.4) gdzoniine alinirsa,

Ak—4 Sk—4 6k—
- (“k‘fSkk ’6kk4)’ k<n
Up =
0, k>n

dizisi sifira yakinsaktir. Fakat agirlik merkezi zg,. = 1.653 tiir. (]
() = ((u i, 1)) = ((—1)%+12, (—=1)2+1,0), (0, 1,2)) bulanik sayilarin dizisi olsun. (1)

dizisi bulanik sayilarin yakinsak bir dizisi degildir. Buna ragmen (4.2) den, () nmin agurlik
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merkezi ¥ ;

]'__9_' (P +2x)dx+ X, ([0, —x%dx+ [§ x2dx]+ [} (2x—x%)dx
2

::1%?1‘ =l n 0 i g R
[ (xe+2)dx+ Y5 [f2, —xdx+ [g xdx]+ [[(2—x)dx

*
Zgoc
=0

dir. Bu da herhangi bir bulanik say: dizisinin bulanik bir say1ya yakinsamasina gerek olmayan

bir agirlik merkezine sahip olabilecegini gosterir.

Onerme 4.2. (), w(E') kiimesinin herhangi bir elemani olsun. (r,), () dizisinin terim
terim durulastirimastyla elde edilen bir dizi olup 24, reel degeri (ry) dizisinin limitine egit-

tir.

Teorem 4.8. Bulanik kiimelerin (uy) dizisi zg,. agirlik merkezi noktasina sahipse z,. reel
degeri; (ux) dizisinin terim terim durulagnrimasiyla elde edilen (r,) dizisinin Cesaro an-

lamina egittir fakat tersi egit olmayabilir, [20].



5. BOLUM

BULANIK SAYI DIZILERININ BENZERLIGININ OLCUSU

Tezin orjinal kismim olugturan bu bolimde (ug) = ((uy; , ik, i, u,':)) seklinde verilen bir bu-
lanik say1 dizisinin benzerliginin 6l¢iisii tanim1 ve bununla ilgili teoremler verilecektir. Bun-
dan sonra (u) = ((ug , i, i, 4y )) formunda verilen bulanik say1 dizisini genellestirilmis

bulanik say1 dizisi olarak isimlendirecegiz.
[18)°de iki genellestirilmis bulanik say1 arasindaki benzerligin olciisii

S(u,v)=1- Y

olarak verildi, burada u = (a1,a2,a3,a4), v=(b1,b2,b3,bs) ,a1 < ay < a3 < agve by < by <

b3 < by dir.

Tanmn 5.1. (ue) ve (vi) genellestirilmis bulamk sayilarn iki dizisi olsun. (wy) dizisinin (vi)

dizisine benzerliginin olgiisii

n k __
Su,v) = lil?lSk(uk,vk) = li,Iln(l - W) =2l (5.1

degerine denir. £ = 1ise wy = v, 0 < £ < 1 ise uy, vy ’ya £ benzerdir, £ > 1 veya £ < 0 ise U,

vi’ya hi¢ benzer degildir denir.

Ornek 5.1. () = ((2,3,4,5)) ve (vx) = ((—5,~4,-3, —2)) bulanik sayilarin sabit dizileri
verilsin. Bu iki dizi arasindaki benzerligin olgiisii S(u,v) degeri

by ik — ok 245 4|+ 14 i
li_}m(l—sup"):k:ﬂ“" "l)zli?l(lﬁ(] + 5]+ |3+ |£|1’ +3| 4 |5+2|))

28

n—yoe

oldugundan (uy) ve (vy) dizileri birbirine hic benzemezler.
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Ornek 5.1. () = ((2,3,4,5)) ve (v) = ((—5, -4, -3, —2)) bulanik sayilarin sabit dizileri

verilsin. Bu iki dizi arasindaki benzerligin dlciisii S(u,v) degeri

4k k 2 44l 5
tim (1 Skt =il o (RH5IHIB 44345 +2)),
n—oo 4 n—yoo 4

28

n—»oo

oldugundan (uy) ve (vy) dizileri birbirine hi¢c benzemezler.

Ornek 5.2. () = (%8,1,1,22) ve (v) = (07'6, 08 08 1) bulamik saylarin iki dizisi olsun.

Bu iki dizi arasindaki benzerligin olgiisii S(u,v) degeri,

4 Lk ok 0.8-0.6) , |1=0.8| , (1=0.8| , |1.2~1
Tk = + + +
th(u V)_llm(l—M)ZHm(l—(l k | | k | | k | | k |))
k—oo 4 k 4
Ea
=lim(1 - ——= - —A) =lim(1 - ¢ )_1

oldugundan (uy) ve (vy) dizilerinin benzerliginin derecesi 1 dir.

Genellestirilmis U bulanik saywn agirlik merkezi [2], [3]’de u = (u1,up,us,us; wy) olmak

lizere

ux 53_"_’.2
. u%—‘—) JUul Fug ve 0 <wy; <1 ise 5.2)

E up=us ve 0<wz <1

s Vius 4 uz) + (g +uy ) (wg — ¥5) 5.3)
2W§

olarak tanimlanir,

Teorem 5.1. (uy) ve (vi) bulamk sayilarin dizisi olsun. Eger limy S(uy, vi) = 1 ise limy (rf —

ry) =0dm
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Ispat. Burada (ré,y%) ve (rp, yx) swrastyla () = (ak, by, by, cx) ve (vi) = (dy, ex, ex, fx) dizilerinin

agirhk merkezi ve S(ug,vx) = 1 olsun. O halde

. : iy [ — vyl
lim S =lim(l - ——F—
Jim Sy, vi) = lim ( 1)
_d _ _ _
:I}im(l—lak Kl + 1Bk ek|1‘|bk ex| + |ck fkl):1
—»00

olmasi durumunda limg_,e (|ax — di| + |bx — ex| + |br — ex| + |cx — fx|) = 0 olacagindan limy_;.c0-
(ax —di) = 0, limy_yoo(bg — ex) = 0 ve limy_yoo(c — fi) = O dir. O halde (r) = (%toetbuter)

ve (r}) = (M;‘_eki&) oldugu goz oniinde tutulursa
1- u__ vV — 0
kl_lgo(’ k=7
olur. =

Teorem 5.2. (u), (vi) ya £1 benzer ve (ty,), (v) ya £ benzer olsun. Bu durumda

(ty) dizisi co(E') in bir eleman ise (wy +ty) min (vi) ya benzerligi £1 den biiyiiktiir.

Ispat.
4 1k ise, li
(ux) , (vi) ya £1 benzer ise, limg (1 — %"VH) = £1ve (), (vi) ya £ benzer ise, limy (1 —
4 k_k .
ZLIIQJ,_I) = {, dir. Buna gére

1?0—2%K%:%_ﬁ5=@mezL“ﬁ;*“ﬁB
ana_ZLMﬁ;*“Hﬂ%
- Lici lzi-‘ Vil _ Z?:ilt'“)
= liircn(l _ L |bf “Vﬂ) —liin(%)

1.
= &= H (k| + 1]+ 5]+ 1)

1
=f-20=4

dir. O
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Teorem 5.3. Bulanik sayarin (uy) ve (vy) dizileri igin limy S(u,v) = £ olsun.
(i)(u) ve (vi) dizileri Yk € N igin uy = vy esitligini saglhyorsa S(u,v) = 1 dir.

(ii)3k € N icin uy # vy ise S(u,v) # 1 dir.

Ispat. (i) Kabul edelim ki (1) ve (v;) dizileri Vk € N igin u; = vy esitligini saglasin. O
zaman

4 ko k 4
— = -110

~1li — lim(1 _
S(u,v) llgnSk(uk,Vk) im( )

olmasi hemen elde edilir.

(ii) Omegin Vk € N igin 1y — vy, # 0 olsun. O halde u; — vy, # O ise uf — vk £ 0 ve |uk —vE| #0,

|uﬁ—vﬁl 0 dir. Dol |uﬁ—v’,§] 1 di 13 oM e T .
= # 0 dir. Dolayisiyla 1 — =22 # 1 dir. Bu ifadenin limitini aldigimizda lim, (1 —

k__k
W"%"I) # lim, 1 seklinde elde edilen ifade benzerlik 6l¢iisiiniin degerini vereceginden yani,

S (14, v) = Timy Sy (1 vi) = limy (1 — B0y 2 Tim, 1 olup $(u,v) # 1 dir. 0

Teorem 5.4. (uy), (vi)’ya £ benzer ve (&), (vi) 'ya £ benzer ise (uy), (1) ya 2€ — 1 benzerdir.

. 4 1k k
Ispat. (1), (vi)’ya £ benzer ise, limy (1 — M) = £ ve (&), (v¢) ya £ benzer ise limy (1 —

4 k_ Lk
R Py, )
Zl--1|4: v’l)—ﬂdlr.

4 |uk =1k Yo Uk — vk vk k|
Bl — i=1 1% iy _ =i=1 1% i i i
im( 7 )= limdl 4 )
4
s tim — Dot = A B 8]
im(y _ Bl ) e
k 4 4
4 k_ .k 4 k __ 1k
1 K __ K T —
_ 111?1(1 . Zl—l 'Zl Vi |)—1i’1(’n(zl_l |Zt i |)
—t—(1-20)
=20—-1

dir. a
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