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OZET

STURM-LiOUVILLE FARK OPERATORUNUN
SPEKTRAL OZELLIiKLERI

Musa BASBUK
Nevsehir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Eyliil 2010
Tez Damismani: Yrd. Dog¢. Dr. Aytekin ERYILMAZ

Bu tez calismasinda oncelikle konunun tarihsel gelisimi anlatilmistir. Daha sonra
spektral analizin temel tanim ve teoremleri hatirlatilmis ve disipatif operatdriin tanimi
verilerek, bir disipatif operatdr kurmak i¢in gerekli tanim ve teoremler verilmis ve
kisaca fark operatorii ve fark denklemlerinden bahsedilmistir.

Fark Sturm-Liouville sinir deger problemi ele alinmis ve bu probleme uygun maksimal
disipatif operator olusturulmustur. Fark Sturm-Liouville sinir deger problemi ve

disipatif operatoriin 6zvektorler ve asosye vektorler sistemi incelenmistir.

ANAHTAR KELIMELER : Kendine es operator, disipatif operatdr, maksimal

operator, Sturm—Liouville fark operatorii.

2010, 44 sayfa
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ABSTRACT

SPECTRAL PROPERTIES OF THE STURM-LIOUVILLE
DIFFERENCE OPERATOR

Musa BASBUK
Nevsehir University, Graduate School of Natural and Applied Sciences
M.Sc. Thesis, September 2010
Thesis Supervisor: Assist. Prof. Dr. Aytekin ERYILMAZ

In this thesis study, firstly the historical progress of the subject is considered. Then
some basic definitions and main theorems of spectral analysis are recalled. In addition
essential definitions and theorems of a dissipative operator are given to construct
dissipative operator. Difference operator and difference equations are investigated.

At the end, difference Sturm-Liouville boundary value problem is studied and maximal
dissipative operator is constructed. Furthermore eigenvectors and associated vectors of
the dissipative operator and difference Sturm-Liouville boundary value problem are

investigated.

KEYWORDS: Selfadjoint operator, dissipative operator, maximal operator, Sturm—

Liouville difference operator.

2010, 44 pages
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KISALTMA ve SIMGELER

: Dogal sayilar kiimesi

: Tam sayilar kiimesi

: Pozitif tam sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: Kompleks sayilar kiimesi

: Fark operatorii

: Kaydirma (shift) operatorii

.y, dizisi

: z karmasik sayisinin eslenigi

: A operatdriiniin tanim kiimesi

: D(A) kiimesinin kapanis1

: A operatdriiniin deger kiimesi

: A operatdriiniin es (adjoint) operatorii
: Uile V ¢oziimlerinin wronskiyeni

: Fark ifadesi

: A kiimesinin dikey (ortogonal) tiimleyeni
: Maksimal operator

: Minimal simetrik operator

: Ly operatoriiniin defekt sayisi

: Maksimal disipatif operator

: A operatdriinilin genislemesi

: A karmagik sayisinin sanal (imajiner) kismi
: (A—A I) operatoriiniin deger kiimesi
: A operatoriiniin defekt uzay1

: A operatoriiniin defekt uzayinin boyutu

: Hilbert uzay1

: A siirh operatdriiniin normu

: x vektoriniin normu

: Evrensel niceleyici



vil

: I¢ carpim

: Alt kiime (icerme) islemi

: Kiimelerde birlesim islemi

: Kiigtiktiir

: A ve B kiimelerinin kartezyen ¢arpimi

: Fark denkleminin homojen kisminin ¢6ziimii
: Fark denkleminin 6zel ¢6ziim

: Fark denkleminin genel ¢oziimii

: Elemanidir
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1. BOLUM

GIRIS

Dogada gergeklesen fiziksel olaylarin incelenmesi, fizik alaninda bilimsel gelismelere
yol agmustir. Fizik alanindaki bu bilimsel ¢alismalar matematik biliminin gelismesinde
biiylik dlciide etkili olmugstur. Matematiksel fizigin ve miihendisligin pek ¢ok problemi
diferansiyel denklemlerden olusan sinir deger problemleri igermektedir. Ik defa 1836
yilinda Charles Sturm ve Joseph Liouville tarafindan ortaya konulan, literatiirde Sturm-
Liouville problemi olarak adlandirilan smir deger problemi de bu problemlerden
birisidir. Baslangicta 1s1 iletimi problemlerine uygulanan Sturm-Liouville teorisi
giiniimiizde bir c¢ok fiziksel problemin arastirilmasinda en etkin yontemlerden biri
olarak bilinmektedir. Genellikle kismi tiirevli denklemlerde degiskenlerin ayrilmasi
yontemi kullanildiktan sonra Sturm-Liouville denklemleri ile baglantili sinir deger

problemleri ortaya ¢ikmustir.

x bagimsiz degiskeninin siirekli oldugu durumlarda, y(x)’in degisimi y(x)
fonksiyonunun tiirevleri yardimiyla agiklanabilmektedir. Ancak x’in siirekli olmadig:
discrete (kesikli) degerler almasi durumunda degisim tiirevler yardimiyla agiklanamaz.
Bundan dolay1, bu ¢alismada x ’in tamsay1 degerler aldigi durumlarda ortaya ¢ikan ve
icinde sonlu farklarin bulundugu Sturm-Liouville fark denklemleri {izerinde

durulacaktir.

Tezde fark denklemleri ve kendine es Sturm-Liouville fark operatoriiniin sinir kosullari,
sinir deger problemine karsilik gelen operatoriin spektral 6zellikleri incelenmistir. Daha

sonra problemin 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlar1 incelenmistir.



2. BOLUM

ON BILGILER

Tanim 2.1  : V # ¢ herhangi bir kiime ve K herhangi bir cisim olsun. Asagidaki

sartlar saglaniyorsa V' ’ye K iizerinde lineer uzay denir.

a) (V, +) cebirsel yapisi degismeli bir gruptur. Yani,
1. Vx,yeV igin x+y eV ’dir.
2. Vx,y,zeV igin x+(y+z): (x+y)+z dir.
3. VxeV igin x+0=0+x=x €V olacak sekilde bir tek 0 € V' vardir.
4. VxeV igin x+(~x)=(~x)+x =0 olacak sekilde bir tek —x € V" vardir.

5. Vx,yeV i¢in x+y=y+x dir.

b) x,yeV ve a, f € K olmak ilizere asagidaki sartlar saglanir.
l. a.xelV  dir.
2. a(x + y) =a.x+a.y’ dir.
3. (a+f)x=ax+pfx dir
(a.B)x = a(B.x) dir.
5. VxeV icin 1.V =V olacak sekilde 1€ K vardir. Burada 1, K cisminin birim

>

elemanidir.

K =R olmasi1 halinde V' ’ye reel lineer uzay, K =C olmasi halinde V ’ye kompleks

lineer uzay denir [1].

Tanmm 2.2 : Lineer uzaylarda tanimli doniisiimlere operator denir [2].



Tammm 2.3 : K =R veya K =C olmak iizere X bir vektor uzay1 (lineer uzay) olsun.

(,): XxX 5K 2.1)

doniisiimii asagidaki ozellikleri saglar ise (.,.)’ye X iizerinde bir i¢ garpim, (X,(...))

ikilisine de i¢ carpim uzay1 (veya 6n Hilbert uzay1) denir [2].

i. VxelX igin (x,x)>0 ve (x,x)=0 < x=0
ii. Vx,yeX igin (x,y)=(y,x)

. Vx,ye X ve a € K icin (ax, y) = a(x,y)
iv. Vx,y,ze X igin (x+y,z)=(x,2)+(»,2)

Tamm 2.4 (X N )) bir i¢ carpim uzayi ve x € X olsun. x vektoriiniin normu,

1/2
ks 2
=G =[S 22)
Jj=1
olarak tanimlanir. Bu norma gore (X ,(.,.)) i¢ carpim uzay1 bir normlu vektor uzayi
olur [2].
Tanmm 2.5  : Bir (X,(.,.)) i¢c carpim uzayi,

x| = (x, x)"2 (2.3)

normuna gore tam ise, yani (X ,(.,.)) icindeki her Cauchy dizisi yakinsak ise, bu i¢

carpim uzayina Hilbert uzay1 denir [2].

Tamm 2.6  : H Hilbert uzayinin her hangi bir Dc H lineer alt uzay1 ve bir L

operatorii i¢in,
L:DcH - H (2.4)

doniisiimii verilsin. Eger her ¢;,, € C ve her x,,x, € D icin,

L(ayx, +a,x,) = a,Lx, + a,Lx, (2.5)



esitligi saglantyorsa L doniisiimiine lineer operatdr, D’ye ise L operatdriiniin tanim
bolgesi denir ve D(L) ile gosterilir. L operatoriiniin deger kiimesi de Im(L) veya R(L) ile

gosterilir [2].
Tammm 2.7 : K =R veya K =C olmak iizere X, K iizerinde bir vektdr uzay1 olsun.

fiX>K (2.6)

operatoriine fonksiyonel denir [2].

Tamm 2.8  : Eger f lineerise f ’ye lineer fonksiyonel denir [2].
Tamm 2.9  : Lineer fonksiyoneller, lineer operatdr olarak sinirli ise yani,

o)< el 2.7)
olacak sekilde ¢ > 0 reel sayisi varsa f ’ye smirli lineer fonksiyonel denir [2].

Tamm 2.10 : H Hilbert uzayinda tanimlanan bir lineer 4 operatorii i¢in, Vxe H

olmak tizere,
] < e e8)

olacak sekilde bir ¢ sayis1 varsa 4’ya sinirlt operatdr denir. Bu ¢ sayilarinin en kii¢iigline

A sinirh operatdriiniin normu denir ve ||A || ile gosterilir.

||A || =sup ||Ax|| = supM (2.9)
<t =0 [x]

esitligi yardimi ile 4 sinirli operatdriiniin normu hesaplanir [2].
Teorem 2.11 : Sinirh her lineer 4 operatorii stireklidir [2].

Tanmm 2.12 : Vxe H igin (4x,x) >0 ise 4A’ya pozitif lineer operatdr denir [2].



Tamm 2.13  : 4, D(A) tanim bolgesinde sinirli lineer bir operatdr olmak tizere,
Ay =2y (2.10)

esitligini saglayan y =0 vektori mevcut ise, 4 sayisina 4 operatoriiniin 6zdegeri, y

vektoriine ise 0zvektorii denir [3].

Tanim 2.14 : H Hilbert uzay1 ise ve 4, H ’de bir operatér olmak {izere 4 nin tanim
kiimesi D(A4), H kompleks Hilbert uzayinda yogun, yani D(A4)=H olsun. f € D(A)

i¢in,
(Af,)=(f,4"g) @2.11)

esitligini saglayan A’ operatdriine A’min adjoint operatorii denir. Bu esitligi saglayan

g € H vektorler kiimesine 4™ ’1n tanim kiimesi denir ve D( A") ile gdsterilir [2].

Tanim 2.14’ten asagidaki 6zellikler elde edilir.
i) (A4) =4

i) (4+B) =4 +B

iii)(AB) =B A

ivV)(LA4) =14, A1eK

V) ‘A*

=[

, (A sirh ise)

Tamm 2.15 : Eger A= A" ise A operatoriine self adjoint (kendine es) operatdr denir

[4].

Tanmm 2.16 : A:D(A) — H lineer bir operator ve D(A)=H yani D(A), H’de

yogun olmak tizere her f, g € D(A) igin,

(Af,2)=(f,4g) (2.12)

ise, Ac A" ise A’ya simetrik operatdr denir. Adjoint operatér kapali oldugundan

Ac A" bagmtis1 simetrik operatdrii kapanabilir oldugunu ifade eder [2].



Tanim 2.17 : D(A), A operatoriiniin tanim bolgesi olmak tizere her x, y € D(A) igin,
(4,,4,)=(x,y) (2.13)
ise A’ya izometrik operator denir [2].

Tamm 2.18 : Bir 4 izometrik operatoriiniin tanim ve deger kiimesi /A Hilbert uzay1

ise A ’ya lniter operatdr denir. H {lizerinde, A tersi alinabilir bir operator olmak {izere

A =A"veya A'A=AA =1 ise A’ya ortogonal veya iiniter operatdr denir [2].

Tanm 2.19 : feD(A) i¢in Af = Af ve D(A)> D(A) ise A operatdriine A

operatdriiniin genislemesi denir. 4’ya ise A operatOriiniin kisitlamasi denir [2].

Tamm 2.20 : A4, H Hilbert uzayinda simetrik bir operator, A keyfi bir kompleks say1,

R, ve R, sirasiyla, (A—A 1) ve (4 — A 1) operatérlerinin deger kiimesi olmak {izere,

N, =H OR, (2.14)

N, = H OR, 2.15)

uzaylarina 4 operatoriiniin defekt uzaylari denir [2].

Lemma 2.21 : Bir 4 operatoriiniin maksimal simetrik olmasi icin gerekli ve yeterli

kosul A4 operatdriiniin diger simetrik genislemelerinin bulunmamasidir [2].

Lemma 2.22 : Her self adjoint (kendine es) A operatorii maksimal simetrik operatordiir

fakat tersi dogru degildir [2].
Tamm 2.23 : ImA>0 ve

m=dima, (2.16)

n=dimav, (2.17)

olmak {izere, (m,n) ikilisine A operatoriiniin indis defekti ad1 verilir [2].



Lemma 2.24 : Bir kapali simetrik operatoriiniin kendine es (self-adjoint) olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul bu operatoriin indis defektinin (0,0) olmasidir [2].

Tamm 2.25 : A4 lineer operatoriiniin D(4) tanim kiimesi H Hilbert uzayinda yogun

olmak iizere her f € D(A) igin,

Im(Af, £) =0 (2.18)

ise, A operatdriine disipatif operator denir. Her f € D(A) igin,

Im(Af, £) <0 (2.19)

ise, A operatoriine akretif operator denir [5].

Tammm 2.26 : Bir disipatif operatoriin diger disipatif genislemeleri yoksa maksimal

disipatif adin alir [5].

Teorem 2.27 : Her disipatif operatdr maksimal bir disipatif genislemeye sahiptir [6].

Tammm 2.28 : Elemanlari reel veya kompleks sayilardan olusan,

X

S, [F <0, S|y <00 (2.20)

n=1 n=l1

olacak sekilde f = {xn }lw ve g = {yn }f, dizilerinin uzay1 ¢° ile gosterilir. x,,x,,x,,...

sayilarina f vektoriiniin bilesenleri denir. ¢° uzayindaki i¢ ¢arpim,

fr0) =%, 2.21)

seklinde tanimlanir [7].



3. BOLUM

FARK DENKLEMLERI
3.1 Giris

x’in tamsayt degerler aldigi durumlarda ortaya ¢ikan ve iginde sonlu farklarin

bulundugu denklemlere fark denklemleri denir.

Vi — Vi =2 (3.1)

denklemini ele alalim. Bu denklem; bir donem sonraki y biiyiikligii ile su andaki y
biiylikliigii arasindaki farkin sabit ve 2’ye esit oldugunu ortaya koymaktadir. Ardisik

islemler sonunda y, hesaplanabilir.

n=2+y,
Y, =24y, =2+42+y,=22+y,

Yy =2+y,=2+22+y,=32+y,
(3.2)
Y, =24+y,=2+32+y,=42+y,

v, =2k+y,
sonucu yazilabilir.

Tanim kiimesi dogal sayilar kiimesi olan her fonksiyona bir dizi denir ve (y,) ile

gosterilir.

Vien =S Vi 15 Vienaoe s Vi) (3.3)

biciminde tanimlanan baginti adi bir fark denklemidir.



Tamm 3.1: Bir fark denkleminin mertebesi denklemde bulunan en biiyiik ve en kiiclik

indislerin farkidir [8].

(3.3)’de verilen bagint1 n. mertebeden bir fark denklemidir.

Tamm 3.2: Bir fark denklemi; a,(k) i=1,2,3,...,n ve f(k) k’nin fonksiyonlar

olmak iizere,

Vimta(O)y ot a(K)y, ,+ - +a,(k)y, = f(k) (3.4)

biciminde yazilabiliyorsa lineerdir [8].

3.1.1 Fark Denklemlerinin Cikarilisi

(»,) dizisinin genel terimi y,, c,c,,c;,...,c, n tane keyfi sabit ve f(k), k’nn bir

fonksiyonu olsun y, 'nin n. dereceden bir fark denklemini sagladig1 goriilebilir.

Kabulden;
Vi = f(k,cl,cz,c3, e ,Cn)
Vi = f(k+1,CI,C2,C3, .o ’Cn)
(3.5)
yk+n = f(k+naclacz,c3, oo ’Cn)
dir.
Bunlar n+1 tane denklemin kiimesidir. Eger n tane ¢; sabitleri yok edilirse baginti,
Gk, Yy Virts Visas > Virn) =0 (3.6)

olur.

Bu bir n. mertebeden fark denklemidir. Eger genel terimi y, olan (y,) dizisi, n tane
keyfi sabit ve k’nin bir fonksiyonu gibi ifade edilirse, y, n. dereceden bir fark

denklemini saglar.
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Eger bagimli degisken birinci dereceden ise bu tiir denkleme lineerdir denir.

k

Vi —3Vi+ Y. =€ (ikincimertebeden, lineer)

Vios— Y, =k2°  (ddrdiincii mertebeden, lineer)
Veu =i =0 (birinci mertebeden, lineer degil)

Vi3 —COS Y, =0 (liglincti mertebeden, lineer degil)

(3.4) denkleminde a,(k) i=1,2,3,...,n fonksiyonlar: sabit iseler, (3.4) denklemine
sabit katsayili lineer fark denklemi denir. Eger (3.4) denkleminde f(k)=0 ise

denkleme lineer homojen fark denklemi denir [8].

3.1.2 A ve E Operatorleri
AV, = Vi — W (3.7)

biciminde tanimlanan operatdre A operatorii denir.
Vit = Vi (3.8)

ifadesine y, 'min farki denir. A birinci fark operatériidiir. ikinci fark operatdrii

A =AA

Azyk =A(Ay,)

=AViq =)
(3.9
=Ay,,, —Ay,
= W2 = Viert)— D = V1)
= V2 = 2Vea t 0
bi¢iminde ifade edilir. Genel olarak,
A"y =A™y, (3.10)

dir.
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mveneZ" olmak lizere,

A"AN'y, =AN"A"y, =A""y, (3.11)
dir.
m =0 oldugunda,

ANy, =A""y, =A"Ay, (3.12)
dir. A°’1m birim operator oldugu goriiliir.
Ayrica,

A(x, +y,)=Ax, + Ay,
A(cy,) =cAy, (3.13)
A(ex, +¢,y,) =cAx, +c,Ay,

oldugundan A lineer bir operatordiir.

Simdi E operatoriini ele alalim. p € Z olmak iizere,

Epyk :yk+p
Ey, =Yia (3.14)
E’y =
Vi = V2

E operatorii shift (kaydirma) operatoriidiir.
P, q € Z olmak iizere,
EP(ex o,y )=cx,,, + ), (3.15)
ve
E’E'y, =E'E"y, =E"y, (3.16)

dir.
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A ve E ’nin tamimlarindan,

AV, = Vi =V (3.17)

\%

E?y, = y,.0y,

=Ey, -y, (3.18)
=(E-1y,
elde edilir. Dolayisiyla,
A=E-1 (3.19)
veya
E=A+1 (3.20)
dir.

3.1.4 Temel Fark Operatorleri

, .
X, ve y,, k’nin fonksiyonlar1 olsun.

Carpimin Farka:
A V) = X1 Vi — %V

=X Vi — X Ve T X Ve =X Vi

(3.21)
=X (Ve =20+, (o — %)
= XAy + Y Ax,
Farklar icin Leibnitz Teoremi
n n n n—
A" (x, ) =A%y, +(1](Axk)(A lyk+1)
(3.22)
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Boliimiin Farki:

A[x_k] _ e N _ MV T VX
Vi Vit Wk ViV

_ Xk Ve XV ¥ X Vi Vien X

YiVin

_ Ve (X = %) =X (Vi = Vi)
YViVin

_ ViAx, + XAy, _ ViAx, + XAy,

YViVin YiVin

Sonlu Toplamin Farki:

S,=nty,tyt.. t+y,

olsun,
Sca =Nt tyt.o ot VitV
olur.
AS, =8, = 8 = Vi
dir.

3.1.5 A Operatorii ve Toplam Analizi
AAy) =y,

olacak sekilde A"y, tanimlayalim.

=AY,

olsun,

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)
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Azp =z, -z
= A(Ay) (3.29)
olur. Bu durumda;
Zka "5 =W

Zy = Zp = Vi

Zp1 T %2 = Vi (3.30)
L4 =N
Taraf tarafa toplanirsa,
T EHENT Tt T (3.31)
veya
k
L =25+ LY, (3.32)
r=1
ve
k-1
Zo=z,+ )., (3.33)
r=l1

elde edilir. (3.33) esitliginde (3.28) yerine yazilirsa,

k-1

Ay, =Dy, +z (3.34)

r=1

elde edilir. Burada z, sabit sayidir. Genel olarak,

Ay =AM ATy (3.35)

dir.
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3.2 Lineer Fark Denklemleri

3.2.1 Giris

k, ve k, sonlu veya biiytikliik olarak sinirsiz olmak iizere,

k <k<k,
(3.36)

ve a,(k), a,(k), a,(k), ... ,a, (k) ve R, tamsayilar lizerinde taniml fonksiyonlar olsun,

ay (k)Y + a(K)y, 0+ 4Ky, + .. +a,(k)y, =R,

(3.37)
bi¢iminde bir denkleme lineerdir denir.
Bu denklemin derecesinin z olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, her # igin,
a,(k)a,(k)#0 (3.38)

olmasidir.

(3.38)’de verilen kosuldan ve esitligin her iki tarafin1 a,(k) ile bolerek n. mertebeden

lineer fark denklemi soyle,

Ve T @By + a(K)yi, 0+ ... +a,(k)y, =R, (3.39)

yazilabilir.

Eger (3.36) ile verilen araliktaki k& degerleri icin R, =0 ise (3.39) denklemi

homojendir denir. Eger R, #0 ise (3.39) denklemi homojen olmayan bir denklemdir.

YVien T ()Y + a0yt +a,(k)y, =0 (3.40)

(3.40) denklemi homojendir [8].

Teorem 3.2.2 ¢ keyfi bir sabit olmak {izere y, (3.40) denkleminin bir ¢6ziimii ise, cy,

da (3.40) denkleminin bir ¢éziimidiir [8].
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Ispat 3.2.2 :
c[yk+n +a )y, +a,k)y,, ,+...+a, (k)yk] =0 (3.41)
Bu denklem,
x.,+alx,, +al)x,  ,+...+a,k)x =0 (3.42)
biciminde yazilabilir. Burada,
X, =cy, (3.43)

dir. (3.40) ve (3.42) aymit denklemler olmasi nedeniyle x, (3.40) denkleminin

¢Ozimiuidiir.

Sonug olarak cy, da (3.40) denkleminin bir ¢oztimiidiir.

Teorem 3.2.3: ¢, ve c, keyfi sabitler olsun; y\" ve y!” (3.40) denkleminin ¢dziimleri

ise,
Vi = c1y151) + CzyIEZ) (3.44)

ifadesi de (3.40) denkleminin bir ¢oziimiidiir. [8].

Ispat 3.2.3 : ¢, keyfisabit, y" (3.40) denkleminin ¢dziimii ise,

v+ a(yl)  + a0yl L+ +a,yd =0 (3.45)
|+ a0yl + a0y, + .. +a,y" =0 (3.46)

buradan,
clylilJr)n + al (k)clylgr)n 1 + aZ (k)clyliljn 2 .t anclylgl) 0 (347)

elde edilir.
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(2

Ayni sekilde, ¢, keyfi sabit, y,” (3.40) denkleminin ¢dzlimii ise,

o+ a Ryl + a,(0ye + . +a,y =0 (3.48)
[ﬁ%wmmmﬁ%mm12-+aﬁﬂo (3.49)
buradan,
e+ a (), + a)(Ke,yi, L+ .. +a,cy” =0 (3.50)
elde edilir.

(3.47) ve (3.50) denklemleri taraf tarafa toplanip,
x =y + ey (3.51)

almirsa, (3.42) denklemi elde edilir. Yani ¢y +c,»* (3.40) denkleminin ¢dziimii

olur.

3.2.2 Lineer Bagimsiz Fonksiyonlar

Eger k, <k <k, aralif1 tizerinde

e f (k) +e,f,(k)+ ... +c f,(k)=0 (3.52)

olacak sekilde, hepsi birden sifir olmayan » tane ¢,,c,,c;, ... ,c, sabitler kiimesi var ise
J,(k), f5(k), f;(k), ..., f, (k) fonksiyonlar kiimesi lineer bagimlidir denir.
1), f5(k), f;(k), ..., f (k)  fonksiyonlar kiimesinin Casorati (Wronskiyen)

determinanti s0yle tanimlanir [8].

Ji(®) LB )

C = fl(fjﬂ) fz(’:‘“) f,,(f:wl) (3.53)

Silken-1)  fo(ken-1) o f (ken-1)
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Teorem 3.2.4: Eger f,(k), f,(k), f;(k), ..., [ (k) lineer bagiml » tane fonksiyon ise

bunlarin Casorati (Wronskiyen) determinanti her k igin sifirdir [8].

Teorem 3.2.5: Eger f (k), f,(k), f;(k),...,f, (k) gibi n tane fonksiyonun Casorati

(Wronskiyen) determinanti sifir ise bu # tane fonksiyon lineer bagimlhidirlar [8].

3.2.3 Lineer Homojen Fark Denklemleri
Vin — Ay, =0 (3.54)

lincer homojen birinci mertebeden sabit katsayili fark denklemidir. 4 =0’dan

baslayarak ardisik olarak ¢6ziilmeye calisilirsa,

» =4y,

y, =Ay, = A(Ay,) = AZyO
(3.55)

Y, =A"y,
Eger y, =c kabul edilirse,
Y, =cd" (3.56)

bulunur.

Simdi genel olarak n. mertebeden homojen bir fark denkleminin ¢6ziimiine bakalim.

Vin T A Veews T A Vit oo+ Ay 4, =0 (3.57)

lineer homojen fark denklemi,
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Eye =y
EZJ’k = Vis2
Enyk = yk+n

konularak,

(E"+A4, E""'+A4 B +...+A4E+4,))y, =0

halini alir. (3.59) denkleminde,

W =r
seklinde ¢oziimler aranirsa,
k+1
Yin =71
_ k2
Vira =T
_ k+n
yk+n =r
konulsun,
n n—1 n=2 _
r"+A "+ A "+ + Ar+A4,=0
bulunur.

(3.62) denklemine (3.59) denkleminin karakteristik denklemi denir.

Eger karakteristik denklemde sol taraf ¢arpanlarina ayrilabiliyorsa,

(r=n)r-=n)..(r-r)=0

bi¢iminde yazilabilir. Boylece r, r,, ..., r, karakteristik denklemin kokleri olur.

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)
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Bu durumda,

Y1 =h
_ .k
Y =h
_ .k
yn _rn

(3.57) denkleminin ¢6ziimleridir.

Bu ¢6zlimlerin sabitlerle ¢arpimlarinin toplami da ¢6ziim olacagindan,

k k k
Yy =qn +en +...+er

n'n

genel ¢oziim olur [8].

3.2.4 Homojen Olmayan Lineer Fark Denklemleri

Vit ()Y ta, Oyt - o +a,(k)y, =R,

denklemi goz oniine alinirsa, homojen kismin ¢6ziimii,

y;’f = Clyllc +czy1§
dir. (3.66) denkleminin sag tarafinin ¢oziimii y{ olsun.
Bu durumda genel ¢6ziim,

ye =yt

bigiminde olacaktir.

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

Ozel ¢bziim (3.66) denkleminin sag tarafindaki ifadenin tiiriine gore asagidaki sekilde

aranacaktir [8].
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Ty Py
a* Aa*
sin(bk) Asin(bk)+ B cos(bk)
cos(bk) Asin(bk)+ B cos(bk)
k" A+ Ak+AK +. .+ Ak
k"a" a* (Ay+ Ak + Ak + .+ A k")
Teorem 3.2.6:

+

Vi TG RV T @ ()Y, . +a,(k)y, =4 k)

denkleminin bir ¢oziimii F*,

Vit By ta, (v, + - oo +a,()y, =¢,(k)

denkleminin bir ¢dziimii F, ise,

Vien T @Kyt (), + - oo +a,(k)y, =¢(k)+,(k)

denkleminin bir ¢oziimii F* + £, dir [8].

Ispat3.2.6 : F* (3.69) denkleminin, £, (3.70) denkleminin ¢dziimii ise,

B v a(OF " +a,(OF "7+ L +a,(0F =¢(k)

Fv2k+n +al(k)F'2k+i’l—l+a2(k)F'2k+n_2+ P +an(k)F'2k :¢2(k)

olur.
(3.72) ve (3.73) denklemleri taraf tarafa toplanir ve x, = F* + ' alinirsa,

X, ta)x,, +a,(b)x,, ,+ ... +a,(k)x, =¢(k)+¢,(k)

denklemi elde edilir. Yani, F* + F, (3.71) denkleminin bir ¢dziimiidiir.

(3.69)

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)



4. BOLUM

STURM-LIOUVILLE FARK OPERATORUNUN SPEKTRAL OZELLIKLERI

4.1 Giris

a, ,, a,, b, n’nin fonksiyonlar1 olmak iizere,
1Y, =by, +a,9,,=0
ikinci mertebeden homojen fark denklemini ele alalim. Bu denklem;
AP, )+5,9,=0
p, ves, fonksiyonlarinin uygun se¢ilmesiyle (4.2) denklemi,

pnyn+1_(pn+pn—1_sn)yn+pn—1yn—l =O

sekline doniigiir. (4.1) denklemi ile (4.3) denklemini karsilastirdigimizda,

bulunur. (4.4) denklemini s, i¢in ¢ozerek,

4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)
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Pu oy (4.6)
an
esitligini kullanirsak;
b
s, =p,*p,,+b, =p,+p,, +(% jpn 4.7)
elde edilir.
a,, b, a, K n’nin fonksiyonlar: oldugu i¢in, (4.5) p,’i bulmak icin kullanilabilir.
A, k’dan bagimsiz bir parametre olmak {izere,
s, =—q,+A (4.8)
olsun. Bu durumda (4.2) denklemi,
~A(p,8y,.)+(q,-4)y, =0 (4.9)
seklini alir.
1<n < N -1 olmak iizere (4.9) denklemine Sturm—Liouville fark denklemi denir.
a,, a,, a, Ve a,,, verilen sabitler,
ayy, +a,y, =0
(4.10)

ayYy +ay, Yy, =0

(4.10) sinir kosullari ile (4.9) denklemi Sturm—Liouville sistemi olusturur.

Sturm—Liouville denkleminin karakteristik degerlerine veya 6zdegerlerine karsilik gelen

¢Oziimlerine karakteristik fonksiyon veya 6zfonksiyon (6zvektor) denir [8].

n € Z olmak iizere y, kompleks sayilarinin dizisi y = {yn} olsun.

(gy)n = _anflynfl + bnyn - anyn+1 = ﬂvy,, (4.1 1)

(4.11) ikinci mertebeden fark denklemini ele alalim. Burada A bir spektral parametre,

a, #0 ve a,,b, e R=(—o0,+0), neZ olsun.

n’=n



24

Eger,
p,=a,
(4.12)
qn = bn _an _an—l
ve
Axn :xn+l _'xn (413)
ifadeleri (4.11) denkleminde yazilirsa Sturm — Liouville bigiminde
—A(p”_lAyn_l)Jrqnyn =Ay, (n eZ) (4.14)
fark denklemi elde edilir.
y={y,} ve z={z,} dizileri igin [y,z] dizisini asagidaki gibi tanimlayalim.
[v:2], = a, (9,201 = ,12) (4.15)

bigiminde tamimlanan, [y,z], bilesenlerinden olusan dizi, [y,z] dizisi olsun. Bu

boliimde [9] A. Eryilmaz’in doktora tezinden faydalanilmustir.
Tanmm 4.1.1: Vm,ne Z ve n<m igin,

m

DA,z -y,(2), = 10.2], - 2], (4.16)

J=n

esitligine Green formiilii ad1 verilir [10].

(fy)” = _an—lyn—l + bnyn - anyn+1 (4 1 7)

olmak tizere keyfi y = {yn} dizisi i¢in, bilesenleri ((y)n olan diziye /y dizisi diyelim.

0

(3.2)=D_ v,z (4.18)

Nn=—00
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i¢ carpimini saglayan, Z | yn|2 <oo seklindeki biitlin kompleks degerli y dizilerinin

n=—0

olusturdugu ¢°(Z) Hilbert uzayini kuralim.

ly € 1*(Z) olacak sekilde y e ¢*(Z) vektorlerinin kiimesini D ile gosterelim.
Ly =1y (4.19)
konularak D de bir L maksimal operatdrii tanimlayalim.

v,z € D vektorleri igin,

[y,z]o0 = lim[y,z]n

n—0

(4.20)
[y,z]foc = lim [y,z]

n——oo n

limitlerinin varlig1 ve sonlu oldugu (4.16) formiiliinden elde edilir. Bundan dolay1,
n——o0 ve n—>© i¢in (4.16) formiiliinden (Green formiiliinden) limit hesaplanirsa,

v,ze€ D igin,

(Ly,z)—(y,LZ):[y,z]w—[y,z]f00 (4.21)
elde edilir.

Sonlu sayidaki elemam sifirdan farkli olan y :{ n} dizilerinin kiimesi iizerinde

Lyy=Ly ile tannmhi L; simetrik operatoriiniin kapamismni L, ile gosterelim. L,

operatdrii simetriktir ve L, = L *dir [10].

L,’m indis defektinin hesaplanmasi, yar1 dogru Tlzerindeki indis defektinin
hesaplanmasima indirgenebilir. Ashinda ¢*(Z), A(N)) (N = {—1, =2, —3,...,}) ve
/*(N)) (N+ = {0, 1,2,3,...,}) uzaylarmin ortogonal toplamidir. ¢*(N_) ve (*(N,)
uzaylarinda 7 ile tiretilen minimal ve maksimal operatorler L;(L ) ve L;(L,) olsun ve

Dy (D,), Lij(L.) operatorlerinin tamim kiimesi olsun. Im A # 0 i¢in L, in defekt sayisi,
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def L,=dim{(L,~ A1) D(L,)}" (4.22)
i¢in,
def L, = def L, +def L (4.23)

esitligi saglanir. Bu ise k£ =0,1,2 olmak iizere L, 1n indis defektinin (k k) bigiminde

oldugunu gerektirir. (0,0) indis defekti i¢in L, operatdrii kendine estir. Yani,

Ly=L,=L (4.24)
dir.

Kabiil edelim ki simetrik L, operatoriiniin indis defekti (2,2) olsun. £ oo ’da Weyl limit

cember durumlarin1 garanti eden yeterli kosullar vardir [11, 12, 13].
L, m tanim kiimesi,

[y,z]w—[y,z]foo =0 (ze D) (4.25)

kosulunu saglayan y € D vektorlerini igerir.

(4.11) denkleminin y={y,} ve z={z,} ¢oziimlerinin Wronskiyeni;

W, (rz)=[rz], (4.26)
olacak sekilde,
VI/n(y’Z):an (yr/Zn+l _yn+lzn) (4'27)
bigiminde tanimlanir.

Bu ¢oziimler » ’ye bagh degildir. Bu iki ¢6ziimiin lineer bagimsiz olmasi igin gerek ve

yeter kosul Wronskiyeninin sifirdan farkli olmasidir [10].
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U, (A)=0

U,(0)=1

(4.28)
Vi(d)=——

Vo(D)=0
kosullarini saglayan (4.11) denkleminin ¢dziimlerini,
U ={U, ()}
V() ={7,(4))

(4.29)

ile gosterelim.

(4.28) kosulundan,

(4.29)

bulunur. Wronskiyenin degismezliginden W (U,V) =1 oldugu elde edilir.

U(A) ve V(A), (4.11) denkleminin ¢dziimlerinin temel sistemini olusturur ve VA eC
igin, U(A), V(A) e (*(Z) dir. u=U(0) ve v=V(0) olsun, u={u,} ve v={v,} reel

sayilar dizisi ve [u, v] =1 oldugundan (4.15) denkleminin tabani oldugu goriiliir [10].

Lemma 4.1.2: Keyfi y={ y,} ve z={z,}e D vektorleri i¢in,

[y,E] [yu [zv] —[yv I:zu] (neZu —0 +oo}) (4.30)

esitligi saglanir [10].
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Ispat 4.1.2: (4.14) denkleminden ve [u,v] =1 oldugundan,

[y’u]n [E,V]n _[y,V]n I:Eru]n = (ynunH _unynﬂ)(;"vnﬂ —VnEnH)

- (ynvn+1 Vi )(E”unﬂ —u, E’”'l )
= ynun+12”vn+l - ynl’lnHVnE”+1
UV E"vnﬂ UV, Vs E’“'l
“VuVan E”unﬂ + ynVnJrll'tnE”+1

+Vny

n+l Znun-H - vnyn+lun Zn+l

= ynvn+1un Zn+l — ynun-HVn Zn+l
+vnyn+1 Znlhy g —ULY 1 20V
=V, Zn+ (vn+lun —VlU )

Y Zn (Vs =,V )

_ o (4.31)
= (5,200 = 2,2, ) ity =V,
=[r.2], [wV],
=[r.z],
[pu],[2v] -[wv],[2u] =[»Z]  (neZu{-m+o})
bulunur.
Teorem 4.1.3 : L, operatdriiniin tanim bélgesi D, ,
] =[] . =[v.u], =[], =0 432)

siir kosullarini saglayan y € D vektdrlerini igerir [10].
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Ispat 4.1.3 : (4.25) denkleminden,
[v.z] ~[».z] =0 (4.33)
Lemma 4.1.2°den (4.32) denklemi,

[y,u]oo [E, V:IOO —[y,v]w [E,ulo —[y,u]foo I:E,vlw —[y, v]fw [E,u]iw =0 (4.34)

denklemine denktir.

Ustelik [E,ulw , [;,vlw , [;,ulo ve [E, vlo keyfi olabilir. Bundan dolay1, her ze D

i¢cin (4.34) denkleminin miimkiin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (4.32) kosullarinin

saglanmasidir. Teorem ispatlanir.

{(y) fark ifadesi i¢in asagidaki sinir deger problemini diisiinelim.

ly)=4, yeD (nel) (4.35)
a [y, —av.u], =2(al[vv], -~ [vu] ) (4.36)
[y,v]w—h[y,u]sz, Imh >0 (4.37)

Burada A, kompleks spektral parametre, ¢, @,, &/, &, € R ve

!
al al ' !
a=| | =qa,—a,a, >0 (4.38)

a, o,

dir [9].
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K.=alyv], -],
K. =a[yv], -yl ,
R (y)=[y.v],

RS (y)=[y.u],
R”(»)=[y.v].,

Ry (v)=[rul.,

K. (y)=R"(y)=hR; (y)

olsun.

Lemma 4.1.4: Keyfi y,z €D igin,

K (2)=K_(z)

K' (2)=K(2)

R”(z)=R/(2)

Ry (2)=R;(2)
olmak iizere,
i) [».Z], =RT (MR (Z)-R7 (2R ()
o -1 _1 X (K (K (2
i) [17], =—| KWK () -K~ (K. ()]

dir.[9]

Ispat 4.1.4:

) RY(WR;E)-RT @R, (»)=[».v], [Z.u], ~[Z.v], [y.u],
Lemma 4.1.2°den dolay1,

=[».7],

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)
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iy 2 KL (K () -K (WK _(2)]

el el )l -l
~(el[po], -~y (@ [Z0], ~e[zu] )]
_ é[“f% (] [Zu], ~[yu]  [20].,) (4.44)

~aay ([yv] (2], [y L [20],)]

Ir, : — _
= —[(alaz —alaz)([y,v]_w [Z’”]_oo _[y’”]_oo [Zvv]_m )]
a
Lemma 4.1.2°den dolay1

=[».7],

4.2 Simir Deger Probleminin Hilbert Uzayinda Urettigi Lineer Operatér

fVer*(Z), f* eC olmak iizere,

)
f= (f ] (4.45)

seklinde iki bilesenli elemanlarin lineer uzaym H = ¢*(N)@® C seklinde gosterelim.

Eger,
|4 4.46
a=| . (4.46)
2 2
olmak tizere « > 0 kabul edilirse,
A f(l) A g(l)
fz(f(z) , &= g(z) eH (4.47)

olmak tizere,
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AA x _ 1 .
(f’gj — z f;z(l)g,,(l) +;f(2)g(2) (448)

n=—o00

seklinde H lineer uzayinda bir i¢ ¢carpim tanimlayalim [14]. Bu i¢ ¢arpima gore H lineer
uzayi bir Hilbert uzay: olur. Dolayisiyla verilmis sinir deger problemine uygun Hilbert

uzay1 tanimlanmis olur.
Verilen sinir deger problemine uygun A operatoriinii,

A H—>H (4.49)

4,7=1(F)= (4.51)

esitlikleri ile tanimlayalim [14].

Lemma 4.2.1: H =(*(N)®C Hilbert uzayinda 4, operatorii i¢in,

[Ah },éj—( A “ éj _ |:f(1)’g(l):|oo _[f(l)’g(l)lw

esitligi saglanir [9].
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Ispat 4.2.1: (4.47) denkleminden,

AA N - _
(Ah / ’gj D VAR AR PR
N n=—N

3 (e s a )L

n=-N

~ WT . AT 05T\, L 25T
= (an—l n—lgn+bnfn gn+anf;1+1gn)+af g (453)

N
n=—N

1 1 |
+a—Nf—(]\2glN+l + b—N+1f—(1\2+1glN+1 + a—N+1f_(z\;+2g1N+1

1
+otay g +b, g v a, 1) gV +— g

Diger taraftan,

A A N 1 _
(f’ Ah gj = (an—lgil—)l +bngn(l) + ang;(zl-Zl )fn(l) +;f(2)g(2)

N

M=

= 3 (4@l +a,glh) £+ 7

n=—N

(e 20+ 5,100 +a, gl )+ L 700

R |~

N
n=—N

_ 1) (1) 1) (1) 1) (1)
=a_y  J Nyt Nyt a NS

Q)] 1 =) Q)]
ta a8y by S Na8 v T Ay S va8 oy

1 .
(1) (1) ) = 1) =D ) (2)
+.ootay fy By by Sy 8N tayfy gN+l+;f g

elde edilir.
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(4.53) ve (4.54) esitlikleri (4.52)’de yerine yazilinca,
(478 ~(Fae) —arrtgl-ariet,
N N

1 1 _
) =0 1) (1) (2) (2 ), (2)
tay fna8w _aNfN 8va T g -—f"g

=a g (ff}v),lgflg, - f}\;gg\)/fl) —dy ( zél)gz(vlil - zél)gz(vl)) (4.55)
1 _
+;[f(2)g(2) —f(z)g‘ﬂ

_ [f(l)’ga)lm _[fl’g(l):IN +é[f<2)F_Wg<z)]
bulunur.
N — o ig¢in,

4, 1.0~/ 4, ) =[ /0.8 ~[/7.8"]

—00

+é[f(2)g_ﬁg<z>}

(4.56)
_ [f(”,g(”] —':f(l),g(l)]
1 D\ g (D) ' N (D)
+E[Kw(f())Kw(g())—Kw(f())Kw(g())J
olur.
(Ah },éj_(A,Ah éj:[f(l)’g(l)lo_|:f(1)’g():|_oo
(4.57)

elde edilir.
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Teorem 4.2.2 : A4, operatorii H uzayinda disipatiftir [9].

Ispat4.2.2: p={p e D(4,) ve D(4,)=H igin (4.52) esitliginden,
(4,9.9)=(5 4,9) }Kcaww+bn a9, +— Lyog:

- — — 1 —2)
_Z (anflyn—l + bnyn + an yn+l )yn _;f g(2)

= _an—lyn—ly_n + an—lyn ;n—l - ammerl;m + amym ;m-i—l (458)
1 -2 |l =o—=0e

+—fPg  ——f "¢
a (04

—) —) 1 —2) )
[ﬂ%y Lz[ﬂmy L4+;{fmg -f gm}

m — o ve n—1— —o igin,

(Ahﬁ,ﬁ) (J> Aj> [ ® —<1)] [ o —<1)]

(4.59)
1 OV (D) &7 (O —(1)]
+a[K°°(y )wa (y ) K’ (y )K% (y )
bulunur. (4.41)’den dolayi,
(4,9.9)-(9 4.9)=[»". "]
(4.60)
=R "R ()= REGRT ()
olur.
K, (»")=0 (4.61)
Kw( (”) kosulu saglanacagindan,
Ry (y")=hR3 (»") (4.62)

bulunur.
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(4,9, 9)~ (9, 4,9) = hR; (» ) R; ) TR RS (1)

=(h-h)(R; "R5 (")) (4.63)
= 2itmh|R; (")
olur. Buradan,
Im(4,9,9)=Imh[R7 (") 20, (Imh >0) (4.64)

dir. Yani A, operatorii H ’de disipatiftir.

4.3 A, Operatoriiniin Ozdegerleri ve Ozvektorleri

2 eC igin,
RY (2(D)=[x(A).u] =1 (4.65)
Ry (x(A)=[x(A),v], =h (4.66)
R (p(A)=a, - Ae; (4.67)
Ry (p(A)) =, - Ada (4.68)

kosullarini saglayan ¢oziimler ¢(/1) ve ;((/1) olsun. (4.41)’den bu ¢ézlimlerin — o ’daki
Wronskiyeni olan A__ (A1),

A=A (D) =K_ (x(A)-AK, ((1)) (4.69)
dir. (4.42)’den bu ¢6ziimlerin + « ’daki Wronskiyeni olan A (i) ,
A=A, (1)=-K. (p(2) (4.70)
olarak hesaplanir. [11]

Lemma 4.3.1: (4.35) — (4.37) Sinir deger probleminin 6zdegerleri ancak ve ancak

A(A) ’nin sifir yerlerinden ibarettir [9].

(A =A_(A)=A,(D)) 4.71)
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Ispat 4.3.1: 4, A (1) *nin bir sifir1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

Ao(/io):(0_1(/10)10(10)_goo(io)lq(lo):0 (4.72)

dir.

n=0 i¢in A,(1), @(4,) ve yx(A4,) vektorlerinin Wronskiyeni oldugundan (4.72)
geregi p(4,)ve y(4,) ¢dzlimleri lineer bagimli olur. Yani,

o(Ay)=kx(1,) (4.73)
olacak sekilde k =0 sabit sayis1 bulunur. (4.65) geregi ¢@(41,) (4.35) — (4.36) swnir

deger probleminin A = A i¢gin bir ¢dzlimii olur. Yani A=A  bir 6zdegerdir.

Simdi bunun tersinin de dogru oldugunu gosterelim. Yani A=A, Ozdeger ise
Ay(A,)=0 ve A_(4,) oldugunu gosterelim. A=A71, Ozdeger icin A (1,)#0 ve
A, (4,)#0 oldugunu kabul edelim. A,(1,)#0 ve (4,)#0 ise @(4,) ve x,(4,)

vektorleri lineer bagimsiz olur. Buna gore (4.35) denkleminin genel ¢éziimii

(A= (L)p(Ly)+c,x(A,) (4.74)
seklinde yazilabilir. (4.37) sinir kosulu geregi,
[y,v]w—h[y,u]wzo (4.75)
esitligi saglanir. Buradan (4.72) kosulu dikkate alinirsa,

¢ ((90(/10) + h¢_1(/10))+02 (Z o(A)+hy, (ﬂo)) =0 (4.76)

esitligi elde edilir. Bu esitlikte ¢(A4,) ¢dzliim vektoriiniin (4.41) sinir kosulunu sagladigi

g6z Online alinirsa,

¢, (Zo(ﬁ“o)'kh)(fl(lo)):Con(lo):O (4-77)

bulunur.
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Kabul geregi A,(4,)#0 oldugundan ¢, =0olur. (4.42) kosulundan ve ¢, =0

olmasindan,
c{lo(Ao)v], (- Ae))=[@(Aow)], (@, - Ac5)| = A, (A)=0  (4.78)
dir.

A, (4,)#0 oldugundan ¢, =0 olur. Sonug olarak y(4,)=0 olur. Bu A, ’m 6zdeger
olmas: ile ¢elisir. Bodylece ispat tamamlanir. A;(4) ve A_(A) fonksiyonlarinin

sifirlarim A, (n=0, 1, ... ) seklinde gosterirsek,

] € D(Ah) (4.79)
)
vektorleri,

Ah/%n = /1 n/%n (480)

esitligini saglar. Yani #, ’ler A, operatoriiniin ozvektorleridir. A,(4) ve A (4)

fonksiyonlariin sifirlarm1 4, (n=0, 1, ...) seklinde gosterirsek,

. o(4,)
= D(A4 4.81
n (K'oo((P(ﬂ,,))je ( h) ( )
vektorleri,
Ad =2 & (4.82)

esitligini saglar. Yani ¢3n "ler A, operatoriiniin 6zvektorleridir.
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Tanim 4.3.2: Eger A, 6zdegerine karsilik gelen,

LYYy =2AoYy
K (y)—AK  (¥)=0

K. (y)=0

(4.83)
g(ys)n _){’Oys _ys—l :O
K—oo(ys)_ﬂ"OK:oo(ys)_Kioo(ys—]) = 0
K, (y,)=0, s=1,2,...,n

sartlarin1 sagliyorsa, y,, ¥, ¥,, ..., ¥, vektorler sistemine (4.35) — (4.37) sinir deger

probleminin 6z ve birlestirilmis (asosye) vektorler zinciri denir [9].

Lemma 4.3.3: (4.35) — (4.37) smir deger probleminin 6zdegerleri ve A, disipatif
operatoriiniin 6zdegerleri cakisir. Yani, (4.35) — (4.37) smir deger probleminin A,

ozdegerine karsilik gelen her bir 6zvektorler zinciri ve birlestirilmis vektorleri, 4,

disipatif operatoriiniin ayn1 A, 6zdegerine karsilik gelen y,,»,,»,,...,», birlestirilmis
vektorler ve 6zvektorler zincirine karsilik gelir.
Bu durumda,
ykz( Jr j k=0,1,2,...n (4.84)
K., (v
esitligi saglanir [9].
Ispat 4.3.3: Eger,
Py € D(4,)
(4.85)
4,9y = 4,9,

ise,



(4.86)
- A’OK\; (Ya)=0

esitlikleri saglanir. Yani (4.35) — (4.37) siur deger probleminin 6zvektorii y, dir.

Tersine olarak, eger (4.83) sartlar1 varsa,

Yo N
= D(4
[K;(yo)j Yo € D(4,)

(4.87)
A11j}0 = //{’nj}O

dir. Yani ,, 4, operatoriiniin 6zvektorudiir.

Ayrica, eger A, operatoriiniin A, 6zdegerine karsilik gelen y,,,,¥,,...,», birlestirilmis

vektorleri ve 6zvektorler zinciri ise,

9, eD(4,) (k=0,1,2,...n) (4.88)

Ve

4,90 =49,
(4.89)
A}z.j)s =/10)’>s+_)’>s_l S=0,1,2,...,n

sartlar1 ile birlikte (4.83) esitligini elde ederiz. Burada y,,,,),,...,, ler

Vos Vis Yy »-e» ¥, vektorlerinin birinci bilesenleridir.

n

Eger, (4.35) — (4.37) problemine karsilik gelen y,,y,,,,...,», bilesenleri,

A Vi
Vo=, eD(4,), k=0,12,..,n (4.90)
¢ [Kw(yk)j l

(4.85)’de yerine yazilirsa, (4.89) elde edilir.

Yani (4.35) — (4.37) smir deger probleminin 6zdegerleri ve A, disipatif operatdriiniin

Ozdegerleri cakisir.



5. BOLUM
SONUC ve ONERILER

Bu calismada fark denklemleri hakkinda bilgi verildikten sonra Fark Sturm-Liouville
problemi olarak adlandirilan sinir deger problemi incelenmistir. Maksimal disipatif
operatorii olusturulmus, problemin 6zdeger ve 6zvektorleri incelenmistir. Fark Sturm-
Liouville sinir deger problemi ve disipatif operatoriin 6zvektorler ve asosye vektorler

sistemi incelenmistir.

Sonug olarak, Fark Sturm-Liouville sinir deger problemi ile A, disipatif operatdriin

Ozvektorlerinin c¢akistigi goriilmiistiir. Elde edilen sonuglar giris boliimiinde de

bahsedildigi gibi bir ¢ok fiziksel probleme uygulanabilir.
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