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TESEKKUR

“Lineer ve Lineer Olmayan Diferansiyel Denklem Sistemlerinin Yaklasik Coziimii I¢in
Taylor Matris Yontemi” konulu tez ¢alismasinin sec¢iminde, yiiriitiilmesinde,
sonuc¢landirilmasinda ve sonuglarinin degerlendirilmesinde maddi ve manevi destek ve
yardimlarim esirgemeyen degerli hocam saymn Yrd.Dog.Dr. Thsan Timugin DOLAPCI’
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LINEER VE LINEER OLMAYAN DiFERANSIYEL DENKLEM
SISTEMLERININ YAKLASIK COZUMU ICIN TAYLOR MATRIS YONTEMI

Halil ZEYBEK
Nevsehir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Mayis 2011
Tez Damismani: Yrd.Dog.Dr. ihsan Timugin DOLAPCI

OZET

Bu tez c¢alismasinda, lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklem sistemlerinin
yaklagik ¢ozliimii igin Taylor matris yontemi onerilmektedir. Bu yontem temel olarak
diferansiyel denklem sistemlerindeki fonksiyonlarn Taylor serisine agilimina ve bu
acilimlarin matris formatinin denklem sistemlerinde yerine yazilmasia baglidir. Bu
sekilde elde edilen matris denklemleri Mathematica da ¢6ziiliir ve bilinmeyen Taylor

katsayilar1 yaklasik olarak bulunur.

Bu yontem ile stiff sistemler gibi lineer ve lineer olmayan cesitli tiirlerden diferansiyel
denklem sistem Ornekleri ¢oziilerek, denklem sistemlerinin yaklasik ¢oziimleri elde
edilmistir. Elde edilen bu yaklasik ¢oziimler ile denklem sistemlerinin diger ¢oziim
yontemlerinden elde edilen yaklagik veya tam c¢oziimleri karsilagtirilmistir. Sonug
olarak, bu karsilagtirmada bize Onerilen yontemin dogrulugunu ve giivenilirligini

kanitlamaktadir.

Anahtar Kelimeler: Taylor matris yontemi; Taylor siralama yontemi; Taylor
polinomlar1 ve serileri; lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklem sistemleri; stiff

diferansiyel denklem sistemi.



TAYLOR MATRIX METHOD FOR THE APPROXIMATE SOLUTION OF
LINEAR AND NONLINEAR DIFFERENTIAL EQUATION SYSTEMS
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Nevsehir University, Graduate School of Natural and Applied Sciences
M.Sc. Thesis, May 2011
Thesis Supervisor: Assist.Prof.Dr. Ihsan Timucin DOLAPCI

ABSTRACT

In this thesis study, Taylor matrix method for the approximate solution of linear and
nonlinear differential equation systems is proposed. This method is essentially based on
the expansion of the functions in differential equation systems to Taylor series and
substituting the matrix forms of these expansions into the given equation systems.
Matrix equations obtained are solved in Mathematica and the unknown Taylor

coefficients are found approximately.

Using this method, samples from various linear and nonlinear differential equation
systems as well as stiff systems are solved and approximate solutions of equation
systems are obtained. These approximate solutions are then compared with approximate
or exact solutions obtained from other solution methods of equation systems. As a

result, this comparison demonstrates that the proposed method is accurate and reliable.

Keywords: Taylor matrix method; Taylor collocation method; Taylor polynomial and
series; linear and nonlinear differential equation systems; stiff differential equation

system.
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KISALTMALAR VE SIMGELER

Sembol Aciklamalar

y®(c) Taylor serisinin katsayilari.

w Denklem sisteminin lineer kisminin genisletilmis matrisi.

C Denklem sisteminin lineer olmayan kisminin genisletilmis matrisi.
G Denklem sisteminin sag tarafinin genisletilmis matrisi.

w* Denklem sisteminin lineer kisminin Kosullari kullanilmig yeni

genisletilmis matrisi.

C* Denklem sisteminin lineer olmayan kisminin kosullar1 kullanilmis
yeni genisletilmis matrisi.

G” Denklem sisteminin sag tarafinin kosullar1 kullanilmis yeni
genisletilmis matrisi.

L;[v1,¥V2, ..,v,] I diferansiyel denklemin lineer kismu.

N;[y1,¥2, ...,y,] L diferansiyel denklemin lineer olmayan kismi.
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1. BOLUM

GENEL BIiLGILER

1.1 Giris

Uygulamali bilimlerin bircok alaninda diferansiyel denklem sistemleri karsimiza
cikmaktadir. Diferansiyel denklem sistemlerinin varsa tam analitik ¢oziimlerini bulmak
en iyi tercihtir. Bunun miimkiin olmadigi durumlarda da yaklasik analitik ¢éziimleri
bulmak tercih edilir. Sayet bu da miimkiin olmazsa, analitik olarak ¢oziimii zor veya
olanaksiz olan problemlerin ¢dziimlenebilmesi i¢in uygun ve en iyi yaklasim yontemi
olan niimerik yontemlerle ¢6ziimleri elde etmek kaginilmaz hale gelir. Bazi durumlarda

da kismen analitik kismen de nlimerik yontemlerin karigimini uygulamak gerekebilir.

Niimerik yontemler ¢ok Onceden beri matematikgiler tarafindan kullanila gelmistir.
1950 den sonra gelismeye baslayan bilgisayar ile birlikte daha yaygin olarak
kullanilmaya baslanmistir. Bu ¢alismada amag¢ niimerik bir yontem olan Taylor matris
yontemini diferansiyel denklem sistemlerine uygulamaktir. Diferansiyel denklem
sistemleri daha oOnce c¢esitli niimerik yontemlerle c¢oziilmistiir. Stiff diferansiyel
denklem sistemlerinin ¢6ziimii i¢in 1986’da Lambert tarafindan Euler yoOntemi
verilmistir [1]. 1993’de Burrden ve arkadaglari tarafindan Euler yontemi, Taylor
yontemi ve Runge-Kutta yontemi diferansiyel denklem sistemlerinin ¢6ziimii igin
niimerik yontemlere giris olarak verilmistir [2]. Giizel ve arkadaglari [4] tarafindan stiff
sistemlerin ¢oziimii i¢in kuvvet serisi yontemi verilmistir. Kaya [3], Adomian ve
arkadaglari, Biazar ve arkadaglari [6-9] tarafindan diferansiyel denklem sistemlerinin
¢Ozimil i¢in Adomian ayrisim yontemi verilmistir. He ve arkadaglari, Biazar ve
arkadaslar1, Tatari ve arkadaslar tarafindan Varyasyon Iterasyon yontemi verilmistir
[10-20]. Zhou, Abdel-Halim Hassan, Thongmoon ve arkadaslar1 [21-23] diferansiyel

denklem sistemlerinin ¢oziimii igin diferansiyel doniisiim yontemini sunmuslardir.



Taylor matris ve Taylor siralama yontemi daha O6nce bir¢ok arastirmaci tarafindan
diferansiyel ve integral denklemlerin ¢oziimi i¢in kullamilmistir. 1989’da Kanwal ve
Liu integral denklemlerin ¢oziimii igin Taylor agilimi yaklasimini vermistir [24]. 1994’
den bugiline kadar da Taylor matris ve Taylor siralama yontemi Sezer ve arkadaslari,
Nas ve arkadaslari, Yalginbas ve arkadaslari, Karamete ve arkadaslari, Kesan, Giilsu ve
arkadaslari, Kurt ve arkadaslari, Cenesiz ve arkadaslari, Sorkun ve arkadaslari
tarafindan lineer diferansiyel, integral, integro diferansiyel, fark, integro fark, lineer
homojen olmayan fark, diferansiyel fark, Riccati, lineer karmasik diferansiyel, Bagley-
Torvik denklemlerinin ve integro diferansiyel denklem sistemlerinin, tek dereceli
freedom sistemlerinin ve Volterra integral denklem sistemlerinin ¢6ziimii igin
verilmistir [5], [25-43].

Bu calismada ise Taylor matris yontemi daha Once cesitli nlimerik yoOntemlerle
¢cozlilmiis olan birinci mertebeden lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklem
sistemlerine uygulanmistir. Boliim 1°de diferansiyel denklem sisteminin genel hali ve
yontem igin genel bilgiler verilmistir. Boliim 2’de yontemin birinci mertebeden lineer
ve lineer olmayan diferansiyel denklem sistemlerine uygulanmasi teorik olarak
anlatilmistir. BOlim 3°de ise teorik olarak anlatilan yontem, sayisal orneklere
uygulanmig ve denklem sistemlerinin ¢6ziimlerinin diger yontemlerden elde edilen

coziimleriyle karsilagtirilmasi ekler kisminda tablo halinde verilmistir.

1.2 Problemin Tanitimi
Bu ¢alismada birinci mertebeden,
Al(x)yi(x) = f1(6, Y1, Y2, Y )
A; (X)Yé(x) = (Y1, Y2 - Vn )
(1.1)

An )y () = £, (6, Y1, Y2 0, Y0 )

seklindeki diferansiyel denklem sistemi ele alinacaktir. Denklem (1.1) ile verilen
diferansiyel denklem sistemi, yoOntemin anlatimina kolaylik saglamasi acisindan,

Li[y1,¥2, ..., ¥n| diferansiyel denklemin lineer kismi, N;[yi,Y2,..,¥,] diferansiyel



denklemin lineer olmayan kismi ve G;(x) diferansiyel denklemin homojen olmayan

terimi olmak {izere,
Al(x)yz,(x) + Li [)’1;)’2, ;yn] + Ni [J’L)’z; ---ryn] = Gl(x) )
i=12,..,n , a<x<b (1.2)

biciminde ele alinacak ve baslangi¢ kosullari,

n n n
Z a;; y; (xo) + Z Z Bijie Vi (X0)yi(x0) = 4;
j=1 j=1k=1
i = 1,2, ...,n ) a S xO S b (1'3)

seklinde olan diferansiyel denklem sistemlerinin Taylor matris yontemiyle yaklasik
¢Oziimiinii bulmaya calisacagiz.
Burada, x bagimsiz degisken ve y;(x),y,(x),..,y,(x) ’ler de n tane bilinmeyen

fonksiyondur. Ayrica,

n
Li[yi, Y2, wr Vo] = ZBU @y x) ; i=12,..,n (1.4)
=1
n n
N[y, ¥2, s ¥l = ZZ Cijg @y ye(x) 5 i=12,..,n (1.5)
j=1k=1

olarak alinmistir.

1.3 Bir Fonksiyonun Taylor Serisine Ac¢ilimi

Bir y(x) fonksiyonunun x = ¢ noktasi civarindaki Taylor serisine agilimi,

[oe]

® — o)t
}’(x)zzy (c)t('x 2 ; a<x<b,a<c<b (1.6)
t=0 '

seklindedir. Eger fonksiyonu x = 0 noktas1 civarindaki Maclaurin serisine agarsak,



v (0)xt
y(x)=z# (1.7)
t=0

seklinde olur. Fonksiyonun Taylor serisine ag¢ilimi, sonlu N sayisinda kesilirse, seri

acilimi fonksiyona,

N ® Y
y(x) %Zy (c)t(!x ) (1.8)
t=0

olarak yakinsar. Burada y®(¢)’ ler (t = 0,1,..., N) bilinmeyen Taylor katsayilaridir.

1.4 Leibnitz Tiirev Kural

u(x) ve v(x) iki ayr1 fonksiyon olmak iizere, u(x) ve v(x) fonksiyonlarinin ¢arpiminin

x’ e gore yiikksek mertebeden tiirevinin formiilii Leibnitz tiirev kuraliyla,

t

eI = Y utm ™) 19)

m=0

olarak yazilabilir.



2. BOLUM

LINEER VE LINEER OLMAYAN DIiFERANSIYEL DENKLEM
SISTEMLERININ YAKLASIK COZUMU iCIN TAYLOR MATRIS YONTEMI

Burada amag¢ denklem (1.2) ile verilen diferansiyel denklem sistemindeki ve denklem
(1.3) ile verilen baslangi¢ kosullarindaki fonksiyonlarin denklem (1.8)’deki Taylor
serisine agilimini matris olarak yazip, denklem (1.2) diferansiyel denklem sistemini ve
denklem (1.3) baslangi¢ kosullarin1 matris denklemine donistiirmektir. Ardindan,
matris denkleminden bilinmeyen Taylor katsayilarin1 bulup, denklem (1.2) diferansiyel
denklem sisteminin, denklem (1.3) baslangi¢ kosullar1 altinda denklem (1.8) ile verilen

yaklagik ¢oziimiinii bulmaktir.

2.1 Diferansiyel Denklem Sisteminin Matris Denklemine Doniistiiriilmesi

Bu calismada ele alacagimiz denklem sisteminde y;(x),y,(x),...,y,(x) gibi n tane

bilinmeyen fonksiyon olacagi i¢in denklem (1.8) agilimu,

N o © —_ At
=y 2060
t=0

olarak almmacaktir. Simdi denklem (1.2) diferansiyel denklem sistemindeki

fonksiyonlarin denklem (2.1) Taylor serisine agilimini matris olarak yazalim;

X=[1 (x—¢) (=) x=—)"ixw+ -

R 0

0! i _
@)

0 m 0 .. O yj(l)(c)

o 0 2o Y=y ® (22)
: : )
1 R A O
0 0 0 —

NYvixv+1)



olmak iizere,
[y, (0] = Xxmy; (2.3)
bi¢iminde matris olarak yazilabilir.

Denklem(1.2) ile verilen denklem sistemindeki B;; (x)y; (x) fonksiyonunu ele alirsak,
bu fonksiyonun, x = ¢ noktasi civarindaki, sonlu N sayisinda kesilmis Taylor serisine

ac¢ilimu,

N [B,; (0)y; 0] (- o)
Bi,-<x>y,-(x>=z[’ ’ J 24)

t=0

bi¢cimindedir. Leibnitz’in kurali kullanilarak,
: t
() _
[Bij (X)y] (x)]x=c - Z (m) Bij « m)(c)yj ) (c) (2.5)
m=0

olarak yazilabilir. Denklem (2.5) ile verilen ifade denklem (2.4) agiliminda yerine

yazilirsa,

- ()BT @y (@6 = o
Bij(x)yj(x):zz(m) / CJ;]! e (2.6)
t=0 m=0

olarak elde edilir. Denklem (2.6) ile verilen agilim1 matris olarak yazacak olursak;

_B..(O) I

By (c) 0 0 0
0ro!

B,  B;) . .
110! or!

Bj=\B;% @ B;" 0  B;”© 0 (27)

210! 11! 0!2!

B, B," V@ B,"P@ B,
NIO!  (N=D)!1! (N=2)I2! " QIN!

“(N+1)x(N+1)

olmak iizere,



[B; (x)y; (x)] = XB¥; (2.8)
bigiminde matris olarak yazilabilir.

Denklem (1.2) ile verilen denklem sistemindeki 4;(x)y; (x) fonksiyonunu ele alalim,
bu fonksiyonun, x = c noktasi civarindaki, sonlu N sayisinda kesilmis Taylor serisine

acilimi benzer yolla,

A (x)y; () = i Z

t=0m=

(A @y PG -

c)*

0

(2.9)

olarak yazilabilir. Denklem (2.9) ile verilen agilimi1 matris olarak yazacak olursak,

400 0
0!0!
Ai(l) (c) Ai(O) (©) 0
110! 0!1!
A; AP0 400 219
210! 1111 0
AV AY Vo AV
N'O!  (N—-D!1! LN = DUy psvsn
olmak tizere,
[4;(0)y, ()] = XAY, (2.11)

bigiminde matris olarak yazilabilir.

Simdi de denklem (1.2) ile verilen denklem sistemindeki Cyj (x)y; (x)y (x)

fonksiyonunu ele alalim;
Yie () = 3, () yr (x) (2.12)

olmak tizere, bu fonksiyonun, x = c¢ noktasi civarindaki, sonlu N sayisinda kesilmis

Taylor serisine a¢ilim1 benzer yolla,

(t=m) ¢ yy (m) Nt
ljk(x)Yk(X)—zz( ) (C)Y OG- (2.13)



olarak yazilabilir. Denklem (2.13) ile verilen agilimi matris olarak yazacak olursak,

[ Ciji @ (c) 0 0 0
0!0!
Cijr Do) Ciji @) 0 0
1!0! 0!1!
Ciji = Ci @ (o) Cijik Do) Ciji ©(c) 0 :
210! 11! 0!2!
Ciji (N)(C) Ciji (N_l)(c) Ciji (N_z)(c) Ciji © (c)
NIOU  (N-DIL (N=2)120 7 T OINT dypaenan
7, ()]
B (@
)
L (C)‘(N+1)><1
olmak iizere,
[Cijx )y )y ()] = [Cijre ()Y ()] = XCijae¥ i (2.15)

bi¢ciminde matris olarak yazilabilir.

Son olarak denklem (1.2) ile verilen denklem sistemindeki G;(x) fonksiyonunu ele
alalim, bu fonksiyonun, x = c noktasi1 civarindaki, sonlu N sayisinda kesilmis Taylor

serisine ac¢ilimi,

N

() A\t
Gi(x):ZGi (©)x—c) (2.16)

t!
t=0

olarak yazilabilir. Denklem (2.16) ile verilen agilimi matris olarak yazacak olursak,

‘Gi(o) (C) 7
Gi(l)(c)
G; = G_(Z)(C) (2.17)

)
LG (C)‘(N+1)><1



olmak iizere,
[G;(x)] = XMG; (2.18)
bigiminde matris olarak yazilabilir [38].

Denklem (1.2) diferansiyel denklem sistemindeki fonksiyonlarin, elde edilen denklem
(2.8) , denklem (2.11), denklem (2.15) ve denklem (2.18) ile verilen matris

gosterimleri, denklem (1.2) diferansiyel denklem sisteminde yerine yazilarak,

XAIYI + XBllyl + X312Y2 + e + XBlnYn + XC111Y11
+XC112Y12 + -+ XclnnYnn == XMGI

XA2Y2 + XBZIYI + X322Y2 + e + XBZnYn + XC211Y11
+XC212Y12 + -+ XCZnnYnn == XMGZ

(2.19)

XAnYn + XBnIYI + XBn2Y2 + M + XBnnYn + chllyll
+ch12Y12 + -+ chnnynn == XMGn

matris denklem sistemi elde edilir. Denklem (2.19) matris denklem sistemini daha basit

olarak,

X(A1Y1 + B11Y1 + B1Y, + -+ B1,Yy + C111Y 11
+C112Y12 + -+ C1un¥nn) = X(MG)

X(AyY; + By1Yq1 + ByY, + -+ By Yy + C211Y 19
+C212Y12 + -+ CoppnYon) = X(MG)

(2.20)

X(Anyn + Bn1Y1 + BnZYZ + et Bnnyn + Cn11Y11
+Ch12Y12 + -+ Cnnnynn) = X(MGn)

seklinde vyazabiliriz. Denklem (2.20) matris denklem sistemindeki X ’leri

sadelestirirsek,
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A1Y1+B11Y1 + B2Yy + -+ B, Yy + C111Y 11
+C112Y12 + - + C1pn¥un = MG,

AY; + By1Yq + ByYy + -+ By Yy + C211Y 11
+C212Y12 + - + Conn¥un = MG,

(2.21)

Anyn + Bn1Y1 + BnZYZ + et Bnnyn + Cn11Y11
+Cn12Y12 + ot CnnnYnn = MGn

matris denklem sistemi elde edilir. Denklem (2.21)’deki matris yapisini1 daha basit bir

hale getirmek istersek;

[Al + Bll B12 313 Bln ]
I 821 Az + BZZ 323 an |
W=| Bx B3, Az + B33 .. Bs, | ,
l B, B,» B3 w. A, + B, (N4 D)xn(N41)
[Clll Clln C121 ClZn Clnl Clnn]
|C211 aen Czln 6221 an szn an Cznl ann Cznn |
C = [Cgll aen C31n C321 aan C32n aan C3n1 aan ann‘ )
Cnll Cnln Cn21 ann Cnnl Cnnn n(N+1)><n2(N+1)
Y=[V1 Yo = Y, Yo Yo = Yo o Yar Yoo o Yl iy
[11] MG,
v MG
Y =|Y; , G=|"."? (2.22)
H Mo
Yo venxa X1
olmak iizere,
WY +CY =G (2.23)

olur. Denklem (2.23) matris denklemi denklem (1.2) denklem sisteminin temel matris

bagmtisidir.
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Bu matris denkleminin genisletilmis matris formu,

i W11 W12 Win(N+1)
WN+1)-1,1 W(N+1)-1,2 WN+1D)-1,n(N+1)
WN+1)+1,1 W(N+1)+1,2 WN+1D)+1,n(N+1)
Wa(N+1)-1,1 Wa(N+1)-1,2 Wa2(N+1)-1,n(N+1)
w=1Iw.]= : : :
[ ”] Win-D)(N+D+1,1 Wrn—-1)(N+1)+1,2 Wrn—-1)(N+1)+1,n(N+1)
Wn(N+1)-1,1 Wn(N+1)-1,2 Wn(N+1)—1,n(N+1)
WN+1),1 W(N+1),2 WN+1),n(N+1)
Wa(N+1),1 Wa(N+1),2 Wa(N+1),n(N+1)
L Wav+D)1 Wn(N+1),2 WnN+DaN+D) L) v 1) xnv+1)
; L,j=12,...,n(N+1)
r C11 C1,2 C1n2(N+1) 1
C(N+1)-1,1 C(N+1)-1,2 C(N+1)-1,n2(N+1)
C(N+1)+1,1 C(N+1)+1,2 C(N+1)+1,n2(N+1)
C2(N+1)-1,1 C2(N+1)-1,2 C2(N+1)-1n2(N+1)
¢= [Ci'/] T Cin— c 2 ’
(n—1)(N+1)+1,1 (n—-1)(N+1)+1,2 (n—-1)(N+1)+1,n“(N+1)
Ch(N+1)-1,1 Ch(N+1)-1,2 Ch(N+1)—1n2(N+1)
C(N+1),1 C(N+1),2 C(N+D),n2(N+1)
C2(N+1),1 C2(N+1),2 C2(N+1D)n2(N+1)
L Cav+1)1 Cn(N+1),2 DRV L vy 2 (v
; i=1,2,..,n(N+1) ; j=1,2,..,n (N +1)
¢ [0 ¢V &) &' P© Mo M) (2.24)
0! (N=1)! o! (N-1)! N! T n(N+1)x1
olarak yazilmak tizere,
[W;C;G] (2.25)

seklinde yazilabilir.
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2.2 Baslangi¢ Kosullarimin Matris Denklemine Doniistiiriilmesi

Simdi,
n

Z l]y](x())-i_zz:gl]ky](x())yk(xO)_ i i=1.2,. ’ anOSb

j=1 j=1k=

baslangi¢ kosullarini ele alalim. Ele aldigimiz bu baslangi¢ kosullarindaki fonksiyonlari
matris formunda yazalim;

Denklem (2.1)’de x = x, noktasinda y; (x,) fonksiyonunun seri agilim,

®c)(xg — ©)t
(x0) ~zy, ( )( 0= ¢) s j=1,2..,1 (2.26)
seklindedir. Bu serinin matris formu,
[y; (x0)] = XoMY; (2.27)
olarak elde edilir. Burada,
Xo=[1 (xp—¢) (x9—0)* (xo—)"]ixw+1) (2.28)

ile verilir.

Diger yandan denklem (2.13) agilminda Cij (x) =1 ve x = x; olarak alinirsa

y; (x0) ¥k (x0) fonksiyonunun seri agiliminin matris gosterimi,

[y; (x0)yi (x0)] = [Yx (x0)] = XoMY (2.29)
bi¢imindedir.

Denklem (1.3) ile verilen baslangi¢ kosullarindaki fonksiyonlarin yerine, bunlara
karsilik gelen denklem (2.27) ve denklem (2.29) matris formlar1 yazilirsa, denklem

sisteminin matris formu,
a1 XoMYq + -+ a1, XoMY, + B111 XoMY 11 + -+ B1pn XoMY 3y = 44

a1 XoMY 1 + -+ a2, XoMY,, + B211 XoMY 11 + - + Bopn XoMY py = 1
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:(2.30)
A1 XoMY 1 + -+ apy XoMYy, + Br11 XoMY 11 + -+ + Brpn XoMY 3 = 4,
seklinde yazilabilir. Elde edilen bu matris denklem sistemi,

_(Z11XOM C(12XOM C(13XOM alnXOM]

A
0(21X0M (lszOM (lngOM aZnXOM /11
U= 0(31X0M a32X0M (l33XOM 0(3nX0M , A= :2 ,

: : : : 2
_aanoM aanoM an3XOM annXOMJan(N+1) ninx1
P111XoM ... PrnXoM .. PimXoM .. fimXoM]

Bo11XoM ... BrinXoM ... BrpiXoM ... By XoM |
V = B311X0M ﬁSlnXOM ﬁ3n1X0M ﬁ3nnX0M| (231)
Br11XoM ... BpinXoM .. BppiXoM .. Bum XoMJanz(NH)
olmak iizere,
UY +V¥ =2 (2.32)

olur. Sonug olarak, denklem (1.3) ile verilen baslangi¢ kosullar1 denklem (2.32) matris

denklemine doniistiiriilmiis olur. Bu matris denkleminin genisletilmis matris formu,

Ur U2 - UinN+1)
U1 Uz - U2p(N+1)
U= [ul"j] = . .
n1  Un2 Un n(N+1) nxn(N+1)

s i=12,.,n, j=1,2,..,n(N+1)

171’1 171’2 vl'nz(NH)
172,1 172,2 vZ,nz(N+1)
V= [vi‘j] = . .
vn;l vn:z vn,nz(N+1) anZ(N+1)

;i=1,2,...,n, j=1,2,..,n*(N+1)
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M
1= lﬂ (2.33)
An nx1

olmak tizere,
[U;V;A] (2.34)

seklinde yazilabilir.

2.3 Coziim Yontemi

Denklem (1.2) diferansiyel denklem sisteminin denklem (1.3) ile verilen baslangi¢
kosullarina gore denklem (2.1) ile verilen Taylor yaklasik ¢6ziimiinii bulabilmek i¢in

asagidaki yol izlenecektir:

Once, verilen denklem (1.2) diferansiyel denklem sistemi, denklem (2.23) matris
denklemine doniistiiriiliir. Elde edilen bu matris denkleminin elemanlar, agikca
yazilarak, denklem (2.25) ile verilen genisletilmis matris formu elde edilir. Aym
sekilde, denklem (1.3) ile verilen baslangi¢c kosullari, denklem (2.32) matris
denklemine donistirilir. Elde edilen bu matris denkleminin elemanlari, agikca

yazilarak, denklem (2.34) ile verilen genisletilmis matris formu elde edilir.

Daha sonra, denklem (2.25) ile verilen genisletilmis matris formunun son n tane satir1
silinerek, yerine sirasiyla denklem (2.34) genisletilmis matris formunun 1,2, ... ,n.

satirlart yazilir. Boylece yeni genisletilmis matris,



Wi Wi2
Wn+1)-1,1 W(N+1)-1,2
WN+1)+1,1 W(N+1)+1,2
Wo(N+1)-1,1 Wo(N+1)-1,2

wW* =
Wir-DW+1D)+1,1 Wh-1DW+1)+1,2
Wn(N+1)-1,1 Wn(N+1)-1,2

U1 Ug,2

Uz Uz 2

un,l un,2

C11 C1,2
CN+1D)-1,1 C(N+1)-1,2
CIN+D+1,1 CIN+1)+1,2
CW+1)-11 CW+1)-1,2

C = : :
Cn—1D(N+D+1,1  Cn—1D)(N+1)+1,2
Ca(N+1)-11 Ch(N+1)-1,2

V11 V1,2

V21 W)

vn,l Un,z

eo[P0 | d e 00
0! (N-1)! 0!

olmak tizere,

(W*;C*; G*]
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Win(N+1)

W(N+1)-1,n(N+1)
WN+1)+1,n(N+1)

W2 (N+1)-1,n(N+1)
Win-D)W+D+1,n(N+1)

Wh(N+1)-1,n(N+1)
U1 n(N+1)
U2 n(N+1)

Up n(N+1)
C1n2(N+1)

C(N+1)-1,n2(N+1)
CIN+D)+1,n2(N+1)

C2(N+1)-1,n2(N+1)
Cn—1D(N+1D)+1,n2(N+1)

Ca(N+1)-1n2(N+1)

seklinde yazilabilir. Bu yeni genisletilmis matris formu da kisaca,

W*Y + C*Y = G*

seklindeki matris denklemine doniistiiriiliir.

n(N+1)xn(N+1)

V1n2(N+1)
V2 n2(N+1)
Unn2(N+1) n(N+1)xn2(N+1)
T
(N-1)
600, g (235)
(N=1)! n(N+1)x1
(2.36)
(2.37)
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Son olarak, denklem (2.37) matris denkleminden bilinmeyen Taylor Kkatsayilari
y;®(c)’ler (t = 0,1, ..., N) bulunur. Sonug olarak, denklem (1.2) diferansiyel denklem
sisteminin, denklem (1.3) ile verilen baslangi¢ kosullarina gore Taylor yaklagik

¢Ozlimii,

N
O (x—c)t
yj(x)zzy’ ()t(' ) i—12.m (2.38)
t=0 '

seklinde bulunur.

2.4 Coziimiin Kontrolii

Denklem (2.38) ile verilen Taylor serisi denklem (1.2) ile verilen denklem sisteminin
yaklagik ¢dziimii oldugu icin, y; (x) (j = 1,2, ...,n) ¢oziimleri ve bunun yj' (x) tiirevleri
denklem (1.2) ile verilen denklem sisteminde yerine konuldugunda, heri = 1,2, ...,n
Ve x, € [a,b] degeri i¢in sonuglar denklem sistemini yaklasik olarak saglamalidir.

Yani, heri =1,2,...,nve x, € [a,b] degeri i¢in;

Ei(x,) = |A; ()i () + Lilyn, yar o Yul + Nilys, ¥, o, ul = Gi(x,)| = 0
veya
E;(x,) < 107kir

olmalidir. Eger max(107%ir) = 107% (k € Z*) 6nceden verilirse, o zaman N kesme
smirl, x, noktalarinin her birisinde E;(x,) farki istenilen 107% sayisindan kiiciik
oluncaya kadar artirilir. Boylece 107% sayisini sifira cok yakin secerek coziimii

iyilestirebiliriz [47].



3. BOLUM

UYGULAMALAR

Bu bolimde birinci mertebeden lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklem
sistemlerinin verilen kosullarda ¢ozlimleri bulunmustur. Coziimlerde Taylor matris

yontemi kullanilmis, c¢oziimler tam ¢ozlimlerle veya diger ¢6ziim yontemleriyle

karsilastirilmistir.

ORNEK 1:

dy; (x)
I + 20y;(x) + 0.25y,(x) + 19.75y3(x) = 0

dy;ix) — 20y, (x) + 20.25y,(x) — 0.25y3(x) = 0 (3.1)

d
ydix) 20y, (x) + 19.75y,(x) + 0.25y5(x) = 0

baslangi¢ sartlari,

y1(0) =1
y2(0) =0 (3.2)
y3(0) = -1

olan stiff diferansiyel denklem sistemini ele alalim. Bu diferansiyel denklem sisteminin

tam ¢oziimii;
17 1
y1(x) = > [e 2¥ + e72%%(cos(20x) + sin(ZOx))]

11 1
y(x) = > [e_fx — e729%(¢os(20x) — sin(ZOx))] (3.3)
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17 1
ys3(x) = -3 e 2 + e 2%%(cos(20x) — sin(ZOx))]
olarak verilmistir [4], [22].

COZUM:

Ele aldigimiz diferansiyel denklem sistemi lineer ve homojen oldugu ic¢in denklem

(1.2)’de verilen,
Ni[y1,y2,¥31=0 , GG(x)=0 ; i=123

olarak alinir. Denklem (3.1) ile verilen diferansiyel denklem sistemi i¢in n = 3’diir.
Denklem sisteminin yaklasik ¢ézlimiinii ¢ = 0 noktast civarinda ve N = 3 degeri i¢in

arastiralim. Boylece denklem (2.1) ile verilen yaklasik ¢6ziim,

3
®) t
OO (0)x .
yi(x) = E 0 ji=1273
t=0

seklinde olacaktir. Bu diferansiyel denklem sisteminde,
A;(x) =1, By1(x) =20 , By,(x) =0.25 , By3(x) = 19.75
Ay, (x) =1 , Byy(x) = =20 , Byy(x) =20.25 , By3(x) =—0.25
As(x) =1 , B3 (x) = =20 , Bsy(x) =19.75 , Bs3(x) = 0.25

oldugu i¢in, denklem (2.7), denklem (2.10) ve denklem (2.17) kullanilirsa,

0 1 0 0 200 0 0
o 0 1 of [0 20 0 o]
= = = 1 =
M=a=4=1, 4 4 S 100‘ '
0 0 0 —
0 0 0 0l 3 4
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100 o0 7 0 0
4 4
0 . 0 O 0 9 0
_ _ 4 _ _ 4
Bi; = B33z = 1 , Biz = B3 = 79
0 0 = 0 0 0O — O
8 8
0 0 O ! 0 0 0 79
- 24144 - 24444
r81
T 0 0
lo -20 0 0 | 0 — 0
821 = B31 = | 0 0 —10 0 | ) BZZ = 81 )
I 10| 0 0 =
Lo o o -7 3
4x4 0 0 0 27
8 d4xa
- 0 0 0
4
1
0 _Z 0 0 g
By3 = 1 :G1:G2:G3:0
0 0 — = 0
8 014x1
0 0 0 !
- 244454

olarak bulunur. Ayrica bu diferansiyel denklem sistemi i¢in N = 3 ve ¢ = 0 olarak

alindigindan, denklem (2.2),

Lo 0 o
0! ©)
[ (0]
0 — 0 0 [v. @0l
m=| 1 vy, = © D j=1,23
1 J @ (0
0 0 — 0 Y (0
! 3
1 yj( )(0) 4x1
0 0 0 —
3Myxa

olarak yazilabilir. Béylece denklem (3.1) ile verilen diferansiyel denklem sisteminin
denklem (2.23) matris denklemi,
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A1 + Byq By B3 Y; MG,y
W=| By A; + By B3 , Y=11 , G =|MG,
B3 B3, Az + Bssly, ., Y3liou MGsly,),
olmak tizere,
WY =G

olarak yazilabilir. Bu matris denkleminin de denklem (2.25) ile verilen genisletilmis

matris formu,

20 1 0 o L o0 0 0o 2 0 0 0
4 4 ’

o 20 1 0 0 - 0 0 o 2 0 0
4 4 ’

o o0 10 - o L 0 0 o 2 o 0
2 8 8 ’

20 0 o o X1 0 0 Lo 0 o 0
4 4 ’

81 1

0 -20 0 0 0 — 0 0 -— 0 0 ;0

0 0 -10 0 o XL g o I o o0
W G = 8 2 8 ’

' 20 0 0 0 2 0o 0 0 + 1 0o o 0
4 4 ’

0 -20 o o o 2 0 0 = 1 o 0
4 4 ’

o o -10 0o o 0o 2 o o o L 2 0
8 8 2

o 0o o0 2 900t o 0o o Z 0
3 24 24

0 0 0 Yoo 0 0 Z o o ! 0
3 8 24 '

0 0 Do 002 0 0 o 2 0
3 24 24

seklinde bulunur.
Simdi de baslangi¢ kosullarinin genisletilmis matris formunu bulalim:

Bu problemde verilen denklem (3.2) ile verilen baslangi¢ kosullarinda B, = 0’dur.

Ayrica xq = 0 ve ¢ = 0 oldugundan denklem (2.28),
Xo=[1 0 0 O0lix4

olarak bulunur. Dolayisiyla,
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XoM=[1 0 0 Olixs
seklinde bulunur. Denklem (3.2) ile verilen baslangi¢ kosullarinda,
a1=1, a;=0, a3=0, 44 =1
a;1=0, apy =1, a;3=0, 4, =0
az31 =0, azp =0, azz3=1, A3 =-1
oldugundan, denklem (2.31),

XoM 0 0
0 XM 0
0 0 XM

U= ,Az

1
0
-1 3x1

olarak bulunur. Boylece denklem (3.2) ile verilen baslangi¢ kosullarinin denklem

3x12

(2.32) ile verilen matris denklemi,
uy =41

seklinde yazilabilir. Bu matris denkleminin de denklem (2.34) ile verilen genisletilmis

matris formu,

10 000 0 0O O0OOOO0OO0O,; 1
[U;A]=|0 0 0 01 0 0 0O OO OO ; O
o 00 0O0O0OO0OCO0ODT1TO0TO0TGO0,; -1

olarak elde edilir.

Denklem (3.1) ile verilen denklem sisteminin elde edilen genisletilmis matris formunun
son 3 tane satir1 silinerek, yerine sirasiyla denklem (3.2) baslangi¢ kosullarinin elde
edilen genisletilmis matris formunun 1,2,3 ncii satirlar1 yazilir. Bdylece yeni

genisletilmis matris formu,
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20 1 0 0 L 0 002 o 0 o 0
) 7
0 20 1 00 Y o0 0 2 o o 0
) 7
0 0 10 ~ 0 0 Lo 0 o 2 0
2 8 8
20 00 0 0224 90220 0o o0 0
4 )
81 1
0 -20 0 0 0 — 0 0 —- 0 0 0
W5el=1 g o 1000 o 2L o o Lo, o
8 2 g
20 00 0 02 0 00 + 1 0 o0 0
4 )
0 -20 0 0 P90 0 L4 0
7 ) '
0 0o -1000 0 2o o o 4+ 1 0
8 g 2’
1 0 0 00 0 00 0 0 0 0 1
o 0o 0 01 0 00 0 0 0 0 0
o 0o 0o 00 0 00 1 0 o0 0 ; —1l

seklinde yazilabilir. Bu yeni genisletilmis matris formu kisaca
WY = G*

matris denklemine doniistliriilir. Bu matris denkleminden bilinmeyen Taylor

katsayilart,
HOOM =1, PO =-7 , nPO =5 , nOO ="
POM=0, PO =7, PO =-", BOO =1,
y:@0) = -1, 3’3(1)(0)=% , 3’3(2)(0)=—% : }’3(3)(0)=%

olarak bulunur. Bunlart Taylor a¢iliminda yerine koyarsak ¢6ziim,

=1t 3199x24_85333x3
M =278 T e 32

81x 3201x2%2 x3
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olur. Bu denklem sisteminin N = 5 i¢in ¢6ziimii,

=1t 3199x2+85333x3 3413333x*  x°
ST 32 256 7680

( )A179x 3199x? x3+10240001x4 273066667 x>
e T T2 768 2560

81x 3201x% x3 3413333x* 819199999x°

4 16 * 96 256 7680

ya(x) = -1+

ve N = 7 igin ¢oziimii,

x 3199x? 85333x3 3413333x* x°

~1-2_ _
Y106 2" 16 T 32 256 7680

3640888889x° 2621440000001 x7

10240 1290240
( )A’79x 3199x? x3+10240001x4 273066667 x>
e TRT: 768 2560
3640888889x° x7
10240 1290240
o) = | 8l 3201x2+x3+3413333x4 819199999x°
Y3 = 4 16 96 256 7680
32767999999x° x7

92160 * 1290240

olarak bulunur. Bu sonuglarin [4] ve [22] de verilen sonuglarla ayni oldugu goriiliir. N’
nin degisik degerleri i¢in ve diger ¢oziim yontemlerinden elde edilen sonuglar Tablo
1.1.,1.2. ve 1.3. de verilmistir.

ORNEK 2:
() —vy3(x) = —cosx
dy,(x)
2 — ya(x) = —e” (3.4)

dx
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dys3(x)
dx

—y1(x) +y,(x) =0

baslangi¢ sartlari,

y1(0) =1
y2(0) =0 (3.5)
y3(0) =2

olan homojen olmayan lineer diferansiyel denklem sistemini ele alalim. Bu diferansiyel

denklem sisteminin tam ¢oziimii de;
y1(x) = e*
y,(x) = sinx (3.6)
y3(x) = e* + cosx

olarak verilmistir [19].

COZUM:
Ele aldigimiz diferansiyel denklem sistemi lineer oldugu i¢in denklem (1.2)de,
Nily1,y2,y31 =0 ; i=123

olarak alinir. Diferansiyel denklem sistemi i¢in n = 3’diir. Denklem sisteminin yaklagik
¢Oziimiinii ¢ = 0 noktasi civarinda ve N = 3 degeri i¢in arastiralim. Bdylece denklem

(2.1) ile verilen yaklasik ¢oziim,

3
®) t
OOy (0)x .
yi(x) = E 0 j=1273
t=0

seklinde olacaktir. Bu diferansiyel denklem sisteminde,
Ai(x)=1, Bj1(x) =0, Bj3(x) =0, Biz(x) =—-1, G;(x) =—cosx

Ay(x) =1, By(x) =0, Bp(x) =0, Bp3(x)=—-1, Gr(x) =—e”
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As;(x) =1, B3;(x)=-1, B;(x) =1, B33(x) =0, G3(x) =0

oldugu i¢in, denklem (2.7), denklem (2.10) ve denklem (2.17),

1 -1 0 0 0
0 00 0 -1 0 0
0010 1
A1:A2:A3:[0 O 0 1 ,31323232331: O O _E 0
2 1
0 0 0 0d4xs 0 0 0 ——
- 6-4x4
1 0 0 O
0 1 0 O 0O 0 0 O
1 0000
B;; =10 0 > O , B11=Bji; =B;1 =By; =B33 = 00 0 0 ,
0 0 0 1 0 0 0 0lys
6-4x4

-1 -1 0
O B | B
0 4x1 -1 4x1 0 4x1

olarak bulunur. Ayrica bu diferansiyel denklem sistemi i¢in N = 3 ve ¢ = 0 olarak

alindigindan, denklem (2.2),

! 0 0 0

0!

0 ! 0 0 [yjm)(oﬂ

— (D 0
m=| Y, = J’J(Z)(O) =123
T lyj(z)( )J
' ¥ (0,
0 0 0 —
3M4xa

olarak yazilabilir. Boylece denklem (3.4) ile verilen diferansiyel denklem sisteminin

denklem (2.23) matris denklemi,

A1 + Byq B, B3 Y; MG,
W=| By Ay + By, B3 , Y=|Y, , G=|MG,
B3, B3, Az + Bsszli, 5 Y3li0 MG3l,, .4

olmak tizere,
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WY =G

olarak yazilabilir. Bu matris denkleminin de denklem (2.25) ile verilen genisletilmis

matris formu,

‘0 1 0 0 0000 -1 0 0 0 : —1
o o 1 0 0000 0 -1 0 0 : 0
0 0 0 X 0000 0 0 -1 9 L
2 2 b3
o 0 0 0 0100 -1 0 0 0 : —1
o 0 0 0 0010 0 -1 0 0 : —1
o 0 0 0 000 < o0 o - o .t
2 2 P
|-t 0 0 0o 1000 0 1 0 0 ; 0
W:;6l={o 1 0 o 0100 0 0 1 0 ; 0
0 0 -2 0 0000 o o L . oo
2 2 2

1
0 0 0 0 0000 0 0 0 —=; 0
o 0 0 0 0000 0 0 o —L.t
6 6

1 1

0 0 0 -2000 =0 0 0 0 ; 0

seklinde bulunur.
Simdi de baslangi¢ kosullarinin genisletilmis matris formunu bulalim:

Bu problemde verilen denklem (3.5) baslangi¢ kosullarinda Sy = 0 ’dir. Ayrica
xo = 0 ve ¢ = 0 oldugundan denklem (2.28),

Xo=1[1 0 0 Olixs

olarak bulunur. Dolayistyla,
XoM=[1 0 0 O0lixs

seklinde bulunur. Denklem (3.5) ile verilen baslangi¢ kosullarinda,
a1=1, a;=0, a3=0, 41=1

(X21:0 , (X22:1 , a23=0 , /12:0
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af31:0 , a32:0 , a33:1 ) /13:2

1
213%1

olarak bulunur. Boylece denklem (3.5) ile verilen baslangi¢ kosullarinin denklem
(2.32) matris denklemi,

oldugundan, denklem (2.31),

XoM 0 0
0 XM 0
0 0 XM

U=

3x12

uy =21

seklinde yazilabilir. Bu matris denkleminin de denklem (2.34) ile verilen genisletilmis

matris formu,

[U; A] =

S O
o O O
o O O
o O O
O = O
o O O
o O O
o O O
_ o o
S O O
o O O
o O O
o

olarak elde edilir.

Denklem (3.4) ile verilen denklem sisteminin elde edilen genisletilmis matris formunun
son 3 tane satir1 silinerek, yerine sirasiyla denklem (3.5) baslangi¢ kosullarindan elde
edilen genisletilmis matris formunun 1,2,3 ncii satirlart yazilir. Boylece yeni

genisletilmis matris formu,

‘0 1 0 00000 -1 0 0 0 ; —1
0o 0 1 0000O0 O -1 0 0 ; 0
1 1 1
0 0 0 50000 0 5 05 5
0o 0 0 00100 -1 0 0 0; -1
0o 0 0 00010 0 -1 0 0 ; -1
1 1 -1
wee]=|0 0 0 00005 0 0 -5 0 ;
-1 0 0 01000 0 1 0 0 ; 0
0o -1 0 00100 0 0 1 0; 0
1 1 1
0 0 -2 000500 0 0 5 ; 0
1 0 0 00O0O0O0 O O 0 0 ; 1
0o 0 0 01000 0 0 O 0 ; O
Lo 0 0 000O0O0O 1 0 0 0 ; 2
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seklinde yazilabilir. Bu yeni genigletilmis matris formu kisaca
WY = G*

matris denklemine doniistliriilir. Bu matris denkleminden bilinmeyen Taylor

katsayilari,
PO =1, PO =1, @0 =1, »®0) =1,
Q0 =0, y,P0 =1, y, P00 =0, »,®0)=-1,

y3O0) =2, ysP0) =1, y;P0) =0, y;¥0) =1

olarak bulunur. Bunlar1 Taylor a¢iliminda yerine koyarsak ¢6ziim,

x%  x3

=1 4+

yp(x) +x+2+6
() =x— 5

3
y3(x)E2+x+€

seklinde bulunur. Bu denklem sisteminin N = 5 i¢in ¢oziimii,

2 X3 x4- X5

yl(x)51+x+7+z+ﬁ+m

3 5

X
yz(x)=x—z+m
x3 x* xS
=2 o+ —
y3(x) +x+6+12+120

seklinde bulunur ve N = 7 i¢in ¢0ziimii,

2 x3 x4 x5 x6 X7

X
() =1+x+ o+t o+ oo+ o8 T 5040

3 5 7

X X
Y2(%) = x ==+ 55~ 5015
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x3 xt xd x7
y3(x):2+x+?+ﬁ+m+5040

seklinde bulunur. N nin degisik degerleri icin ve diger ¢oziim yontemlerinden elde

edilen sonuglar Tablo 2.1., 2.2. ve 2.3.’de verilmistir.

ORNEK 3:

d
y;}(cx) +y1(x) =0

d
%) ) 493 = 0 (3.7)
dys(x) 2

dx y;(x) =0

baslangic sartlari,

y1(0) =1
y2(0) =0 (3.8)
y3(0) =0

olan lineer olmayan diferansiyel denklem sistemini ele alalim.

CcOZUM:

Ele aldigimiz diferansiyel denklem sistemi homojen oldugu i¢in denklem (1.2)’de,
G(x)=0; i=1,273

olarak aliir. Diferansiyel denklem sistemi i¢in n = 3 diir. Denklem sisteminin yaklasik
¢Ozliimiinii ¢ = 0 noktas1 civarinda ve N = 3 degeri icin aragtiralim. Boylece denklem

(2.1) yaklasik ¢oziimi,

3
®) t
¥ (0)x .
yj(x)EZ—] Y ; j=1,2,3
t=0 '
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seklinde olacaktir. Bu diferansiyel denklem sisteminde,
Ai(x) =1, By(x)=1, Bp(x) =0, Biz(x)=0
Ay(x) =1, Bp(x)=—-1, Byp(x) =0, By(x)=0
A3(x) =1, B31(x) =0 , B3p(x) =0, B3(x) =0
C11(x) = Cr12(x) = Cr13(x) = €121 (%) = Ci2(x) = C123(x) = Cy31 (%)
= Ci32(x) = Ci33(x) =0,
Co11 () = Co12(x) = Cp13 (%) = Copq (%) = Cop3(x) = C31 (%) = Cp32 ()
=C33(x) =0, Cop(x) =1,
C311 (%) = G312 (x) = C313(xx) = C31 (%) = C3p3(x) = C331 (%) = C332 (%)
=C33(x) =0, C3pp(x) =-1

oldugu i¢in, denklem (2.7), denklem (2.10), denklem (2.14) ve denklem (2.17)

denklemi,
1 0 0 01
[0 1 0 0 010 0
o 0 1 of 1
A1:A2:A3:{0 0 0 1‘ » Bir=10C2;2=10 0 5 0 )
2 1
0 0 0 0dyxs 0 0 0 -
- 614x4
-1 0 0 0
0o -1 0 0 0
1 0
By; =C32=10 O 5 0 , G =G =G3 = 0 )
0 0 0 - 0daxa
6144
0O 0 0 O
0O 0 0 O
Bi; = B13 = By = B33 = B33 = B3y = B33 = 00 0 0 ,
0O 0 0 O
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C111 = C112 = C113 = C121 = C122 = Cq23 = €131 = C132 = C133 = C214

= Cz12 = C213 = C321 = €323 = €331 = €333 = €333 = C311 = C312 = C313

= C331 = C323 = C331 = C333 = C333 =

oS O OO
S O OO
o O O O
oS O OO

4x4

olarak bulunur. Ayrica bu diferansiyel denklem sistemi i¢in N = 3 ve ¢ = 0 olarak
alindigindan, denklem (2.2) ve denklem (2.14),

— 0 0 O
0! v, (0)]
. l[yf (0)(0)‘| 1612 )(0)
0 — 0 0 M0 YV (0)
M = 1 1 ) Yj=|y](2)( : v Y= ﬂzz) s k=123
1 520 R0
0O o0 T 0 Jk
1 @Ol 7 (0)
-k “ax1
0O 0 0 =
L 3Hyx4

olarak yazilabilir. Boylece denklem (3.7) ile verilen diferansiyel denklem sisteminin
denklem (2.23) matris denklemi,

A1+ By By, B3 Y; MG,
w=| By A, +By, By Y = [YZI , G = MGZI ,
B3 Bz, A3 + B3 12x12 Y3 12x1 MGs 12x1
Ci11 Ciiz Gz Cipr Cipp Cipz Cizp Cizp Cizz
C=|C1 Gz Criz Cy1 Copp Cpz (31 (o3 5233] )
C311 €312 (G313 G321 C3zz G323 G331 G332 C333li5,5

Y=[Yi; Y Yiz Yo1 Yo Yoz Yo Y32 Vs3], .

olmak tizere,
WY +CY =G

olarak yazilabilir. Bu matris denkleminin de denklem (2.25) ile verilen genisletilmis

matris formu,



w
N

r 1 1 0 0O 0 0 0 0 O 0 0 O
0 1 1 0 0O 0 00O 0O 0 o0
1 1
0 0 E E 0O 0 00O 0O 0 o0
-1 0 0 0 01 0 0 0 0 O0 o
0 -1 0 0 0O 01 0 0 0O O O
1 1
0 0 _E 0O 0 0 O E 0 0 0 O
w=1|0 0 0 0 0O 0 0O 0O0O1T 0 O ,
0 0 0 0O 0 0 0 0 o 0 1O
1
0 0 0 0O 0 0 0 0 0 o0 0O E
1
0 0 0 g 0O 0 0O OO 0 0 o0
1
0 0 —g 0O 0 0 0O 0 0
0 0 0 0 0 0 Odpxiz
0 0 O 0 0 0 O 01
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 O 0 0 0 O 0 -0
0 0 1 0 0 0 O 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 00 0 L o o 0 0
2 0
o 0 -1 0 0 0 0 0 o
C= 0 0O 0 -1 0 0 0 0 , 6= 0
1 0
0 0 O _E 0 0 0 0
0 0 O 0 0 0 0 0 0
0 0 O 0 0 1 0 0 0
6 0121
1
0 0 0 0 0 —— 0 - 0
6 112x36
olmak tizere,
W; C; G]

seklinde bulunur.
Simdi de baslangi¢ kosullarinin genisletilmis matris formunu bulalim:

Bu problemde verilen denklem (3.8) baslangi¢ kosullarinda By = 0 ’dir. Ayrica
X9 = 0 ve ¢ = 0 oldugundan denklem (2.28),
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Xo=[1 0 0 0]ix4
olarak bulunur. Dolayistyla,
XoM=[1 0 0 Olixs
seklinde bulunur. Denklem (3.8) baslangi¢ kosullarinda,
a1=1, a;=0, a3=0, 44 =1
a;1=0, ay =1, a3=0, 4, =0
az31=0, azp =0, azz3=1, 13=0
oldugundan, denklem (2.31) denklemi,

XoM 0 0
0 XM 0
0 0 XM

U= , V=1[0]3x36 , A=

1
0
0 3x1

olarak bulunur. Boylece denklem (3.8) baslangi¢ kosullarinin denklem (2.32) matris

3x12

denklemi,
Uy + VY =2

seklinde yazilabilir. Bu matris denkleminin de denklem (2.34) genisletilmis matris

formu,
1 0 0 00 0O OO O OO0ODO0OGS;DO 0o ; 1
[U;v;A]=|0 0 0 0O 1 0 0 OO O OO0 ; O 0 ; O
0 000OOO O O1TO0OUO0OTUO0T:0O 0 ; O

olarak elde edilir.

Denklem (3.7) ile verilen denklem sisteminin elde edilen genisletilmis matris formunun
son 3 tane satir1 silinerek, yerine sirasiyla denklem (3.8) baslangi¢ kosullarindan elde
edilen genisletilmis matris formunun 1,2,3 ncii satirlar1 yazilir. Bdylece yeni

genisletilmis matris formu,



w
S

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 1 1 0 0O0O0O0O0O0OTUO0OSTO
00%%00000000
-1 0 0 00 10 0O0O0TUO0TDO
0 -1 0 0001 0UO0O0TUO0TO
1 1
W*zoozoooozoooo '
0 0 O 0 0 O0O0OOTOT1TUO0OSTO
0 0 0O 0 0 O0O0OO0OTOTO0ODT1O
00000000000%
1 0 0 00 O0O0OO0OO0OTUO0OTUO OO
0 0 0O 010 0O0UO0O0TUO0OSTO
L0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0lyx12
0 0 0 0 0 00 0
0 0 0 0 0 00 0 07
0 0 0 0 0 00 0 0
0 0 1 0 0 00 0 0
0 0 0 1 0 00 0 0
1 0
0 0 0 0 = 00 0
C = 2 G*=0
0 0 -1 0 0 00 0 ’ 0
0 0 0 -1 0 0 O 0 0
1 0
0 000—500 0 1
0 0 0 0 0 00 0 0
0 0 0 0 0 00 0 L0112x1
L0 0 0 0 0 00 01536

olarak yazilmak tizere,
(W*; C"; G°]

seklinde yazilabilir. Bu yeni genisletilmis matris formu da kisaca,
W*Y + C'Y = G*

matris denklemine donistiiriliir. Bu matris denkleminden bilinmeyen Taylor

katsayilari,
nO=1, nP0=-1, @0 =1, n®P0O)=-1,

y,P0) =0, y,P0) =1, y,P0)=-1, »nb®0O) =-1,
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y390) =0, ysP0) =0, y;P0) =0, y;¥(0) =2

olarak bulunur. Bunlar1 Taylor agiliminda yerine koyarsak ¢6ziim,

2 43
=1-— —_—
y1(x) x+t—o——
2 43
3’2(36)=X—7—€
3
X
3’3(36):?

olur. Bu denklem sisteminin N = 5 i¢in ¢Oziimii,

2 x3 x4 xS

X
yl(x):].—x+7—?+ﬁ—m

(o) = x?2 x3+5x4+x5
Vo) =X =5 T T o T a0

X
3’3(x)=?—z—%
ve N = 7 i¢in ¢Ozlimii,
2 X3 x4 x5 X6 x7
Sl x b —
Y1) Xt e 227120 T 720 " 5040

o) = x2 x?’_l_5x4_|_x5 719(6_i_19x7
Yo X) =X = T oa T 20~ 720 T 1008

x3  x* x5_|_7x6 47x7
3 4 60 72 2520

olarak elde ederiz. Bu sonuglarin [3], [4] ve [22]’de verilen sonuglarla ayni oldugu
goriiliir. N ’nin degisik degerleri i¢in ve diger ¢oziim yontemlerinden elde edilen

sonuclar Tablo 3.1., 3.2. ve 3.3.’de verilmistir.
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ORNEK 4:

dy; (x)
dx

+ Kk1y1 (%) — Ky, (X)y3(x) = 0

d
y;ix) — K3y1 (%) — kg Y2 (0)y3(x) + Ksy5 (x) = 0 (3.9)

dy;(x)
d3x —Key5(x) =0

baslangic sartlari,

y1(0) =1
y2(0) =0 (3.10)
y3(0) =0

olan lineer olmayan stiff diferansiyel denklem sistemini ele alalim. Burada
ki =0.04 , kK, =0.01 , k3 =400 , kK, =100 , ks =3000 , kg =30
olarak verilmistir [3], [22].
CcOZUM:
Ele aldigimiz diferansiyel denklem sistemi homojen oldugu i¢in denklem (1.2)’de,
G(x)=0; i=1,273

olarak alinir. Bu diferansiyel denklem sistemi i¢in n = 3’diir. Denklem sisteminin
yaklagik ¢oziimiinii ¢ = 0 noktas1 civarinda ve N = 3 degeri i¢in arastiralim. Boylece

denklem (2.1) ile verilen yaklasik ¢6ziim,

3
®) t
Ny Ox
y,-(x)=Z—t! . j=1,23
t=0

seklinde olacaktir. Bu diferansiyel denklem sisteminde,

Ai(x) =1, B1(x) =Ky , Bi2(x) =0, By3(x) =0
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A;(x) =1, Byy(x) =—k3 , Byy(x) =0, By3(x) =0
A;(x) =1, B3;(x) =0 , B3 (x) =0 , By3(x) =0

C111 (%) = Cr12(x) = C133(x) = C121 (%) = Crp2(x) = €131 (%)
= Ci32(x) = C133(x) =0 , Cip3(x) = —k;

Co11 (%) = Co12(x) = C213(x) = Cp21 (%) = Co31 (%) = Cp3 (%)
= Cy33(x) =0 , Cypp(x) =ks5 , Crp3(x) =—Ky

C311 (%) = G312 (%) = C313(x) = C321 (%) = C3p3 (%) = (331 (%)
= (332(x) = C333(x) =0 , C355(x) = —kKg

oldugu i¢in, denklem (2.7), denklem (2.10), denklem (2.14) ve denklem (2.17),

G, 0 0 07
[0 1 0 0] 0 K, 0 0
0010 c
A = A> = As = 1 . Bqyq = -1 )
1 2 3 o 0o o | 11 0 O > 0
| | K1
0 0 0 0d4xs 0O 0 0 —
- 6 44
—ks 0 0 0
0 —x;3 0 0 0
K3 0
B = — = = =
21 0 0 > 0 , G =G =G3 0 ,
0 0 O _E 0 4x1
6 14xa
—x, 0 0 01 s 0 0 07
0 -k, 0 0 0 ks 0 0
K K
Ci23=1| 0 0 —72 0 , C22=10 0 ?5 0 )
K» Ks
0 0 0 —-— 0 0 0o —
6 “4x4 6 “4x4
—k, 0 0 0 1 kg 0 0 0
0 -x, 0 0 0 —x; 0 0
Ky Ke
Cp3=] 0 0 -y 0 , C322=1 0 0 sy 0
K K
o o o -——= o o0 o _Z

6 14x4 - 6 144
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Bi; = B13 = B33 = B3 = B31 = B3; = B33 =

o O oo
S O oo
S O oo

C111 = C112 = C113 = C121 = C122 = €131 = C132 = €133 = €211 = C3212

= C213 = €221 = C231 = C332 = C333 = €311 = C312 = C313 = C321

0
0
= C333 = C331 = C333 = C333 = 0
0

S O oo
S O oo
S O oo

4x4

olarak bulunur. Ayrica bu diferansiyel denklem sistemi i¢in N = 3 ve ¢ = 0 olarak

alindigindan, denklem (2.2) ve denklem (2.14),

1
— 0 0 O
0! Y2 (0)]
0 - l[yf (0)(0)‘| 16121)(0)
— (D Y7 (0)
M = 1 1 ) Yj=|y](2)( : v Y= ﬂzz) ; k=123
1 520 RO
0O o0 T 0 ik
1 @O, R0
Ljk “4x1
0O 0 0 —
3 344

olarak yazilabilir. Boylece denklem (3.9) ile verilen diferansiyel denklem sisteminin
denklem (2.23) matris denklemi,

A1+ By By, B3 Y; MG,
W = By Ay, + By, B)3 , Y= [Yzl , G = MGZ] ,
B3 Bz, A3 + Bss 12x12 Y3 12x1 MGs 12x1
Ci11 Ciiz Gz Cipr Cipp Cipz Cizp Cizp Cizz
C=|C1 Gz Criz Cy1 Copp Cpz (31 (o3 5233] )
C311 €312 (G313 G321 G320 G323 G331 G332 C333liy,5

Y=[Y, Y Y3 Yo Y Yoz Yo Y3 Ya3]', |
olmak tizere,

WY +CY =G
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olarak yazilabilir. Bu matris denkleminin de denklem (2.25) genisletilmis matris formu,

12x1

AR
Il

S
) [g\]
i
X
N
Al
cCo O oo © coHIlN © o o
co o oo o o+H © ©o o o
co O oo ©o Ho ©o o o o
cCo O oo ©o oo © © o o
©oco © oo -HINoOcoOo © ©o © o
co o o+ ©O oo © ©o o o
co ©o Ho ©o oo © © o o
cCOo O oo ©o oo © © o o
“o e
co-Hlnoo © oo o Jo | ©
o
— K_Z
o - Jlavo o | @@ @ o e ©°
o
— g 00.,._n ©c co o ©o o o
o
sSo o .,._nO © oo ©o ©o o

“12x36

©cc 0o oo o oo © © © o
ocO0 O o0 © oo © ©o o o
o <+
000000000k_6k_60
' e e
co¥ TooX "oo o o o o
o <
OV_AOOV_AOOOO o o o
o <+
V_AOO_KOOOOO o o o
wlo S|
oo © oo © oo o o ¥leo _
o L] e
oo o oo J|noo e e °
O
OOOOmaOO_KO o o o
O
co o Jgo o _KO © o o o
oo O oo ©o oo © ©o ©o o
cCoO O OO0 O OO0 © © O O
Il
O

olmak tizere,

(W; C; G]

seklinde bulunur.

Simdi de baslangi¢ kosullarinin genisletilmis matris formunu bulalim:
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Bu problemde verilen denklem (3.10) baslangig kosullarinda 5, = 0’dir. Ayrica
xo = 0 ve ¢ = 0 oldugundan denklem (2.28),
Xo=1[1 0 0 Olixa
olarak bulunur. Dolayistyla,
XoM=[1 0 0 Olixs
seklinde bulunur. Denklem (3.10) ile verilen baslangi¢ kosullarinda,
a1=1, a;=0, a3=0, 44 =1
a;1=0, apy =1, a;3=0, 4, =0
az31=0, azp =0, azz3=1, A43=0
oldugundan, denklem (2.31),

XoM 0 0
0 XM 0
0 0 XM

U= , V=1[0]12436 » 4=

1
O]
0131

olarak bulunur. Boylece denklem (3.10) ile verilen baslangi¢c kosullarinin denklem
(2.32) matris denklemi,

3x12

Uy + vy =2

seklinde yazilabilir. Bu matris denkleminin de denklem (2.34) genisletilmis matris

formu,
1 0 000 O OOOOOT OGS ;oO 0o ; 1
[U;V;A]=|0 0 0O O1 0 0 0O OO OO ; O 0o ; O
0O 000OOO O O1TO0OUO0OTUO0FTS:0O0 0 ; O

olarak elde edilir.

Denklem (3.9) ile verilen denklem sisteminin elde edilen genisletilmis matris formunun

son 3 tane satir1 silinerek, yerine sirasiyla denklem (3.10) baslangi¢ kosullarinin elde
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edilen genisletilmis matris formunun 1,2,3 ncii satirlar1 yazilir. Boylece yeni

genisletilmis matris formu,

"k, 1 0 00 00 O0O0O0 0 0
0 KX, 1 0000O0O0O0O0O0 o
ki 1
0071500000000 0
% 0 0 001000000 8
0 -ks 0 00010000 O 0
0 0 -® 000020000 0
w* = 2 2 » G =, :
0 0 0 000O0UO0O0T1TU00 0
0 0 0 000O0UO0O0UO0T10 0
1
0 0 0 00000000 - é
1 0 0 00O0UO0O0OGOUO0O OO0 ol,,.q
0 0 0 010000000
0 0 0 0000010 0 0y
0 o 0 0 0 0 -k, 0 0 00 0"
0 o 0 0 0 0 0 -k, 0 00 0
K
0 O 0 0 0 0 0 0—7200 0
0 O ks, 0 0 0 -k, 0 0 0 0 0
0 0 0 k 0 0 0 -k, 0 0 0 0
0 0 0 0 5 9 0o 0 0 0 0
c = 2 2
0 0O -k, 0 0 0 0 0 0 00 0
0 0O 0 -k, 0 0 0 0 0 00 0
K
0 0 0 0—76000000 0
0 o 0 0 0 0 0 0 0 00 0
0 o o0 0 O0 0 0 0 0 00 0
0 o o0 0 O0 0 0 0 0 00 041536

olarak yazilmak fizere,
(W*; C*; G']

seklinde yazilabilir. Bu yeni genisletilmis matris formu da kisaca,
W*Y + CY = G*

matris denklemine doniistiiriilir. Bu matris denkleminden bilinmeyen Taylor

katsayilari,



42

@0 =1, y PO =-K; , @0 =« , yP0)=-1} ,
¥, 00) =0, y,P(0) = k3, ,P(0) = —K1k3,y,2(0) = k3(k? — 2K3K5)
y390) =0, y;P0) =0, y3P0) =0, y;¥(0) = 2x3xs

olarak bulunur. Bunlart Taylor agiliminda yerine koyarsak ¢6ziim,

1
yi(x) =1 —xK; +§x21cf —€x3K13
1 1 1
yy(x) = xK3 — §X2K1K3 + €x3rcfrc3 —§x3rc§rc5

1
y3(x) = §X3K32,K6
olarak bulunur. Bu denklem sisteminin N = 5 i¢in ¢6ziimii,

~ 2.2 1 5 K3 1 5 il 1
yi(x) =1—xK +§x Kl—gx +ﬁx ki +x (—HO+15K2K3K6)

1, 3 1, 1, 4 1 1
Vo (x) = xk3 — —x°K1K3 + X (gKlKg——K3K5)+X ( 24K1K3+4K1K3K5>

2 3
s(_1 4 7 2.2 2 1
+x (120K1K3 6OK1K3K5+15K3K5 +15K3K4K6>

1 7 2
y3(x) = §x3K§K6 - Zx4lc1}c32,rc6 + x (60 KiK3K — T K3K5K6>

olarak ve N = 7 i¢in ¢oziimii,

1 1 1 K1
yi(x) =1 —xry +=x%k —=x33 + —x* f+x5<——+—K2K§K6>

2 6 24 120 © 15
o 0 _ 29 3 Sk 17 L 11
T (720 360 360 1F2kEKe) T X7 (= coa0 315 Kik2KsKe — 37 K2k 3K5Ke)

1

v, (x) = xk —lxzkk +X3(1K2K —lKZK)+x4( ! B S K)
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(1 7 5, 2 1
+x° (== KtKs — =K KiKs + —13KE + — K5 K4k

120 60 15 15
1 1 5 1 5
+x6< 730 —— KK + 24KEK§K5 36K1K§K5 +30 KoK5Ke — = K1K§’K4K6>
KKy 3lifriis  107wir3ié 17, o 29KqKoK3Kg
+x - + ———KiKE ——————
5040 2520 1260 315 2520
107;cf;c§;c4;c6 17 eakake)
2520 315 TS
~ 155 4, .2 2
yg(X) =§X K3K6—Zx K1K3K6+x (60K1K3K6 15K3K5K6)

1 31ktkik, 107K2K3 KK
6 L 1K3Ks 1K3Ks5Kg
(= g KKK + 2520 1260

36K1K3K5K6) + x7(

2
105 K3K4K6)

olarak elde ederiz. Bu sonuglarin [3] ve [22]’de verilen sonuglarla ayni oldugu goriiliir.

N’nin degisik degerleri i¢in ve diger ¢ozliim yontemlerinden elde edilen sonuglar Tablo

4.1.,4.2. ve 4.3.°de verilmistir.

ORNEK 5:

dy; (x)
dx

—2e¥y;(x) =0

d
y;ix) —y1(x) + y3(x) = cosx — e**

(3.11)

d
2% 3,0 4340 = e~ sincx

dy,(x) te

—5x.,2 —
Ty yi(x) =10

baslangi¢ sartlari,

y1(0) =1



y2(0) =1
y3(0) =0
y4(0) =1
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(3.12)

olan homojen ve lineer olmayan diferansiyel denklem sistemini ele alalim. Bu

diferansiyel denklem sisteminin tam ¢6ziimii;

yi(x) = e~

y,(x) = sinx + cosx (3.13)

y3(x) = sinx

ya(x) =e™

olarak verilmistir [19].

CcOZUM:

Bu diferansiyel denklem sistemi i¢in n = 4 ’diir. Denklem sisteminin yaklagsik

¢oziimiinii ¢ = 0 noktas1 civarinda ve N = 3 degeri i¢in arastiralim. Boylece denklem

(2.1) ile verilen yaklasik ¢oztim,

3
O 0)xt
y,-(x)zzy’—t(,) ; j=1,2,34

t=0

seklinde olacaktir. Bu diferansiyel denklem sisteminde,

A =1
Ay(0) =1
As(x) =1
As(x) =1
G (x) = 0

J

)

)

)

)

Bi1(x) =0, Bj(x) =0, Biz(x) =0, Buu(x) =0,
Byy(x) =—=1, Bp(x) =0, Byz(x) =1, Byu(x)=0,
B31(x) =0 , Bp(x)=—-1, Byz(x) =0, Byy(x) =1,
Byy(x) =0, Byp(x) =0, Byz(x) =0 , Byy(x)=0,

G,(x) =cosx —e?* , G3(x) =e™* —sinx , Gy(x)=0 ,
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C111 (%) = Cr12(x) = C113(x) = Cr14(x) = Cr1(x) = Ci22 (%) = Ci23(x)

= C124 (%) = C131 (%) = C132(x) = Cy33(x) = Cy34(x) = C149 (%) = Cr42(x)
= Ci3(x) =0 , Ciga(x) = —2e*

Co11 (%) = Co12 (%) = C213(x) = Co1a () = G221 (%) = Cp2 (%) = C3(%)

= C24(%) = C231(x) = Cp32 (%) = Co33(%) = C234(x) = Cp41 (%) = Co42(x)
= Coq3(x) = Coaa(x) =0,

C311 (%) = C312 (%) = C313(x) = C314(x) = C321 (%) = C322(x) = C323(x)

= C324 (%) = G331 (x) = C332(x) = C333(%) = C334 (%) = C341 (x) = C342(%)
= C343(x) = C314(x) =0 ,

Ca12(x) = Ca13(x) = Ca14 () = Cyp1 (¥) = Ca2 (x) = Ca3(x) = Cyp4(x)

= €431 (x) = Cy32(x) = Cy33(x) = Cy34 (%) = Cpaq (%) = Cpap (%) = Cpa3(x)
= Caus(x) =0 , Cypq(x) =™

oldugu i¢in, denklem (2.7), denklem (2.10), denklem (2.14) ve denklem (2.17),

-1 0 0 0
0 1 0 O 0 -1 0 0
0O 01 0
A1=A2=A3=A4=[0 0 0 lJ yB1=B3; =0 0 -5 0
2 1
0 0 0 O0dyxs 0 0 0 ——
- 614x4
1 0 0 O
0 1 0 O 0 0 1
1 0 -2 -2
B23:B34: 0 O E 0 ,61—64_— O ,Gzz _5 ,G3: 1
0 0 O 1 0141 —8l4x1 0 l4x1
614x4
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[—z 0 0 o] T
8§ -2 0 0 ot 1
Cigg=|-16 -8 -1 0 y Can=| — -5 5 0 ,
[ 64 1} 2 2
—— =16 —4 —= 125 25 5 1
3 3ax 6 2 A

C111 = C112 = C113 = C114 = C121 = Cyzp = Cy23 = Cy24 = C131 = C132

= C133 = C134 = C141 = C142 = C143 = €211 = C212 = €213 = €214 = (221
= €22 = €23 = (324 = (331 = (232 = (333 = (234 = (241 = C242 = C243
= €244 = C311 = C312 = C313 = (314 = (321 = (322 = (323 = (324 = (331
= €332 = C333 = C334 = C341 = C342 = C343 = C344 = C412 = C413 = C414

= Cy21 = Cy22 = Cy33 = Cy34 = Cy31 = Cy33 = Cy33 = Cy34 = C441 = Cyy2

= Cy43 = Cy44 =

O O OO
S O OO
o O OO
O O oo

4x4

olarak bulunur. Diferansiyel denklem sistemi i¢cin N = 3 ve ¢ = 0 olarak alindigindan,
denklem (2.2) ve denklem (2.14),

-1
— 0 0 0
0! v (©0)]
1 [% O] 19’(‘1) ©
0 I 0 0 |yj(1)(0)| v (0) _
M = Y = , Y = D k=12734
1 J _(2)(0) J @)
0 0 5 0 Yj Y (0)
! )
1 y; (0 4x1 _1/]'-;((3)(0)_4
0 0 0 — x1

3MHyx4
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olarak yazilabilir. Boylece denklem (3.11) ile verilen diferansiyel denklem sisteminin

denklem (2.23) matris denklemi,

A1 + Bq By, B3 By MG,y
W = B A; + By B3 By, G = MG,
B3q Bs; Az + B33 B3y ' MG; ’
By By, By Ay + Bygdig 6 MGyl oy
Ciin Gz Gz Cua - Ciyn Ciap Cuaz Cigg Y
C= Conn Coiz Coiz Cora - Cosr Coap Couz Coygg Y = Y,
C311 G312 G313 G314 =+ G341 Cap C3u3 C3gg ' Y3 ’
Ca1 Caz Caz Caag o Capgn Cagz Caaz Cagaligoga Yaliexq
Y=[Y Y Yz Y - Y Yo Yz Yal' |

olmak iizere,
WY +CY =G

olarak yazilabilir. Bu matris denkleminin de denklem (2.25) genisletilmis matris formu,

r 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 1 0 0 0 0 0 0O 0 00 OO 0 o0
1
0 0 0 > 0 0 0 0O 0 0 0 0 0 0 0O
-1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0O 0O
0O -1 0 0 0 0 1 0O 01 0 0 0 0 0O
1 1 1
0 0 _E 0 0 0 0 E 0 0 5 0O 0 0 0 O
0 0 0 0 -1 0 0 0 01 0 01 0 0 o
0 0 0 0 0O -1 0 0O 0 01 00 1 0O
1 1 1
W=1|0 0 0 0 0 0 —3 0O 0 0 O 5 0 0 > 0 )
0 0 0 0 0 0 0 0O 0 0 0 0 01 0O
0 0 0 0 0 0 0 0 0O 0 00 OO 1T O
1
0 0 0 0 0 0 0 0 0O 0 0 0 0 0 O E
0 0 0 0 0 0 0 0 0O 0 00 OO 0 o0
1 1
0 0 0 _E 0 0 0 0O 0 0 O E 0O 0 0 O
0 0 0 ! 0O 0 O !
6 6
0 0 0 0 0 016x16
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0 0 0 0 O 0 -2 0 0 0 7
0 0 0 0 0 0 -8 -2 0 0
0 0 0 0 O 0 -16 -8 -1 0
0 0 0 0 O 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 O 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 O 0 0 0 0 0
C= 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ,
-5 1 0 0 0 0 0 0 0 0
é -5 1 0 0 0 0 0 0 0
2 2
64
0 0 0 0 O 0 -3 -16 -4 —=
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
—g § —E 1 0 0 0 0 0 0
6 2 2 6 11664
: c T
G=|0 0 0 0 -2 —3 1 -2 -0 0 0 0 —= 0 0

16x1

olmak iizere,
W; C; G]
seklinde bulunur.
Simdi de baslangi¢ kosullarinin genisletilmis matris formunu bulalim:

Bu problemde verilen denklem (3.12) baslangic kosullarinda ;5 = 0’dir. Ayrica
X9 = 0 ve ¢ = 0 oldugundan denklem (2.28),

Xo=[1 0 0 O0lixs
olarak bulunur. Dolayistyla,
XoM=[1 0 0 O]ixa
seklinde bulunur. Denklem (3.12) ile verilen baslangi¢ kosullarinda,

a11=1,a12=0,0(13=0, (X14:0,/11:1
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a21:0,a22:1,a23:0, a24:0,).2:1
a31:0,a32:0,a33:1, a34:0,).3:0
a41:0,a42:0,a43:0, a44:1,).3:1

oldugundan, denklem (2.31),

XoM 0 0 0

1
o xm o 0 B 5
U= 0 0 XOM 0 ’ V_[0]4><64 ’ A_lo“

1

0 0 0 XMl ax1

olarak bulunur. Boylece denklem (3.12) ile verilen baslangi¢c kosullarinin denklem
(2.32) matris denklemi,

Uy + VY =2

seklinde yazilabilir. Bu matris denkleminin de denklem (2.34) genisletilmis matris

formu,

100 00 0O0O0OUOOOOOGOTO 0 ; 0 0 ; 1
[U_V_l]=00001000000000000 0 ; 1
Pr 0 000OO0OO0OOT1O0UO0UO0OUO0OOTUO0GUO0; 0 0 ;0

0 000O0O0O0OUOOOOOT1O0O0TUO0S; 0 0 ; 1

olarak elde edilir.

Denklem (3.11) ile verilen denklem sisteminin elde edilen genisletilmis matris
formunun son 4 tane satir1 silinerek, yerine sirasiyla denklem (3.12) baslangig
kosullarinin elde edilen genisletilmis matris formunun 1, 2, 3,4 ncii satirlar1 yazilir.

Boylece yeni genisletilmis matris formu,
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0 000 0 0 0 0 O
0 000 0 0 O0O0OUDO
0 000 O O0OO0OTUO0OTP O
01 0 0 O0O0O0UO0OUO
0 01 000 O0OO0OTP O

0
0
0
0
1

o oo o o
© oo-H|NO
o Oo+H o
O —HO o o
O oo |NO

— N H © ©
O —HO o o
o oo o o

— N O © o

— |
o oo | o
o 01_. o o
—
© e o <o
o oo o o

— N
| oo o© o
o oo o o
o oo o o

0
1
2
0

0 000 0O O0O0T1
0 000 0 0O

0
0
0
0
0
0

0

0 000 O O O0TUPO

0 000OO O O0OTO0OT O
01 000 0 O0O0OTPO

0 00O O 1 0 0 O0dxie

W*

-16 -8 -1

0

0

0

0l16x64

C*

T
16x1

0001101]

1
2

5
G*=[OOOO—2 —51—2

olarak yazilmak iizere,

seklinde yazilabilir. Bu yeni genisletilmis matris formu da kisaca,
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W'Y + CY = G

matris denklemine donistiiriiliir. Bu matris denkleminden bilinmeyen

katsayilari,
Q0 =1, PO =2, P00 =4, yP0)=8,
2P0 =1, »P0=1, »®O=-1, »®0O) =-1,
;P =0, ;P00 =1, 320 =0, »,P0)=-1,

nO0=1, »PO=-1, BP0 =1, BP0 =-1
olarak bulunur. Bunlar1 Taylor a¢iliminda yerine koyarsak ¢6ziim,

4x3
yi(x) =1+ 2x + 2x% +—

3
3’2(96)514_,(_952_2_9;
}’3(X)Ex_x£
Y4(X)E1_x+xz_2_x£

bi¢iminde bulunur. Bu denklem sisteminin N = 5 i¢in ¢6ziimii,

,  4xd 2x* 4x5
yi(x) =1+ 2x+2x°+ 3 + +

3 15
W=14x-T T, X
Yol X) = X o T T 22 T 120
()~ x3+x5
YsWX) =X =T 120
2 .X3 .X4 .XS
) =l—-x+———+——-——=

2 6 24 120

Taylor
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bi¢ciminde bulunur. Bu denklem sisteminin N = 7 i¢in ¢6zimii,

() =14 2% 42 2_{_4x3_{_29c“_|_4x5_|_4x6_|_8x7
VI = T AT e T T T 3T T s T 45 315

x2 x3 x* xS x© x’
cl4x— XX X
y2(0) = 14X == =t e T o0 T 5040
3 5 7

X X
y3() = x ==+ 55— T0ag

x2 x3 x* x5« x7
) =l—-x+———+——

2 6 24 120 * 720 5040

bi¢ciminde bulunur. N’nin degisik degerleri i¢in ve diger ¢6ziim yontemlerinden elde
edilen sonuclar Tablo 5.1., 5.2., 5.3. ve 5.4.”de verilmistir.



4, BOLUM

SONUC VE ONERILER

Taylor matris yontemi, daha 6nce Sezer ve arkadaslar1 ve diger aragtirmacilar tarafindan
cesitli tiirden diferansiyel ve integral denklemlere uygulanmistir [24-42]. Bu ¢alismalar
sonucunda, Taylor matris yontemiyle diferansiyel ve integral denklemlerin yaklasik
¢Oziimiiniin, biiylik islem karmasikliklarina ve zorluklarina yol agmadan bilgisayar

programlari yardimiyla kolaylikla hesaplanabildigi kanitlanmaistir.

Bu ¢alismada da Taylor matris yontemi birinci mertebeden lineer ve lineer olmayan
diferansiyel denklem sistemlerine uygulanmis ve denklem sistemlerinin yaklasik
coziimleri elde edilmistir. Elde edilen yaklasik ¢ozlimler, denklem sistemlerinin diger
yaklagik veya tam ¢0zliim yOntemlerinden elde edilen sonuglar ile karsilagtirilmig ve

sonuclarin ayn1 oldugu goriilmistiir.

Sonug olarak, Taylor matris yontemiyle birinci mertebeden lineer ve lineer olmayan
diferansiyel denklem sistemlerinin yaklasik ¢6ziimiiniin, biiyiik islem zorluklarina ve
karmasikliklarina yol a¢cmadan bilgisayar programlart yardimiyla kolaylikla
hesaplanabildigi kanitlanmistir. Bu da Taylor matris yonteminin birinci mertebeden
lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklem sistemlerinin yaklasik ¢6zlimii i¢in dogru
ve kullanight bir yontem oldugunu gésterir. Ayrica, yontem yiiksek mertebeden ve daha
farkli tipte olan lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklem sistemlerine

genisletilebilir.



Tablo 1.1. Ornek 1°deki y; (x)’in ¢dziimlerinin karsilastiriimasi

EKLER

L . KUVVET SERISI DIFERANSIYEL N
TAYLOR MATRIS YONTEMI VONTEMI DONUSUM YON, TAM COZUM HATA
X N=3 N=5 N=7 N=6 N =16 [TC—TMY N =7|
0.000 | 1.000000000000 1.000000000000 1.000000000000 1.000000000000 1.000000000000 1.000000000000 0.000000000000
0.002 | 0.998721583250 0.998721369916 0.998721369939 0.998721369939 0.998721369939 0.998721369939 0.000000000000
0.004 | 0.995971666000 0.995968252667 0.995968254090 0.995968254123 0.995968254123 0.995968254090 0.000000000000
0.006 | 0.991878247750 0.991860967751 0.991860983771 0.991860984340 0.991860984349 0.991860983780 0.000000000009
0.008 | 0.986569328000 0.986514714671 0.986514803617 0.986514807878 0.986514807963 0.986514803703 0.000000000086
0.010 | 0.980172906250 0.980039572929 0.980039908167 0.980039928485 0.980039928992 0.980039908675 0.000000000508
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Tablo 1.2. Ornek 1°deki y,(x)’in ¢dziimlerinin karsilastirilmasi

TAYLOR MATRIS YONTEMI KUVVETSERIST DIF,,ER,{W,SIYEL TAM ¢OZUM HATA
Y. DONUSUM Y.

X N=3 N=5 N=7 N=6 N =16 ITC—TMY N = 7|
0.000 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000
0.002 0.038700249916 0.038700459836 0.038700459859 0.038700458192 0.038700459859 0.038700459859 0.000000000000
0.004 0.075800999333 0.075804303440 0.075804304896 0.075804278230 0.075804304896 0.075804304896 0.000000000000
0.006 0.111302247750 0.111318698311 0.111318714900 0.111318579905 0.111318714892 0.111318714892 0.000000000008
0.008 0.145203994666 0.145255112751 0.145255205958 0.145254779313 0.145255205876 0.145255205876 0.000000000082
0.010 0.177506239583 0.177628906263 0.177629261818 0.177628220215 0.177629261332 0.177629261332 0.000000000486

Tablo 1.3. Ornek 1°deki y3(x)’in ¢dziimlerinin karsilastiriimasi
. . . KUVVET SERISi DIFERANSIYEL .
TAYLOR MATRIS YONTEMI v DONUSUM Y TAM COZUM HATA

X N=3 N=5 N=7 KSY N =6 DTY N =16 |TC — TMYN = 7|
0.000 | —1.000000000000 | —1.000000000000 | —1.000000000000 | —1.000000000000 | —1.000000000000 | —1.000000000000 | 0.000000000000
0.002 | —0.960300249916 | —0.960300039996 | —0.960300039973 | —0.960300039973 | —0.960300039973 | —0.960300039973 | 0.000000000000
0.004 | —0.922200999333 | —0.922197695226 | —0.922197693770 | —0.922197693770 | —0.922197693770 | —0.922197693770 | 0.000000000000
0.006 | —0.885702247750 | —0.885685797191 | —0.885685780602 | —0.885685780602 | —0.885685780611 | —0.885685780611 | 0.000000000009
0.008 | —0.850803994666 | —0.850752876591 | —0.850752783385 | —0.850752783385 | —0.850752783467 | —0.850752783467 | 0.000000000082
0.010 | —0.817506239583 | —0.817383572929 | —0.817383217374 | —0.817383217376 | —0.817383217859 | —0.817383217859 | 0.000000000485
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Tablo 2.1. Ornek 2°deki y; (x)’in ¢dziimlerinin karsilastiriimasi

TAYLOR MATRIS YONTEMI TAM COZUM HATA

X N=3 N=5 N=7 [TC—TMY N = 7|

0.0 1.000000000000 1.000000000000 1.000000000000 1.000000000000 0.000000000000

0.2 1.221333333333 1.221402666666 1.221402758095 1.221402758160 0.000000000065

0.4 1.490666666666 1.491818666666 1.491824680634 1.491824697641 0.000000017007

0.6 1.816000000000 1.822048000000 1.822118354285 1.822118800390 0.000000446105

0.8 2.205333333333 2.225130666666 2.225536365714 2.225540928492 0.000004562778

1.0 2.666666666666 2.716666666666 2.718253968253 2.718281828459 0.000027860206

Tablo 2.2. Ornek 2°deki y, (x)’in ¢dziimlerinin karsilastiriimasi
TAYLOR MATRIS YONTEMI TAM COZUM HATA

X N=3 N=5 N=7 |TC—TMY N = 7|
0.0 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000
0.2 0.198666666666 0.198669333333 0.198669330793 0.198669330795 0.000000000002
0.4 0.389333333333 0.389418666666 0.389418341587 0.389418342308 0.000000000721
0.6 0.564000000000 0.564647999999 0.564642445714 0.564642473395 0.000000027681
0.8 0.714666666666 0.717397333333 0.717355723174 0.717356090899 0.0000003677725
1.0 0.833333333333 0.841666666666 0.841468253968 0.841470984807 0.000002730839
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Tablo 2.3. Ornek 2°deki y3(x)’in ¢dziimlerinin karsilastiriimasi

TAYLOR MATRIS YONTEMI TAM COZUM HATA
X N=3 N=5 N=7 [TC—TMY N = 7|
0.0 2.000000000000 2.000000000000 2.000000000000 2.000000000000 0.000000000000
0.2 2.201333333333 2.201469333333 2.201469335873 2.201469336001 0.000000000128
0.4 2.410666666666 2.412885333333 2.412885658412 2.412885691644 0.000000033232
0.6 2.636000000000 2.647448000000 2.647453554285 2.647454415300 0.000000861015
0.8 2.885333333333 2.922197333333 2.922238943492 2.922247637839 0.000008494347
1.0 3.166666666666 3.258333333333 3.258531746031 3.258584134327 0.000052388296
Tablo 3.1. Ornek 3°deki y; (x)’in ¢dziimlerinin karsilastiriimasi
. . . . ADOMIAN’ IN DIFERANSIYEL
TAYLOR MATRIS YONTEMI KUVVET SERISI Y. AYRISIM Y. DONUSUM Y.
X N=3 N =5 N=7 N=5 N=4 N=7

0.00 1.000000000000 1.000000000000 1.000000000000 1.000000000000 1.000000000000 1.000000000000
0.02 0.980198666666 0.980198673306 0.980198673306 0.980198673306 1.019798673333 0.980198673306
0.04 0.960789333333 0.960789439146 0.960789439152 0.960789439146 1.039189440000 0.960789439152
0.06 0.941763999999 0.941764533520 0.941764533584 0.941764533520 1.058164540000 0.941764533584
0.08 0.923114666666 0.923116346026 0.923116346386 0.923116346026 1.076716373333 0.923116346386
0.10 0.904830000000 0.904837416666 0.904837418035 0.904837416666 1.094837500000 0.904837418035
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Tablo 3.2. Ornek 3’deki y, (x)’in ¢dziimlerinin karsilastirilmasi

. _ » ADOMIAN’ IN DIFERANSIYEL
TAYLOR MATRIS YONTEMI KUVVET SERISI Y. AYRISIM Y. DONUSUM v
X N=3 N=5 N=7 N=5 N=4 N=7
0.00 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000
0.02 0.019798666666 0.019798700080 0.019798700073 0.019798700106 0.019798700000 0.019798700073
0.04 0.039189333333 0.039189869226 0.039189868825 0.039189870080 0.039189866666 0.039189868825
0.06 0.058163999999 0.058166719439 0.058166714891 0.058166725919 0.058166699999 0.058166714891
0.08 0.076714666666 0.076723281920 0.076723256464 0.076723309226 0.076723200000 0.076723256464
0.10 0.094833333333 0.094854416666 0.094854319940 0.094854500000 0.094854166666 0.094854319940
Tablo 3.3. Ornek 3’deki y;(x)’in ¢dziimlerinin karsilastiriimasi
. . . . ADOMIAN’ IN DIFERANSIYEL
TAYLOR MATRIS YONTEMI KUVVET SERISI Y. AYRISIM Y. DONUSUM Y.
X N=3 N=5 N=7 N=5 N=4 N=7
0.00 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000
0.02 0.000002666666 0.000002626613 0.000002626619 0.000002626613 0.000002626666 0.000002626619
0.04 0.000021333333 0.000020691626 0.000020692021 0.000020691626 0.000020693333 0.000020692021
0.06 0.000071999999 0.000068747039 0.000068751523 0.000068747039 0.000068759999 0.000068751523
0.08 0.000170666666 0.000160372053 0.000160397148 0.000160372053 0.000160426666 0.000160397148
0.10 0.000333333333 0.000308166666 0.000308262023 0.000308166666 0.000308333333 0.000308262023
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Tablo 4.1. Ornek 4°deki y; (x)’in ¢dziimlerinin karsilastiriimasi

TAYLOR MATRIS YONTEMi ADOMIAN’ IN AYRISIM DiliERfAI\isiYEL
Y. DONUSUM Y.
X N=3 N=5 N=7 N=3 N=6
0.0000 1.000000000000 1.000000000000 1.000000000000 1.000000000000 1.000000000000
0.0002 0.999992000032 0.999992000032 0.999992000032 0.999992000032 0.999992000032
0.0004 0.999984000127 0.999984000141 0.999984000139 0.999984000127 0.999984000141
0.0006 0.999976000287 0.999976000387 0.999976000365 0.999976000287 0.999976000387
0.0008 0.999968000511 0.999968000931 0.999968000762 0.999968000511 0.999968000931
0.0010 0.999960000799 0.999960002079 0.999960001275 0.999960000799 0.999960002079
Tablo 4.2. Ornek 4°deki y, (x)’in ¢dziimlerinin karsilastiriimasi
AYLOR MATRIS YONTEM ADOMIAN’ IN AYRISIM DH*T.ER:AI\.I.SIYEL
Y. DONUSUM Y.
X N=3 N=5 N=7 N=3 N=6
0.0000 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000
0.0002 0.078719680000 0.078744267776 0.078743789936 0.079359680000 0.079999687680
0.0004 0.149758720006 0.150545405957 0.150484255475 0.154878720006 0.159998842880
0.0006 0.205437120023 0.211410705424 0.210365966764 0.222717120023 0.239997742080
0.0008 0.238074880054 0.263246864409 0.255420441642 0.279034880054 0.319996846080
0.0010 0.239992000106 0.316809600017 0.279491108218 0.319992000106 0.399996800000
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Tablo 4.3. Ornek 4°deki y;(x)’in ¢oziimlerinin karsilastirilmasi

TAYLOR MATRIS YONTEMi ADOMIAN’ IN AYRISIM DiliERfAI\isiYEL
Y. DONUSUM Y.
X N=3 N=5 N=7 N=3 N=6
0.0000 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000
0.0002 0.000012799999 0.000012554163 0.000012558940 0.000012799999 0.000012799920
0.0004 0.000102399999 0.000095145824 0.000095145824 0.000102399999 0.000102398674
0.0006 0.000345599999 0.000285874099 0.000296319233 0.000345599999 0.000345593042
0.0008 0.000819199999 0.000567522099 0.000645769452 0.000819199999 0.000819177240
0.0010 0.001599999999 0.000831952000 0.001205056457 0.001599999999 0.001599942559
Tablo 5.1. Ornek 5°deki y; (x)’in ¢dziimlerinin karsilastiriimasi
TAYLOR MATRIS YONTEMI TAM COZUM HATA
X N=3 N=5 N=7 [TC—TMY N = 7|
0.0 1.000000000000 1.000000000000 1.000000000000 1.000000000000 0.000000000000
0.2 1.490666666666 1.491818666666 1.491824680634 1.491824697641 0.000000017007
0.4 2.205333333333 2.225130666666 2.225536365714 2.225540928492 0.000004562778
0.6 3.208000000000 3.315136000000 3.319994148571 3.320116922736 0.000122774165
0.8 4562666666666 4923114666666 4.951742455873 4953032424395 0.001289968522
1.0 6.333333333333 7.266666666666 7.380952380952 7.389056098930 0.008103717978
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Tablo 5.2. Ornek 5°deki y, (x)’in ¢oziimlerinin karsilastirilmasi

TAYLOR MATRIS YONTEMI TAM COZUM HATA
X N=3 N=5 N=7 [TC—TMY N = 7|
0.0 1.000000000000 1.000000000000 1.000000000000 1.000000000000 0.000000000000
0.2 1.178666666666 1.178736000000 1.178735908571 1.178735908636 0.000000000065
0.4 1.309333333333 1.310485333333 1.310479319365 1.310479336311 0.000000016946
0.6 1.384000000000 1.390048000000 1.389977645714 1.389978088304 0.000000442590
0.8 1.394666666666 1.414464000000 1.414058300952 1.414062800246 0.000004499294
1.0 1.333333333333 1.383333333333 1.381746031746 1.381773290676 0.000027258930

Tablo 5.3. Ornek 5°deki y3(x)’in ¢dziimlerinin karsilastiriimasi

TAYLOR MATRIS YONTEMI TAM COZUM HATA
X N=3 N=5 N=7 [TC—TMY N = 7|
0.0 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000
0.2 0.198666666666 0.198669333333 0.198669330793 0.198669330795 0.000000000002
0.4 0.389333333333 0.389418666666 0.389418341587 0.389418342308 0.000000000721
0.6 0.564000000000 0.564647999999 0.564642445714 0.564642473395 0.000000027681
0.8 0.714666666666 0.717397333333 0.717355723174 0.717356090899 0.000000367725
1.0 0.833333333333 0.841666666666 0.841468253968 0.841470984807 0.000002730839
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Tablo 5.4. Ornek 5°deki y,(x)’in ¢dziimlerinin karsilastiriimasi

TAYLOR MATRIS YONTEMI TAM COZUM HATA
X N=3 N=5 N=7 |TGC — TMY N = 7|
0.0 1.000000000000 1.000000000000 1.000000000000 1.000000000000 0.000000000000
0.2 0.818666666666 0.818730666666 0.818730753015 0.818730753077 0.000000000062
0.4 0.669333333333 0.670314666666 0.670320030476 0.670320046035 0.000000015559
0.6 0.544000000000 0.5487520000000 0.548811245714 0.548811636094 0.000000390380
0.8 0.434666666666 0.449002666666 0.449325145396 0.449328964117 0.000003818721
1.0 0.333333333333 0.366666666666 0.367857142857 0367879441171 0.000022298314
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